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Uvodni informace

Tato stranka obsahuje moje pozndmky z predndsky Martina Marese z akademického roku 2019/2020 (MFF
UK). Pokud by byla nékde chyba/nejasnost, nebo byste radi néco pridali, tak strdnku muizete upravit pull
requestem (piipadné mi dejte védét na mail.

Relace

Definice (relace) relace mezi mnozinami X, Y = R C X x Y (podmnozina kartézského soucinu)

prézdna: () (nic s ni¢im)
univerzalni: X x Y (vSe se v§im)
diagondlni Ax: {(x,z) | x € X}
— matice relace ma 1 na diagonale
inverzni R~: {(y,z) | (z,y) € R}
— pozor: nemusi to byt funkce!
slozena: x (Ro S)z= JyeY :zRy ANySz
— tzn. tj. musi existovat cesta (kdyZ si to predstavime jako grafy)

Funkce

Definice (funkce) relace f mezi X,Y je funkce (zobrazeni) =Va e X Iy €Y : zfy

specialni druh relace, ve kterém se prvek z X zobrazuje na ten z Y pravé jednou na
znacime f: X — Y nebo f(z) =y
prosta: Vo, 2’ € X,x # 2’ : f (z) # f (2') (dvé riizné x se nezobrazi na stejné y)
na:VyeY dxzeX: f(z)=y

— na kazdé y se néco zobraz{ (klidné vicekrat!)
bijekce: Vy e Y Az e X : f(x) =y
pozn.: podle definice jdou vSechny prvky z X nékam do Y!

Vlastnosti relace

reflexivni: =Vr € X : zRx

— diagondla
symetricka: =Vx,y € X : 2Ry <= yRz
— pozn.: R™' =R

antisymetricka: Vo,y € X,z #y: cRy — —yRx
— alternativné: Va,y € X : xRy AyRx — x =y (je z toho lépe vidét diagonéla)
— napf. mensi nez.. musi to byt pouze jednim smérem

tranzitivni: Va,y,2 € X : xRy AyRz — zRz
— hezky vidét na grafech, Spatné na maticich

Ekvivalence

Definice (ekvivalence) Relace R na X je ekvivalence = R je tranzitivni, reflexivni a symetricka.

ekvivalenéni t¥ida R [z] prvku z := {y € X | zRy} (jsou spolu mezi sebou vSechny v relaci)

Véta: Necht R je ekvivalence na X. Potom:

1.

Ve e X :R[z]#0
o vyplyvé z reflexivity.. z € R [z]
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2. Vz,y € X : bud R[z] = R[y] nebo R[z]NR[y] =0
e pro R[z] C R[y]: uvazme z € R|z], tim padem zRz (symetrie) a zRy (tranzitivita), proto i zRy
a tedy z € R[y] (pak staci obrétit...)
e Ry neplati — sporem dokdzeme, ze R[z] N R [y] = (.. necht existuje z € R[z] N R [y]; potom xRz
a zRy (tranzitivita), a tedy xRy, coZ je
3. ekvivalenéni tfidy urcuji R jednoznacné
o ziejmé.. xRy pravé kdyz {z,y} C R[x]

Usporadani

Definice (usporadani) Relace R na X je usporddéni = R je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

o linedrni <:Va,y € X : 2 <yVy <z (vSechny z,y jsou porovnatelné)

e CastecCné: ne linedrni

e ostré: pokud < je usporddani, pak x <y =x < y Ax # y je ostré usporddani
o > := <! je také usporadani (to samé plati pro ostré)

Definice (Hasseuv diagram) Uvazme uspofadani ({1,2,3},C). Jeho Hassetiv diagram bude vypadat na-
sledné:

%/\'Q 'q%

y.

3’\ % 4 332 22‘ i}

KX

MY R 3s}
~ )

¢

e spojujeme bezprostiedni predky, tj.: neexistuje t € X mezi x,y takové, ze z <t <y
e 7 je minimalni prvek = A y : y < = (analogicky maximalni)

— tzn. neezistuje mensi
e z je nejmensi prvek = Vy : x <y (analogicky nejvétsi)

— tzn. je mensi neZ vSechny ostatni

— silngjsi kritérium nez minimalni, jelikoz musi se vSemi byt porovnatelny

Definice (lexikografické usporadani) Necht X je abeceda a < uspotfaddni na X. Pak definujeme lexikogra-
fické usporadani (X 2. <LE X) nasledné:

(a,b) <ppx (d,b)=(a<d)V(a=ad ANb<})

e nejprve se rozhoduje podle prvniho, pak podle druhého
o lze generalizovat pro vice (kartézsky souin) mnozin

Dlouhy a Siroky

Definice ((anti)¥etézec) pro (X, <) CUM (&éstecné uspofddand mnozina):

e AC X je retézec Va,b € A jsou porovnatelné
— w (X, <) := délka nejdelsiho Tetézce
e A C X je antiretézec = zadné 2 prvky nejsou porovnatelné (nezdvisla mnozina)



— a (X, <) := délka nejdelsiho antifetézce
Véta (o dlouhém a Sirokém) pro (X, <) kone¢nou CUM: |X| < aw
Dtkaz:

o M;:={a€ X |ajeminimilni v <}
L] X1 =X \ Ml
o pokracujeme a vyjde nam, ze Vi : |M;| < « (vSechny totiz musi byt nezdvislé); rovnéz Jay, € My, a1 €
My_q...Tetézec —= k<w
— kombinaci dojdeme k nerovnosti | X| = Zle |M;| < aw

Véta (Erdds-Szekeres) necht zq, ..., 2,241 jsou navziajem ruzné. Pak existuje bud rostouci nebo nerostouci
posloupnost délky alespon n + 1.

Dikaz: Na {1, co,m? 4 1} definujme usporadani i < j <= ¢ < j A z; < x;. Rostouci odpovidaji fetézcim,
nerostouci antiretézcum.

Pocitani funkci

Véta: je-li A a-prvkové a B b-prvkové, pak pocet f: A+— B = b*

Dikaz: kazdy prvek z A miZeme (z definice dokonce musime) poslat do libovolného prvku z B.
Véta: ’2X| = 21X

Diikaz: pro Y C X zavedeme charakteristickou funkci Cy : X — {0,1}, kde

Cy (2) 1 z€Y
T
Y0 jindy

Kazda Cy jasné urcuje unikatni podmnozinu, tim padem vlastné pocitdme funkce z n-prvkové do 2-prvkové
mnoziny, kterych je 2" (viz predesld véta).
Véta: je-li A a-prvkové a B b-prvkové, pak pocet f : A — B prostych je

a—1

[[o—i) =12

i=0
Dukaz: Dikaz: 1. prvek z a méa b moznosti, druhy b — 1, ...
Poéitani dvojic: f:{1,2} —» X = X?

e prvky jsou dvojice (f (1), f(2))
e {1,...,k} — usporaddni k-tice
e N+ X — nekonecné posloupnosti prvkia z X

Pocet k-tic rtiznych prvka z X.. f: {1,...,k} — X je
n-(n—1)-(n—-2)-...-(n—k—1)

e n = |X]| (stejné jako pocitdni prostych funkei)
Véta: Pocet bijekci mezi X a X (permutaci) =n-(n—1)-...-1:=n! (faktoridl)

Definice (pevny bod) permutace p je prvek z : p(z) = x (zobrazi se sdm na sebe).

Kombinatorika

e par definic na rozjezd:



(),j) = {AC X ||A] =k}

ny n-(n-1-m-2)-...-(n—k+1) n!
(k)'_ E-(k—1)-(k—2)-...-2-1 Kkl (n—k)!

< X X
vata: [(1)| = (1)
Dikaz: budeme pocitat dvéma zpusoby:

o # (pocet) usporddanych k-tic riznych prvki z X je stejny jako:
— # prostych funkei z {1,...,k} — X, kterychjen-(n—1)-...-(n—k+1)

— # k-prvkovych mnoZin - k! (zpermutovanim)... ()k() - k!

Vlastnosti kombinacnich c¢isel

e pocet prazdnych podmnozin = 1 = pocet ,,plnych* podmnozin: (8) =1= (Z)
e pocet 1-prvkovych podmnozin= n =pocet podmnozin, kde 1 prvek chybi: (Tf) =n= (nﬁl)

o generalizace predchozich dvou vzorecki... poc¢itani doplnku: (Z) = (nﬁk)

« pocet podmnozin dané mnoziny: ., _, (7) = 2"
— vlastné n-bitové ¢islo — patii/nepatii

n\y (n-—1 n n—1
k) k k—1
e k-prvkové mnoziny obsahujici/neobsahujici néjaky fixni prvek.. pokud ho neobsahuji, tak mame k& mist
na ostatni prvky; jinak mame k — 1 mist (prvek jedno misto jinak zabird)

Binomicka véta

VneN,Va,beR: (a+b)" = Z <Z>a”kbk
k=0
Dukaz:

e jednd se o soucty soucini, které si ze zavorek vybiraji a nebo b
— a" FbF — celkové jich musi byt n
- (Z) — kolika zptisoby si 1ze z n zavorek vybrat k znakt

Poznamka:

e (141" =2"=37 () —soucet fady Pascalova trojihelnika
e 1-1)"=0=3,_,() (—=1)* — podet podmnozin sudé velikosti je roven poétu podmnozin velikosti liché

Odhady pro faktorial

e trividlni: 2771 < nl < n”

e rozumny: n"/2 < n! ("Tl)n
n n

o wtf: e- (%) <nl<en- (%)

<
<

Lemma (a/g nerovnost) /7y < *t Vo, y >0



Duakaz:
(a—b)>>0
a® —2ab+ 6> >0
a?® + b% > 2ab
a2 + b2
2

x;yzﬁ

> ab

Dikaz (rozumného)

e nl= (n!)2:\/1'2~...-n'1~2~...~n:\/1~n~\/2~(n71)~...~\/n~1
— horni: \/i(n —i+ 1) <ACG Hnitl — ) < (”T“)n (je jich m)

— dolni: /i (n —i+1) > /n = n!>/n" (vevnitt je vidy alespoti n)
Dikaz (wtf) Indukce:

en=1l.e-1-1<1
e n—1—=mn:

Dikaz, toho pro¢ ten vyraz < 1:

1 n n
<1> 6§<67}7) e=ele=1 14+z<e”
n

e pozn.: a < b = a = be pro ¢ < 1, proto to vlastné délame

Princip inkluze/exkluze

Véta (inkluze a exkluze) Necht Aj,..., A, jsou koneéné mnoziny. Potom:

n

_ :Z(il)kJrl Z

N

iel

Také lze zapsat jako

Ual= Y "™ iNa

i=0 P£I1C[n) iel
Diikaz (podéitaci) kolikrat se prvek a nachéz{ nalevo a napravo:
o nalevo: 1 (ve sjednoceni je jednou pravé)
e napravo:
— predpokladejme, ze se vyskytne v 7 mnozinach — vyskytuje se tedy v kazdé k-tici z téchto 7 mnozin
(k <7)

— existuje (i) k-prvkovych podmnozin j-prvkové mnoziny (a ve vzorci se znaménka st¥idaji), lze pocet
vyskytu vyjadiit nasledovneé:

- (;) + (é) (-1 (j) _



Grafy

Definice (graf) graf je usporddand dvojice mnozin (V| E), kde V' je konecénd, neprdzdnd mnoZina vrcholi
aFE C (‘2/) je mnozina hran.

o {u,v} € E.. mezi u,v vede hrana (jsou sousedni)
e v Eeproec E. vrchol lezi v/na hrané

Odrady

-« Gplng K, = (In], (%))
— opak je diskrétni
e Uplny bipartitni K, ,:
- V(Kmn) ={a1,...,am,b1,...,b,} (rozdélime na 2 ¢asti)
— E(Kmn) ={{a;,b;} | i € [m],j € n]}
— bipartitni — F C plného bipartitniho
o cesta P, = ([n],{{i,t+1} | 0<i<n})
o cyklus C, = ([n],{{i, (¢ + 1) mod n} |0 <i<n})

Definice (izomorfismus) grafy G a H jsou izomorfni (G = H) = f : V (G) — V (H) bijekce t. 2. Yu,v €
V() platis {u,v} € E(G) — {f (u),] (v)} € E(H)

o vlastné to je takové prejmenovani vrchola

Grafové odhady

Necht V = {vy,...,u,}.

e pocet vsech grafi na V je 2(3) (vSechny mozné dvojice; budto tam jsou nebo nejsou)
o pocet neizomorfnich grafi: pocet vsech grafii / pocet tiid izomorfismu (ekvivalence)
— izomorfismu je nejvyse n! (uvazujeme vSechna pfejmenovani)
— celkem tedy > 2(3)/11!
— neni to tak Spatny odhad:

Vlastnosti grafu

o stupeni vrcholu v grafu G je deg. (v) = #w € V(G) : {v,w} € E(G)
— tzn. kolik hran vede do vrcholu
— k-regularni graf: stupen vsSech vrcholu je k
o skoére grafu je usporddana n-tice stupnu vsech vrcholi
- typleydl §d2 S Sdn
- 0<d;<n-1

Tvrzeni:

S deg(v) =2-|E(G)

veV(G)



Diikaz: necht K je {(v,e) | e € E(G) Av € e}; pak

K| =2-]E(G)| =) deg(v)

e prvni rovnost plati, jelikoz kazda hrana prispéje 2x
o druhd rovnost plati, jelikoz kazdy vrchol prispéje vSemi hranami, které do néj jdou (tj. svym stuptiem)
o vyplyva z toho princip sudosti: pocet vrcholu lichého stupné je sudy (jinak by se to nesecetlo na sudé ¢islo

Véta (testovani skére) necht dy < dy < ... < d,, posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak d}, ds,...d,_; vznikne
smazanim posledniho prvku a odectenim 1 od d, predchozich. Pak di < dy < ...d, je skorem grafu, kdyz
dy,d,...d,_; je skérem grafu.

Dukaz:

o =: vime, ze d,db,...d),_; je skérem grafu, staci tedy piilepit vrchol a propojit ho patfiénymi hranamy
k existujicimu grafu:
- V(G)={vl,....v,_1,vn}
- E(G)=EG)u{{viu}|n—d, <i<n-—1}
— pozor! opacné nefunguje, jelikoz nemame jistotu, ze odebirame od téch zprava
o
— necht G := {G na {v1,...,v,},|Vi:degs (v;) =d;}
* = vSechny mozné grafy s timhle skérem
—lemma: 3G e€G:Vjn—d, <j<n:{vj,v,} € E(G)
* tedy existuje graf, od kterého muZzeme odtrhnout posledni vrchol (ten s nejvétsim stupném)
a dostaneme spravné skére
— necht j (G) :=max {j | {vj,vn} &€ E(G)} (prvni dira zprava)

e necht G € G m4 miniméln{ j (G)... pak j <n —d,
— dikaz sporem: kdyby j > n —d,,, pak 3i a 3k : {vj,v} € E(G) A {vi, v} € E(G)
% pro d; < d; — z v; jich vede vice nez s d; (takze do néjaké do které d; vede d; nevede)
* d; = dj je taky ok... jedna z v; vede do v,

vy o L2l
M T ey

l;
(1 SRl
I

Afd N‘A UJ’ N-M

e skrtnutim vyrobime graf, ktery ma mensi j...
Definice (podgraf) Graf H je podgrafem grafu G(H C G)=V (H) CV (G)AE(H) C E(Q).
o vznik tak, ze z grafu odebirdme hrany/vrcholy

Definice (indukovany podgraf) Graf H je indukovangm podgrafem gratu G(H CG) =V (H) C V(G) A
E(H)=E(G)n(Y§).

« vznik tak, Ze z grafu odebirdme pouze vrcholy (a s nimi spojené hrany)
Definice (cesta) v grafu délky k je (2 pohledy):
1. HCGt.z. HE Py



2. Vg,€1,V1,.-.,CL, Uk t. Z.:
o Vi:v; € V(G) + vSechny v; jsou ruzné vrcholy
e Vjie; € E(G) Nej = {’Uj,i,’l)j}

e obdobné Ize definovat kruznici, jen ve = vy
Definice (sled) (prochizka/walk) v grafu G je cesta, ve které se mohou vrcholy i hrany opakovat.
Tvrzeni: pokud existuje sled z x do y, pak existuje i cesta.

o zvolime nejkratsi ze vSech sledu.. to je cesta; kdyby ne, pak 3 vrchol, ktery se tam vyskytuje 2x (tim
pddem jde sled zkratit)

Definice (souvislost) Graf G je souvisly =Vu,v € V(G)3 cestav Gz udowv

o relace dosazitelnosti: ~ na V (G): u ~ v =3 cesta z u do v
— je to ekvivalence: je reflexivoni (cesta z u do u velikosti 0), symetrickd (graf je neorientovany) i tran-
zitiond (jen pozor na to, ze to po slepeni mize byt sled — je pot¥eba to oSetiit)

V souvislém grafu G je vzdalenost vrcholu u, v minimum z delek cest z u do v (znacime p (u,v)).

e jedna se o metriku, jelikoz splnuje nasledujici:
1. Yu,v: p(u,v) >0
2. Vu,v:p(u,v) =0 <= u=vw
3. Yu,v: p(u,v) = p(v,u)
4. Yu,v,w: p(u,v) < p(u,w) + p(w,v) (trojihelnikova nerovnost)

Grafové operace

e priddni hrany/vrcholu: G+ v, G+ h
e smazani hrany/vrcholu:
- G-e:=G(V,E\{e})
- G—v:=GV\v,E\{e€ E|vé&e})
o déleni hrany G % e := (VU {z},(E\ {z,y}) U ({x, z},{z,9}))
« kontrakce hrany G/e := (V\{z,y} ) U{z},{e€ E|en{z,y} #0} U{(e\ {z,y}) U{z} |e€ EAleU{x,y}| =1})

Stromy

Definice (strom les, list)

o strom je souvisly acyklicky graf
o les je acyklicky graf (soubor stromi)
o list — vrchol stromu s deg (v) =1

Tvrzeni: Strom s alespon 2 vrcholy mé alespon 2 listy (vrcholy, do kterych vede 1 hrana).
Dikaz: uvazme nejdelsi cestu. Jeji krajni vrcholy jsou listy, jelikoz:

o pokud z nich vede cesta nékam zpét do sebe, tak graf neni strom
e pokud z nich vede cesta nékam, kde jsme jesté nebyli, tak neni nejdelsi

Tvrzeni: necht v je list grafu G. Pak G je strom <= G — v je strom.
Dikaz:

o =.. G—w je acyklicky (cyklus jsme odstranénim nevytvorili) a souvisly (vedla pfes néj pouze 1 cesta, a to
ta do néj)

e <. po prilepen{ je také souvisly ( Vz € G —v3 cesta z = do v) a acyklicky (pFilepeny vrchol mé stuperi
1, nemuze tedy tvofit cyklus)

Véta (charakteristika stromu) nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. standardni: G je souvisly a acyklicky
2. jednoznacna souvislost: mezi kazdymi vrcholem x,y vede prdvé 1 cesta
3. minim&lni souvislost: G je souvisly a Ve € E(G) : G — e souvisly nen{



4. maximalni acykliénost: G je acyklicky a Ve € (V(QG)) \ E(G) : G + e obsahuje cyklus
5. Eulerova formule: G je souvisly a |E (G)| = |V (G)| — 1

Dukaz: 1 = 5: indukei:

e n =1 sedi (0 hran, 1 vrchol, je to strom)
e n—n+ 1. necht G ma n+ 1 vrcholti...
— G mA list (lemma), jehoz odtrzenim mame stale strom (G’)... postvanim IP mdme dikaz

1 = 2: indukei:

e n =1 plati
e po prilepent:
— zachova vSechny staré cesty
— Vo e V(G —wv)3lcesta x ~ s aV cesty  ~ v jsou tvaru & ~ s ~ v (jsou jednoznacné)

1 = 3: indukei:

e pro n = 2 plati (odebranim hrany se vrcholy rozpadnou)
e indukce n+1 — n:

— IP: graf n se rozpadne

— po odebrani n + 1 hrany se graf také rozpadne

1 — 4:

e acyklicnost sedi
e pridanim hrany vytvorime cyklus, jelikoz tam jiz existuje cesta a tohle vytvofi druhou
— pozor! neplést si s implikaci 4 = 1; tohle nent spor

2 = 1:

e je tim padem souvisly
e kdyby existovala kruznice, pak existuji 2 rtizné cesty

3 = 1:

o souvislost sedi
¢ kdyby existoval cyklus, tak se odstranénim nestane nesouvisly

4 = 1.

o acykliénost sedi
¢ kdyby nebyl souvisly, tak pridani nevytvori cyklus

5 = 1 — indukci podle poc¢tu vrcholi:

e existuje vrchol, ktery je list
o koukneme na skére: > 1, d; =2 |E(G)| =2n—2
— d; > 1 (souvislost) a alesporni 1 je 1 (kdyby ne, tak d; > 1, coZ je v souctu alespon 2n) a mame tedy
list; jeho odtrzenim méme podle IP (graf mé po odtrzen{ stupeti 2(n — 1) — 2) strom, a po pfilepen{
je to opét strom

Kostra, sled, tahy

Definice (kostra) grafu G je graf H C G : V (H) =V (G) A H je strom
o mnesouvisly graf nemé kostru
Definice (tah) je sled, ve kterém se neopakuji hrany.

o uzavreny/otevieny — koncové vrcholy tahu jsou/nejsou stejné
o FEulerovsky — obsahuje vSechny vrcholy a hrany grafu

Véta: v grafu G existuje uzavieny Eulerovsky tah <= je souvisly a V v € G : deg (v) je sudy

o = je souvisly (vSude se lze dostat tahem) i sudy (vSechny hrany vedouci do daného vrcholu lze sparovat,
protoZe do néj vchézime a vychédzime)
o «: uvazime nejdelsi mozny tah:
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— je uzavreny, jelikoz kdyby nebyl, pak je pocatecni i koncovy vrchol tahu lichy, ale sudost znamen4,
ze jsme néjaké hrany nevyuzili... tah tedy neni maximélni
— je Fulerovsky, protoze:
* obsahuje vsechny vrcholy; kdyby ne, tak jej lze pripojit a vytvorit tak vétsi tah
* obsahuje vSechny hrany; vime, Zze obsahuje vsechny vrcholy, proto je hrana mezi jiz nakreslenymi
vrcholy... tu ale lze také pridat
— POZOR: je potfeba si ddvat pozor na poradi, ve kterém tuhle implikaci dokazuji — zdlezi na ném

Rozsirovani grafi
Definice (multigraf) je usporddand trojice (V, E, K), kde:

e V jsou vrcholy ((V # 0)
e F jsou hrany
o K je zobrazeni E + (Y) UV (sjednoceni kviili existenci smycek)

Definice (orientovany graf) je (V, E), kde E C V2 \ Ay (Ize u multigrafu rozsfiit obdobné)

« hodi se rozlisovat vstupni (deg™) a vystupni (deg®")

stupné
Definice (podkladovy graf)

e u orientovaného zapomeneme orientaci
e u multigrafu zrusime opakovani hran

Definice (souvislost)

e slabd — dosazitelnost v podkladovém
e silnd — Vu,v € V3 cesta z do v

Véta: pro vyvdZeny orientovany multigraf G je ekvivalentni:

1. G je slabé souvisly
2. G mé uzavreny Eulerovsky tah
3. G je silné souvisly

Dukaz:

e 3 = 1 jiz vime (podkladovy je obecnéjsi)
e 2 =—> 3 tahem se dostaneme kdekoliv potfebujeme
e 1 = 2 stejné jako diikaz u neorientovaného

Rovinné nakresleni grafu

Definice (bod) je prvek R?
Definice (kfivka) je prostd a spojitd mnozina bodl

Definice (jednoduchi k¥ivka = oblouk) je f : [0, 1] — R? spojit4 a prosta.

o jednoduchd uzavrend kiivka = kruznice: prostd az na f (0) = f (1)

Definice (rovinné nakresleni) multigrafu (V,E,K) je v : V — R? a {C. | e € E}
mnozina obloukt/kruznic t. 7.:

. (Ve € E) K (e) = {u,v} = C. je oblouk s konci {v (u),v (v)} }:@ q]
e za kazdou hranu existuje oblouk !

. (Ve€ E) K (e) =u = C. je kruznice obsahujici v (u)
o smycky

. (Ve, frazné € E) = C.NCy =v[K (e) N K (f)]
e pruniky jsou jen vrcholy

4. MWweVVee E)v(v)eC. = v e K (e)

e protina-li kruznice vrchol, pak je vrchol na té hrané

—_

[\]

w

Definice (rovinnost) Graf je rovinng, pokud existuje néjaké jeho rovinné nakresleni.
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e cesta je rovinna
e kruznice je rovinna
o strom je rovinny (pfidavanim listd — vzdy je ,zoomovat* a poklddat tam listy)

Definice (topologicky graf) graf nakresleny do roviny.

Véta (Jordanova véta) Necht T je topologicka kruznice v R2. Pak R?\ T' m4 pravé 2 komponenty obloukové
souvislosti: 1 omezenou, 1 neomezenou a T je jejich spolecnou hranicni.

o tézké dokézat
Véta: K5 neni rovinna.

Dikaz: Po rovinném nakresleni K, je ziejmé, ze z kazdé stény jsou dosazitelné pravé 3 vrcholy — K5 proto
rovinnd byt nemuze.

Definice (k¥iZici ¢islo) je min. pocet kifzeni.

Definice (stény nakresleni) jsou komponenty obloukové souvislosti:

R*\ <{V(v) lvevyJ C(@))

eckE

Poznamka: nechova se jako izomorfismus!

a 1 X

2

1.3+840 —— A,{G&fc"u I

Véta: hranice kazdé stény souvislého grafu je nakreslenim uzavieného sledu, ktery kazdou hranu obsahuje
nejvyse dvakrat.

Diikaz: indukce podle po¢tu hran (pocet vrcholu je pevny):

1. pro strom: pocet hran = pocet vrcholi —1; nakresleni ma pravé 1 sténu; sled je DFS
2. pro |E| > |V| — 1: obsahuje kruznici... necht e = {u, v} lezi na kruznici
e rozdélime ji na 2 sledy

Véta: G ma nakresleni na sféru <= G je rovinny.
Dikaz: udélame stereografickou projekci... jedna se o bijekci

e je potfeba si dat pozor a natocit ji tak, at se netrefime nékam do grafu
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Véta (Kuratowského) G neni rovinny <= 3H = G t. z.: H = néjakému déleni K5 nebo Kj 3
Véta (Eulerova formule) necht G je souvisly graf nakresleny do roviny. Pak v + f = e+ 2
Dikaz: fixujeme v, indukce podle e:

e grafjestrome=v—-1;f=1.v+f=e+2

e IK: uvazme h na kruznici a podivejme se na G — h
—v' =v
— €/ = e —1 (odebrani hrany)
— f"=f —1 (spojeni dvou stén)

Definice: G je maximélné rovinny <= G je rovinny a G + e nenf rovinny Ve ¢ F (G).
Véta: pro maximalné rovinny graf G s v > 3 jsou vSechny jeho stény trojihelniky.
Definice:

1. kazdy maximdln{ graf je souvisly (pokud ne, tak lze nesouvislé komponenty spojit)
2. kdyby existovala sténa s hranici C), pro n > 3, pak mizeme v ramci stény pridat hranu
3. strana, jejiz hranice neni kruznice neexistuje (mohli bychom pfidat sténu)

Véta: Necht G je maximélné rovinny s v > 3 vrcholy. Pak e = % f.
Dikaz: kazda sténa vytvari tfi hrany, ze kterych kazda patri pravé do dvou stén.

Véta (pocet hran rovinného grafu) pro pocet hran rovinného grafu plati
e<3v—06

Pro maximéalné rovinny plati rovnost.

Dikaz: Dosazeni pozorovani vySe do Eulerova vzorce (neni-li graf maximalné rovinny, pak e < % f, jelikoz
nékteré stény budou mit vétsi pocet hran).
Véta: v kazdém rovinném grafu existuje vrchol t. 7. deg (v) <5
Dikaz:

e pro pocet vrcholt < 2 trividlni

e pro ostatni: e < 3v — 6 = prumeérny stupen < 6

—2e<6v—-12 = 2e<bv = % < 6 (2e je soucet vSech stupriii)

Véta: Necht G je maximélné rovinny bez trojihelniki. Pak e < 2v — 4.

sy

Dikaz: stejnéd tvaha jako vyse, jen kazda sténa vytvari 4 hrany.

Barveni

Definice (obarveni) grafu k barvami je funkce C : V (G) — {1,...,k} t. Z. Vu,v € V (G) : {u,v} € E(G) =
C (1) # C (v)
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Definice (barevnost/chromatické ¢islo) x (G) je nejmensi k t. Z. existuje obarveni grafu k barvami

o x(P,)=2 (pron >0)

X (Cn) =

2 nsudé
3 n liché

X (Kn) =n

HCG = x(H)<x(G)

x (G) =1 < @ nem4 hrany
X (G) =2 <= G je bipartitni

Véta: pokud G nema4 lichou kruZnici, pak x (G) < 2.

Dukaz: graf je souvisly = ma kostru 7. Necht C' je 2-obarveni T'. Pokud by C nebylo obarvenim G, pak 3
cesta sudé délky z vrcholu u do v, jejiz propojenim dostéavame lichy cyklus.

Tvrzeni: Je-li T strom s alespori 2 vrcholy. pak x (T') = 2

Dukaz: zakofenime a barvime po vrstvach.

Véta: kazdy rovinny graf je 5-obarvitelny.

Dukaz:

o pro |V| < 5 lze trividlné (prosté ptifadime vSechny barvy)
e indukef podle poctu vrcholi: uvazme v € V (G) s minimalnim stupném — ten odtrhneme, graf podle IP
obarvime a rozebereme pripady:
— kazdy podgraf d-degenerovaného grafu obsahuje vrchol stupné mensiho nez d“
— deg(v) > 5 nenastane (vztah e = 3v — 6)
— pro deg(v) = 5: pokud jsou né&jaké barvy stejné, tak obarvime zbylou; jinak uvazme zeleno-Gerveny
podgaf vychazejici z vrcholu a... pro ten mohou nastat dva pripady:

1.

pokud ¢ nepatti do podgrafu, tak prohodime vsechny barvy v podgrafu a jedné se tim na proble-
matickém vrcholu zbavime

pokud patti, tak udéldme totéz s vrcholy b a d; oba pripady najednou nastat nemohou, jelikoz
by se kifzily v hrané (nelze — porusi rovinnost) nebo ve vrcholu (nelze, ten uz ma barvu)

T3]
/

AN \O/A

Degenerovanost, klikovost, dualita

Definice: graf G je d-degenerovany =VH C G Jv € V (H) : degy (v) < d

pozor! nefika to, ze Vv € V (G) : deg (v) < 5, jelikoz podgrafy trhaji vrcholy a hrany
kazdy strom je 1-degenerovany
rovinné grafy jsou 5-degenerované (viz. dikaz kousek zpét — stupné rovinnych grafi)
graf s max. stupném A je A-degenerovany
obecné plati x (G) < d+1
— dikaz indukci: odstranéni ma obarveni a ke pridani zpét je potfeba alespon 1 volna barva
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Definice: Pro G nakresleny do roviny definujeme G* dudlni graf:

« ze stény je vrchol (a obracené)
e 7z hrany je hrana (bijekce)
e podle Eulerovy formule: v a f se prohazuje, e zistdvd

Definice (klikovost) w (G) je maximalni & t. z. G obsahuje Kj.
e X(G) > w(G) (na Ky, je potieba k barev..

Pravdépodobnost

Definice (diskrétni pravdépodobnostni prostor) je (2, P).

e Q je nejvyse spoletnd mnoZina elementdrnich jevi (hod minci/kostkou/...)

e P je funkce 2 — [0, 1] (,pravdépodobnost®) t. z. o P(w) =1
o klasicky.. Vz,y el. jevy plati P (z) = P (y)
Definice (jev) X je mnozina elementérnich jevi.
« PIX]=3ex Pw)
« PIQ]=1
Podminéna pravdépodobnost
P[AN B]
P[A| Bl := ———

o podminkou vytviiime novou mnozinu elementarnich jevii, kterd ale nenf normalizovana (to zajistuje déleni)
o vlastné to po prepséni na P[A | B]- P[B] = P[AN B] znamena: pravdépodobnost B krit pravdépodob-
nost, ze v ramci B nastane A je Sance jejich pruniku (P [A N B)):

15



Véta (o uplné pravdépodobnosti) necht By,..., By je rozklad Q a Vi : P[B;] #0

VA:P[A]=) PIA|B]- P[Bj

P[ANB;]
Véta (Bayesova) necht By, ..., By je rozklad Q t. z. Vi: P[B;] #0 a A je jev. Potom Vi:

_ _P[A|B]-P[B] _ P[A|Bi-P[Bj]
PBAA = puTB PB] - P4

Dikaz (trochu pseudo)
P[B;|A]-P[A]=P[ANB;]=P[B,NA]=P[A| B;]- P[B;]

Definice (nezavislé jevy) jevy A, B jsou nezavislé (B neovliviiuje A), pokud (ekvivalentni vyroky):

1. P[A|B] = P|A]
2. P[ANB] = P[A]- P[B]

Obecnéji: jevy Ajp, ..., A, jsou po k nezavislé

— VIe ([Z]> P

N

el

=[P4

icl

e jevy jsou nezavislé <= jsou po k nezavislé Vk

Definice (souéin pravdépodobmostnich prostori) P (Qq,P;) a (Q2, P2) je pravdépodobnostni prostor
(Q,P)t. 2.
« )= Ql X QQ
o P((z1,22)) = Py (1) - P2 (22)
e pozn.: stile se pravdépodobnost secte na jednicku: EM,IQ P (x1)Py(z2)=1-1=1
Definice (ndhodna veli¢ina) je f: Q — R (ale klidné i do jiné mnoziny... je to dost jedno)
e Plf2T7={weQ|f(w) =T}
e stredni hodnota ndhodné veli¢iny X je E[X]: =) o X (w)- P (w)
e linearita stfedni hodnoty: VX, Y nahodné veli¢iny plati:
- EX4+Y]|=E[X]+E[Y]
— ElaX]=aE[X] VYaeR
— dtkazy jsou pfimocaré (dosazeni do sumy)
0 nenastal

Definice (indikator) jevu J; (w) =
1 nastal

CJ=5
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Pravdépodobnostni odhady

Véta (Markovova nerovnost) necht X je ndhodnd nezdpornd veli¢ina, kterd mé stfedni hodnotu, a t > 1;
potom plati, ze

PIX >t E[X]] <

| =

Diukaz: vychazime ze stredni hodnoty; iterujeme pres vSechna a € R
E [z] :ZP[x:a] “a //definice
a

> Z Plz=a]-a //iterujeme ptes vice hodnot
a>k

EZP[m:a]-k //k>a

a>k

:k-ZP[x:a]

a>k
=k-Plz > k]

o dosazenim k :=t - E [z] dostdvdme Markovovu nerovnost
Definice (variance = rozptyl) var X := E [(X —-E [X])Q}

e +/var X je stredni hodnota odchylky

Véta (Cebyéevova nerovnost) necht X je ndhodna veli¢ina, kterd m4 stfedni hodnotu, a ¢t > 1; potom plati,
ze

P[|X—E[X]|Zt-\/var7X} gt%

Diukaz: dosazeni do Markovovy nerovnosti (jen pozor na odmoctiovan{ nerovnosti — abs. hodnota).
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