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Uvodni informace

Tato stranka obsahuje moje poznamky z prednasky Martina Kouteckého z akademického roku 2020/2021. Pokud
by byla nékde chyba/nejasnost, nebo byste radi nékam pfidali obrdzek/text, tak strdnku muzete upravit pull
requestem (piipadné mi dejte védét na mail.

1. prednaska

Odhady faktorialu

Véta (meh odhad)

Duakaz (>)
n?=1-2-3-....n-n-(n—1)-...-2-1

=[G -(n—i+1)
i=1
Vyuzijeme A-G nerovnost:
m < a —2|— b

t+n+1—1 n+1
- 1= < _
Vi(n + 1) < 5 5

Dostavame:

Dikaz (<) n <i(n—i+1),Vi € [n]:

e ¢ =1 plati
e i =2 — jeden ¢len je vzdy > 2, druhy > n/2

(n!)Q:Hi(n—i—i—l) ZHn:n”
i=1 i=1
n/2

n!l>n

Véta (nice odhad)

Dikaz (indukci)

e n=1:

en—1—n:



https://github.com/xiaoxiae/slama.dev/blob/master/_posts/
https://github.com/xiaoxiae/slama.dev/blob/master/_posts/

Dtikaz, toho pro¢ ten vyraz < 1:

1 n N n
<1—) eg(e_ﬁ) e=cle=1 14+z<e”
n

e pozn.: a < b = a = bc pro ¢ < 1, proto to vlastné délame
e pro dolni mez postupujeme podobné, ale je potieba indukéni krok dokazovat pro n — n + 1, misto
n—1—=n.

Véta (Stirlingova formule)
n! 2 v2mn (E)

e

Odhady binomickych koeficientt

(«¢):promalé k <<n...(}) = (n_’};)!k! = "'("_1)"”I'("_k+1) <nk

e (Ln72J> =%

e soucet vSech ¢isel v fadku je 27, tak jisté to nejvétsi nebude vétsi
e nejveétsi scitanec je rovnéz alespon tak velky jako pramérny

Véta (nice odhad)

Véta (hodné meh odhad)

Dukaz:

22m om 22m
< ()<
Qm m v2m

Dikaz: Nejprve jedno kouzlo:

P:1~3 5 ~(2m —1)
2:4-6-...-2m

~1-3-5 -(2m—1)2-4-6 2m

0 2.4-6-...-2m 2-4-6 2m
em! ()

Chceme tedy:

Pak jesté druhé kouzlo:

(1 3) (1 ) = (52) (323) (Bt

=P*@2m+1)<1 // souéin véci < 1

Mame tedy: . )
P < om—+1  2m
1
P < \/?Tn
Druhd strana analogicky (uvazujeme (1 —35) (1— ) ... = (33) (£2)... = W)



2. prednaska

Nahodné prochazky

Definice (ndhodna prochazka) Nahodny proces, v kazdém kroku se panddek zacinajici v bodu 0 posune ze
své aktudlni pozice doprava nebo doleva.

e kde bude po n krocich?
e lim, o ... Ze se po n krocich vratil (nékdy v prubéhu) do pocatku?
o lim,, o ... E[#ndvrati do pocatku]?

— dokazeme, zZe jde k nekonecénu

Zadefinujeme si nahodnou veli¢éinu X = Ig, + Ig, + ... + Is,,:

e Ig, ... indikator, Ze nastal jev ,,po 2n krocich jsem v pocatku®

o E[X] = E[#navratu do pocatku].

« Prlpo 2n krocich jsem v pocitku] = (*")/22".
— nahofe jsou moznosti vyrovnanych po¢tu kroku doprava/doleva
— dole jsou vSechny scénare pro 2n kroku

2n
&) oze 1
22n = 92n _2\/5

E[X]=E

> .|

i=1

= Z E[ls,,] // linearita stfedni hodnoty
i=1
(o)

= Z Pr([Is,,] // stfedni hodnota indikatoru je pravdépodobnost
i=1

oo
1
> — ouziti odhadu vyse; diverguje
> E_ Wi //Pp ¥ guj

o zajimavost: ve 2D to také plati, ale ve 3D uz ne (konverguje k néjakému konstantnimu ¢islu)!

Generujici funkce

Definice (mocninné ¥ada) je nekone¢nd fada tvaru a(z) = ag + a12! + azz? + ..., kde ag,a; ... € R.

Piiklad: ap=a1=...=1— 1+z+22+...

1
1—x?

miizeme tedy iict, ze (1,1,...) ~ 2=

e pro |z| < 1 fada konverguje k T

Tvrzeni: (ag,ai,as,...) redlnd cisla. Predpoklad: pro néjaké K t. z. |a,| < K™. Poté fada a(x) pro kazdé

T € (—%, %) konverguje (déva smysl). Funkece a(x) je navic jednoznaéné uréena hodnotami na okolf 0.

Definice (vytvorujici/generujici funkce) necht (ag,aq,...) je posloupnost redlnych ¢isel. Vytvorujici funkee
této posloupnosti je mocninnd fada a(z) = Y o a;z".

operace rada Uprava

soucet ap + bo,a1 +b1,as + b, ... a(x) + b(x)

nasobek aag, aal, Qasg, . .. aa(z)

posun doprava 0,a9,a1,... za(x)

posun doleva, ai,as,as, ... W
bsti 0 1 2

substituce ax a’ag,atar, a”asg,. .. alax)



operace rada Uprava

substituce ™ a0,0,771,0,a1,0,%71,0, a9, ... a(z™)
derivace ai,2as,3as, ... a'(x)
integrovani 0,a1,a2/2,a3/3, ... Jy a(t)dt
konvoluce an =Y p—o @k * b a(z) - b(x)

Zde je nékolik piikladu fad a vyrazi, kterym odpovidaji (hodi se v dikazech):

> 1
St =(1,1,1,1,...) =
n=0

o 1—-ax

Z(xQ)n = (1707 1,0, ) = !

= 1— a2
(=Dt =(1,-1,1,-1...) = !
o 1+xz

Zobecnéna binomicka véta

Chceme binomickou vétu zobecnit i pro redlné exponenty. K tomu potifebujeme definici kombinac¢niho ¢isla,
ktera se s redlnymi kamaradi. Udélame nasledujici:

r r-(r=1)-(r—=2)-...-(r—k+1)
reR keN (k>: X

o pro r € N se shoduje s tim, co uz zname
e pro r € R opét mame klesajici soucin k£ prvku, ale hodnoty jsou redlné

Véta (ZBV) necht z,y,r € R a |z| > |y| (kvili konvergenci). Pak ZBV je nasledujici vyraz:

(z+y) = i (;)xr—kyk

k=0

Priklad:

e pro y =1 (a prohozenim z a y) dostavame
r r T
1 "= ..
oo =((0) (1) G)-)

1 1 1
\/1+x:1+§x—§x2+1—6x3+...

e specialné pro r = % dostavame

Priklad: V krabici je 30 ¢ervenych, 40 zlutych a 50 zelenych mickt. Kolika zpusoby lze vybrat 707



A+t +)A+a+. .+ )1tz +... +27) =
1—z311— g4 1 — g5!

= osuneme o 31 mist a ode¢teme
1— :c 1—2z // P

1-—
R (1 2™) (1 =) (1=2)

(( > " <f) ( ) ) (1= ™) (1—a™) (1— o)

o[- (532

= 1061

Kde posledni rovnost plati, protoze:

e z poslednich 3 zavorek si vybereme 1 a z prvni zavorky koeficient u 70
o ze druhé 23! a z prvni koeficient u 72 — 31
— analogicky pro 41 a 51 ze tieti a ¢tvrté

3. prednaska

Fibonacciho ¢isla

Definice: FO = O,Fl = 17Fn =Ftp_1+ Fn_g,Vn > 2

« Fibonacciho mocninnou fadou rozumime F(x) = Fy + Fio + Fox? + Fza® + ...

Funkce/pozice 0 1 2 3 4
.’L‘F({,C) 0 Fo F1 F2 F3
SL‘QF(LU) 0 0 FO F1 F2
T 0 1 0 0 0
4 4 4 4 4
F(iL’) FQ Fl F2 F3 F4

7 funkci vyse vidime, ze F(x) = x + 2F(x) + 22 F(x). Algebraickou tipravou dostévéme:

x
P =1
x
(1 _ %x) (1 B 1—2\/5x> // algebra
1 1
- V5 _ V5 1
= 1+2\/5x - 1_2‘/555 // parcidlni zlomky

1 1 1 /]t +1
=— - var
V5 1_1+T\@x 1 1=v5, Y1 az




Catalanova cisla

e b, = pocet bindrnich zakorenénych stromi na n vrcholech
- b, = Z;é bi - bp_r_1, rekurzime se na obé Casti
— jde si rozmysletm, ze b(z) =z - b(x) - b(x) + 1
* x je tam kvuli posunu, aby vychdzelo spravné indexovéni (suma nejde do n)
% 1 je tam kvuli tomu, aby nulty ¢len spravné vychazel

b(z) =2 - b(x)* + 1
1++v1 -4z

b(z)12 = 5 // + nedéva smysl, diverguje”

by = L1 2?121;—4%(1,12);& N e i(_4)k(1£2)xk
k=0

_ 1 é(_4)k<1£2>xk_l

2
1 1/2
by, = (4)”+1< / > // konkrétni koeficient
2 n+1
1. (1 n 1
2 (n+1)!
1 1\ . n 2n—1
— }(_1)n22n+2§ ) (_5) R (_ 2 )
2 (n+1)!
1 1.1, 21
= 222"+2 2 2(71 1) 2 // krdceni zdpornych é&isel
1 oo (2n -1
=2" 35 @Gn-1) n // kréceni 2
(n+1)! !
1-3-5-...-2n—-1) 2-4-6-...-2
= (@n-1). n // rozdistribuovani 2
(n+ 1)n! n!
1 (2n)!
1

1++/1—4x
2x

x: divergenci myslime v rdmeci toho tvrzeni o slusné vychovanych vytvotrujicich funkei: funkce na okoli

0 konverguje zleva a zprava k jinym hodnotam

Konecné projektivni roviny

Definice (KPR) Necht X je koneénd mnozina, P systém podmnoZin mnoziny X. (X, P) je KPR pokud:

1. Existuje C C X,|C| =4 t. 2. VP e P: |[PNC| <2 2]
o  kazda primka obsahuje < 2 body z C*

[1]Rekurence pro b, vypadd skoro jako konvoluce sama sebe, takze by se ndm libilo néco jako b(z) = b($)2. Jenze narozdil
od konvoluce prondsobujeme jen prvnich n — 1 prvkia. Uvazme tedy posloupnost 0, bg, b1, b2, . .. generovanou funkci zb(z). Ta je
jiz skoro konvoluci sama sebe — n-ty prvek se v sumé pozere s nulou. Jedind nepresnost je u by, protoze podle definice konvoluce
bo = 0-bo+bo-0 = 0, ale my vime by = 1. Staéi tedy pFi¢ist jednicku posunutou o jedna doprava, ¢im# dostaneme zb(z) = (zb(z))%+z.
Jinymi slovy b(z) = xb(x)? + 1.

[2] Prvni axiom zajistuje netrivialitu. Neni tézké si rozmyslet, ze 1ze nahradit axiomem “Ezxistuji alespon 2 rizné primky, z nichz
kazdd md alesport 3 body”. Bez nékteré z téchto podminek by definici vyhovovala napt. libovolné velkd mnozina bodu s pravé jednou
primkou, kterd by vSechny body spojovala. Pripadné by k tomuto schématu Sel pridat jesté jeden bod, ktery by s kazdym dalsim
byl spojen dvoubodovou primkou.



2.VPQeP,P#AQ: M ec Xtz PNQ={z}

o kazdé dveé primky se protinaji pravé v 1 bodé“
3. Ve,ye X,o Ay PePt.z.x,yeP

o kazdé dva body urcéuji pravé 1 primku®

e z € X je bod
e P € P je piimka

Piiklad (Fanova rovina)

P
/7 X = {a,b,c,d,ef,g}

P ={P1,P, P3 P4,Ps Ps P;} =
c,.9}, {a,d,f} {aDbe}, {bd, g},
{c,d, e}, {e,f,0}, {b,c,f}}

Pocet bodu a primek

Tvrzeni: ,v KPR maji vSechny piimky stejny pocet bodu*
Pomocné tvrzeni: VP, P’ € P3z € X, které neleZi ani na jedné z nich.
Dokaze se pTes to pres rozbor prikladu toho, jak vedou primky pres C:

¢ pokud nevedou pres vSechny body z C, pak mame vyhrano

¢ pokud vedou, tak existuji dvé dalsi ptimky P; a P, vedouci kolmo na nase primky, jejich pranik je hledany
bod; puvodni primky jim vést nemohou, protoze pak by dvé primky sdilely 2 body, coz nelze

e Py # P, protoze pak by P obsahovala alesponi 3 body z C. Podobné ostatni nerovnosti.

4. prednaska

Dikaz puvodniho tvrzeni: pro piimky P, P’ a bod z (ktery nesdil{) budeme délat bijekci tak, Ze budu tvorit
piimky z bodu z na body z P, které budou rovnéZ protinat body z P’.



Definice (fad KPR) fadem (X, P) je n = |P| — 1 pro jakoukoliv P € P.
Tvrzeni: necht (X, P) je KPR radu n. Pak:

1. kazdym bodem prochazi n + 1 primek
2. | X|=n?+n+1
3. Pl=n?+n+1
Dikaz:
1. trividlné z definice. 2. viz. niZe. 3. vychazi z duality (viz. dalsi kapitola).
Vezméme libovolné z € X. Pak 3P € P : « € P, protoze vezmeme-li body a,b, c € C, pak primky ab a ac [3]
nemohou mit dalsi spoleény bod nez a (doslo by ke sporu s nékterym z axiomu).

Poté sta¢i uvazit ndsledujici obrazek a spoditat body/piimky. Dalsi bod uz neexistuje, protoze kdyby
existoval, tak by jim musela prochdzet piimka z x a ta by rovnéz nékde protinala P (a nespliiovala tak axiomy).

P,

T body P;, bez =

= PN
Bodi na obrdzku je 1 +(n+1) n =n?+n+1.
Po...P,
0---Pn

[3] Explicitni ditkaz (3): Pro kazdy bod zapoéitejme vSechny p¥imky jim prochazejici. Dostaneme tak (n2 4+ mn +1)(n + 1) pifmek.
Ale kazdou jsme zapocitali (n + 1)-krdt — jednou pro kazdy z jejich bodi.

10



Dualita KPR

Definice (incidenéni graf) necht (X,S) je mnozinovy systém (S C 2%). Jeho inci-

denc¢ni graf je bipartitni graf

(V=XUS,E={(z,s) e X xS |xz€s})

Definice (dudl grafu) (Y,7) je dudl (X,S) pokud ¥ = S a T =
{{seS|zes} |zeX}

o (¢¢): incidencni graf (Y, T) je incidenéni graf (X,S) s prohozenim stran

Priklad (dual Fanovy roviny)

body primky

P7
primky dualu  body dualu

Véta: dual KPR je KPR.
Dukaz: ovéreni axiomu v dudlnim svéteé:

1. 3C ctvetice primek t. z. Vo € X lezi na nanejvys 2 piimkach z C
e stejné jako ,zadné 3 primky z C nemaji spolecny bod*
e zvolim C = {ab, cd, ad, bc}, coz funguje (zkusit si rozkreslit)
2. Ve,y € X,z #y: 3P € P t.z jimi prochazi pravé 1 piimka
o stejné jako puvodni axiom o primkach
3. analogicky viz. =
Diisledek: (X, P) je fadun = |P|=n?+n+1

e dual (Y, 7) je dudl (X, P), ten je stejného fadu a proto je i velikost |P| =n? +n + 1

Konstrukce KPR

Pro KPR fadu p*, p prvoéislo vezmu algebraické téleso K fadu n (piiklad K = Z3).

[4]
»,kazda primka obsahuje < 2 body z C“

1.
2. ,kazdé dvé primky se protinaji pravé v 1 bode“
3. ,kazdé dva body urcuji pravé 1 primku®

11



« T=K*\(0,0,0)
e na T zavedu ekvivalenci (x,y,t) € T je ekvivalentni s (Az, Ay, At),VA € K\ 0
e body X jsou ekvivalenéni t¥idy nad T
o reprezentanti: posledni nenulova slozka je 1
— trojice tvaru (z,y,1), (z,1,0),(1,0,0)
— muzu si to dovolit, na reprezentanta prevedu prostym pronasobenim
— podet je n? +n + 1, coz sedi
o pifmky P: pro kazdou (a,b,c) € T definujeme pfimku P, . jako mnozinu bodu (z,y,t) spliwjici az +
by+ct=0
— VY(z,y,t) € T,YA#0: (x,y,t) spliiuje <= (Az, \y, A\t) splituje
— Y(a,b,c) € T,V fixuji (z,y,t) € T:ax+by+ct =0 < lax+ Ay + Act =0 = piimky
Pyp.c = Praxbae = |P| =|X| a mohu si opét zvolit reprezentanty

100, (210
110
o @210 110

010

100
® 010

()
 J
[ ]

(-
NNe

Ovéreni axiomu:
1. €= {(1,0,0).(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} 5]
« jsou po tfech linedrné nezdvislé, proto (1) plati
2. dvojice primek (a1, b1,c1) a (ag, ba, c2) urcuji jeden bod:
¢ jsou linedrné nezavislé a dimenze jidra nasledujici matice je tedy 1 a urcuji jeden bod (az na a-

-nasobek, coz je definice bodl)
a; by ¢ x
1 b oa
=0
<a2 bg CQ> z

3. analogické, protoze role (z,y,t) a (a,b, c) je identicka

5. prednaska

Latinské ¢tverce

Definice (latinsky ¢tverec) fadu n je tabulka n x n vyplnénd ¢isly [n], kde v Zddném Fadku ¢i sloupci se
symboly neopakuji.
e (¢¢): Aje LC = po nasledujicich operacich je stéle:
— permutace symbol
— permutace sloupcii/faddku

Definice (ortogonalita) LC A, B jsou ortogonalni, pokud pro kazdou dvojici symbolii a, b € [n] existuji indexy
1, € [’I’L} t. Z. (A)Z,J =a, (B)L,_] =b.

[5]

1. ,kazdd primka obsahuje < 2 body z C“
2. ,kazdé dvé primky se protinaji pravé v 1 bode“
3. ,kazdé dva body urcuji pravé 1 primku®

12



o kdyz prelozim ¢tverce ptes sebe, najdu policko (4, j) obsahujici dvojici (a, b)
e (¢%): pocet dvojic symbolit n? = poctu policek
— zobrazeni je bijekce
— ¥(a,b) se objevi v OLC pravé jednou
e (¢¢): A B jsou NOLC = pokud délam operace z piedchoziho pozorovani v obou &tvercich, tak
ortogonalitu zachovavam, jinak nutné ne

Priklad: dvou navzdjem ortogonalnich latinskych ¢tverca stupné n:

1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 3 4 1 2
3 4 1 2 4 3 2 1
4 3 2 1 21 4 3

Lemma: pro dany fad n mize existovat nejvyse n — 1 NOLC.

Diikaz: mé&me maximalni rodinu NOLC Ly, ..., L,, a permutujme symboly tak, aby kazdy prvni fadek byl
1,2,3,...,n; uvazme symbol na pozici (2, 1):

e mneni 1, ta je na pozici (1, 1)
o neni néjaké k € {2,...,n} ve dvou ¢tvercich zdroven

Ctvercti je dohromady tedy nejvyse n — 1.
Tvrzeni: pokud Ly, ..., L1 jsou NOLC, potom Vk, &', k # k' ,VI,I',l # 1'3i : (L), = (i)
Diukaz: zpermutujeme symboly tak, aby Vi (L;), , = 1:

(1) M) B M)

Ve sloupci s otaznikem nemuze symbol 1 byt:

o vTadkus (1)
e ve dvou ¢tvercich na stejném misté

Mam tedy n — 1 moznosti a musim prijit na n — 1 rtznych feseni. Jedno z nich tedy vyjde na ?.

NOLC «<— KPR

Véta: 3L4,...,L,_1 NOLC <= 3JKPR tidu n.

Diikaz (konstrukce =)

e dany c¢tverce Ly,..., L, 1
° bOdy: TS, ll7 ln717 mi1,M1,2,---,Min,--.,Mpn
o primky:

—I:{rsl,....,0lh—1}

— II:tadky — Vi € [n] : {r,mi1,mi2,...,Min}

— IIT : sloupce — Vi € [n] : {s,m1,i,M24,...,Mn;i}

—vi Wiel] e ] {nhu{ma | (L), =)
—— ———

latinské ¢tverce symboly

[6] Pro libovolné dvé pozice (které se lisi v fadku a sloupci) existuje ¢tverec, ktery na nich mé stejné hodnoty.
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13 °

12

1§) L1
I

[N

I 1L 111 TI11
Oveéreni axiomi:
1. C= {’I“, S§,M1,1, mg’g}
2. mezi:
o III —r
o [LII] — s
o [IV = ;
o IIIT —r
o IIIII] — s
. II,I[I — Mk,
o II IV — ¢tverec je latinsky, na fadku se symbol nékde vyskytuje
e [II,1V — obdobné ™
o IV IV —
— ruzné ¢tverce: presné definice ortogonality (existuje dvojice soutadnic pro dvojici symbolt)
— stejné ctverce: [;
3. mezi:
o 1,5,0; =1
e T\Mpk — 1I
* S, Mg — 111
o lj,my,; — IV, symbol (Li)k,l urcuje, o kterou primku z I; jde
* Mg, MEr 11—
— stejny radek: II
— stejny sloupec: III
— jinak: IV a existuje, vychazime z minulého pozorovani
Diikaz (konstrukce <)
o dédna KPR (X,P), hleddme Lq,..., L,
1. zvolime libovolné piimku I = {r,s,l1,...,l,—1}
2. dn primek protinajici r — typ II a opét oindexuji body
3. analogicky ~, typ III, priseciky jsou my
4. pro bod [; oindexuj ptimky Q1,...,Q,; ¢tverec L; ma 1 na indexech @1, 2 na @, ...

Jsou NOLC, protoze:

e pruseciky IV s I, IIT jsou jednoznacéné = cCtverce jsou latinské

7]
1. ,kazdd primka obsahuje < 2 body z C“
2. ,kazdé dvé primky se protinaji pravé v 1 bode“
3. ,kazdé dva body urcuji pravé 1 primku®

14
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e jednoznacnost priniku dvou piimek typu IV — dvé rizné primky typu IV odpovidajici dvéma riznym
¢tvercim davaji souradnici, kde se ma dvojice symbol nachdzi = ortogonalita

o
0=

BWN R
WhPRN
N D W
RN WS

N A
AR WN
R AN
N WR A

6. prednaska
Pocitani dvéma zptisoby

fo " X X
Tvrzeni: pocet podmnozin X = ’(k)‘ = (l fa ‘)
Diakaz: necht mame bublinu s teckami, kazda reprezentuje usporadanou k-tici prvka z X.

n!

e polet teCek =n(n—1)(n—2)...(n—k+1) = T (vyberu 1. prvek, 2. prvek,...)
o v kazdé burice k-tic (ekvivalenéni t¥idé ptes piislusnou relaci) se stejnymi prvky je k! prvki, pocet buiiek
je to, co chceme (neusporddand k-tice)

o= |()]

(0)]- &m = ()

Véta (Spernerova) necht (P,C) je ¢dstecné usporddéani, kde P je mnozinovy systém. Necht M je nejvétsi
antifetézec (VMy, My € M, My # My : My € My A My ¢ My). Pak (M| < ((z]), kde n = | X]|.
2

{a,b,c,d}

{b,d}

ar {c} {d}

Tvrzeni (pomocné) >, |M|!(n — |M])! <n!l. Pfes dvoji pocitani poctu permutaci na X:

e pocet permutaci = n! (o¢ividné)
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e pocet permutaci > Y, |[M|!(n — [M])!, protoze:
— pro kazdé M dostanu jinou mnozinu permutaci
— M uréuje mnozinu permutaci takovou, ze nejprve permutuji M, potom X \ M:

(2% ¢)

e NC{z1} C{x1,22} C...CMC...CX
— zajima nés, kolik riznych fetézct obsahuje M
e (¢%): kazdy maximdlni Tetézec obsahuje <1 M € M

Diikaz (pfes pomocné tvrzeni)

> M (n— M) < nl
MeM

—1
M!|(n — |M])!
ZQZO <> [M(n — MY <1 // pouzivdme véts kombinaéni ¢islo

M) < ({nw)

|3

Grafy bez C},

Motivace:

¢ kolik nejvice hran mé G, kdyz nema Cy, Vk?
— je to strom, tedy n — 1

¢ kolik nejvice hran ma G, kdyz nema C3?
— O(n?), uvazme bipartitni graf

Véta: graf G s n vrcholy bez Cy ma nejvyse % (n3/2 + n) hran.

Dikaz: dvoji poéitani ,vidlicek® (cest delky 2):

1. pro pevnou dvojici {u, v’} médm nanejvys 1 vidlicku (dvé by tvorily ¢tyfcyklus),
tedy # vidlicek < (1)
2. pro pevny vrchol v mame # vidlicek = (d2) v

# vidlicek =Y (‘é) < (Z)

i=1

Také vime (z principu sudosti), Ze:



Pfedpoklad: neméme izolované vrcholy (d; > 1), jsou zbyteéné. Pak (dQ) > w.

n;Z(n> Zi(?)ZZ(dZ;l)z—ij // SubstituceZk?gn2

2 -
i=1

Vyuzijeme Cauchy-Schwartzovu nerovnost na = (ky1,...,k,),y = (1,...,1):

zy=> ki=Y (di-1)=2E[—n|lzll=/> k2 <Vn2=n |[ylla=4/> 1=+vn

2|B| —n = ay < ||z|2/yllz = n*/

1
|E| < 5 (n3/2 +n>

Poditani koster

n—2

Véta (Cayleyho formule) pocet koster uplného grafu x(n) =n

vevs

e pozor, poc¢itdm i izomorfni kostry!
Dukaz: pocitani (T,r,), kde:

e T je strom na n vrcholech
o 7 kofen (hrany vedou do kofene, ne z ného)
o ofislovdni hran (néjaké), : E — [n — 1]

1. #(T,r,)=k(n) -n-(n—1)
e T je to, co hledame
¢ 7 volime libovolné z n vrchol
e je prosté random ocislovani na n — 1 hranach
2. piedstava: pfiddvdm hrany, az nakonec dojdu k (T, r,) a jsem v k-tém kroce:
e (¢%): nesmim vést hranu uvnitf komponenty (cykly)
e (¢¢): musim vést hranu pouze z kofene dané komponenty (jeden vrchol by mél 2 rodice)
1. zvolim, kam Sipka povede... n zpusobu
2. zvolim komponentu, ze které povede.. n — k — 1
e mame n — k komponent a 1 je blokovana

poéet Sipek je n — 1

n—2
#(T,r,) = 11 nn—k—1)=n""1(n-1)
k=0
k(n)-n-(n—1)'=n""1(n—1)

k(n) =n""2
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https://www.youtube.com/watch?v=g-QyzzPM4rU

7. prednaska

Toky

Definice (sit) je ¢tvefice (G, z, s, ¢), kde:

o G je orientovany graf, z,s € V(Q)
e c: EF— Rzo

Definice (tok) v siti je f : E — R, t. Z.:

1. Ve € E(G) plati 0 < f(e) < c(e) 8]
2. Vo € V(G),v & {25} plati X2 f(,0) = X2 f(0,y)
Definice (velikost toku) w(f) =>" f(z,2) = > f(x, 2)
Véta: existuje maximalni tok.
Definice (pseudo) Néstin je takovy, Ze mnozina toki je kompaktni a obsahuje tedy i maximum (nevznikne [9]
ndm tam néjaka divnost).

Definice (fez) v siti je mnozina hran R C E(G) takovd, ze v grafu (V, E'\ R) neexistuje cesta ze zdroje
do stoku.

« kapacita fezu je ¢(R) = ) . c(e), analogicky tok
e S(A,B)={(z,y) € E |z € A,yec B}
— neobsahuje hrany z B do A!
— je to elementarni fez (vezmu dvé mnoziny vrcholi a vSechny hrany mezi nimi)
% kazdy v inkluzi minimalni (R \ e neni fez) fez je elementarni

max flow, min cut

Véta (max flow, min cut) pro kazdou sit je maximalni tok roven minimalnimu fezu.

Lemma: pro kazdou A CV t.z. z € A, s € A a pro libovolny tok f plati:
w(f) = f(AVNA) - F(V\A A

Dukaz:

w(f) = Z flu,z) — Z flz,u) // pouze definice

u€A \ (u,z)EE (z,u)€EE
= Z flu,v) — Z flo,u) // hrany € A pfispéji jednou + a jednou —
u€AvZA ugAveA

= (A VNA) = F(V\A A
Dusledek: w(f) < ¢(R), protoze

w(f)=f(AVNA) = f(VNAA) < fAVNA) <c(AV\A) <c(R)

Definice (nasycend cesta) je (neorientovand) cesta, pokud Je na cesté t. z. budto:

o vede po sméru a f(e) = c(e)
o vede proti sméru a f(e) =0

8]

1. omezeni shora kapacitami
2. Kirchhoff

[9]

To, co tece ven ze zdroje.
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Definice (nasyceny tok) je tok takovy, Zze kazdd (neorientovand) cesta ze z do s je nasycena.
Tvrzeni: f je maximalni <= f je nasyceny.
Diikaz (maximalni je nasyceny)

e sporem, predpokldddme maximalni f, ktery neni nasyceny, tedy existuje nenasycend cesta P
— g1 =min{c(e) — f(e) |e € P po sméru }
— gg =min{f(e) |e € P proti sméru }
— ep =min{ey,ea} > 0, protoze P neni nasycend
o sestrojme tok f’ tak, Zze:
— f'(e) = f(e) + ep pro e € P po sméru
— f'(e) = f(e) — ep pro e € P proti sméru
— Ple)=fle)proe g P
w(f) =) f'(z2) = f'(@,2) =w(f) +ep
e f nebyl maximalni, spor
Diikaz (nasyceny je maximalni)

o uvazime mnozinu vrcholt, do kterych se 1ze dostat ze z po nenasycené cesté — A = {v € V' | 3 nenasycend cesta }
— s ¢ A (jinak f neni nasyceny)
— Vee S(A,V\ A) plati f(e) = c(e)
— Vee S(V\ A, A) plati f(e) =0 (jinak bychom nenasycenou cestu mohli prodlouzit
w(f)=f(A4,V\A) - f(V\A A // predeslé lemma
=c(A,V\A) -0
= c(f)

Ford-Fulkerson
1. fle)=0,Vee E
2. dokud 3 zlepsujici cesta P, zlepsi tok pres P
Tvrzeni: pokud jsou kapacity raciondlni, pak algoritmus dobéhne. Pokud jsou prirozené, da celociselny tok.

e raciondlni: prondsobeni LCM a dtkaz pro prirozené
e prirozené: kazdé vylepsSeni cesty bude celociselné a udéla to konecnékrat

(¢¢): Celodiselny tok lze rozdélit na celociselny soucet cest a cykla.

Dikaz: Plyne z béhu F-F algoritmu. Tok je souc¢tem zlepsujicich cest a cykla.
8. prednaska
Aplikace toktu v sitich

Parovani v bipartitnim grafu

Véta (Konigova) v bipartitnim grafu je velikost maximdlniho parovéni rovna velikosti minimalniho vrcholového
pokryti.

e M C FE je parovani, pokud Ve,e’ € M,e #¢e :eNe’ =0
e U CV je vrcholové pokryti, pokud Ve € Fdu e U :u € e

Dikaz: pres toky, jako na nasledujicim obrazku na siti kapacit 1:
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o)

¢ R je minimalni z — s fez

e C je minimalni vrcholové pokryti

e fje maximélni tok (hrany v puvodnim grafu jsou maximaln{ parovani)
e L, P =levd a prava ¢ast grafu (bez zdroje a stoku)

7Z toku ziskdvdm minimaln{ z—s fez R. Ten upravime na miniméalni fez R’ tak, aby neobsahoval hrany ptivodniho
grafu. To jde, protoze hranu pivodniho grafu mohu vyménit za tu ze zdroje/stoku, protoze ta je jediny zpusob,
jak se dostat do hrany z ptivodniho vrcholu.

Tento Tez urcuje velikost minimélniho vrcholového pokryti (pokud by tomu tak nebylo, tak nemame minimalni
fez).

Nyni chceme ukézat, ze velikost R’ je rovnd velikosti néjakého vrcholového pokryti, a Ze velikost min. pokryti
je rovna velikosti néjakému fezu, coz k dikazu véty staci.

Najdeme vrcholové pokryti stejné veliké jako R':

e W={uel|(z,u)e R}U{veP](v,s)eR}
— je vrcholové pokryti, v pavodnim grafu by jinak existovala z — s cesta a nejednalo se o Tez

Nyni pro W minimélni vrcholové pokryti najdeme fez R:

e R={(zu)|lueWnNL}U{(u,s) | uecWnP}
— je ez (pro spor by existovala cesta, kterou by W nepokryl)

Systém reprezentanti

Definice:

e mnozinovy systém na mnoziné X jsou mnoziny M;,i € I t. z. M; C X
o systém ruznych reprezentantti (SRR) je funkce f : I — X spliujici:
1. VieI: f(i) € M; (z kazdé mnoziny voli reprezentanta)
2. f je prosta (stejného reprezentanta nikdy nevoli dvakrat)
Véta (Hallova) SRR 3 <= VJ C1:|U;c, Mi| >1J].

Diikaz (SSR = Hall) zvolim libovolnou J C I. Pak plati, 7e ¥j € J 3p; € M;,p; = f(5), tak ze prvky (0]
p; jsou navzdjem rizné (f je prostd). V tom pripadé ale

[l =1{p; | e} <|UM;
jeJ

Duakaz (SSR < Hall) opét najdu v grafu (celociselny, jednotkova sit) maximélni tok. Najdu minimélni fez
z hran pouze ze zdroje/do stoku, |R| = |R'|. Uvazim nésledujici obrazek:

[10] Analogicky pro grafy: bipartitnf graf G = (L U P, E) mé pérovén{ pokryvajici P pokud VP’ C P : [U,cpr N(w)| = |P']. N je
sousedstvi (to, co vrcholy zprava na levé strané ,vidi“).

20



e A = vrcholy incidentn{ s R’ v T
e B = vrcholy incidentni s R’ v X
« J=I\A

Chceme najit systém ruznych reprezentanti. Dokdzeme to tak, Ze |R'| = |I|, pak max. tok m4 velikost |I|
a hrany s tokem 1 mi daji SRR.

(¢¢): hrany z J vedou pouze do B, protoZe jinak by existovala z — s cesta a nejednalo by se o fez, tedy
Ujes M;| < B.

|R'| = ¢(R') // jednotkové kapacity

=[Al + B

[A]
——
= I = |J]+[B
> |- |J|+ UMj // z pozorovani
JjeJ
> I —|J|+|J] // z Hallovy podminky

= |1 // = tok ma velikost alespon |I|

Definuji SRR jako f(i) =« € X, pokud po hrané (i, z) néco tece.

9. prednaska

Dasledek: necht B = (V4 U V4, E) je bipartitni graf, kde

k1 = min deg v, ko =max deg v a ki > ko
veVy veVy

pak je splnéna Hallova podminka.

Dikaz: Ovérim Hallovu podminku (pozor, prohozené strany). Mame-li mnozinu J a kazda vidi alespoti k; hran,
pak vidim > |J|k; hran. Abych pohltil vSechny tyto hrany, tak musi napravo byt alespon ko| N[j]| vrcholt. Musi
tedy platit:

|[J]k1 < # hran < kq|N[J]|
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Protoze ki > ko, pak |N[j]| > |J|.
Priklad: dopliovani latinskych obdélniku:

D|A|B|C

e
@p]
=
|
~
O
= [Tl
-

« stupné: kazdy sloupec mé stupen n — k (poéet nepouzitych symbolti)
e symboly: kazdy symbol se vyskytuje v fadku pravé jednou, tedy jesté neni v n — k sloupcich

Mame tedy (n — k)-reguldrni graf, pro ktery 3 perfektni parovani (pouziti minulého dusledku).

Mira souvislosti neorientovanych grafu

Definice:
e hranovy fez v grafu G je F C E t. z. G = (V,E\ F) je nesouvisly.
o vrcholovy fez vgrafu Gje ACV t. 2. G' = (V\ A EN (V;A)) = G [V'\ 4] je nesouvisly.
o hranova souvislost k.(G) = min {|F| | F' C E je hranovy fez}
-1 G=K
o vrcholova souvislost k,(G) = n' ) . - "
min {|A] | A CV je vrcholovy Tez} jindy

+ G je hranové/vrcholové k-souvisly, pokud k., (G) > k
— ,potfebujeme useknout **alesponi** k hran/vrcholl na to, aby se graf rozpadl®
* (¢¢): je-li 3-souvisly, pak je i 2-souvisly a 1-souvisly
— je kriticky k-souvisly, pokud odstranéni libovolného vrcholu snizi stupen souvislosti
* stromy jsou hranové 1-souvislé, vrcholové ne (listy)

Lemma: VG, Ve € E plati k.(G) — 1 < ke(G — €) < ke(G)

e lemma riké, Ze se hranova souvislost ,,chova slusné“
o zas tak trividln{ to neni, u vrcholové mize (odstranénim vrcholu) vzrust (list na kruznici)

Diikaz (<) vezmu minimalni fez FF C E v G, F' = F'\ {e} jisté musi byt fez v G — e; pak:

k(G —e) < |F'| < |F| = ke(G) 1]

Diikaz (>) vezmu minimdln{ ez B v G —e B’ = BU {e} je fezem v G, pak:

ke(G) < |B'| =Bl +1=ke(G —e) +1
ke(G) -1 S ke(G - 6)

Tvrzeni: VG, Ve € E plati k,(G) — 1 < k(G — e) < ky(G)
Diikaz: trochu pfeformulujeme.. pro H = G —e : k,(H +¢€) < k,(H) + 1:

V H existuje vrcholovy fez A C V(H), k,(H) = |A|. Pii odebréani A se H rozpadne na alespoti 2 komponenty.
Sledujeme (rozebirame pripady), co se se souvislosti stane, kdyz priddme do grafu hranu e:

[11]Tomovo poznamka: V dikazu ke(G) < ky(G) se tohle lemma nepouzivd (alespori tak, jak to chdpu). Jsem trochu zmateny
z toho, pro¢ Martin Fikal, Ze ano.
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o alespon 1 konec e lezi v A:
— pridéni e nespoji zadné 2 komponenty, A je fezem i pro G = H + e
e oba konce lezi v 1 komponenté
— stejny argument jako (1)
e hrana e spojuje 2 komponenty
— pokud je pocet komponent > 3, tak je A stéle Fezem (po spojeni jsou stile 2)
— pokud neni, tak:
* BUNO |C4] > 2; necht e = zy a x lezi v C1, pak AUz je fezem, protoze mi v obou komponentéch
néco zbylo
x |C1| =|Cs] = 1:
W= Al +2 = 4] = [V| -2 = k()

def.
ky(H+e) < |V|-1=k,(H)+1
Véta: k,(G) < k¢(G): indukef podle poétu hran:

o pokud |E| < |V| =1, pak je G nesouvisly a k,(G) = 0 = k.(G)

o necht nadéle k.(G) > 0; vezmu min. hranovy fez F C Fae € F; také G' =G —e
— na G’ pouziju IP, tedy k,(G’) < k.(G")
— z lemmatu o souvislosti vrcholi (a pfi¢teni jednicky) vime:

ko (G) — 1 < k(G — €) < ko(G— €) = kuo(G) — 1

Kde posledni rovnost plati, protoze F' = F'\ e je (z definice) fezem G — e.
Véta (Mengerova hranovd) k.(G) =t <= mezi Vu,v 3 > t hranové disjunktnich cest.

Diikaz (<) sporem necht existuje hranovy fez F a |F| < t. G\ F je rozdéleny na vice komponent. Vezmi
u € C1,v € Cy. Mezi u, v vedlo ¢t hranové disjunktnich cest. F' nemohl prerusit vSechny z nich.

Dikaz (=) méjme k.(G) >t a pro u,v hleddm disjunktni cesty. Sestrojim jednotkovou sit, najdu tok z u do
v. Pak vidim, ze mdm tok alespon ¢ (maximalni tok je minimalni fez) a zaénu od¢itat cesty.

Véta (Mengerova vrcholova) k,(G) =t <= mezi Vu,v 3 >t vrcholové disjunktnich cest (vyjma w,v).
Dikaz (<) stejny jako FF, jen nahrad ,hrany“ za ,vrcholy*.

Diikaz (=) udélame trik s délenim vrcholi na dva (deg;,, deg,,;) a v libovolném fezu nahradime hrany vedouci
do/z vrcholl za hranu spojujici vrcholy.

10. prednaska

Lepeni usi

Véta: graf je 2-souvisly pravé tehdy, kdyz jej 1ze vytvorit z K3 posloupnosti:
e déleni hran
e pridavani hran

Dukaz (=)

o zvolme Gy libovolné (kruznici mit musi, jinak neni 2-souvisly).
o predpoklddejme, Ze G;,j < i jsou definovany jako vyse
e pokud G; = G, tak jsme hotovi
e jinak E; # FE, G je souvisly
— Jde = {v,v'} € E\ E;, ktera se dotykd ptvodniho grafu (e N'V; # 0)
* pokud oba vrcholy e patif do V;, tak ji priddm (G411 = G; +¢)
* pokud ne: G — v musi stéle byt souvisly (G je 2-souvisly) — prosté vezmeme nejkratsi cestu zpét
do néjakého G
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Diukaz (<) staci vidét, Ze nikdy nevznikne artikulace, protoZe usi lepim mezi 2 riazné vrcholy.

,U/

Samoopravné kody

Definice (Hammingiiv kéd) vychdzime z Fanovy roviny a o pifmkach uvazujeme jako o prvcich Z7

H = {char. vektory ptimek} U {char. vektory doplnki pfimek}U{(0 ... 0),(1 ... 1)}
P1={1,2,4}=(11 01 0 0 0) Pi+(1 .. 1)=(0010111)

|H=74+7+2=16
e c € H je kédové slovo
e H je kéd
o (v¢): Ve, € H se lisi v alespoil tfech souradnicich
— vychazi z KPR, pozdéji dokazeme obecné
e (¢+¢):VoeZlANece Ht. 7 dv,ec) <1
— dostavame z toho dekdédovaci pravidlo — dekéduj na nejblizsi slovo!

Protokol:

1. vezmi kédovou zpravu
2. rozdél na 4-bitové bloky
3. zakéduj pres Hammingtv kod
¢ néjak rozumné ocisluj kédova sloval
4. profit?

Vysledek: zpréva je o 7/4 delsi, ale pro p Sanci otoceni bitu ziskdvame nésledujici:

vse ok jeden Spatné
— l—/L
Pr [jeden blok se spravné rozkéduje] = (1 — p)” +7p(1 — p)® = (1 — p)°(1 + 6p)

Pr [celd zprdva se sprévné dekéduje] = ((1 — p)°(1+ 6p))n/4

e pron = 100,p = 0.01 vyjde 95%, coz je nice!
Definice:

e X ... abeceda
— s € X™...slovo (vstup)
e« CC¥™...kdd
— ce (... kbédové slovo (nase spesl slova)
— |C| ... velikost kédu (pocet kédovych slov)
— n... délka kédu (kolikaznakové slova méme)
— k=1log|C|... dimenze kédu (bude se hodit pozdéji)

24



e pro x,y € ¥" : d(z,y) ... pofet souradnic, ve kterych se i
- d=A(C) = xrryuerb d(z,y) ... (min.) vzdélenost C
* d=1... nepoznam chybu
% d=2... poznam, ze doslo k chybé
* d=3... umim opravit 1 chybu
* A(C) > 2t + 1 znamend, ze ,,C' m4 schopnost opravit ¢ chyb*
o kéd s vlastnostmi n, k, d se oznacuje (n, k,d)— kod
Piiklad (kédy)
1. totélni kod C' = X™ (nic se nekdduje)
o délka =n
o velikost =2" = k=1log|C|=n
e d=1
¢« = (n,n,1)—kéd
2. opakovaci kéd délky n (n-krat opakujeme 0 nebo 1)
o délka =n
o velikost = 2 (samé nuly/jednicky) = k=1
e d=n
e = (n,1,n)—kéd
3. paritni k6d C C X" t. z. 2 € C': ) =0 (pocet jednicek je sudy)
o délka =n
o velikost =2""! — k=n—1
e d =2, protoze zména biti méni paritu
e« = (n,n—1,2)-kdd
4. Hammingav kéd
« = (7,4,3)—kéd

11. prednaska

Jak nejefektivnéji mtzeme kédovat?

o A(n,d) = max log |C| pro C binarni kédy délky n s min. vzdalenosti d

— A(n,1) = n (trividlni kéd)
— A(n,2) >n — 1 (paritni k6d m4 |C| =271, d = 2)

(¢¢):Vd<n,d>2:A(n,d) <An-1,d-1)

e po odstranén{ bitu vzdalenost slov klesne nejvyse o 1 (pokud se slova v bytu lisi); velikost nového kédu
'] =[C]

— funguje pouze diky pfedpokladu — pro d > 2 se z4dn4 slova nesloudi (pro d = 1 uz ano)
Disledek (Singletontv odhad) Vd < n plati A(n,d) <n—d+1
o mohu pouzit k dikazu druhé nerovnosti u A(n, 2)
Tvrzeni: pro kazdé liché d < n je A(n,d) = A(n+1,d+1)

Diikaz: necht C je (n,k,d)-kéd. Pfiddnim paritnfho bitu ke kazdému slovu vytvorim (n + 1,k,d 4+ 1)—kéd,
jelikoZ slova vzdélend lichym ¢éislem (jmenovité d) maji raznou paritu a proto je od sebe o 1 vzdalim.

Dausledek: nejzajimavéjsi jsou kédy s lichym d (na sudé lze trividlné rozsitit)
Linearni kédy
Definice: kéd C nad Z% je linedrni kéd, pokud tvoii vektorovy podprostor.

e Ve,deC:c+cd el
e Ya€Zy:aceC
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(¢#): pokud C je dimenze k, pak ma 2% prvkii, ale k jeho popisu sta¢i n&jaka baze C, |C| = k (ostatni dostanu
linedrnimi kombinacemi).

(¢¢): Hamminguv kéd H je linedrni a generuje ho jeho generujici matice

vl 1 01 0 0 O
v2[0 1 1 0 1 0 O
v3{0 0 1 1 0 1 O
vy \0O 0 01 1 01

o {v1,...,v4} je bdze H
e Ve€ H Jay,...,a4 € Zs t. Z.c:Z?:laivi

(¢¢):Vr,y,z€ C:d(z,y) =dx+ 2,y + 2)

e posunuti néjakym smérem*
e plati pro vSechny kédy, ale hodi se jen u linearnich kédt, protoze diky tomu, ze tvori VP je soucet také
kédové slovo
e 4+ z,y+ 2z € C (linedrni kody)
- d(.’L’,y) = d(07y - LU)
— A(C) = min_ d(0,y — x) = min d(0,x), coz je pocet nenulovych soufadnic
z,yeC zeC

o (z,y) =21 @ -y; (skaldrni soucin, ale jsme v Z, takze modulime)
— nemusi platit, Ze z #0 = (z,z) # 0 (napi. pro (1 10 0))

Dualni kédy

Definice (dualni kéd) C je ortogonalni doplnék C+ = {x | (z,y) = 0,Vy € C}
o miize byt C N C+ # {0}, ale plati dimC + dimC+ =n
(¢¢): C+ je opét vektorovy podprostor, je to tedy taky kod

o m4 také generujici matici M (tzv. paritni/kontrolni)
o plati C = {x | Mz = 0} (z definice nasi ,ortogonality*)
— staci ovérit ortogonalitu na bazové vektory

(¢¢): necht G je generujici matice kédu C

o G muzu zgausoeliminovat na G’, kterd stdle generuje C
o ke kédovani daného slova stadi secist prislusné rddky G’, protoze se jednd o jediny zpiisob, jak dostat bity
slova

kontrolni/paritni bity
c=(1101) x=( 1101 7/

informacni bity

Dekoédovani

Mé&jme C linedrni kéd délky n nad Zj3. Bylo odeslano slovo x € C' a pfijato slovo .

o mohly nastat chyby e = & — z (chybovy vektor)
— chceme ho objevit, abychom rozlustili

P je paritn{ matice kédu C, tzn. C = {z | Px = 0}.

Definice (syndrom) slova z je Pz, kde P je paritni matice kédu C.
o (©¢): kédovd slova = slova se syndromem 0 (viz. definice P...)

Predpoklad: chybovy vektor e je slovo s nejmensi vahou ve své tridé

o tf¥ida = {¢’' | Pe’ = P2 = P(x + ¢) = Pz + Pe = Pe} (slova se stejnym syndromem)
e pro syndrom s € Z¥ je slovo m(s) € Z t. z. Pm(s) = s a w(m(s)) je minimaln{ tzv. reprezentant
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Dekédovani:

e vezmu s = Pt
« mnajdu reprezentanta m(s)
o vysledek dekédovani y = & — m(s) = & — m(Px)
— (*¢): y m4 mezi kédovymi slovy nejmensi vzddlenost od &

Priklad:
w1110 0
'G_v2(0 01 1 1)
e k=2, mame 4 slova {v1,v2,(0 ... 0),v1 + v}

o A(C) = 3 (pocet jednicek vektoru baze)

o jedna se o (5,2,3)—kdd
11000

e« P=10 1 1 1 0
00011

1.2=v;=(11100), P =(000)T (nulovy syndrom, coZ je spravné)
2.2=(00101), PZ=(011)" (njaky syndrom)

e podivdame se do tabulky syndromu (vybruteforcend)

« dostaneme ze syndromu reprezentanta m(s) = (000 1 0)

e spolitime z = —e=(00111)

o protoze doslo k chybé v 1 pozici a jednd se o (5,2, 3)-kéd, « je spravné dekédovani
.proZ=(01101) dostdvdme vahu syndromu 2 a to uz neopravime

w

Hammingovy kédy

(¢¢): necht P je kontrolni matice C. Pak A(C) = maximalni d t. z. ¥d — 1 sloupcti P je linedrné nezavislych.

Dikaz: kédova slova = Pc = 0. Necht sloupce P jsou py,...,p,. Pak
n
Z cipi = 0
i=1

Pro spor necht 3x t. z. > x;p; = 0 (je tedy kdédové slovo) a w(z) < d —. To je spor, A(C) = d ale tohle slovo
mé w(z) < d. To musi nutné znamenat, ze Vz : w(z) < d — Y. z;p; # 0 — kazdych < d — 1 sloupct je tedy
linedrné nezavislych.

Dusledek: pokud chci d = 3, potfebuji co nejvétsi matici P t. z. V2 sloupce jsou linedrné nezavislé. To v Zo
znamena, ze musi byt rizné a zadny z nich neni nulovy.

0600 - 1
P= oo 1
0 1 1 1
1 01 1

2" — 1 nenulovych r-dim. vektorta

Jedn se o bindrni zapisy ¢isel 1...2" — 1. Necht C je generovany P a H, = C*+ (P je paritni matice H,). M4
délkun=2"—-1ladmH,=n—r=2"—r —1.

e n — r funguje, protoze maji komplementarni dimenze
Z pozorovani (nezdvislé sloupce) dostavame, ze A(H,) = 3.

Véta: pro kazdé r > 2 je H, [2" — 1,2" —r — 1, 3]-kéd.
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_p1*
. (H):GZ[[/@|P}:>M:{L¢J

Dekédovani Hammingova kédu

o predpoklad: e ma nejvyse 1 jednicku
— doslo k <1 chybé
e M je ve tvaru uvedeném vyse (bindrni zapisy ¢isel 1...2" — 1)
— pozorovani: syndrom M = Me je y; = bindrni zépis i <= doslo k chybé na pozici 4

Perfektnost kédu

Pokud pro C plati A(C) = 2t + 1, pak pro libovolné slovo x € Z je nejvyse jedno kddové slovo ve vzdélenosti
<t od x (pozorovani vyse). Kédova slova tedy indukuji navzijem disjunktni symetrické koule dimenze n
se stredem x a polomérem ¢:

B(z,n,t) ={z € Zy | d(z,z) < t}

Jelikoz disjunktni koule mohou pokryt nejvyse vSech 2™ slov, tak dostdvame nésledujici pozorovani na pocet
kédovych slov:

Véta (Hammingiv odhad) pro bindrni kéd s A(C) > 2t + 1 plati

C] < A(n,d) <

V(n,t)

e V(n,t)=3i_y (7) je objem kombinatorické koule dimenze n o poloméru ¢
— zpusoby, jak si vybrat ¢ bitd a flipnout je

Dukaz: mam na 2" prvcich |C| disjunktnich kouli objemu V(n,t)... koule pokryvaji |C| - V(n,t) prvka, coZ je

< 2™ (méné nebo rovno viem prvkim — nevim, jestli se nepfekryvaji) a vydélim.
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2100
2000

1100
1000

0100

2200
2100
2000

1200
1100
1000

0200
0100

2201
2101
2001

1201
1101
1001

0201
0101

2001

1001

0201
0101

2202
2102
2002

1202
1102
1002

0202
0102

2002

1002

0202
0102

2210
2110
2010

1210
1110
1010

0210
0110
0010

2010

1010

0210
0110
0010

211
2111
2011

1211
1111
1011

0211
0111
0011

0011

212
2112
2012

1212
1112
1012

0212
0112
0012

0012

2220
2120
2020

1220
1120
1020

0220
0120
0020

2020

1020

0220
0120
0020

2221
2121
2021

1221
1121
1021

0221
0121
0021

0021

2222
2122
2022

1222
1122
1022

0222
0122
0022

0022

2000

0100

0000

2200
2100
2000

1200
1100
1000

0200
0100

2201
2101
2001

1201
1101
1001

0201
0101

2202
2102
2002

1202
1102
1002

0202
0102
0002

Definice: kéd C je perfektni, pokud pro néj plati Hammingtv odhad s rovnosti.

Piiklad (perfektnich kédi)

o totélni (koule o poloméru 1)
o opakovaci kéd liché délky
« jednoprvkovy kéd (koule zapliuje cely prostor)

Tvrzeni: Hamminguv kéd je perfektni.
Dikaz: H, = [2" —1,2" —r — 1, 3]-kéd.
e 3=2t+1 = t=1,V(n,t) =V(2"—-1,1) =2"

. |C| — 2k _ 22T—r—1

— posledni rovnost je pocet vektorti lisici se v 1 souradnici, + stred koule

k = dimenze =2" —r — 1

Hadamarduv kéd

_ 22T7r71 _ |O|

0010

2210
2110
2010

1210
1110
1010

0210
0110
0010

2011

1011

0211
0111
0011

2012

1012

0212
0112
0012

2220
2120
2020

1220
1120
1020

0220
0120
0020

2021

1021

0221
0121
0021

o dual Hammingova kédu (prohozeni generujici matice s paritni matici pro Hamminguv kéd G «— K

dédvd Hadamardav kod)

e x...zprava délky r

¢ C= (clv"'7027"71)

— ¢; = (z,y;), kde y; jsou bindrni zdpisy Cisla i
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Tvrzeni: Hadamardiv kéd je [27,r,2"1]-kéd.

(¢¢): (z,y;) nenese informaci o x1, pokud prvni bit y je 0 => stadi brat y;,i € (2“1, 2" — 1)
¢ jedné se o rozsifeny Hadamarduv kéd [QT, r+1, 2’"*1]

Ramseyova teorie

Motivace: party o 6 lidech:

[
o
®
o o
[ J
sraz maturantu seznarmovaci vecirek jedndni dvou

po 50 letech vecirek ctitelu mafidnskych bos

Véta: pro kazdy graf na > 6 vrcholech 3 podrgraf E5 (prazdny graf) nebo K.

o w(G) > 3 — velikost maximaln{ kliky
e a(G) > 3 — velikost maximalni nezdvislé mnoziny

Dtikaz: vyberu libovolny vrchol u. Podivam se na vrcholy A, se kterymi nesousedi,
zbytek necht je B.

1. |A] >3,AD {a,y,2)} VA {u}

e vsichni mezi sebou maji hranu, pak mame Kj
e BUNO 3 nehrana zy, pak {u,x,y} tvori E3 u
2. symetricky

Definice (Ramseyovo ¢islo) r(k, 1) = min n t. z. VG o n vrcholech obsahuje bud K},
nebo E;

Wil

¢ Kolik vrcholi musi mit graf, abych tam vzdy nasel bud Kj nebo E;“

Par hodnot:

e r(1,)=1
o 7(k,1)=1
o 7r(2,0) =1
e 1r(k,2)=k

o difve jsme dokdzali, Ze r(3,3) < 6 a z C5 vime, Ze 1(3,3) > 5, tedy 7(3,3) =6
Definice (symetrické Ramseyovo ¢islo) r(n) = r(n,n)

Véta (Ramseyova) r(k,l) < (’“,::2)

k+l—2) _ (lc+l—2)

e (%%): ze symetrie kombinac¢nich ¢éisel mame symetrii v k, [, protoze ( i -1

Dikaz: indukci podle k + {

e prok=1,l=1ak=2,1=2 jednoduché (vZdy existuje hrana/nehrana)
e necht k,1 > 2 a tvrzeni plati pro k,l —1a k —1,1
_ (k+1-3 _ (k+1-3
—m=(507) ana = (27
Zvolim u € G libovolné a opét rozdélim graf na nesousedy A a sousedy B vrcholu w. Z principu holubniku je
|A] > n1 nebo |B| > ny (jsou-li obé mnoziny ostfe mensi, tak jejich soucet d& nejvyse n — 2, ale sousedu +
nesousedil u je pravé n — 1)
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1. JA] > nq, pouzijeme IP na A:

o w(G[A]) > k a jsem hotov

o a(G[A]) > 1 -1, pak tato nezdvisld mnozina spolu s u d4dva nezdvislou mnozinu velikosti > I
2. analogicky: |B| > ng, pouZijeme IP na B:

e w(G[B]) > k — 1, pak tato klika spolu s u davé kliku velikosti > k

e a(G[B]) > a jsem hotov

Disledek: Vk, ! 3r(k,l) t. z. VG : w(G) > k nebo a(G) > 1.
k

Véta: k,n € N t. 7. (2)21_(2) <1 = r(k) >n.

Co jsou cisla zac? Pouzijeme odhad:

. (2)§%<ﬁ7;ﬂ

. k k
Y 51— (k n 1—k(k—1)/2 n
(k>2 ) < 2’6/2+12 2k/2

Kde posledni rovnost plati, protoze:

k
L ke _ L 2 1 :( 1 )

ok/2+1 T 9. 9k/2 9k(k—1)/2  9k/2(1+k—1) ok/2

Dusledek: Vi > 3 : (k) > 2F/2
o dosadime n = 2¥/2 do predchoziho (piedchozi je ostry odhad, takze 1¥ < 1 funguje)

g) hran mé pravdépodobnost 1/2, nezdvisle na ostatnich. Necht
k

K CV.|K| =k Ax... jov, e GIK] je Klika. Pr{Ax] = (3)®) = 2-(). Obdobng By jev, e vnikla nezvisls

mnozina a Ck ... Ax UBg ...Pr[Ck] = 2- 9-(5) — 91-(5), p ... pravdépodobnost, ze AK C V t. 7. nastal jev

Ck. Je ji tézké urcit, protoZe jevy nejsou nezavislé (mnoziny se mohou piekryvat), ndm ale staci odhad ktery

predpoklada, ze jsou jevy nezavislé:

Dikaz: vezmu ndhodny graf G t. z. kazda z (

prc]< Y Pr[cK]=<”).2l-(§><1

KeV,|K|=k

e predposledni rovnost je z definice — vSechny mozné K-tice
e posledni nerovnost je predpoklad véty
e mame, ze pravdépodobnost, ze néjakd K-prvkovd mnozina bude tvorit budto kliku nebo nezavislou mno-
zinu velikosti k je < 1, tedy pravdépodobnost, ze to nenastane je > 0, tedy 3 néjaky z ndhodnych grafi,
ktery tohle nesplnuje
— pokud pravdépodobnost je nenulovd, tak musi existovat néjaké mnozstvi grafii, které tenhle jev maji
(protoze jinak by nerovnost nebyla ostra)

Neékomu muze pouziti pravdépodobnosti pripadat trochu magické. Umime i explicitni.

Dikaz (alternativni)

Uvazme vSechny grafy na n vrcholech. Téch je 2(3) Kolik z nich obsahuje kliku nebo nezavislou mnozinu
velikosti alespon k7 Tedy, kolik z nich je “dobrych”? Za¢néme jednoduseji — ozna¢me mnozinu vrchold V' a méjme
K C V,|K| = k. V kolika grafech tvofi K kliku? Hrany uvnitf K jsou fixované, ostatni muzeme nastavovat
libovolné. Odpovéd je tedy 2(3)=(3). Piipad nezévislé mnoziny je symetricky, tudiz v 22()-() = 2(3)-(5)+1
grafech bude K klika nebo nezévisla mnozina.

n

Nyni zdsadni krok: V souctu (2)2(2>_(§)+1 pres vSechny takové mnoziny K jsme zapocitali kazdy dobry graf
(nejspiSe vicekrét, ale to nevadi). Kazdy dobry graf totiz obsahuje kliku nebo nezdvislou mnozinu velikosti
presné k. Tento soucet je tedy horni mezi pro pocet dobrych graft.

A jsme hotovi. Pfedpoklad véty je totiz po prendsobeni ekvivalentni nerovnosti:

(Z>2<z><z>+1 <o®)
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A z té diky nasemu odhadu tranzitivné plyne, ze pocet dobrych grafu je mensi nez pocet vSech grafu. Tedy
existuje nedobry graf na n vrcholech a r(k, k) > n.

13. prednaska

Ramseyovy vicebarevné véty

Chceme zobecnit Ramseyovu vétu tak, ze vyzadujeme stejnobarevné (pro konstantni pocet barev) kliky/nezé-
vislé mnoziny (pro koneéné/nekoneéné grafy).

Véta (princip holubniku) pro kazdé ¢,k € N 3N t. z. Ve : [n] — [t] plati, Ze ¥n > N 3A C [n],|A| =k,
na niz je funkce c konstantni. [12]

Dikaz: N =¢(k—1)+ 1.

Véta (nekoneény princip holubniku) pro kazdé t € N a kazdé ¢ : N — [t] existuje nekoneénd mnozina
A C N, pro niz je funkce ¢ konstantni.

e 7z ,existuje holubnik s hodné holuby*“ mame ,existuje holubnik s nekone¢né holuby*

Dukaz: rozdélim N na Bi,..., By, kde B, = {m € N | ¢(m) = i}. ProtoZe sjednocenim je nekoneénd mnozina
pak alespon jedna musi byt nekonecné.

Véta (nekoneénia Ramseyova (vicebarevnd)) Vi € N, Ve : (IE) — [t] 3 nekonefnd mnozina A C N, pro
niz je funkce ¢ na hranich (‘3) konstantni. [13]
Dikaz: sestrojime posloupnost nekoneénych mnozin A; = N; pro ¢ = 1,2, ... opakujeme:

e vybereme v; € A;
e rozdélime A na B}, B? ..., B! podle toho, jakou barvu m4 hrana, kterd mnoZinu spojuje s v;
— jelikoz A; je nekoneénd, tak 3B] pro néjakou barvu, kterd je také nekonecnd

o polozme A; 11 = B}

(¢*): posloupnost vrcholi vy, v, ... ma vlastnost, ze pokud ¢ < j, pak {v;,v;} mé barvu b;
« to, ze v; prezil zanofeni se mohlo stat pouze tak, ze s v; byl spojen barvou b;
(¢¢): posloupnost barev by, by, b3, ... je nekone¢nd, ale opakuje se tu kone¢né mnoho hodnot

o aplikuji nekoneény holubnik = 3j € [t] opakujici-se nekoneénékrat a takové vrcholy tvori hledanou
nekonecnou kliku (viz pozorovani vyse)

(t pocet barev, k velikost kliky)

Véta (Ramseyova (vicebarevnd)) Vi, k € NIN € N t. 7. Ve : ([Z]) — [t],Yn > N existuje mnozina
A C [n],|A| = k, pro niZ je funkce ¢ na hrandch (’;) konstantni. [14]

Dikaz: adaptujeme nekoneény na konecny pripad — chtéli bychom posloupnost barev by, ..., by — kdyz
do toho prastime holubnikem, tak mame barvu, kterd je tam k-krat.

« upravime konstrukci mnozin A; (bereme vzdy nejvétsi)
— |Aiq] > % (max. je vétsi/roven pruméru)
— jde dokéazat, ze potrebujeme, aby konstrukce bézela alespon tk krokt:

ttk—i—l -1

tk
Al > 1 A | >t+1,... |4 > = -
|Aege] > 1, | Age—a| >+ 1,0, 1|_; -

Definice (hypergraf) je zobecnény graf, kde:

[12] Pokud mém ¢ holubnika a chci, aby existoval holubnik s alesponi k prvky, tak na to potfebuji alespon n > N = t(k — 1) + 1
prvka.
[13]

[14] Stejné jako nekonecna véta, ale omezime se na konecné velkou kliku a hleddme N, pro které VG s poctem vrcholi n > N bude
obsahovat jednobarevnou kliku (opét v rdmci hran) velikosti k.

Na kazdém nekone¢ném uplném grafu existuje nekonec¢né klika s jednobarevnymi hranami.
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 hrany jsou libovolné mnoziny (misto dvojic, jako v normalnim grafu)
e uniformni hypergraf — hrany jsou p-prvkové mnoziny
o p je arita hran (velikost mnozin), ¢,k jsou stejné
Véta (nekoneéni Ramseyova (vicebarevnd) pro p-tice) Vp,t € Na Ve: @I) — [t]3A C N nekonecnd
t. Z. ¢ je na (2) konstantni. [15]

Dukaz: indukci podle p

e pro p =1 je to nekonecny holubnik, pro p = 2 je to Ramseyova nekonecna
e IP: véta plati prop — 1
o opét konstruuji nekonecnou posloupnost A;
o v kroku i vyberu v; € A;, necht A, = A; \ {v;}
- definuji obarveni (p — 1)-tic AL: ¢,(Q) = c(QU {v;}), Q C AL, |Q=p—1
e 7z IP pro A, méame, ze 3B; C A, na jejichz (p — 1)-ticich je obarveni ¢, konstantni = b, € [f] [16]
a A;11 = B; si vezmu do dalsiho kroku

(¢¢): barva p-tice {vil, . ,vip} (vzhledem k vzniklé posloupnosti v1, va, .. .), kde i1 < is < iz < i, zavisi
pouze na barvé prvku v;, (stejny argument jako u véty vyse)

e vyberu z barev néjakou opakujici-se nekonecnékrat a vrcholy s prislusnymi indexy tvori A
Véta (Ramseyova (vicebarevnd) pro p-tice) Vp, ¢,k € NIN € N t. z. Vn > N, Ve : ([z]) — [t] 3A C
[n],|A] =k t. Z. ¢ je na (‘2) konstantni. [17]
Dikaz: méjme p, k, t z predpokladu. Uvazme c¢; : ([z]) — [t]. To je dobré, pokud 3 k-prvkovd jednobarevnd
podmnozina, jinak je spatné. Véta tedy tvrdi, ze n > N jsou vSechna ¢ dobrd.
Sporem: predpokladejme, ze pro nekonecné mnoho n 3 spatné obarveni.

(¢¢): Pokud S,, je mnozina Spatngch obarveni a S,, je neprazdné, pak S,_1 je neprazdné, protoze mam-li Spatné
obarveni p-tic nad n, tak mohu zapomenout na n-ty prvek a tak dostanu spatné obarveni i na n — 1.

o zuzeni z(c)(Q) = ¢(Q),Q C [n — 1],|Q] = p (prosté odeberu vrchol)
Strukturu spatnych obarveni popiSeme stromem, kde hladiny jsou obarveni S, ; plati:

 vsechny hladiny jsou neprazdné (pfedpoklad pro spor)
e vSechny hladiny jsou koneéné (nad S, muze byt only so much obarveni)

Lemma (Konigovo) nekoneény strom s koneénymi stupni mé nekoneénou cestu z kofene.

Diky tomuto lemmatu vime, ze 3 nekonecnd cesta z Sy. Z nekoneéné Ramseyovy véty ale vime, Ze kdyby tomu
tak bylo, tak neplati, protoze by existovalo nekone¢né obarveni pfirozenych ¢isel (podle nekonecné cesty v tomto
stromu).

Forma zkousky
Zdroje/materialy

« https://research.koutecky.name/db/teaching:kg12021 prednaska — stranka cviceni
e Poznamky Véclava Koncického z roku 2019.
o https://oeis.org/wiki/List_of LaTeX_ mathematical symbols — matematické symboly

15]

Stejné jako nekonecna véta, ale mame hypergraf.

16 Pomocné obarveni (p — 1)-tic — kazd4d mé barvu, kterou méla v p-tici s vrcholem v; (abychom vyuzili IP).

[17]

Stejné jako nekonecnd véta, ale mame fixni velikost kliky a koneéné mnoho vrchola.
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Podékovani

e Matéji Kripnerovi za fadu PR opravujicich chyby a pridavajicich dodate¢né informace.
o Filipu Peskovi za upozornéni na nékolik pieklepti/chyb v dikazech a definicich.
¢ Vojtéchu Kocandrlemu za PR a upozornéni na preklepy.
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