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Zaklady teorie ¢isel




1. PRVOCGISELNE ROZKLADY A NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

Cilem této sekce je shrnout zdkladni vlastnosti oboru celjch éisel z hlediska
délitelnosti: prvociselné rozklady, Eukleidiiv algoritmus, kongruence, Eulerovu vétu
a ¢inskou vétu o zbytcich. Vétsinu z téchto principt pozdéji zobecnime (napiiklad
na polynomy €& vétsi ¢iselné obory), ale pfesto je dulezité zacit timto specidlnim
pfipadem.

Vétsina teorie této sekce byla v néjaké formé znama jiz ve starovéku a v mo-
derni podobé byly formulovany Carlem Friedrichem Gaussem v jeho slavné knize
Disquisitiones Arithmeticae z roku 1801, ktera polozila zdklad moderni teorie ¢isel.

Zékladnim matematickym objektem v této sekci bude mnozina pfirozenych ¢isel
N={1,2,3,4,...}, respektive mnozina celych éisel Z ={...,. —2,-1,0,1,2,...},
a standardni aritmetické operace +, —, - na téchto cislech. Je fada zpusobu, jak
Cisla definovat: muZeme je vybudovat v ramci teorie mnoZin, mtzeme je zavést
axiomaticky (za standardni axiomatizaci se povazuji Peanovy axiomy, které jsou
zaloZeny na principu matematické indukce). Ani jednim z téchto postupii se zabyvat
nebudeme a budeme vychazet ze zakladnich stfedoskolskych poznatki.

Pokud napiseme ,,¢islo“, myslime v této sekci celé ¢islo.

1.1. Délitelnost a zakladni véta aritmetiky.

Bud a, b celd ¢&isla. Rekneme, Ze ¢islo b déli éislo a, piSeme b | a, pokud existuje
¢islo ¢ splitujici @ = b+ q. Pro kazdé a plati +1 | a a £a | a; tito délitelé se nazyvaji
nevlastni. Pokud b nedéli a, mé smysl se ptat po zbytku po déleni.

Tvrzeni 1.1 (déleni celych &isel se zbytkem). Bud a,b € Z, b # 0. Pak existuje
pravé jedna dvojice celych cisel q,r spliujict

a=q-b+r a 0<r<]d.

Diky jednoznac¢nosti mtuzeme definovat celociselny podil a divb = q a zbytek
amod b =r. Je vidét, Ze b | a pravé tehdy, kdyz a mod b = 0.

Diikaz. Pro jednoduchost pfedpokladejme a,b > 0, ostatni pfipady se vyfesi analo-
gicky. Bud ¢ nejvétsi ¢islo splitujici ¢-b < a a polozme r = a—q-b. Z¥ejmé 0 < r < b
a plati vyse uvedeny vztah.

Kdyby a = ¢1b+ 71 = g2b + 72, pak b(q1 — q2) = 72 — 11, tedy b | ro — r1, aviak
0 < |rg —r1] < |b], takZe jedinou moznosti je piipad ro — r; = 0. Z toho plyne
ry="r21iq =qa. U

Pfirozené cislo p > 1, které ma pouze nevlastni délitele, se nazyva prvocislo;
ostatni prirozena ¢isla se nazyvaji sloZend. Zcela zakladnim poznatkem teorie ¢isel
je fakt, ze kazdé ¢islo lze jednoznacné vyjadrit jako soucin prvocisel.

Véta 1.2 (zédkladni véta aritmetiky). Pro kaZdé prirozené c¢islo a # 1 existugi po
dvou riznd prvocisla p1,pa,...,Pn 6 prirozend ¢isla ki, ks, ..., ky splnujict
kv k
a=pi* -pf-...-pﬁ”
(tomuto vyjddient se fikd prvociselny rozklad). Tento zdpis je jednoznaény aZ na
potadi ciniteld.
Tuto ,samoziejmost” jako prvni dokazal Eukleides v 4. stoleti pf.n.l. a v dnesni

dobé ji kazdy stredoskolak dobfe znd, nicméné, priznejme si, kde z vas by to umél
dokézat? Tedy existenci rozkladu lze dokézat pomérné snadno indukci.
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Dikaz Véty[1.3 existence rozkladu. Bud a nejmensi pfirozené ¢islo, pro néjz nee-
xistuje prvociselny rozklad. To nemuze byt prvocislem, jinak bychom méli rozklad
a = a'. Cili a je slozené a miizeme jej rozlozit jako a = b- ¢ pro néjakid 1 < b, ¢ < a.
Podle indukéniho predpokladu existuje prvociselny rozklad jak pro b, tak pro c.
Jejich slozenim ziskame rozklad ¢isla a. (]

Jednoduchym dusledkem existence prvociselnych rozklada je fakt, ze existuje
nekone¢né mnoho prvocisel. Kdyby jich bylo jenom konecné mnoho, oznacme je
D1, -.,Pn & uvazujme cislo p; - ps - ... - p, + 1. Toto ¢islo neni délitelné zadnym
prvocislem, pfitom musi mit néjaky prvociselny rozklad. Spor.

vvvvvv

nost, kterd vyjadruje nejvétsi spolecny délitel jako linearni kombinaci.

1.2. Eukleiduv algoritmus a Bézoutova rovnost.

Nejveétsi spolecny délitel celych Cisel a a b je nejvétsi prirozené ¢islo ¢ spliujici
zéroveni ¢ | a a c | b, zna¢ime jej NSD(a,b). Cisla a,b nazveme nesoudélnd, pokud
NSD(a,b) = 1. Podobné, nejmensi spolecny ndsobek ¢&isel a a b je nejmensi ¢islo
¢ splitujici zaroveni a | ¢ a b | ¢, znac¢ime jej NSN(a,b). Pouzitim zakladni véty
aritmetiky je snadné nahlédnout, zZe

NSD(a,b) - NSN(a,b) = a - b

(vzorec nebudeme k diikazu této véty potiebovat). Vzhledem k tomu, ze NSD(a, b) =
NSD(=a, £b), budeme se déle zabyvat vypoc¢tem NSD pro kladn4 ¢isla.

Jeden znamy postup vypoctu NSD je pomoci prvociselnych rozkladt: napt. 168 =
23.3.7a 396 = 22-32.11, a tak vidime, ze NSD(168, 396) = 22-3 = 12. Problém je,
ze kdybychom nemeéli jednoznacnost rozkladl, kdyby se napt. ¢islo 396 rozkladalo
na soucin uplné jinych prvocisel nez 2, 3, 11, dostali bychom z jiného rozkladu jiny
vysledek, coz je problém. Nejsme tedy schopni dokazat spravnost této metody,
aniz bychom dokond¢ili dikaz zékladni véty aritmetiky. (Skuteénym piikladem, Ze
tato metoda v obecnosti nefunguje, je napf. nasledujici situace v oboru Z[\/g]:
zde 4 = 2-2 = (1 + v/5)(=1 + V/5). Z prvniho rozkladu bychom vydedukovali
NSD(2,4) = 2, z druhého NSD(2,4) = 1. Viz sekce [5})

Druhym pouzivanym postupem vypoctu NSD je FEukleiduv algoritmus. Ten je
zalozen na nasledujicim pozorovani, nezavislém na zakladni vété aritmetiky.

Lemma 1.3. Pro libovolnd celd ¢isla a,b plati
NSD(a,b) = NSD(b, a mod b).
Diikaz. Ozna¢me g = a div b. Pak
a="b-q+ (amodb),
a tedy dané ¢islo ¢ déli obé ¢isla a, b pravé tehdy, kdyz ¢ déli obé &isla b, a mod b. Cili

obé dvojice maji stejné spolecné délitele, maji tedy stejného i toho nejvétsiho. [

Algoritmus vezme dané ¢isla a > b > 0 a buduje posloupnost tak, Ze vzdy vezme
zbytek po déleni predposledniho ¢isla poslednim. Odpovédi je posledni nenulova
hodnota. Formalné, inicializujeme ag = a, a; = b a budujeme posloupnost predpi-
sem

Ai+1 = Q31 mod ;.



7

Pokud vyjde a;11 = 0, odpovédi je a;. Naptiklad pro NSD(168,396) dostéavame
posloupnost 396, 168, 60, 48, 12, 0, a tedy NSD(168,396) = 12. Z Lemmatu
vidime, Ze

NSD(a,b) = NSD(ag, a1) = NSD(ay,az) = ... = NSD(a, 0) = ax,

coz je posledni nenulova hodnota v posloupnosti.
Rozsitenim Eukleidova algoritmu lze dokazat néasledujici vlastnost.

Tvrzeni 1.4 (Bézoutova rovnost). Pro kaZdou dvojici celych éisel a,b existuji celd
éisla u,v (tzv. Bézoutovy koeficienty ) spliiujici

NSD(a,b) =u-a+wv-b.

Diikaz. Eukleiduv algoritmus rozsifime tak, ze v kazdém kroku spocte u;, v; takova,
Ze a; = u; - a + v; - b. Inicializujeme (ug,vo) = (1,0) a (u1,v1) = (0,1). Protoze
a;j+1 = a;—1 mod a; = a;—1 — q;a;, polozime

(U¢+1,Ui+1) = (ui—lavi—l) — i (uuvi%

kde ¢; = a;—1 div a;. Pokud a;1 = 0, pak u;,v; jsou ziejmé Bézoutovy koeficienty
pro a; = NSD(a, b). O

Priklad. Pro NSD(168,396) dostdvame posloupnosti

a; Ui | Y
396 | 1 0
168 | 0 1

60 | 1 | -2

48 | =2 | 5

12 | 3 | =7

0

Tedy NSD(168,396) = 3-396 — 7 - 168.
Pomoci Bézoutovy rovnosti dokazeme jedno pomocné tvrzeni.
Lemma 1.5. Bud p prvocislo a a,b € Z. Plati-lip | a-b, pak p | a nebo p | b.

(Opét, kdybychom méli v ruce jednozna¢nost prvoéiselnych rozkladd, bylo by
tvrzeni o¢ividné. Aviak v oboru Z[v/5] plati 2 | (14++v/5)(—1++/5), presto 2 { +14++/5;
jednoznacnost tedy hraje roli.)

Dikaz. Predpoklddejme, Ze p { a. Pak NSD(a, p) = 1, protoze je p prvocislo, a tedy
podle Tvrzeni existuji ¢isla u, v spliiujici au + pv = 1. Vynasobenim obou stran
rovnosti ¢islem b dostaneme abu+pvb = b. Jelikoz p d€li oba séitance na levé strané,
deéli i b. O

Indukci snadno odvodime nésledujici disledek:

Lemma 1.6. Bud p prvocislo a ay,...,a, celd ¢isla. Plati-lip | ay - ... ayn, pak
p | a; pro alespon jedno i.

Nyni muzeme pristoupit k dikazu jednoznacnosti prvociselnych rozklada z Véty
.2
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Dikaz Veéty jednoznacnost rozkladu. Bud a nejmensi pfirozené éislo s nejedno-
zna¢nym prvociselnym rozkladem a uvazujme dva rizné rozklady

k km _ 1 ln
a=pt ..o =q1
ProtoZe p; | a = qll1 -...-q'» , musi existovat i takové, Ze p; | ¢;. Oviem ¢; je prvoéislo,
tedy p1 = ¢;. Pak ale uvazujme ¢islo b = pil: to mé také dva rtzné rozklady
ki—1 k. - | l;—1 kn
b=py" Py =q g g
ale pfitom b < a, coz je spor s minimalitou a. (I

2. Poc¢iTANI MODULO GiSLO

2.1. Kongruence. Symbol = pro kongruenci, zavedeny Gaussem ve zminované
knize Disquisitiones Arithmeticae, usnadnuje zapis pfi pocitani modulo dané ¢islo.

Definice. Bud a,b, m cela ¢isla, m # 0. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo
m, a zapisujeme

a=b (mod m),
pokud m | a — .

Pfedné si vSimnéte, ze a = b (mod m) pravé tehdy, kdyz a a b davaji stejny
zbytek po déleni m: napisSme si a = mq; +r1 a b = mqe + ro, ¢ili mame a — b =
m(q1 — g2) + (r1 — r2) a ihned vidime, ze m | @ — b pravé tehdy, kdyz m | 11 — ro,
¢ili kdyz jsou zbytky stejné.

Z uvedené interpretace je ziejmé, ze relace ,byti kongruentni modulo m*“ je
ekvivalence, tj. Ze pro vSechna a, b, c € Z plati

e a =a (mod m);

e pokud @ = b (mod m), pak b = a (mod m);

e pokud a = b (mod m), a b =c¢ (mod m), pak a = ¢ (mod m).
Druhou zakladni vlastnosti je invariance vii¢i zdkladnim operacim.

Tvrzeni 2.1 (vlastnosti kongruence). Necht a = b (mod m) a ¢ = d (mod m).
Pak plati
a+c=b+d (modm), a—c=b—d (modm), a-c=b-d (modm)
a pro kazdé prirozené k plati
at = v

Diikaz. CVICENT (]

(mod m).

Obé vlastnosti lze interpretovat tak, ze symbol = muizeme pouzivat stejnym
zpusobem, jako rovnitko: reflexivita fika, Ze z a = b plyne také a = b, symetrie fika,
Ze zapis je platny zleva doprava i zprava doleva, a tranzitivita rika, ze mame-li
sérii po sobé jdoucich kongruenci, pak je ¢islo uplné vlevo kongruentni ¢islu aplné
vpravo. Invariance viuci operacim pak umoznuje ve vypoc¢tu nahrazovat navzajem
kongruentni ¢isla. Ukazeme si to na jednoduchém piikladu.

Uloha. Spoéctéte 77122 4 6632! mod 6.
Reseni. Protoze 66 =0 a 77 = —1 (mod 6), miZzeme psat
77 4 66%% = (1) 403 = —14+0=5 (mod 6).
Uvedeny vyraz tedy dava zbytek 5. (]



Dalsi dilezitou vlastnosti je, Ze v kongruenci smime kratit ¢islem, které je ne-
soudélné s modulem m. Naopak, jsou-li vSechna tfi ¢isla v kongruenci soudélna,
cely vyraz muzeme zjednodusit tim, Ze spoleény faktor vykratime na obou stranach
1 v modulu. Formalné tyto vlastnosti vyjadiuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.2 (vlastnosti kongruence). Bud a,b,c,m celd éisla, ¢,m # 0. Pak
(1) a=b (mod m) < ca=cb (mod cm);
(2) jsou-li ¢, m nesoudélnd, pak a =b (mod m) < ca = cb (mod m).

Diikaz. CVICENT O
5

Uloha. Najdéte viechna z € Z spliujici (a) 62 = 9 (mod 21), (b) 10z =
(mod 21).

Reseni. Pouzijeme nékolikrat Tvrzeni

(a) Uzitim (1) dostaneme ekvivalentni podminku 2z = 3 (mod 7), a po piendso-
beni obou stran ¢islem 4, diky (2), ekvivalentni podminku = = 5 (mod 7). ReSenim
jsou vSechna x =5+ 7k, k € Z.

(b) Uzitim (2) dostaneme ekvivalentni podminku 2z = 1 (mod 21), a po pfe-
nasobeni obou stran ¢islem 11, diky (2), ekvivalentni podminku « = 11 (mod 21).
Resenim jsou vSechna x = 11 + 21k, k € Z. |

2.2. Eulerova véta a kryptosystém RSA.

Pro motivaci pfipometime tlohu uvedenou za zakladnimi vlastnostmi kongruenci:
feSeni bylo snadné predevsim proto, ze 66 = 0 a 77 = —1, pficemz tato Cisla se
snadno umocnuji. Zamyslete se nad nasledujici tlohou.

Uloha. Zjistéte posledni cifru éisla 77123,

Resend. Jinymi slovy, spoctéte 77123 mod 10. Mizeme psat 7723 = 7123 = (-3)123
(mod 10), ale bez dalsi teorie ndm nezbyva, nez mocnit sedmicku nebo trojku. Napt.
pro sedmicku dostavame

=7 7=49=9 7=7.9=3, 7"=7.3=1,7°=7-1=7

a vidime, Ze posledni cifry se opakuji s periodou 4. Vzhledem k tomu, ze 123 mod
4 = 3, dostavame 7'23 = 7% = 3 (mod 10). O

To, ze zbytky modulo dané ¢islo vykazuji periodu jako v predchozi tloze, neni
nahoda, nybrz pravidlo, které se nazyva Eulerova veta. Délku periody udava tzv.
Eulerova funkce.

Definice. Fulerova funkce ¢(n) znadi pro ptirozené ¢islo n pocet éisel k € {1,...,n—
1} nesoudélnych s ¢&islem n, tj. spliiujicich NSD(k,n) = 1.

Napf. ¢(10) = 4, nebot s desitkou nesoudélnd jsou pravé éisla 1,3,7,9. Pro
libovolné prvoéislo p plati ¢(p) = p — 1, protoZe s nim nesoudélni jsou vSechna
mensi Cisla.

Vypocet Eulerovy funkce pfimo z definice by byl pro vétsi ¢isla pracny. Nastésti
existuje vzorec, pomoci néhoz je snadné spocitat hodnotu ¢(n), pokud znédme pr-
vociselny rozklad ¢isla n.

Tvrzeni 2.3. Je-lin = plfl <.~ pkm pryociselnyj rozklad isla n > 1, pak

en)=pP tp1— 1) - .plr T (o — 1).
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Piiklad. ¢(4056) = (23 -3!-132) =22.1.3%.2.13! .12 = 1248.

Vzorec se celkem snadno dokaze pomoci ¢inské véty o zbytcich, se kterou se
seznamime v pristi ¢asti. Ted se podivame na samotnou Eulerovu vétu.

Véta 2.4 (Eulerova véta). Jsou-li a,m nesoudélnd prirozend ¢isla, pak
a?™ =1 (mod m).

Leonhard Euler publikoval tuto vétu v roce 1763. Jiz dfive, v roce 1736, pak
dokéazal specialni pripad, kdy je m prvocislo. Objev tohoto vztahu byva pfipisovan
Pierre de Fermatovi, objevuje se v jednom z jeho dopist z roku 1640, a proto byva
nazyvan mald Fermatova véta.

Dausledek 2.5 (mald Fermatova véta). Je-li p prvocislo a pt a, pak
a1 =1 (mod p).
Oznacme pro ucely této sekce
O, ={ke{l,...,m—1}: NSD(k,m) = 1}.

Eulerovu funkci pak miizeme zapsat jako p(m) = |®,,|. K diikazu Eulerovy véty se
nam bude hodit pomocné lemma.

Lemma 2.6. Bud' f : X — Y zobrazeni mezi stejné velkymi konecnymi mnoZinami.
Je-li f prosté, pak je bijektivni.

Dikaz. Necht n = |X| = |Y|. Hodnoty, které zobrazeni f pfifadi prvkiim mnoziny
X, jsou po dvou riizné, takze obor hodnot zobrazeni f méa pravé n prvki. Cili to
musi byt celé Y. O

Lemma 2.7. Budte a, m nesoudélnd ptirozend ¢isla a definujme zobrazeni
fo:®m — P, x+— ax mod m.

Zobrazeni f, je dobre definované a je to bijekce.

Diikaz. Predné je tieba ovérit, ze ax mod m € ®,,. Jsou-li obé ¢isla a, x nesoudélna
s m, pak je s m nesoudélné i ¢islo ax: kdyby existovalo prvocislo p délici m i ax,
pak by p délilo a nebo = (Lemma, spor s nesoudélnosti. Cili 1 = NSD(ax,m) =
NSD(az mod m,m) pouzitim Lemmatu

Nyni dokdzeme, Ze je zobrazeni f, prosté. Uvazujme z,y € @, takova, ze f,(z) =
fa(y), tj. ax = ay (mod m). Podle Tvrzeni[2.2je z = y (mod m), tedy = i y dévaji
stejny zbytek po déleni m. OvSem obé ¢isla jsou mensi nez m, takze musi byt stejné.

Vzhledem k tomu, Ze je f, zobrazenim na konecné mnoziné, musi byt také na
(Lemma [2.6]). O

Dikaz Eulerovy vety. Uvazujme nasledujici vypocet, kde f, je zobrazeni definované
v predchozim lemmatu:

H b = H fa(b) = H abmod m = H ab = a*™ . H b (mod m).
bED,, bED,, bED,, bED,, bED,

Prvni rovnost plati diky tomu, ze v obou pripadech nasobime pres vSechny prvky
mnoziny ®,,, pouze v rizném poradi. Oznacime-li

c:l_[b7

bed,,
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pravé jsme dokazali, ze

c=a*" ¢ (mod m).
Cislo ¢ je nesoudélné s m (protoze je sou¢inem ¢isel nesoudélnych s m), takze jim
miizeme podle Tvrzeni 2.2 kratit a dostavame 1 = a¥(™) (mod m). O

Jiny dikaz Eulerovy véty uvidime v sekci kde ji dostaneme jako specidlni
pripad Lagrangeovy véty aplikované na grupu Z;,.

Uloha. Zjistéte posledni cifru ¢isla 77123,
Reseni. Pouzijeme Eulerovu vétu: protoze p(10) = 4 a NSD(77,10) = 1, plati
7T = T 70 = (7). 7% = 1.3 = 3 (mod 10).

(Z didaktickych divodt jsme vSe detailné rozepsali, v praxi samoziejmé provedete
vétsinu ivah zpaméti a budete psat rovnou 723 = 73 = 3.) (]

Uloha. Spoctéte 109" mod 21.

Regeni. Pouzijeme Eulerovu vétu: protoze ¢(21) = 12 a NSD(10,21) = 1, staci
zjistit zbytek po déleni 100 ¢islem 12. Avsak ¢isla 10,12 jsou soudélna. Protoze
NSD(1010,12) = 4, vysledek bude délitelny 4. Napisme

1010 = 219519 = 4k (mod 12),

podle Tvrzeni budeme fesit tlohu 2% - 51° = k (mod 3). Nyni znovu pouzijeme
Eulerovu vétu: protoze ¢(3) = 2 a vSechna zminéna ¢isla jsou nesoudélnd, méme

E=2%.519=20.5=1 (mod 3),
&li 1010 = 4k = 4 (mod 12), a tedy 101°"° = 10* = 4 (mod 21). O

Poznamka. Lemma tiké, ze pro kazdé a nesoudélné s m existuje praveé jedno
be{l,...,m—1} takové, ze

a-b=1 (mod m).
Toto b 1ze najit dvéma zptsoby:
e podle Eulerovy véty lze vzit b = a?™~1 mod m,
e Eukleidovym algoritmem spoc¢teme Bézoutovy koeficienty 1 = NSD(a,m) =
ua +vm a vezmeme b = u mod m.
Tato tloha méa vyssi smysl: pravé jsme popsali zpisob nalezeni inverzniho prvku
a1 v okruhu Z,, (uvidite pozdéji).

S Eulerovou vétou je uzce spjata jedna vyznamnd aplikace: protokol RSA (po-
jmenovany po trojici matematikt Rivest, Shamir, Adleman) na tzv. Sifrovani s
verejnym klicem. Problém je nasledujici: Bob pfijimé zpravy od fady klientt a je
nepraktické, aby si s kazdym vymeénoval tajné heslo. Bob tedy publikuje tzv. verejny
kli¢, pomoci néhoz mu muze kazdy poslat Sifrovanou zpravu, a tajné bude drzet sou-
kromy kli¢, pomoci néhoz muze pouze on zpravy deSifrovat. Popiseme algoritmus,
jak generovat klice a jak Sifrovat a desifrovat zpravu.

Na zacatku Bob zvoli dvé rtiznd prvocisla p, ¢ a spoéte N = pq. Dale nahodné
zvoli ¢islo e nesoudélné s ¢(N) = (p — 1)(¢ — 1) a pomoci Eukleidova algoritmu
spocte cislo d spliujici

de=1 (mod ¢(N))
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(viz pozndmka vyse). Cisla N, e budou verejngym klicem (ten Bob rozhlasi do svéta),
¢isla d, p, ¢ budou soukromgm klicem (ten bude drzet v tajnosti).

Nyni popiSeme, jak muze Alice poslat Bobovi zpravu. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze zpravu tvori né€jaké piirozené ¢islo 0 < x < N nesoudélné s N.
Alice vypocita

y = z® mod N
a vysledek posle Bobovi. Bob, se znalosti soukromého kli¢e d, ziskd x vypoctem
z = y% mod N.
Dtikaz je snadny: plati ed =1 (mod ¢(N)), takZe podle Eulerovy véty
yl = (xe)d =z“=2' =2 (mod N).

Co vidi nepritel? Hodnotu y a vefejny kli¢ N, e. Aby se dostal k hodnoté x, musel
mit algoritmus, ktery z hodnoty 2¢ mod N vypocte hodnotu z (tj. néco jako ,e-tou
odmocninu z  modulo N*). O¢ividnym FeSenim je spocitat rozklad N = pq a déle
postupovat jako Bob, niceméné v soucasné dobé neni znam algoritmus, ktery by
umél rozkladat velka ¢isla v rozumném ¢ase (za dodrzeni jistych pfedpokladii, napt.
ze rozklad neobsahuje mnoho prvocisel, Ze jsou tato prvocisla zhruba stejné velka
atd.; pri stavu soucasné techniky staci volit prvocisla p, ¢ s fadové tisici binarnich
cifer). Zadny jiny efektivni postup na vypoéet ,odmocniny modulo N nebyl dosud
nalezen.

2.3. Cinska véta o zbytcich.

Cinska véta o zbytcich hovoii o feSenich soustav linearnich kongruenci. Byla
znama, jiz starovékym Cifantim, je uvedena v knize Uméni valky autora Sun-c’ ze
5. stoleti pf. n. . Traduje se, ze motivaci ¢inské véty o zbytcich byl zpisob, jakym
Sun-c’ pocital své vojaky. Védél, ze pred bitvou mél 1000 vojakil, a chtél je spocitat
po bitvé. Velké mnozstvi lidi se Spatné pocita, nechal je tedy sefadit do desetistupti,
jedenéctistupid a tfindctistupi a pocital, kolik mu jich zbyde mimo fady. Jinymi
slovy, zjistil, kolik je pocet vojakt modulo 10, modulo 11 a modulo 13. Z ¢inské véty
o zbytcich plyne, Ze z téchto zbytki lze jednoznacné zjistit celkovy pocet vojaki.

Véta 2.8 (¢inska véta o zbytcich). Bud my, ..., m, po dvou nesoudélnd prirozend
¢isla, oznacéme M =my - ... -m,. Bud uy,...,u, libovolnd celd ¢isla. Pak existuje
pravé jedno x € {0,..., M — 1}, které Fesi soustavu kongruenct

z=wu; (modmi), ..., z=u, (modm,).

Driikaz. Nejprve dokazeme jednoznacnost feseni. Predpokladejme, Ze soustava ma
dvé teseni z,y € {0,..., M — 1}, tj. pro kazdé i plati

r=y=u; (modm;).
Pak pro kazdé ¢
mi |z —y
a protoze jsou Cisla m; navzajem nesoudélna, dostavame
M=mi-...-my|z—y.

Ovsem obé ¢isla x, y, a tedy i jejich rozdil, jsou mensi nez M, takze nutné x —y = 0,
cili x = y.
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Nyni dokazeme, zZe néjaké feSeni viibec existuje. Uvazujme zobrazeni
f:{0,..., M -1} —-{0,....,my — 1} x --- x {0,...,m, — 1}
2z (x mod my, ...,z mod my).

V predchozim odstavci jsme vlastné ukézali, Zze zobrazeni f je prosté. Pfitom defi-
niéni obor i obor hodnot této funkce maji stejnou velikost M (velikost kartézského
soufinu je soucin velikosti ¢initell), takZe zobrazeni f musi byt podle Lemmatu
i na. Tedy ke kazdé n-tici (uq,...,u,) existuje pravé jedno x, které se na néj
zobrazuje, a to je hledanym FeSenim soustavy. ([

Uvedeny diikaz je zvlastni tim, Ze nedava zadny navod, jak feSeni dané soustavy
spoc¢itat. Obecny postup (a tim i alternativni dikaz ¢inské véty o zbytcich) lze
vypozorovat z feSeni nasledujici tlohy.

Uloha. Najdéte vSechna feseni soustavy kongruenci
x=2 (mod3), z=1 (mod4), =3 (mod?5).

Reseni. Z prvni rovnice vidime, ze x = 3k + 2, k € Z. Dosadime do druhé rovnice
a dostaneme 3k + 2 = 1 (mod 4), tedy k¥ = 1 (mod 4) a vidime, ze k = 41 + 1
ax =121+ 5, [ € Z. Dosadime do tfeti rovnice a dostaneme 12/ +5 = 3 (mod 5),
tedy | =4 (mod 5), takze | = 5m + 4 a x = 60m + 53, m € Z. O

Cinska véta o zbytcich plati v mnohem obecnéjsim kontextu, pozdéji si ji ukdzeme
pro polynomy (sekce . Pro polynomy se jednozna¢nost dokaze analogicky (horni
mez je dand souttem stupnid polynomt m;), ale s existenci je to o néco slozitéjs,
misto velikosti mnoziny je tfeba argumentovat dimenzi jistého vektorového pro-
storu.

Cinska véta o zbytcich, pro ¢isla i pro polynomy, méa zasadni aplikace ve vy-
pocetni algebie: Glohu pro jeden ,velky objekt“ (velké ¢islo, polynom velkého stupné)
umoznuje rozd€lit na vétsi mnozstvi tloh s ,,malymi objekty“. To je vyhodné nejen
pro paralelizaci, ale také v tom, Ze pro modularni aritmetiku jsou k dispozici lepsi
algoritmy. Ctenafe odkazujeme napi. do skript Pocitacovd algebra.

Na zavér pomoci ¢inské véty o zbytcich dokdZzeme vzorec na vypocet Eulerovy
funkce, tj. vztah

et o) =y o= 1) T (o — 1),
Diikaz Tvrzeni[2.3 Dokazeme nasledujici dvé vlastnosti:
(1) pro kazdé prvoéislo p plati o(p¥) = p*~1(p — 1);
(2) pro kazda dvé nesoudélna éisla a, b plati p(ab) = p(a) - p(b).
Uvedeny vzorec snadno plyne z téchto dvou tvrzeni: ¢islo n rozlozime na soucin m
po dvou nesoudélnych mocnin pfi a dostaneme

@ O _
e(n) = o) o) = pP T o — 1) Ll T (o — ).

(1) Zde je snadné spocitat soudélnd ¢&isla v intervalu 1,. .., p: jsou to pravé ¢isla
p,2p,3p,...,p" 1 p a vidime, Ze jich je p*~!. VSechna zbyla ¢isla jsou nesoudélna,
takze p(p*) = p* —p*~t = p*~H(p—1).

(2) Uvazujme zobrazeni

f:40,...;ab—1} = {0,...,a—1} x{0,...,b—1}

x +— (z mod a,z mod b).
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Podle ¢inské véty o zbytcich je f bijekce. Déle uvazujme pouze restrikci f na
mnozinu ®,;. To je prosté zobrazeni, jehoz defini¢ni obor je mnozina ®,; velikosti
(ab). Staci tedy dokéazat, Ze jeho oborem hodnot je mnozina ®, x &, — pak, diky
prostosti, bude p(ab) = |Pup| = |Py X Pp| = |Dy| - |Ps] = @(a) - ©(b), coz chceme
dokazat. Potfebujeme tedy ovéfit, ze

(a) f zobrazuje mnoZinu ®,, do mnoziny @, x ®y, tj. ze NSD(z, ab) = 1 impli-
kuje NSD(z mod a,a) = 1 = NSD(z mod b, b);

(b) f zobrazuje mnozinu ®,, na tuto mnozinu, tj. ze pokud NSD(u,a) =1 =
NSD(v,b), pak to jediné x, které se zobrazuje na dvojici (u,v), spliuje
NSD(x, ab) = 1.

Obé ¢asti dokdzeme zaroven: NSD(x,ab) = 1 pravé tehdy, kdyz NSD(z,a) = 1 =
NSD(z,b) (uvazujte prvociselného délitele a pouzijte Lemma [1.5)), coz je pravé
tehdy, kdyz NSD(z mod a,a) = 1 = NSD(z mod b, b) pouzitim Lemmatu O
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Zaklady teorie polynomu
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3. TELESA A OBORY INTEGRITY

3.1. Definice a priklady.

Cela ¢isla nejsou jedingm oborem, pro ktery ma smysl studovat délitelnost: ty-
pickym piikladem jsou polynomy, pro které mozna uz nékteré pojmy znate (NSD,
algoritmus déleni se zbytkem). Délitelnost 1ze studovat v mnohem $ir§im kontextu
tak zvanych oboru integrity, mezi néz patii obor celjch ¢isel, obory polynomi, ale
také rtiznd rozsifeni celych éisel, napf. Gaussova celd ¢isla (komplexni ¢isla s celo-
¢iselnymi koeficienty).

V rtznych oborech pak plati rtizné silnd tvrzeni. Naptiklad existence a jedno-
znacnost prvociselnych rozkladu plati nejen pro cela ¢isla, ale také pro celociselné
polynomy ¢i pro Gaussova celé ¢isla; presto existuji ¢iselné obory, kde jednoznac-
nost neplati. Eukleidiv algoritmus na vypocet NSD zalozeny na déleni se zbytkem
funguje v oboru celych ¢isel, pro polynomy jedné proménné nad télesy, ale napiiklad
pro polynomy vice proménnych nastava s délenim problém. V sekci |7] si udélame
v uvedenych vlastnostech poradek. Nyni si definujeme matematické struktury, se
kterymi budeme dale pracovat. Nejobecnéjsi strukturou je komutativni okruh, jehoz
axiomy vystihuji zdkladni aritmetické vlastnosti séitani a nasobeni.

Definice. Okruhem R rozumime pétici (R, +, —, -, 0), kde R je neprazdnd mnozina,
na které jsou definovany bindrni operace +,- (tj. zobrazeni R x R — R), undarni
operace — (tj. zobrazeni R — R) a prvek 0 € R spliiujici pro kazdé a,b,c € R
nasledujici podminky:
a+(b+c)=(a+b)+e a+b=>b+a, a+0=a,
a+(—a)=0,
a-(b-c)=(a-b)-c,
a-(b+c)=(a-b)+ (a-0c), (b+c)-a=(b-a)+(c-a).
Okruh nazveme komutativni, pokud je komutativni také operace nasobeni, tj. a-b =
b - a pro vsechna a,b € R. Okruhem s jednotkou pak rozumime okruh, ve kterém
existuje prvek 1 € R spliujici a - 1 = a pro kazdé a € R.
e Plati-li navic podminka 0 # 1 a
pokud a,b # 0, pak a-b # 0,
nazyvame R obor integrity.
e Plati-li navic podminka 0 # 1 a
pro kazdé a # 0 existuje b spliujici a - b =1,

nazyvame R téleso. Z Tvrzeni 5) plyne, Ze takové b je jednoznacéné

uréeno, a znacime jej a .

V zapise zpravidla vynechavame zavorky, nasobeni ma vyssi prioritu nez scitani.
Misto a + (—b) piSeme a — b. Forméalné odliSujeme mezi mnozinou R, tzv. nosnou
mnozinou, a pétici R = (R, +, —, -, 0), kterd navic obsahuje informaci o algebraické
struktufe definované na R. Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, zapisem R rozumime
takto oznacenou pétici.

Piiklad. Zakladni ¢iselné obory Z, Q, R, C jsou komutativni okruhy vzhledem k
standardnim operacim s¢itani, od¢itani a nasobeni. Okruh Z je oborem integrity
(ale nikoliv télesem), okruhy Q, R, C jsou télesa. Dalsi zajimavé piiklady obort
integrity a téles se nachézeji mezi obory Z a C, resp. mezi télesy Q a C, viz nize.
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OBRAZEK 1. Podokruh S okruhu R.

Piiklad. Dilezitymi piiklady jsou koneéné komutativni okruhy
Zp = ({0,...,7n— 1}, 4 mod ns — mod n» * mod n;0)
s operacemi modulo n. Vsimnéte si, ze
Z, je téleso & Z, je obor integrity < n je prvodislo.

Prvni implikace plyne z Tvrzeni [3.3] kazdé téleso je oborem integrity. Druhd im-
plikace: pokud by n = k - [ bylo slozené ¢islo, k,I > 1, pak by v Z, platilo
k-l = nmodn = 0, ¢li by to nebyl obor integrity. A je-li n prvoéislo, pak je
a™ 2 mod n inverznim prvkem pro a # 0, coz plyne ihned z malé Fermatovy véty
(alternativng, inverzni prvek je koeficientem u z Bézoutovy rovnosti 1 = ua+uvp).

Piiklad. Koneénych komutativnich okruhti je spousta, ale kone¢nych téles mnoho
neni. Jak uvidime v sekci vSechna konec¢né télesa maji velikost mocniny pr-
voéisla a pro kazdou mocninu prvoéisla p* existuje pravé jedno koneéné téleso s p*
prvky (pravé jedno aZ na izomorfismus).

Priklad. Stézejni roli hraji v algebfe obory polynomt R][z], tj. formélnich vyrazi
tvaru ag + a1z +. .. +a,x™, kde koeficienty bereme z jistého komutativniho okruhu
R. Formalni definici se dozvite v sekci [4]

V tomto kurzu se budeme zabjvat pouze komutativnimi okruhy. Piesto, néktera
tvrzeni predpoklad komutativity nevyzaduji a proto je dobré mit na paméti néjaky
priklad.

Priklad. Zakladnim piikladem nekomutativnich okruhti jsou okruhy matic M, (T)
sestavajici z ¢tvercovych matic n X n nad télesem T se standardnimi operacemi
maticového scitani a nasobeni.

K popisu obori a téles mezi Z a C se hodi pojem podokruhu a podtélesa.

Definice. Bud R komutativni okruh a S C R podmnozina takové, ze 0 € S a
kdykoliv a,b € S, pak také —a € S, a+b € S aa-be S (fikdme, Ze mnoZina
S je uzaviend na uvedené operace). Vezmeme-li na mnoZiné S restrikce operaci
okruhu R, dostaneme také komutativni okruh, ktery ozna¢ime S (jsou-li vSechny
axiomy splnény na vétsi mnoziné R, pak jisté i na jeji podmnozing S). Vysledky
této konstrukce nazyvame podokruhy komutativniho okruhu R, zna¢ime S < R.
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OBRAZEK 2. Gaussova a Eisensteinova celé éisla.

Je-li R obor integrity a plati-li navic 1 € S, hovofime o podoboru. Je-li R téleso
a plati-li navic podminka 0 #a € S = a~! € S, hovoiime o podtélesu.

Piiklad. Obor Z je podoborem télesa Q, které je podtélesem télesa R, které je
podtélesem télesa C.

V algebraické teorii ¢isel se studuji podobory a podtélesa télesa C, ktera vznikaji
,pridanim kone¢né mnoha prvku“ k oboru Z, resp. télesu Q.

Piiklad (Gaussova celd a racionalni ¢&isla).

e Mnozina Z[i| = {a+bi : a,b € Z} tvorii podobor télesa C, zvany Gaussova
celd ¢isla. Uzavienost na od¢itani plyne ze vztahu —(a + bi) = —a — bi, na
s¢itani ze vztahu (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i a na nasobeni ze
vztahu (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

e Mnozina Q(i) = {a+bi: a,b € Q} tvori podtéleso télesa C, zvané Gaussova
raciondlni ¢isla. Je t¥eba navic ovétit, ze (a + bi)~' € Q(i), coz plyne ze

1 1 a=bi

_ a b .
vztahu a+bi = a+bi a—bi = a2+b2 + a2+b21'

Priklad (kvadratickd rozsiteni). Obecnéji, pro libovolné celé ¢islo s uvazujme kva-
dratické rozsivent

ZlVs]={a+bys: a,beZ} <C,
QlVs] = Q(Vs) = {a+bys:a,beQ} <C.

Neni tézké nahlédnout, Ze mnozina na pravé strané je skute¢né podoborem, resp.
podtélesem, télesa C (i kdyz pozor, fakt, ze je Q[/s] uzavfena na inverzy, neni
ofividny!). V zavislosti na s maji obory Z[/s] rizné vlastnosti z hlediska délitelnosti
a budeme je obcéas pouZivat jako protipiiklady (napiiklad v oboru Z[\/g] nejsou
jednoznaéné rozklady na prvocinitele).

Pi#iklad (Eisensteinova ¢isla). Mnozina Z[w] = {a+bw : a,b € Z}, kde w = e*>7/3
je komplexni tfeti odmocnina z jedné, tvori podokruh oboru C, zvany Fisensteinova
celd ¢isla. VSimnéte si, e w? = —1 —w, ¢ili uzavienost na nasobeni plyne ze vztahu

(a+bw)(c+ dw) = ac + (ad + bc)w + bdw? = (ac — bd) + (ad + be — bd)w.
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3.2. Zakladni vlastnosti.

V moderni matematice je zvykem definovat abstraktni struktury pomoci co
nejmensi sady axiomtl. V této casti si odvodime nékolik jednoduchych vlastnosti,
které plynou z axiomt komutativnich okruhti a v dal§im textu je budeme zcela
automaticky pouzivat.

Tvrzeni 3.1. Bud * asociativni operace na mnoziné X a ay,...,a, € X. Hodnota
VYTAZU A1 * ... * Gn NEZAVist na uzdvorkovdndi.

Diikaz. Tézsi cviceni pro abnormalné zvidavé studenty. ]

Tvrzeni 3.2 (zdkladni vlastnosti okruhti). Bud R okruh, a,b,c € R. Pak
(1) pokud a+c=b+c, pak a =b;
) a-0=0;
3) —(—a)=a, —(a+b)=—-a-b
) —(a-b)=(-a)-b=a-(=b), (—a) (=b)=ab;
(5) je-li R oborem integrity, pokud a-c=b-c a c+#0, pak a=b.

Diikaz. (1) Je-li a+c = b+c, pak také (a+c)+(—c) = (b+c¢)+(—c). Pouzitim axiom
dostaneme (a+c)+(—c) = a+ (c+(—c)) = a+0 = a a podobné& (b+c) + (—c) = b,
tedy a = b.

(2) Pomoci distributivity spoéteme 0 +a-0=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0
a z (1) dostdvame a -0 = 0.

(3) Protoze 0 = a+ (—a) = —(—a) + (—a), z (1) dostdvdme a = —(—a). Protoze
0=(a+b)+ (—(a+0b)) azdroven 0 =a+ (—a) +b+ (=b) = (a+b) + (—a — b),
z (1) dostavame —(a + b) = —a — b.

(4) Protoze a-b+ (—a)-b=(a+(—a))-b=0-b=0=a-b+ (—(a-b)),
z (1) dostavame —(a - b) = (—a) - b. Druhou rovnost dokdZzeme analogicky a uzitim
pfedchoziho (—a) - (=b) = —(a- (=b)) = —(—(a-b)) =a-b.

(5) Protoze a-¢c =b-¢,plati 0 =a-c—b-c = (a—b)-c. Tedy asponi jeden
z prvki ¢, a — b musi byt 0. Protoze predpokladame ¢ # 0, musi byt a —b = 0, tedy
a=b. O

Tvrzeni 3.3. KaZdé téleso je oborem integrity.

Diikaz. Kdyby existovaly a,b # 0 takové, ze a - b = 0, pak
b=("'a)-b=a'l-(a-b)=a"1-0=0,

coz je spor. V poslednim kroku jsme pouzili Tvrzeni 2)! O

3.3. Podilova télesa.

Obor celych ¢isel lze pfirozené rozsirit do télesa racionalnich ¢isel zpusobem,
ktery je znam jako zlomky. Tuto myslenku lze zobecnit na libovolny obor integrity,
vysledkem bude tzv. podilové téleso tohoto oboru. Podilova télesa se hodi v situ-
acich, kdy déleni zjednodusi zadanou tlohu. Naptiklad, abychom k vypoc¢tu NSD
dvou polynomti mohli pouzit Eukleidiv algoritmus.

Konstrukce. Bud R obor integrity a M = R~{0}. Definujeme relaci ~ na mnoziné
R x M piedpisem

(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc
Neni tézké nahlédnout, Zze jde o ekvivalenci: reflexivita je ziejma, symetrie plyne
z komutativity ndsobeni a tranzitivitu ziskdme néasledujicim vypoctem: je-li (a, b) ~

~ (e,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a c¢f = de. Pak ale adf = bcf = bde, a kracenim
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prvkem d # 0 dostaneme af = be (ke kraceni potfebujeme predpoklad, Ze R je
obor integrity!).

Blok [(a, b)]~ této ekvivalence budeme nazyvat zlomek a znacit jej ¢. Uvazujme
mnozinu ) vSech zlomku a definujme na ni operace a konstanty

a ¢ ad + be a —a a ¢ ac 0 1

b 4T b 0 b b0 bd b T T
Jsou tyto operace dobre definované? Predné, aby jmenovatel souctu a soucinu ziistal
v M, potfebujeme, aby soucin nenulovych prvka byl nenulovy, tj. aby byl R obo-
rem integrity. Dale musime dokazat, Ze pokud zvolime jiné reprezentanty zlomki,
vysledek operace zlistane stejny. Formdlné, pokud § = ‘g—,' a s = 2—:, potfebujeme
dokézat, Ze ¢ + ¢ = & + <. a podobné pro od¢itani a nasobeni. Pro séitani po-
tiebujeme ovéiit, ze 2%tbe = “/d;fgf’/c/, tedy ze (ad + be)(b'd’) = (a'd’ + b'¢)(bd).
Rozndsobime a vyuzijeme faktu, ze ab’ = a'b a cd’ = ¢/d. Od¢&itani a ndsobeni se
ovéri podobné.

Definice. Vysledna struktura Q = (Q, +, —, -, 0) z pfedchozi konstrukee se nazyva
podilové téleso oboru R.

Musime ovSsem dokézat, ze to je skutecné téleso.

Tvrzeni 3.4. Bud R obor integrity a Q vysledek prdvé popsané konstrukce. Pak
Q je téleso.

Diikaz. Ovéfime postupné vSechny axiomy:

e Asociativita s¢itani: ¢ +(5+%) = %+cf+de = adf+blefide) _ adfibeftbde _

f daf bdf bdf
=adrle L= (4 +9)+ %
e Komutativita s¢itani: § + & = % = % =<+ 7.
e Nula: 7 + % = “'1;1("0 =7
o Odéitani: ¢ + 3¢ = @b — 0 —
e Asociativita a komutativita nasobeni plyne okamzité z tychz vlastnosti
oboru R.
e Jednotka: 2 -1 =91 = ¢
o Distributivita: ¢ - (§ + %) = 2ekbede — abefrobde _ ac  ac

e 0=9+#1=1, protoze 0-1#1-1.

e Soucin nenulovych prvki: pokud 0 = ¢ - € = $%, pak a = 0 nebo ¢ = 0,
protoze R je obor integrity.

e Inverz: Vsimnéte si, ze 7 =0 = % pravé tehdy, kdyz a -1 = b -0, ¢ili kdyz
a = 0. Tedy pro kazdé ¢ # 0 plati ¢ -2 =22 =1,

O

Priklad. Téleso raciondlnich ¢isel Q je definovdno jako podilové téleso oboru Z.

4. POLYNOMY

4.1. Obory polynomau.

Stézejnim objektem v algebfe komutativnich okruhii jsou polynomy. V této sekci
si ukazeme zakladni vlastnosti polynomu tykajici se délitelnosti a kofend. Za¢neme
ovsem definici polynomu a polynomiéalniho okruhu.

V celé sekci bude R znacit néjaky komutativni okruh s jednotkou.
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Definice. Polynomem proménné x nad okruhem R rozumime vyraz
2
ap +ar1r + asx® + ...+ apx”,

nebo zkracené
n
E a;x’,
i=0

kde ag,...,a, € R a a,, # 0. Prvky ag,...,a, nazyvame koeficienty a symbol x
proménnd. (Implicitné se rozumi se a,, = 0 pro véechna m > n.) Cislo n nazjvame
stupen polynomu, zna¢ime deg f. Prvek a,, se nazyva vedouci koeficient a ag abso-
lutnt ¢len. Polynom se nazyva monicky, pokud je vedouci ¢len 1. Je tfeba specialné
dodefinovat nulovy polynom; pro néj polozime deg0 = —1.

Na mnoziné vSech polynomu definujeme operace predpisy

max(m,n) m

iaixi + ibixi = Z (a; +b;)z", - iaixi = Z(—ai)xi,
=0 i=0 i=0

=0 i=0
m n m—+n
(Zaixi) : (Z biz') = Z ( Z a;by)z’.
=0 1=0 i=0  j+k=i

Jak si nyni ukdzeme, dostaneme opét komutativni okruh, ktery budeme znacit R[z].

Tvrzeni 4.1. Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak
(1) Rlz] je komutativni okruh s jednotkou;
(2) je-li R oborem integrity, pak R[x] je také obor integrity a plati deg(fg) =
deg f + deg g pro kazdé dva polynomy f,g # 0.
Ditkaz. Ozna¢me f = > 1" a;z’, g = > bx’, h = 30 ¢z’ (1) Ovéifme po-
stupné vsechny axiomy:
e Axiomy pro séitani jsou ocividné, séitaji se nezavisle koeficienty u jednotli-
vych mocnin, ¢ili rovnosti pro polynomy ihned plynou z rovnosti v R.
e Komutativita nasobeni plyne z toho, ze vzorec je symetricky vzhledem k

prohozeni pismen a a b.

e Jednotka: z definice soucinu
n

Fr=0aa’) - 1+0+0+..)=> (Y ab)a,
1=0

i=0 j4k=i
kde v8echny b; kromé by jsou nulové, takze vysledkem je opét polynom f.
e Asociativita nasobeni: z jedné strany, f - (g - h) je rovno

(o) () (Se)) = (o) (3 ))

m+n+p

= 2 | X abald
i=0  \j+k+i=i
a je vidét, ze stejné vyjde i vypocet soucinu (f - g) - h.
e Distributivita se provéri podobné, viz cviceni.
(2) Vedoucim koeficientem polynomu f - g je prvek a,,b,, ktery je nenulovy diky
tomu, ze R je oborem integrity. O
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Pro libovolné polynomy f, g plati deg(f + ¢g) < max(deg f,degg), ale rovnost
nastat nemusi, napfiklad pro ¢ = —f. Pokud R neni oborem integrity, stupen
sou¢inu nemusi byt sou¢tem stupriil, napiiklad v Z4[z] plati (2z+1)- (2z+1) = 1.

Induktivné lze definovat obory polynomi vice proménngch: polynomem v pro-

ménnych z1,...,2T,, se rozumi polynom v proménné z,,, jehoz koeficienty jsou
polynomy v proménnych x1,...,2,,—1. Ve zkratce,
Rlz1,...,2m] = Rlz1, ..., Tm-1]) [Zm]-

Nékolikanasobnou aplikaci Tvrzeni dostaneme, ze polynomy vice proménnych
nad oborem integrity tvori obor integrity. Diky distributivité mtizeme libovolny
polynom vice proménnych prepsat pravé jednim zpisobem do tzv. distribuovaného

tvaru
n

S gk, 2 by
E1yeeoskin=0
s koeficienty ag,.  k, € R. Alternativné bychom mohli obory plynomi vice pro-
ménnych definovat timto zpisobem, ale museli bychom dokéazat analogii Tvrzeni
[4.1] pro vice proménnych.

4.2. Hodnota polynomu a polynomialni zobrazeni.

Definice. Bud R < S obory integrity a uvazujme polynom
f=ao+ar+...+a2" € Rx]

a prvek u € S. Hodnota polynomu f po dosazeni u je definovana pfepisem
flu) =ao+au+... +ayu™ €8,

pfi¢em? v uvedeném vzorci provadime v8echny operace (mocnéni, ndsobeni i séitani)
v oboru S. Zobrazeni

S — 8, u— f(u)

se nazyva polynomidlni zobrazeni dané polynomem f.

Napitklad pro R =7, S =C, f =2? + 2+ 1 a u = i mame f(i) = i. Pifslusné
polynomialni zobrazeni je ddno piedpisem u — u? 4+ u + 1 pro u € C.

Je tfeba striktné rozliSovat mezi polynomem jako wvgrazem (tj. jeho zadpisem
ve formé ,vzorecku”) a odvozenym polynomidlnim zobrazenim, danym hodnotami
po dosazeni. Pozor, rizné polynomy mohou dévat stejnd polynomialni zobrazeni!
Napiiklad pro polynom f = 2P € Z,[z] plati diky malé Fermatové vété f(u) = u
pro kazdé u € Z,, a tedy urcuje stejné polynomidlni zobrazeni jako polynom g = x.
(Jinak to pro kone¢né obory byt ani nemutZe, protoZe existuje nekoneéné mnoho
polynomi, ale pouze koneéné mnoho zobrazeni na koneéné mnoziné.)

4.3. Déleni polynomu se zbytkem.

Bud f,g polynomy z R[z]. Rekneme, Ze g déli f, piseme g | f, pokud existuje
polynom h € R[z] takovy, ze f = gh. Je-li R obor integrity a g | f # 0, pak
deg g < deg f diky Tvrzeni Pokud g nedéli f, ma smysl se ptat po zbytku po
déleni.

Tvrzeni 4.2 (déleni polynomd se zbytkem). Bud R obor integrity, Q jeho podilové

téleso, f,g € R|z], g # 0. Pak existuje pravé jedna dvojice q,r € Q[z] splriujict
f=gq+r a degr<degyg.

Navic, je-li g monicky, pak q,r € R[z].
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Diky jednoznac¢nosti miuzeme definovat f divg = ¢ a f mod g = r. Je vidét, ze
g | f pravé tehdy, kdyz f mod g = 0.

Dikaz. Existenci dokazeme tak, ze popiseme algoritmus, ktery podil a zbytek najde.
Na zacatku vezmeme gy = 0, 79 = f, a poté definujeme rekurzivné

Ur:
Tig1 =15 — l((;l)) - gaesri—degy 9,

) o l(rl) . .degr;—degg
qi+1 qi + l(g) )
kde I(u) znad¢i vedouci koeficient polynomu u. Rekurzi pokracujeme do té doby, nez
bude degr; mensi nez deg g. To jisté nékdy nastane, protoze v kazdém kroku zme-
nsime stupen zbytku, tj. degr;+1 < degr; pro véechna ¢. Indukci snadno ovéiime,
ze vztah f = gq; + r; plati pro kazdé i, a tedy posledni dvojice g;,7; je hledanym
podilem a zbytkem.
Z algoritmu je vidét, Ze je-li g monicky, zadné zlomky se neobjevi a vysledkem
budou polynomy z R[z].
Na zavér dokazeme jednoznacnost. Kdyby f = gq1 + r1 = gge + 72, pak g(¢1 —
G2) = ro — 11, tedy g | 7o — r1. Ptitom deg(rq — r1) < degg, tedy ro —ry = 0, ¢ili
r1 = ro. Z toho ihned plyne ¢; = ¢o, protoze g # 0 a jsme v oboru integrity. O

4.4. Koreny a délitelnost.

Definice. Bud R < S obory integrity, f € R[z] a a € S. Rekneme, Ze a je koven
polynomu f, pokud f(a) = 0.

Napiiklad i € C je kofenem polynomu z2 + 1 € Z[z] v télese C. Ukazeme si, jak
existence korene souvisi s déliteli daného polynomu.

Tvrzeni 4.3. Bud R obor integrity, f € R[z] a a € R. Pak a je kofen polynomu
f prdvé tehdy, kdyZx —a | f.
Dikaz. (<) Predpokladejme, ze x — a | f. Pak f = (x — a) - g pro néjaké g € R|x]
a dosadime-li do f prvek a, dostaneme
fla)=(a—a)-g(a)=0-g(a) = 0.
(=) Budte ¢,r € R[z] podil a zbytek pfi déleni polynomu f polynomem z — a
(délime monickym polynomem, ¢ili nepotfebujeme podilové téleso). Tedy f = (z —
a)-q+radegr < deg(x —a) =1, ¢li r je konstantni polynom. Dosadime-li prvek
a, dostaneme
0=f(a)=(a—a) qla)+r(a) =0-qla) +r=r,
takzer=0ax —a| f. O
Z dikazu je vidét jedno dilezité pozorovani: je-li f € R[z] a a € R, pak
fmodx—a= f(a).
Véta 4.4 (pocet kofenii polynomu). Bud R obor integrity, 0 # f € R[z] a deg f =
n. Pak ma polynom f nejvyse n koventi v R.
Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 0, tj.
f je nenulovy konstantni polynom, pak zddné kofeny nema. Nyni predpokladejme,
ze tvrzeni plati pro vSechny polynomy stupné nejvyse n. Je-li deg f = n + 1, pak
jsou dvé moznosti. Bud polynom f nem4 z4dny kofen, v tom piipadé tvrzeni plati.
Nebo mé polynom f néjaky kofen a a v tom pfipadé jej lze podle predchoziho
lemmatu napsat jako f = (x — a) - g pro néjaky polynom ¢ stupné n. Je-li b néjaky
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jiny kofen, tj. f(b) = (b—a) - g(b) = 0, pak, protoze jde o obor integrity, musi byt
bud b = a nebo g(b) = 0. Protoze m4 polynom ¢ nejvyse n kofenil, ma polynom f
nejvyse n + 1 korenti. O

Pocet kofent polynomu f samozfejmé muze byt mensi nez deg f: napi. polynom
22 + 1 nem4 nad Z zadny kofen a nad Zs ma jeden.

Poznamka. Véta neplati, neni-li R oborem integrity, ale tieba jen komuta-
tivnim okruhem. Pfedpoklad jsme pouzili v posledni fazi dikazu, kdyz z f(b) =
(b—a) - g(b) = 0 plynulo b — a = 0 nebo ¢g(b) = 0. Napiiklad polynom 2z € Z4[z]
mé v Z, dva kofeny 0,2 a polynom z2 + x € Zg[z] ma v Zg ¢tyti kofeny 0,2, 3, 5.

Poznamka. Véta neplati ani pro nekomutativni télesa. Napriklad v kvaterni-
onech mé polynom x2 + 1 Sest kofen®, +i, 75, +k.

5. ZAKLADN{ POJMY DELITELNOSTI

V této sekci definujeme zdkladni pojmy jako délitelnost, asociovanost, nejvétsi
spoleény délitel a ireducibilni rozklady. Tyto pojmy definujeme pro obecny obor
integrity R a budeme je ilustrovat v nasledujicich konkrétnich ptipadech: pro télesa,
pro obor Z, pro obory polynomt a v nékterych pripadech pro kvadraticka rozsifeni
celych cisel.

5.1. Délitelnost a asociovanost.

Definice. Rekneme, 7e a déli b v oboru R a piSeme a | b, pokud existuje ¢ € R
takové, Ze b = ac.

Pozor, pti pouziti symbolu pro délitelnost, i jakéhokoliv odvozeného pojmu, mu-
sime vzdy uvést (anebo musi byt z kontextu zfejmé), v jakém oboru pracujeme!
Napriklad

e 3z+6|x+2v oboru Q[z], protoze x + 2 = % - (3z + 6); ale
e 3z + 61z + 2 v oboru Z[z], protoze neexistuje f € Z[z] spliujici  + 2 =
f- 3z +6).

Definice. Rekneme, 7e prvky a a b jsou asociované a piseme a || b, pokud a | b
a b | a. Prvek a je invertibilni préavé tehdy, kdyz a || 1. Prvek b spliiujici ab = 1
zna¢ime a1,

Vsimnéte si, ze relace délitelnosti je reflexivni a tranzitivni: pokud a | b a b | ¢,
tedy pokud b = ax a ¢ = by pro néjaké x,y, pak ¢ = axy, tedy a | ¢. Z toho ihned
plyne, Ze relace || je ekvivalenci.

Tvrzeni 5.1 (asociovanost vs. invertibilni prvky). Bud' R obor integrity a a,b € R.
Pak a || b prdvé tehdy, kdyz existuje invertibilni prvek q € R takovy, Ze a = bq.

Driikaz. (<) Protoze a = bq, plati b | a. Protoze b = aq™*, plati a | b.

(=) Pokud a = 0, pak b = 0 a tvrzeni plati. Uvazujme a # 0. Protoze b | a,
miZeme psat a = bu, a protoZe a | b, miizeme psat b = av, pro né&jakd u,v. Tedy
a = bu = avu a kracenim dostavame wv = 1, ¢ili u,v || 1. O
Priklady.

e V télese je kazdy nenulovy prvek invertibilni. Tedy a || b pro kazdé a,b # 0.

e V oboru Z jsou invertibilni pouze prvky +1. Tedy a || b pravé tehdy, kdyz
a = *b.
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e V oboru R[] jsou invertibilni pravé polynomy stupné 0, jejichz koeficient je
invertibilni v oboru R.. Nad télesem jsou tedy invertibilni vSechny nenulové
polynomy stupné 0. Naptiklad v Z[z] je f || g pravé tehdy, kdyz g = +f,
zatimco v Q[z] je f || g pravé tehdy, kdyz g = ¢f pro néjaké 0 # ¢ € Q.

V obecnych oborech integrity neni mozné definovat déleni se zbytkem, protoze
nemame zpusob, jak vyjadrit, ze zbytek ma byt mensi nez délitel. Pfesto mé smysl
zavést symbol kongruence podminkou

a=b (modm) <= m]|a-—b

Stejné jako pro ¢isla je snadné dokazat, ze jde o ekvivalenci invariantni vzhledem
k okruhovym operacim (dikaz Tvrzeni projde téméf doslova). S kricenim je to
slozitéjsi, k jeho diikazu jsme potfebovali prvociselné rozklady; pohledem na dikaz
je vidét, ze analogie Tvrzeni plati v tzv. gaussovskych oborech R (viz sekce

5.
5.2. Nejvétsi spolecny délitel.

Definice. Rekneme, 7e ¢ = NSD(a, b) (nejuétsi spolecnyj délitel), pokud
(1) ¢c|aac]|b(tj. ¢ je spoleény délitel);
(2) kdykolivd|a a d|b, pak d | ¢ (tj. ¢ je nejvétsi takovy).
(Vsimnéte si, ze definice NSD(a, b) odpovidé definici infima mnoziny {a, b} vzhle-
dem k relaci |.) Prvky a,b nazyvame nesoudélné, pokud NSD(a,b) = 1.
Operator NSN oznacujici nejmensi spolecny ndsobek se definuje analogicky.

S definici NSD je potieba zachazet opatrné: hodnota ¢ neni urcena jednoznacné.
Naptiklad, v oboru Z bude platit NSD(4,6) = 2, ale také NSD(4,6) = —2, obé
¢isla splnuji definici. Na NSD je potieba nahlizet jako na relaci ,,c vyhovuje definici
nejvétsiho spole¢ného délitele prvka a, b“.

Situace nastésti neni tak Spatna: NSD je urcen jednoznacné aZ na asociovanost.
Z jedné strany, pokud NSD(a,b) = ¢; a NSD(a,b) = ¢g, pak ¢; i ¢y jsou spoleéni
deélitelé a, b, a tedy oba musi byt nejvétsi, tj. ¢1 | ca a zéroveti ¢g | ¢1, tedy ¢1 || co. Na
druhou stranu, pokud NSD(a,b) = ¢1 a ¢; || ¢, pak cs jisté také splituje podminky
nejvétsiho spoleéného délitele.

Dalsi problém spociva v tom, Ze existence NSD neni ni¢im garantovana. A sku-

tecné, jsou obory, v nichz NSD pro nékteré dvojice prvku neexistuje. Napiikad v
oboru Z[v/5] neexistuje NSD prvki

u=4, v=2+2V5

Cisla r = 2 a s = 1 4+ /5 jsou uréité spoleénymi déliteli prvki u,v, protoze u =
2-2=(1+v5)(1—-+5)av=2-(1++/5), ale ani jeden neni nejvétsi (tj. r { s
a st r)a da se dokdzt, Ze neexistuje zadny prvek z, pro ktery by platilo r,s | z a
z | u,v.

5.3. Ireducibilni prvky a rozklady.
Pro kazdy prvek a plati, ze 1 | a a a | a. Délitel prvku a se nazyva vlastni, jestlize
neni asociovany ani s 1, ani s a.

Definice. Prvek a se nazyva ireducibilni, pokud a # 0, a }f 1 a a nemé vlastni
deélitele. Jinymi slovy, pokud pro kazdy rozklad a = be plati b || 1 nebo ¢ || 1.

Priklad.



26

e V télesech zadné ireducibilni prvky nejsou.
e V oboru Z jsou ireducibilni pravé ¢isla +p, kde p je prvocislo.

V oborech polynomi neni obecné snadné urcit, které polynomy jsou ireducibilni.

V oboru RJz] jsou ireducibilni naptiklad

e ty polynomy stupné 0, které jsou ireducibilni jako prvky R;

e ty polynomy stupné 1, které nejsou délitelné zadnym neinvertibilnim prv-

kem R (napf. polynom 2x + 2 je ireducibilni v Q[z], ale nikoliv v Z[z]).

Je-li f polynom z R[z] stupné > 2, ktery m4 kofen a € R, pak nemize byt iredu-
cibilni, protoze m4 vlastniho délitele z — a (Tvrzeni[4.3). Pozor, opa¢né implikace
neplati: napt. polynom z*+ 222 + 1 je rozloZitelny v oboru Z[z], pfestoZe tam nem4
koren. Pro polynomy vyssich stupnt neni zadné obecné pravidlo.

Priklad.

e V oboru C[z] jsou ireducibilni pravé polynomy stupné 1, jak pravi tzv.
zékladni véta algebry.

e V oboru R[z] jsou ireducibilni pravé polynomy stupné 1 a ty polynomy
stupné 2, které nemaji redlny koten (viz cviceni).

e V oboru Q[z] jsou ireducibilni i nékteré polynomy vyssich stupi, napf.
v8echny polynomy z" — 2, jak plyne z Eisensteinova kritéria (Tvrzeni .
Obecné neni jednoduché uréit, zda je dany polynom v Q[z] ireducibilni.

Priklad. Pro zajimavost, v Gaussovych celych ¢islech Z[i] jdou rozkladat néktera
klasicka prvodisla, napiiklad 5 = (2 + ¢)(2 — 7). D4 se dokézat, Ze ireducibilni jsou
nasledujici prvky:

e a+0i a0+ ai pravé tehdy, kdyz je |a| prvocislo a |a| = 3 (mod 4);

e o+ bi, b# 0, pravé tehdy, kdyz a® + b? je prvocislo.

Definice. Ireducibilnim rozkladem prvku a rozumime zapis
ki _k En
allpyt - py® ooyt
kde p1,...,pn jsou ireducibilni prvky, p; f p; pro i # j, a k1,. .., ky jsou pfirozena
¢isla. Rekneme, Ze prvek a md jednoznacng ireducibilni rozklad, pokud mé pravé
jeden rozklad aZ na poradi a asociovanost, tj. jsou-li

al pitoph e ph gl d e dly

dva ireducibilni rozklady prvku a, pak m = n a existuje permutace indexu 7 takova,
7e pi || qr(iy @ ki = lr ;) pro kazdé i.

Definice jednoznacnosti je motivovana nasledujicim pozorovanim: v oboru Z
miizeme psat napiiklad 12 = 22 - 31 = 3. (=2)? || (—2)? - (—=3)!. Formélné vzato,
jde o t¥i rtizné rozklady, ale presto je rozumné je povazovat za ,totozné“: lisi se
pouze poradim a volbou z navzajem asociovanych prvkd. Svij vyznam ma v defi-
nici rozkladu také znaménko asociovanosti: prvek —4 v Z nelze vyjadrit jako druha
mocnina ireducibilniho prvku, nicméné piesto ma rozklad, —4 || 22.

Je dilezité, v kterém oboru rozklddame (nutno explicitné zminit, nebo to musi
byt ziejmé z kontextu). Napi. polynom 222 + 2 je ireducibilni v Q[z], ale m4 ire-
ducibilni rozklad 2! - (2% + 1)! v Z[x].

Priklad. V tabulce jsou uvedeny rozklady polynomu na soucin ireducibilnich v rtiz-
nych oborech:
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2?4+ 1 202 + 2 a? —2 ot + 227 + 1
[x] ireducibilni 2 (22 +1) ireducibilni (22 +1)2
x ireducibilni ireducibilni ireducibilni (x2+1)2

[z]

[x] ireducibilni ireducibilni (x —V2)(x +2) (22 +1)2

[2] | (x—i)(x+1i) | 2z —2)(z+19) | (z —V2)(z+V2) | (x—10)(x+1)?
Zslz] | (x+2)(x+3) | (x+2)(2z+ 1) ireducibilni (z +2)%(z +3)2

Existence ani jednoznacnost rozkladt neni ni¢im garantovana. Nésledujici pti-
klady jsou spiSe pro zajimavost, hloubéji se jimi zabyvat nebudeme.

Priklad (obor bez rozkladi). Uvazujme podokruh R oboru Q[z] sestavajici z po-
lynom1i, jejichz absolutni ¢len je celé ¢islo. Polynom x neni invertibilni, ale nemé
ireducibilni rozklad: pokud f | z, tj. pokud existuje g € R takové, ze x = f - g, pak
bud f=a€Zag= él‘, nebo naopak. Pfitom z téchto polynomt jsou ireducibilni
pouze konstantni polynomy s prvociselnym koeficientem, protoze kazdy polynom
%1’ ma netrividlni rozklad ix - 2. Sou¢inem konstantnich polynomu vsak nikdy
nebude polynom x.

Pi#iklad (obor s nejednoznaénymi rozklady). Uvazujme obor Z[/5]. Prvek 4 lze
rozlozit dvéma zpusoby:

4=2"=(1+V5)(-1+V5).

D4 se dokézat, Ze jsou vSechny t¥i prvky 2,41+ /5 ireducibilni a Ze nejsou asoci-
ované.

Definice. Obor integrity se nazyva gaussovsky, pokud ma kazdy neinvertibilni
nenulovy prvek jednoznac¢ny rozklad na ireducibilni ¢initele.

Piiklad. Rada oborfi integrity je gaussovskych:

e Télesa jsou gaussovské obory, podminka z definice je prazdna.

e Obor Z je gaussovsky, jak fika zékladni véta aritmetiky (Véta|l.2)).

e Obory polynomi nad télesem jsou gaussovské. Pro polynomy jedné pro-
ménné funguje podobny dikaz jako pro cela ¢isla; obecna varianta tohoto
dtkazu je pfedmétem ndsledujicich dvou sekci (Véty a . Pro poly-
nomy vice proménnych nebo pro polynomy nad Z muZeme pouzit Gaussovu
vétu (Véta[6.8).

e Nékteré obory Z[+/s] jsou gaussovské, napf. pro s = —1,+2, 3, nékteré ne,
napf. pro s = —3,5. Zabyvat se jimi dale nebudeme.

5.4. Délitelnost v gaussovskych oborech.

Kterd z uvedenych vlastnosti je nejsiln€jsi? Presvédcéime se, Ze z predpokladu
existence a jednoznacnosti ireducibilnich rozkladd rychle plyne fada uZiteénych
disledkii. Stézejni je nasledujici pozorovani o tom, jak vypadaji délitelé prvku s
danym rozkladem.

Tvrzeni 5.2. Bud R gaussovsky obor, a,b € R a uvazujme ireducibilni rozklad
allpit -
Pak b | a prdvé tehdy, kdyZ

! Ly
bllpt - oy
pro néjaka 0 < I; < k;.
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Diikaz. (<) Pokud a = gp¥ - ... pk» a b =rpl - ... plr pro n&jaké invertibilni
prvky g,7 € R, definujme ¢ = qT*lp’fl_l1 < ..opkn=ln 3 vidime, Ze a = be, tedy b | a.

(=) Uvazujme prvek c takovy, Ze a = b - ¢ a uvazujme ireducibilni rozklady

bl gt g, c||r'il~...-rf)'”.

Slozenim téchto dvou rozkladd (vynechdme ty prvky r;, které jsou asociované s nék-
terym ¢; a jejich exponenty secteme) dostaneme druhy ireducibilni rozklad prvku
a:

all ph ... phe qf/l ~...~qf£‘r:i1 rf;w
Z jednoznacnosti rozkladt plyne, ze ke kazdému i = 1, ..., u existuje jednoznacné
urCené j € {1,...,n} takové, ze ¢, || pj, pfiCemz s; < s; = k;. Z toho vyplyva, ze
bl plt-... plr pro ngjaka 0 < I; < k;. O

Snadnym dasledkem Tvrzeni [5.2] je nékolik vlastnosti dobfe znamych z celych
¢isel. V gaussovskych oborech existuji NSD: stac¢i srovnat rozklady obou prvka a
vzit nejveétsi spolecny podrozklad, napt.

NSD(540,336) = NSD((—2)%-3%.5, 24 .(=3)-7) =
=NSD(2%-3%.5' .70, 2¢.31.50.71) =22.3 . 50. 70 = 12.

V gaussovskych oborech plati analogie Lemmatu pokud ireducibilni prvek p
déli soucin ab, pak jej musime nalézt v rozkladu aspon jednoho z ¢initeli. A zadny
prvek nemé nekone¢nou posloupnost vlastnich délitell, nebot pii kazdém déleni
ztracime z rozkladu aspon jeden ¢initel. Duikaz néasledujiciho dusledku je formalnim
vyjadienim praveé uvedenych myslenek.

Dausledek 5.3 (délitelnost v gaussovskych oborech). Bud R gaussovsky obor. Pak
(1) pro kazdé a,b € R ezistuje NSD(a,b);
(2) pro kazdy ireducibilni prvek p v R, pokud p | ab, pak p | a nebo p | b.
(3) neexistuje posloupnost ay,as,as, ... € R takovd, Ze a;+1 | a; a a;11 §f a;.

Dikaz. (1) Uvazujme ireducibilni prvky pi,...,pn, pi ff pj pro i # j, a ki, l; > 0
takové, ze
alpit-p o blp

(libovolné ireducibilni rozklady prvki a, b mizeme prepsat do této formy tak, Ze ze
dvou asociovanych ¢initelti vybereme jeden a do rozkladu pfipadné doplnime ¢initele
v nulté mocning.) Podle Tvrzeni ¢ | a,b pravé tehdy, kdyz c || p™* - ... p»,
kde 0 < m; < k; a0 < m; <, ¢li pravé tehdy, kdyz 0 < m; < min(k;,[;),
pro vSechna ¢. Nejvétsim z téchto spolecnych déliteltt tedy bude ten, kde m; =
min(k;, 1;).

(2) Uvazujme ireducibilni prvek p a prvky a, b takové, Ze p | ab. Podobné jako v
(1), napiSme a || p’fl Y | pll1 -...-pl kde k;,l; > 0, aspoii jeden nenulovy.
Pak ab || p]fﬁh <...-pkntln a podle Tvrzeni musi mit délitel p rozklad, ktery
obsahuje nékteré z prvkd py,... p,. Z ireducibility plyne, ze p || p; pro nékteré i a
tedy p | a (pokud k; > 0) nebo p | b (pokud [; > 0).

(3) Zagneme obecnou tvahou. Kazdy nenulovy neinvertibilni prvek a ma, az
na pofadi a volbu ireducibilnich prvkia v zakladu mocnin, jednoznacny rozklad
al p*-...-pkr. Oznacme v(a) = ki + ...+ k, a dodefinujme v(a) = 0 pro viechny
invertibiln{ prvky a. Z jednoznacnosti rozkladii plyne, Ze éislo v(a) je nezavislé na

volbé rozkladu. Z Tvrzeni plyne, ze pokud u | v a v { u, pak v(u) < v(v).
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Pro spor predpokladejme existenci takové posloupnosti aq,as,as... Z avah v
predeslém odstavci plyne, ze v(a;) > v(az) > v(asz) > ... je nekone¢nda klesajici
posloupnost nezapornych celych ¢isel, spor. O

Pi#iklad. Uvazujme obor Z[v/5]. Prvek 2 je ireducibilni, ale tvrzeni (2) pro néj
neplati: 2 | (v/5 —1)(v/5 + 1), ale ptitom 2 { (v/5 £ 1).

To, Ze jsou si priklady na neexistenci NSD, nejednoznac¢nost ireducibilniho roz-
kladu a pravé zminény protipfiklad podobné, neni ndhoda. Podrobnéji si to vy-
svétlime v sekci

6. DELITELNOST V OBORECH POLYNOMU

6.1. Polynomy jedné proménné nad télesem.

Tuto sekci je nejlepsi provést formou cviceni: necht si kazdy student sdm prijde
na to, pro¢ se nékteré typy polynomu chovaji z hlediska délitelnosti analogicky
celym ¢&islim. Navodem necht je sekce 1, kde se analogickd tvrzeni dokazuji pro
obor Z.

Cvigeni 6.1. Projdéte si znovu popis Eukleidova algoritmu v sekci[1.9 a rozmyslete
se, Ze analogicky postup projde i pro obory polynomi jedné proménné nad télesem.

Proé to neprojde pro obory polynomd vice proménngch nebo pro obor Z[x)? Které
z drive dokdzangch vlastnosti polynomi jsou dileZité, aby to fungovalo?

Na zakladé predchoziho cviceni dokazte nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.2 (Bézoutova rovnost). Bud T téleso. Pro kaZdou dvojici polynomi
f,g € T[z] existuje NSD(f,g) a existuji polynomy r,s € T[x] (tzv. Bézoutovy
koeficienty ) splnugici

NSD(f,g)=r-f+s-g.

Problém s obory polynomu vice proménnych i s oborem Z[x] je zésadni. Nejen,
ze neprojde Eukleidtv algoritmus, ale dokonce ani neplati Bézoutova rovnost.

Priklad. V oboru Z[z] neplati Bézoutova rovnost. Plati NSD(z+ 1,2 —1) =1, ale
neexistuji r, s € Z[x] takové, ze r- (x +1) + s- (x — 1) = 1: pokud dosadime &islo 1,
vyjde ndm 2r(1) = 1, coz neni pro celoéiselny polynom mozné.

Priklad. V oboru Q[z,y] neplati Bézoutova rovnost. Plati NSD(z,y) = 1, ale
neexistuji r, s € Q[z, y] takové, ze r -z + s -y = 1, protoze absolutni ¢len polynomu
na levé strané je nutné nula.

Dobra zprava je, ze i v téchto oborech existuji NSD vSech dvojic polynomi, ale
neni Gplné snadné to dokézat.

Cviéeni 6.3. Projdéte si znovu dikaz zdkladni véty aritmetiky v sekci[l] a rozmys-
lete si, jak postup modifikovat tak, aby prosel i pro obory polynomi nad télesem.
Podle jakého parametru je treba délat indukci v dukazu existence, resp. jednoznac-
nosti ireducibilnich rozkladu?

Proé to neprojde pro obory polynomd vice proménngch nebo pro obor Z[x)| ? Které
z drive dokdzanych vlastnosti polynomd jsou dilezité, aby to fungovalo?

Na zakladé predchoziho cviceni dokazte nésledujici tvrzeni.

Véta 6.4 (Analogie zékladni véty aritmetiky pro polynomy). Bud T téleso. Pak
T[z] je gaussovsky obor.
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Dobré zprava je, ze také obory polynomi vice proménnych nebo obor Z[z] jsou
gaussovské, ale neni iplné snadné to dokazat.

6.2. Polynomy nad oborem vs. nad jeho podilovym télesem.
Diikaz gaussovskosti obecnych polynomialnich obort je zalozen na studiu vztahu
deélitelnosti v oboru R[z] a v oboru Q[z], kde Q je podilové téleso oboru R.

Definice. Polynom f nazveme primitivni, pokud jsou jeho koeficienty nesoudélné,
tj. pokud ¢ déli viechny jeho koeficienty, pak c || 1. Napiiklad 2%y neni primitivni
v oboru (Z[x])[y] (mdme netrividlniho délitele x), ale je primitivni v oboru (Z[y])[z].

Technika, kterd umoznuje rozsitrit vysledky sekcena obor Z[z] ¢i na polynomy
vice proménnych, je zaloZena na tzv. Gaussové lemmatu, které rika, Zze soucin primi-
tivnich polynomu je primitivni, za predpokladu, Ze obor koeficientl je gaussovsky.
Ditkaz Gaussova lemmatu se uéit nemusite, ale pro uplnost jej uvedeme.

Lemma 6.5 (Gaussovo lemma). Bud' R gaussovsky obor a f, g primitivni polynomy
z R[z]. Pak fg je primitivni polynom.

Diikaz. Ozna¢me f = Y © ja;x' a g = > .~ bz’ a predpoklddejme, ze fg neni
primitivni polynom. Diky existenci ireducibilnich rozklad existuje ireducibilni pr-
vek p € R, ktery déli vSechny koeficienty sou¢inu fg. Zvolme nejmensi j takové,
ze p 1 aj, a nejmensi k takové, Ze p { by (protoze jsou polynomy f,g primitivni,
p nemuze délit vSechny jejich koeficienty). Podivejme se na (j + k)-ty koeficient
polynomu fg:

Cjtk = aobj+k +...+ aj_lbk_H + ajbk + aj+1bk_1 + ...+ aj+kb0.
Protoze p | a; pro vSechna i < j, mame
P | aobj+k + ...+ aj,lbkﬂ.
ProtoZe p | b; pro vSechna i < k, mame
P | aj+1bk_1 + ...+ aj+kb0.
Tedy p deéli vSechny ¢leny souctu vlevo i vpravo od a;b;. Tento ¢len naopak p
délitelny neni, jak plyne z Diisledku [5.3(2). Cili p { ¢;4, spor. O
Gaussovo lemma umoziiuje dat do souvislosti délitelnost v oborech Rz] a QJx].
Stézejni je nasledujici pozorovani.
Lemma 6.6. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f,g primitivni
polynomy z Rlx]. Pokud f | g v Q[x], pak také f | g v R[x].

Diikaz. V ¢em je problém? Prvni podminka iika, ze ¢ = fh pro néjaky polynom h
z QJz], zatimco druhd podminka se dozaduje takového polynomu h z R[z]. Pokud
prendsobime obé strany nejmensim spoleénym nasobkem jmenovateld koeficientd v
polynomu h, ozna¢me jej ¢, dostaneme rovnost cg = f - ch, pficemz na pravé strané
je soucin dvou primitivnich polynomid. Podle Gaussova lemmatu je primitivni i
polynom cg, takzte musi byt ¢ || 1, a tedy h byl ve skute¢nosti polynom z R[z]. O

Pomoci tohoto pozorovani pak neni tézké dokazat nasledujici vétu. Do detaild
se poustét nebudeme, jde v zdsadé technickou a mys$lenkové nijak zvI4st pfinosnou
véc.

Véta 6.7 (NSD a ireducibilita v oboru vs. podilovém télese). Bud R gaussovsky
obor, Q jeho podilové téleso a f,g polynomy z Rlx|. Pak
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(1) NSDgyy(f,9) existuje a je roven soucinu c-h, kde c = NSDr(cy,cy) ah je
primitivng polynom z R[x] sphiujici h = NSDqq(f/cf,9/cq), pricemz cy
znaci NSD koeficienti polynomu f a cq znact NSD koeficienti polynomu
g.

(2) f je ireducibilni v R[z] prdvé tehdy, kdyz

e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo
e deg f >0, f je primitivni a ireducibilni v Q[x].

Priklad. Uvazujme obor Z[x] a polynomy
f =42+ 8z + 4, g = —6x2+6.

Pak ¢ = NSDz(4,—6) = 2, h = NSDgj,)(z? + 2z + 1,2* = 1) = = + 1, a tedy
NSDz(f,9) =2 (z + 1).

Z bodu (2) plyne existence ireducibilnich rozkladd v R[z]. S jednoznaénosti to

vvvvvv

to obejit a jako okamzity disledek V&t [6.7] a [7.1] dostaneme nasledujici vétu.

Véta 6.8 (Gaussova véta). Je-li R gaussovsky obor, pak je R[z] také gaussovsky
obor.

Nékolikanasobnou aplikaci Gaussovy véty ihned plyne, Ze polynomy libovolné
mnoha proménnych nad gaussovskym oborem (napiiklad obory Z[z, y, ...] ¢i Tz, y, ...]
pro libovolné téleso T) jsou gaussovské.

6.3. Racionalni kofeny a Eisensteinovo kritérium ireducibility.

Nasledujici kritérium mozna znate ze stredni Skoly, ale patrné jste si neuvédo-
mili, ze k jeho diikkazu je potifeba védét, ze jsou v oborech polynomu jednoznac¢né
ireducibilni rozklady! Konkrétné, jde o vlastnost (2) z Disledku

Tvrzeni 6.9 (kritérium existence racionalniho kofene). Bud R gaussovsky obor
a Q jeho podilové téleso. Md-li polynom f = Y ! ja;x’ € Rlz] kofen L € Q
(pFedpokldddame r, s nesoudélnd), pak r | ag a s | an.

Diikaz. Dosadme prvek = do f. Protoze Y.}, ai(g)i = 0, pfendsobenim prvkem s™
dostavame

aps™ + a1rs" V4 asr?s" 2 4+t ap_ 1" s+ apr™ = 0.

Protoze r déli viechny ¢leny a,7s"1,...,a,r™ i pravou stranu, musi délit i prvni

¢len aps™. Protoze jsou r, s nesoudélné, musi r délit ag (zde vyuzivime gaussov-
skost). Analogicky, protoze s déli viechny ¢leny ags™,...,a,_ 17" s, musi délit i
posledni ¢len a,r", tedy s | ap. a

Piiklad. Najdeme vSechny raciondlni kofeny polynomu 225 — 324 + 22 — 3. Podle
Tvrzeni jsou jedinymi kandidaty cisla £1, £3, :t% a :t%. Dosazenim zjistime,
ze vyhovuje pouze ¢islo —%.

Piiklad. Racionalnimi kofeny polynomu z" — p, p prvocislo, mohou byt pouze
¢isla +1, £p a ani jedno o¢ividné nevyhovuje (pro n > 2). Dusledkem je, Ze vSechny
odmocniny prvocisel {/p jsou iracionalni.

Podobnym trikem se dokaze také Eisensteinovo kritérium ireducibility.
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Tvrzeni 6.10 (Eisensteinovo kritérium). Bud R gaussovsky obor a f =1, a;a"
primitivnd polynom z R[z]. Pokud existuje ireducibilni prvek p € R splitujici p | a,
play, ..., p|an_1 ap?tao, pak je polynom f ireducibilni v R|x].

Diikaz. Pro spor uvazujme rozklad f = gh, kde g = Zf:o bix' a h = 22:0 ezt
jsou polynomy z R[z] stupné alesponi 1. Protoze p déli ag = bocg, plati p | by nebo
p | co (Dusledek 2)), ale urcité ne oboje zéaroveii, protoze p? t ag. Necht je to bez
Wjmy na obecnosti by. Podobné, protoze p | a; = boey + bico a p f co, musi p | by.
Protoze p | ag = boca + bicy + bacy a p 1 o, musi p | be. Postupné zjistime, ze p déli
v8echny koeficienty b;, tedy p | g | f, coz je spor s primitivitou. O

Priklad. Z Eisensteinova kritéria plyne ireducibilita polynomi ™ — p, p prvodislo,
v oboru Z[z] (a tedy i v Q[z]).

7. ABSTRAKTNI TEORIE DELITELNOSTI

7.1. Zobecnéni zakladni véty aritmetiky.

Cilem této sekce je dokoncit analyzu vztahti mezi pojmy a vlastnostmi, se kte-
rymi jsme se setkali v sekci [p} Véta v jistém smyslu zobecniuje zakladni vétu
aritmetiky. Jeji dikaz pouzival dvé zakladni ingredience: existenci NSD a Bézou-
tovu rovnost, a dale matematickou indukci, vychézejici z usporadani pfirozenych
¢isel (pro polynomy jsme indukei aplikovali na stuperti). OvSem obecné obory inte-
grity nemusi byt smysluplné uspotrddatelné (jak byste uspotradali tfeba Gaussova
celd ¢isla?), klasickd indukce ndm tedy nepomtize. A také bychom se méli obejit
bez Bézouta, jinak postup neptjde aplikovat napiiklad na obor Z[z]. Postacujici
podminky jsou zformulovany v nésledujici vété, indukei nahrazuje podminka (2).

Véta 7.1 (zobecnéna zdkladni véta aritmetiky). Bud R obor integrity. Pak R je
gaussovsky pravé tehdy, kdyz

(1) ezistuje NSD wvsech dvojic proki;

(2) neezistuje posloupnost a1, as,as, ... € R takovd, Ze a;11 | a; a a;11 §f a;.

Pfimou implikaci jsme dokézali v Disledku [5.3} Dtkaz opa¢né implikace bude
sledovat postup, kterym jsme dokézali zadkladni vétu aritmetiky v sekci akorat
nékteré kroky budou slozitéjsi.

Dikaz opét rozdélime do dvou ¢asti: nejprve dokazeme existenci rozklada, coz
je pomérné snadné, a pak se budeme vénovat jednoznacnosti, kterd vyzaduje jista
technicka lemmata.

Diikaz existence rozkladi. Pro spor uvazujme prvek a, ktery nema ireducibilni roz-
klad, 0 # a }f 1. Rekurzi zkonstruujeme posloupnost, kterd protife¢i bodu (2).
e Polozme a; = a. Tedy a1 Jf 1 a nemé ireducibilni rozklad.
e Predpoklddejme, Ze a; }f 1 a nemd ireducibilni rozklad. Specialné, prvek
a; neni sdm ireducibilni, a tedy a; = b - ¢ pro néjaka b,c }f 1. Kdyby b i
¢ mély ireducibilni rozklad, pak by ho mél i a;, takze aspon jedno z nich
ireducibilni rozklad nema4, oznacme jej a;y1. Tedy a;+1 je vlastni délitel a;
a nema ireducibilni rozklad.
Tato posloupnost aq,as, ... protife¢i pfedpokladu (2). O
K dikazu jednoznacnosti se nam bude hodit jesté jedna analogie Lemmatu [1.5]

tentokrat dokazana pouze za predpokladu existence NSD. Protoze obecné nemame
k dispozici Bézoutovu rovnost, budeme muset postupovat obezietnéji nez v sekci
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[[-1] Diikaz nasledujiciho lemmatu je technicky, u zkousky se na néj ptat nebudu a
kdyz si jej nepfectete, o nic zadsadniho neptijdete.

Lemma 7.2. Bud R obor integrity a a,b,c € R takové, Ze existuje NSD(a,b)
i NSD(ac, be). Pak
NSD(ac, be) = ¢ - NSD(a, b).

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze NSD je definovan aZ na asociovanost, stac¢i dokazat,
Ze leva strana rovnosti déli pravou a naopak. Ozna¢me u = NSD(ac, bc). Pro ¢ =0
tvrzeni plati trividlné, pfedpoklidejme tedy c # 0.

Nejprve dokdzeme, ze u | ¢ - NSD(a,b). Protoze u | ac, existuje x s vlastnosti
ac = uzx. Protoze u | be, existuje y s vlastnosti bc = uy. Protoze ¢ je spoleény
deélitel ac, be, plati ¢ | u, a tedy existuje z s vlastnosti u = cz. Dostdvame ac = czx
a bc = czy a kracenim ziskdme vztahy a = zx a b = zy. Tedy z je spoleény délitel
a, b, tedy z déli NSD(a, b), a tudiz u = cz | ¢- NSD(a, b).

Naopak, protoze NSD(a,b) déli a i b, tak ¢- NSD(a,b) déli ac i be, a tudiz musi
délit i jejich nejvétsiho spolecného délitele. O

Lemma 7.3. UvaZujme obor integrity R, kde existuji NSD vSech dvojic prvki. Bud
p ireducibilni prvek R. Pokud p | ab, pak p | a nebo p | b.

Diikaz. Bud p ireducibilni a a,b takova, Ze p | ab. Pfedpokladejme, Ze p 1 a. Z
ireducibility plyne, Zze NSD(a,p) = 1, a tedy podle Lemmatu

NSD(ab, pb) = b - NSD(a,p) = b.
OvSem p je spoleénym délitelem ab a pb, tedy p | NSD(ab, pb) = b. O

Dikaz jednoznacnosti rozkladd. Sporem. Mezi vSemi prvky s rtznymi ireducibil-
nimi rozklady zvolme takové a, jehoz rozklad je nejkratsi, ve smyslu souctu ex-
ponentu u vsech ireducibilnich prvka v tomto rozkladu. Ozna¢me tento nejkratsi
rozklad @ || p - ... - pf a uvazujme néjaky jing rozklad a || ¢i* - ... - ¢kr. Protoze
je pp ireducibilni, podle Lemmatu musi délit nékteré ¢;. Protoze jsou vSechna
g; ireducibilni a p; }f 1, mame p; || ¢;. Pak ale

_ L k1—1_ko kn 11 li—1 I;i—1 lig1 lm
b=pi" "o G GG
je prvek s kratSim nejednozna¢nym rozkladem, spor. (I

Véta[7.]je zajimava mimo jiné proto, ze charakterizuje gaussovské obory dvéma
zcela rozdilnymi zptisoby. Definice pomoci existence a jednoznacnosti rozkladu je
Cisté aritmeticka, formulovand jako vlastnost operace nasobeni v oboru R. Nao-
pak druhou stranu charakterizace 1ze formulovat ¢isté v jazyce relace délitelnosti:
podminka (1) ¥ik4, Ze vzhledem k ,juspofddani® | existuji ,infima“ v8ech dvouprv-
kovych mnozin, a podminka (2) fiké, Ze v ném neexistuje nekoneény ostie klesajici
Tetézec.

Na zéaveér si dokédzeme Gaussovu vétu.

Dikaz Véty[6.8 Pouzijeme charakterizaci z Véty Existenci NSD v R|z] jsme
dokéazali ve Vété Bud f1, f2, f3,... nekoneéné posloupnost vlastnich délitelt
v Rlz]. Pak deg fi > degfa > degfs > --- > 0, a tedy existuje n takové,
ze deg f, = deg fn+1 = ... Oznacime-li u; vedouci koeficient polynomu f;, pak
Uy, Up41, Upt2 - - . tvoll nekonecénou posloupnost vlastnich déliteld v R, spor. 0O
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7.2. Eukleiduv algoritmus a Bézoutova rovnost.

Svoji abstraktni variantu ma také Eukleidiv algoritmus. Teorii lze aplikovat
jak na obory polynomii jedné proménné nad télesem (¢imz ziskdme FeSeni cviceni
ze sekce [6.1), tak napifklad na Gaussova celd ¢isla Z[i] (dtsledkem je napiiklad
zékladni véta aritmetiky pro obor Z[i]).

Zakladni vlastnosti, kterou potiebujeme k béhu Eukleidova algoritmu, je déleni
se zbytkem, a k tomu potfebujeme néjak mérit ,,velikost prvku“.

Definice. Obor R se nazyva eukleidovsky, pokud na ném existuje eukleidovskd
norma, tj. zobrazeni

v:R— NU{0}
spliujici
(0) »(0) = 0;
(1) pokud a | b # 0, pak v(a) < v(b);
(2) pro vSechna a,b € R, b # 0, existuji ¢, € R takova, ze

a=bg+r a v(r)<vb).

Podminka (2) fikd, Ze pro kazdou dvojici a,b # 0 existuje ,podil“ ¢ a ,zbytek“
r (bez naroku na jejich jednoznacénost!), pfi¢emz zbytek je ,mensi“ nez prvek, kte-
rym délime. VSimnéte si, Ze v(a) = 0 pravé tehdy, kdyz a = 0: zbytek po déleni
jakymkoliv nenulovym prvkem musi mit men$i normu, ¢ili norma délitele nemiize
byt 0.

Piiklad. Rada gaussovskych obortl je také eukleidovskyjch:

e Télesa jsou eukleidovské obory. Eukleidovskou normou je napr. zobrazeni
v(0) =0 a v(a) =1 pro vSechna a # 0.

e Obor Z je eukleidovsky. Normou je absolutni hodnota, tj. v(a) = |al.

e Obor T|z] je eukleidovsky pro libovolné téleso T. Normou je

v(f) =1+ degf.

Vlastnost (1) je zfejméd a vlastnost (2) plyne z Tvrzeni (Norma je
nezapornd, takze ke stupni musime pficist 1.)

e Nékteré obory Z[y/s| jsou eukleidovské, napf. pro s = —1,+2,3, nékteré
ne, napft. pro s = —3,5. V uvedenych pfipadech je normou

v(a +bys) = |a® — sb?|.

Vlastnost (1) plati pro kazdé s (cviceni), ale vlastnost (2) je netrividlni.
Napriklad pro Gaussova cela ¢isla lze postupovat tak, Ze spo¢teme piesny
podil ¢ € C, najdeme nejblizsi prvek Z[i] k tomuto ¢islu, ten prohlasime za
podil ¢ a dopoéteme zbytek r = a — bq (viz obréazek). Jako cvifeni si muzete
zkusit dokdzat, ze skuteéns |r| < |b].

Existuji gaussovské obory, které nejsou eukleidovské, napiiklad obor Z[z] nebo
obory polynomi vice proménnych (i nad télesem). Rozebereme pfipad oboru Z[z].
Zobrazeni v(f) = 1 + deg f neni eukleidovskou normou: napiiklad pro polynomy
3z a 2z neexistuji ¢, € Z[x] splitujici 3z = ¢ -2z + r a degr = 0 — po dosazeni
nuly vidime, 7e r = 0, a tedy musi platit 3z = 2¢x, ale takovy polynom v Z[x]
neexistuje. Pozor, z uvedeného neplyne, Ze obor Z[z] neni eukleidovsky! Pouze jsme
dokazali, ze toto konkrétni v neni eukleidovskou normou. P¥imy dikaz, ze zadné
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OBRAZEK 3. Déleni se zbytkem v Z[i].

zobrazeni Z[z] — N U {0} nespliiuje podminky eukleidovské normy, by byl kompli-
kovany. Nastésti, tento fakt ihned plyne z Véty [7.4} v eukleidovskych oborech plati
Bézoutova rovnost, ale v Z[z] ne, jak jsme si ukdzali v minulé sekci.

Primarnim disledkem eukleidovské normy je Eukleidiiv algoritmus na viypocet
NSD a Bézoutovych koeficienti.

Eukleiduv algoritmus. Bud R eukleidovsky obor.
e VSTUP: a,b € R, v(a) > v(b).
e VYSTUP: NSD(a,b) a u,v € R spliiujici NSD(a,b) =u-a+v-b.
e qp=a, up=1 wv9=0.
ap=b, u1 =0, vy =1.
e pro i = 2,3, ... provadéj nasledujici:
zvol g, r tak, aby a,_1 = a;q+7r a v(r) <v(a), a definuj

Qit1 =T, Uipl = Uj—1 — UG, Vg1 = Vi—1 — Vg
pokud a;+1 = 0, odpovéz a;, u;, v;
Véta 7.4 (spravnost Eukleidova algoritmu). V eukleidovském oboru R najde Eu-

kleidiv algoritmus pro jakgkoliv vstup a,b € R hodnotu NSD(a,b) a tzv. Bézoutovy
koeficienty u,v € R spliugjici

NSD(a,b) =u-a+v-b.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze v(ag) > v(a1) > v(az) > v(ag) > ... > 0, algoritmus
se musi po konec¢né mnoha krocich zastavit; oznaéme n ¢islo kroku, ve kterém se
tak stane. Sta¢i dokazat nasledujici dvé vlastnosti:
(1) NSD dvou po sobé jdoucich prvkii se neméni, tj. pro kazdé i = 1,...,n
plati NSD(ai_l, ai) = NSD(CL“ ai+1);
(2) pro kazdé i =0,...,n plati a; = u; -a+v; - b.
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Vzhledem k tomu, Ze NSD(u,0) = u pro kazdé u, algoritmus spravné odpovi
a, = NSD(ay,0) = NSD(ap_1,a,) = ... = NSD(ag,a1) = NSD(a, b).
Obé vlastnosti plynou z vyjadieni
Gi—1 = G;q + Qjy1.

Pro dikaz (1) si sta¢i uvédomit, Ze dvojice a;_1,a; ma stejné spolecné délitele jako
dvojice a;,a;+1 (jde o analogii Lemmatu [1.3). Indukei ovéifme (2). Pro i = 0,1
vyrok plati z definice. Pfedpokladame-li a;_1 = u;_1a+v;_1b a a; = u;a + v;b, pak

it1 = Gi—1 — ;¢ = (Ui—1a + v;—1b) — (v;a + v;b) - ¢
= (uj—1 — 1iq) - a + (vi—1 — viq) - b = uiy10 + Vip1b.

]

Nyni jiz snadno dokazeme, Ze v eukleidovskych oborech ma kazdy prvek jedno-
znacny ireducibilni rozklad.

Lemma 7.5. Bud R eukleidovsky obor a a,b € R, a,b # 0. Pokud a | b a a }f b,
pak v(a) < v(b).

Diikaz. NapiSme

e b= au pro néjaké u € R,

e a = bg + r pro néjaki q,r € R, v(r) < v(b).
Vzhledem k tomu, Ze b t a, plati » # 0. Dosazenim ziskdme vyjadieni r = a —
bg = a — auq = a(l — uq), z kterého plyne, Ze a | r. Protoze r # 0, dostavame
v(a) <v(r) <uv(b). O

Véta 7.6. FEukleidovské obory jsou gaussovske.

Diikaz. Podle Véty [7.1] staci dokazat, ze v eukleidovskych oborech existuji NSD a
neexistuji nekonecné posloupnosti vlastnich déliteli. Prvni fakt jsme dokazali ve
Vete Druhy plyne bezprostiedné z predeslého lemmatu: takova posloupnost by
méla ostre klesajici normu, coz nelze. [l

Diisledkem Véty je, ze Gaussova celd ¢isla ¢i obory polynomt nad télesem
jsou gaussovské.

8. POCITANT MODULO POLYNOM

8.1. Cinska véta o zbytcich a interpolace.

Cinska véta o zbytcich hovoii o tom, jak vypadaji feseni soustav linearnich kon-
gruenci. V sekci[2.3|jsme vidéli jeji variantu pro obor celych cisel, nicméné tato véta
plati daleko obecnéji. V této sekci si ukdzeme dalsi specialni ptfipad, pro polynomy.

Véta 8.1 (¢inské véta o zbytcich pro polynomy). Bud T téleso. Budmy,...,m, €
T[x] po dvou nesoudélné polynomy, oznaéme d =Y degm,;. Bud uy,...,u, € T[x]
libovolné polynomy. Pak existuje pravé jeden polynom f € T|x] stupné < d, ktery
rest soustavu kongruenci

f=u1 (modmy), ..., f=u, (modm,).
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Dikaz. Nejprve dokdzeme jednoznacnost. Predpokladejme, ze soustava méa dvé
feseni f, g stupné < d, tj. pro kazdé ¢ plati

f=g=u; (mod my).

Polynom f — g je také stupné < d, je délitelny kazdym m,, a protoze jsou polynomy
m,; navzajem nesoudélné, dostavame (diky gaussovskosti oboru T[z])

my-...omp | f—g.
Cili polynom stupné d déli polynom stupné < d, coz je mozné pouze v tom piipadé,
e f—g=0,tj. f=g.
Nyni dokazeme, ze néjaké feSeni existuje. Ozna¢me
P, ={f€T[z]: deg f < k}

a uvazujme tuto mnozinu jako vektorovy prostor dimenze k nad télesem T (jeho bazi
jsou polynomy 1, z,z2,...,2" !, kazdy polynom stupné < k je linedrni kombinaci
téchto polynomi s koeficienty z T). Ozna¢me d; = degm; a uvazujme zobrazeni

(p:Pd%PdIX“-XPd”
= (f mod my,...,f modm,).

Uvédomte si, Ze jde o homomorfismus vektorovych prostori, nebot (f+g¢g) mod m =
(f mod m)+ (g mod m) a af mod m = a(f mod m) pro libovolné polynomy f, g, m
a kazdé a € T.V predchozim odstavci jsme ukazali, ze zobrazeni ¢ je prosté. Pfitom
defini¢ni obor i obor hodnot maji stejnou dimenzi d = > d;, a podle jisté véty z
linedrni algebry (v jistém smyslu jde o analogii Lemmatu je prosté zobrazeni
mezi vektorovymi prostory stejné konecné dimenze také na. Tedy ke kazdé n-tici
(u1,...,up) existuje pravé jedno f, které se na néj zobrazuje, a to je hledanym
feSenim soustavy. O

Stejné jako pro cela ¢isla, i tento diikaz je nekonstruktivni a vyuziva koneénosti,
tentokrate dimenze jistého vektorového prostoru.

Poznamka. Vzhledem k aplikacim je na misté uvést ndvod, jak se feSeni hledd. V
jednom kroku snizime pocet kongruenci o jedna, a tento krok opakujeme tak dlouho,
nez zbyde jedna kongruence, jejiz feseni je o¢ividné. Podobny postup funguje i pro
¢iselnou verzi.

Uvazujme soustavu dvou kongruenci. Z kongruence f = ug (mod ms) vyjadiime
f = gma + us pro n&jaky polynom g € T[z] a dosadime do prvni kongruence

f=gma+us=u; (mod my).
Oznadéme ms inverz polynomu mo modulo mq, tj. takovy polynom, pro ktery
plati mams = 1 (mod m;y). Ten najdeme pomoci Bézoutovy rovnosti: napiseme
1 = NSD(my,mz) = umy + vms a vidime, Ze vms = 1 (mod mq). Pfendsobenim
ptvodni kongruence polynomem 75 dostavame
g = gmaoma = (u1 — uz)mz  (mod my),
feSenim tedy je kazdy polynom g = hmy + (u; — ug)ma, pro libovolné h € T[x].
Zpétnym dosazenim dostaneme obecné feseni
[ =gma+uz = hmima + (uq — uz2)mama + uz

Piivodni dvojice kongruenci je tedy ekvivalentni jedné kongruenci f = u (mod mims),
pro jisté u (pokud chceme FeSeni stupné < d, sta¢i vzit u mod mims). Podminka
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nesoudélnosti je zachovana: jsou-li oba polynomy m;,ms nesoudélné se vsemi m;,
pak je s nimi nesoudélny i polynom mims (opét se vyuzije gaussovskost).
Uloha. Najdéte polynom f € Q[z] stupné < 4 spliujici

f=1 (modaz?-1) a f=x+1 (moda?+1).
Re$eni. Z druhé kongruence vyjadiime f = g - (22 + 1) + 2 + 1 a dosadime do
prvni kongruence: budeme hledat g € Q[x] splitujici g+ (2® +1) = —z (mod 22 —1).
Vsimnéte si, ze 22 + 1 = % (protoze 2% +1 = 2), takze dostaneme vyjadieni g = —%x
(mod % —1), ¢ili feSenim je kazdy polynom g = h-(2?—1)— 4z, h € Q[z]. Zpétnym
dosazenim dostaneme obecné reseni

1
f=h-@ =)@ +1) - 5@+ 1)+ (@ +1), heQll,
a hledany polynom f = —12% 4+ 12+ 1 dostaneme volbou h = 0. O
Bud f € T[z] a a,u € T. VSimnéte si, ze
fla)=u & f=u (mod z— a).

Skutecné, z —a déli polynom f —u pravé tehdy, kdyz je a kofenem polynomu f — wu,
tedy kdyz f(a) —u=0.

Specidlnim ptipadem ¢inské véty o zbytcich je tedy véta o interpolaci: ta fika, ze
pokud pfedepiseme hodnoty v n riznych bodech, pak existuje pravé jeden polynom
stupné < n, ktery téchto hodnot v danych bodech nabyva.

Dusledek 8.2 (véta o interpolaci). Bud T téleso. Méjme po dvou rizné body

a1,...,a, €T alibovolné hodnotyuy, . ..,u, € T. Pak existuje prdavé jeden polynom
f € Tx] stupné < n spliugict f(a;) = u; pro vSechna i =1,...,n.
Drikaz. Resime soustavu kongruenci f = u; (mod x — a;). O

Na rozdil od obecné véty o zbytcich neni tézké nalézt vzorec, ktery urcuje feseni
interpolac¢ni tulohy: je jim tzv. Lagrangeuv interpolacni polynom

- T —a
=2\ Il =2
i=1 i J

Dosazenim do vzorce snadno zjistime, zZe

ap — a;
flag) =0+ +0+u [[ =2 +0+...+0=u.
#kak—aj

Jednoznacnost pak plyne z véty o poctu kofenti vztazené na rozdil f—g dvou feseni.

Dusledek 8.3 (zobrazeni na koneénych télesech jsou polynomiélni). Bud T ko-
necné téleso. Pak pro kazdé zobrazeni ¢ : T — T existuje pravé jeden polynom
f € Tx] stupné < |T| takovy, Ze v(a) = f(a) pro kaZdé a € T.

Dikaz. Interpolujme v bodé a hodnotou ¢(a) pro kazdé a € T. O

Pro nekonecnd télesa nic takového platit nemiize, presto polynomy hraji dilezi-
tou roli i v redlné analyze: kazdou spojitou realnou funkci l1ze libovolné presné apro-
ximovat polynomidlni funkci, v rdznych smyslech. Naptiklad, lokalni aproximaci
(na okoli daného bodu) popisuji Taylorovy polynomy, globdlni (na intervalu) t¥eba
Weierstrassova véta, ktera iikd, Ze pro kazdou spojitou redlnou funkei ¢ : [u,v] = R



39

na omezeném uzavieném intervalu a pro kazdé € > 0 existuje polynom f € R[z]
takovy, ze |p(a) — f(a)| < € pro kazdé a € [u,v].

Cviceni 8.4. Vymyslete analogii Lagrangeova vzorce na interpolaci polynomi vice
proménnych a dokazte analogii Disledku[8.3 pro zobrazeni ¢ : T™ — T, pro libo-
volné n € N.

8.2. Faktorokruh modulo polynom.

Pripomenme konstrukci okruht Z,, . Zacali jsme s oborem celych ¢isel a uvazovali
vsechny mozné zbytky po déleni m, tj. ¢isla 0,...,m — 1, a na nich operace modulo
m. Pokud bylo m prvocislo, dostali jsme téleso. Podobny postup lze provést i s
polynomy, dostaneme tzv. faktorokruhy. Aby se nepletla proménnd v polynomech s
prvky faktorokruhu, obvykle se v konstrukci pouZiva proménnéa a.

Definice. Bud T téleso a zvolme polynom m € T[a] stupné n > 1. Faktorokru-

hem T[a]/(m) rozumime mnozinu vSech polynomt stupné < n se standardnimi

operacemi séitani a odéitani a s operaci nadsobeni modulo m. Ve zkratce,
Tla]/(m) = ({f € Tla] : deg f <n},+,—-,0,0,1),

kde f ® g = f-g mod m.

Predné je potifeba dokéazat, Ze to je skuteéné komutativni okruh. Axiomy obsa-
hujici pouze scitani a od¢itani jsou zfejmé, protoze tyto operace jsou totozné jako
v T[z]. Pro Gvahy s ndsobenim je tfeba si pfipomenout, ze f = g (mod m) <
fmodm = gmodm, aze f modm = f (mod m). Timto zplisobem lze vSechny
identity prelozit do kongruenci, kde je platnost zfejméa. Napiiklad pro asocitivitu
dokazujeme

(fogoh=fo(goh),
tj.
(f-gmodm)-hmodm= f-(g-hmodm)modm,

coz je ekvivalentni kongruenci
(f-g9)-h=f-(9-h) (modm),
coz je pravda pro vSechny polynomy f, g, h. Podobné mtzeme ovérit distributivitu.

Priklad. Uvazujme faktorokruh R[a]/(a? +1). Jeho prvky jsou polynomy a + b,
a,b € R. S¢itani probiha po slozkach, tj. (a + ba) + (¢ + da) = (a + ¢) + (b + d)a.
Nasobeni vypada takto:
(a+ba) ® (¢ + da) = ac + (ad 4 be)a + bda® mod (a? + 1)
= (ac — bd) + (ad + bc)a.

Vsimnéte si, Ze jsme dostali stejné vzorce jako pro s¢itani a nasobeni komplexnich

¢isel. P¥i ztotoznéni symboli i a o bychom mohli psit, ze R[a]/(a? + 1) = C
(formalné, zobrazeni a + ba — a + bi je izomorfismus). Vysvétleni je prosté: pii
poéitani modulo 41 vlastné zaménujeme o za —1, nebof a? = —1 (mod a?+1).

Cili pracujeme pfesné s vlastnosti, ktera definuje komplexni jednotku.

Podobné lze nahlédnout, e faktorokruh Q[a]/(a? + 1) je v principu totoZny s
télesem Q(i) (formélné: izomorfn, tj. jedno z druhého dostaneme pfejmenovanim
prvki).

Priklad. Nad télesy Z, jsou vlastnosti faktorokruhu zavislé na p.
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e Faktorokruh Zs[a]/(a? + 1) mé étyti prvky, ale neni to téleso, dokonce ani
obor integrity, protoze

(@+1)® (a+1)=a?*+1mod (a® + 1) = 0.

e Faktorokruh Zs[a]/(a? + 1) ma devét prvki. Je to téleso, ale na prvni
pohled to vidét neni.

Kdy dostaneme téleso vysvétluje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.5 (faktor podle ireducibilntho prvku). Bud T téleso a m € T|a] stupné
> 1. Ndsledugjict tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) T[]/ (m) je téleso,

(2) T[a]/(m) je obor integrity,

(3) m je ireducibilni prvek v T[a].

Diikaz. (1) = (2) viz Tvrzeni[3.3]

(2) = (3). Pro spor pfedpokladejme, ze v T[a] existuje rozklad m = f - g, kde
deg f,deg g < degm. Pak ale v T[a]/(m) plati f ® g =m mod m = 0, spor.

(3) = (1). Uvazujme polynom f # 0 stupné mensiho nez degm. Protoze je m
ireducibilni, plati 1 = NSD(f,m) = uf + vm pro néjaké polynomy u,v € T|[a].
Ozna¢me 4 = u mod m. Pak v T[a]/(m) plati 2 ® f = 4f modm = uf =1
(mod m), ¢ili @ je hledany inverzni prvek k f. |

V dalsim textu budeme misto symbolu ® psat standardni symbol nasobeni; z kon-
textu bude vzdy jasné, Ze jde o ndsobeni ve faktorokruhu, tedy modulo m (stejné
se pouzivé standardni symbol pro nasobeni v okruzich Z,,).

Pravé popsana konstrukce se pouziva ke konstrukci koneénych téles, kterym se
budeme vénovat v pristi sekci. Ted si ukdZzeme jinou dillezitou aplikaci: kazdé téleso
lze rozsifit tak, aby v ném mél dany polynom kofen. Pro racionalni polynomy
to zni trividlné, kazdy racionalni polynom mé prece komplexni kofen, ale tento
fakt je pfedmétem Zakladni véty algebry, a tu neni vibec jednoduché dokazat.
Naopak, existence rozkladového nadtélesa je stéZzejnim krokem k jejimu dukazu. A
pro konec¢né télesa zadnou analogii pouzit nelze.

Tvrzeni 8.6. Bud T téleso a f € T[x] stupné > 1. Pak existuje téleso S > T, kde
mda polynom f koten.

Diikaz. Bud m né&jaky ireducibilni délitel polynomu f, oznaéme m = Z?:o a;x’.

Staci najit nadtéleso, kde ma kofen polynom m, ten bude kofenem i pro f. Uvazujme
faktorokruh S = T[a]/(m(a)). Podle Tvrzeni [8.5je S téleso. Vyhodnotime-li v S
polynom m na prvku «, dostaneme

n n—1
m(a) = Z a;(a’ mod m(a)) = Z a;ia’ + a,(a" mod m(a)),
i=0 i=0
ovSem a,,a" mod m(a) = — 31" ! a;a’, takie se to odette na nulu. Prvek a je tedy
kofenem obou polynomu m, f v nadtélese S. [l

Priklad.

e Pro polynom z3 — 2 nad télesem Q dostaneme téleso Q[al]/(a® — 2), které
lze pomoci vyse uvedengch tivah ztotoznit s télesem Q(+/2).

e Pro polynom z3 — 2 nad télesem Z; dostaneme téleso Zr[a]/(a® — 2), coz
je téleso s 72 prvky, které jste jesté asi nepotkali.



41

Indukci snadno dokdzeme, ze existuje také nadtéleso, kde ma dany polynom
v8echny kofeny, tj. kde se rozklada na souéin linedrnich ¢initeld (polynomu stupné

1).
Dusledek 8.7. Bud T téleso a f € T|x] stupné > 1. Pak existuje téleso S > T,
kde se polynom f rozklddd ma soucin polynomd stupné 1.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li f stupné 1,
f = ax — b, pak ma kofen a~'b jiz v télese T. V opaéném piipadé uvazujme
nadtéleso U > T, kde ma polynom f kofen w, a uvazujme polynom g € Ulz]
takovy ze f = g - (z — u). Protoze degg < deg f, podle indukéniho pfedpokladu
existuje nadtéleso S > U, kde se g rozklada na soucin polynomt stupné 1, ¢ili se
tam rozklada i f. O

9. KONECNA TELESA A JEJICH APLIKACE

9.1. Koneéna télesa a poditacova reprezentace dat.
Diilezitou aplikaci faktorokruhii je konstrukce koneénych téles. Bud p prvodislo
a uvazujme ireducibilni polynom m € Z,[a] stupné k. Faktorokruh Z,[a]/(m) je
podle Tvrzeni télesem, jeho prvky jsou polynomy stupné < k nad Z,, ¢ili toto
téleso ma praveé p® prvkid. Napiiklad,
e Ctyfprvkové téleso miizeme zkonstruovat jako Zs[a]/(a? + o + 1),
e osmiprvkové jako Zs[a]/(a® + a + 1) nebo Zs[a]/(a® + a? + 1),
e devitiprvkové jako Zs[a]/(a? + 1) nebo Zz[a]/(a? £ a + 2).
Pozor, pro k > 1 je p*-prvkové téleso néco jiného nez okruh Zx!
V pokrocilejsim kurzu algebry se dokazuje nasledujici stézejni véta.
Véta 9.1. Bud p prvocislo, k € N.
(1) Ezistuje ireducibilni polynom stupné k nad Z,, ¢ili existuje konecné téleso
velikosti p*,
(2) kaZdé konecné téleso velikosti p* lze sestrojit jako faktorokruh Zy[a]/(m),
pro néjaky polynom m stupné k,
(3) na volbé m nezdleZi, tj. jsou-li my, mo dva ireducibilng polynomy stupné k
nad télesem Z,, pak jsou télesa Zylal/(m1) a Zyla]/(me) izomorfni.

vvvvvv

existenci kone¢ného télesa velikosti p* neni tézké: dostaneme jej jako rozkladové
nadtéleso polynomu 2" — r nad télesem Z,, (konstrukci ve stylu Dusledku .
Avsak k reprezentaci pomoci faktorokruht je potieba spousta dalsich ingredienci,
jako je teorie télesovych rozsifeni kone¢ného stupné, jednoznacnost rozkladovych
nadtéles, a také znalosti o struktute cyklickych grup.

Konecné téleso velikosti p* budeme znacit F,« (pouziva se také oznadeni GF(p¥),
jako Galois field). Vzhledem k tomu, Ze jsou stejné velka télesa izomorfni, na kon-
krétni reprezentaci zpravidla nezalezi.

Koneéna télesa, zejména ta velikosti 2%, maji zasadni vyuziti v informatice. Jejich
pomoci lze reprezentovat pocitacova data a provadét s nimi rizné operace, anebo
v nich datové operace analyzovat. Reprezentaci dat si nyni vysvétlime.

Zakladnim datovym objektem, se kterym pracuji pocitace, jsou tzv. bitvektory,
tedy k-tice nul a jednicek, tzv. bitu. Bitvektory délky k lze pfirozené reprezentovat
pomoci koneéného télesa For = Zs[a]/(m), kde m je ireducibilni stupné k: vektor
(ag,...,ax_1) se reprezentuje polynomem ag + ajc + ...+ ap_1a¥ 1.
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OBRAZEK 4. Bitvektor a jeho reprezentace polynomem.

Bézné operace na bitvektorech maji ¢asto prirozenou télesovou interpretaci. Na-
priklad posun bitvektoru vlevo ¢i vpravo odpovida nasobeni a déleni prvkem a.
Logickéa spojka XOR po bitech odpovida télesovému sé¢itani, logickd spojka AND
po bitech odpovida nasobeni po koeficientech (pozor, to je néco jiného, nez néso-
beni v télese). Koneéna télesa prindseji navic dvé zajimavé operace, které pracuji
se vSemi bity najednou: télesové nasobeni a invertovani. Tyto operace maji zaji-
mavé vlastnosti, které nachézeji uplatnéni v konstrukei Sifer (zjednodusené feceno,
dokéZou rozprostiit lokdlni zménu na vSechny pozice).

Priklad. V soucasnosti nejpouzivanéjsi symetrickd Sifra AES (Advanced Encryp-
tion Standard, té7 znadma jako Rijndael) pracuje s bitvektory délky 8, které repre-
zentuje pomoci prvki télesa

Fose = Zo[a]/(@® 4+ a* +a® + a +1).

Text je rozdélen na bloky po 128 bitech a kazdy blok je reprezentovan jako matice
4 x 4 prvki télesa Fos¢. Sifra opakuje pro kazdy blok nékolikrat za sebou étyii faze
(prvni a posledni pribéh je trochu jiny, ale to ted neni dtlezité). V prvni se provadi
pro kazdy prvek matice néasledujici operace:

uru - (I+at+a®+a®+a*) +(1+a+a®+a®) mod (o® + 1),

kde inverz se bere v télese Fos6 a zbytek vypoc¢tu probihd v Zs[a]. V druhé fazi se
rotuje kazdy fadek o jisty pocet pozic. Ve tfeti se mixuje kazdy sloupec tak, ze se
interpretuje jako polynom z Foss[z] stupné < 4, na ktery se provede operace

frf-(a+z+2*+ (a+1)z%) mod (z* 4 1).

Ve étvrté fazi se pak pricita jistym zplisobem vybrana ¢ast kli¢e (po bitech). Smysl
prvnich t¥i fazi je rozprostfit zménu provedenou pri¢itanim kli¢e do celé tabulky
(michani prvki, ¥adkd, sloupcti), a to tak, aby se co nejlépe ztratily slabiny opako-
vani klice. Pro praxi je zasadni, ze 1ze velmi rychle nejen Sifrovat, ale také desifrovat:
neni tézké odvodit, ze operace inverzni k tém vyse uvedenym maji podobné jedno-
duchy algebraicky zapis.

Velky vyznam ma také Disledek a jeho zobecnéni pro zobrazeni vice pro-
ménnych (viz cvideni v sekei , které fika, ze kazdou operaci na datech lze inter-
pretovat jako polynomidlni zobrazeni nad prislusnym télesem. Tento fakt nachazi
uplatnéni napiiklad v kryptoanalyze. Mezi dalsi aplikace véty o interpolaci patii
samoopravné kédy (sekce nebo sdileni tajemstvi (sekce .

Dalsi oblasti aplikace kone¢nych téles jsou koneéné geometrie (afinni a projek-
tivn{ prostory nad koneénymi télesy). Koneéné geometrie jsou zdrojem zajimavych
kombinatorickych objekti, jak si ukdzeme v sekci na pfikladu konstrukce navza-
jem ortogonélnich latinskych ¢tverctt pomoci afinnich zobrazeni. Kone¢né geometrie
jsou také zdrojem zajimavych vypocetnich problémi, jako je napriklad pocitani na
eliptickych kiivkach nad koneénymi télesy, opét s aplikaci v ndvrhu Sifer.
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9.2. Sdileni tajemstvi.

Motivacéni tloha je nasledujici: armada maé tajny kod, ktery umoznuje odpalit
jaderné rakety. Ziejmé neni dobré, aby jeden silenec mohl odpélit rakety o své
vili. Ani dva Silenci by neméli mit moznost odpalit rakety. Prezident naridil, Ze
k odpaleni raket je potfeba souhlas aspon tii Silenct z péticlenného generalniho
stabu. Jak to zaridit?

Obecné hovofime o (k, n)-schématu sdilend tajemstvi, pokud se n G¢astnikt déli o
tajemstvi, k jehoz odhaleni je potfeba pfitomnost alespoii k z nich (kterychkoliv). V
celém odstavci budeme uvazovat, Ze sdilime tajemstvi ¢ z néjakého télesa T (v praxi
se sdili bitvektor délky m, interpretovany bud jako m tajemstvi z télesa T = Z,
nebo jedno tajemstvi z T = Fom).

Pro pripad k£ = n lze pouzit jednoduché schéma zalozené na maskovdni hodnot.
Vlastnik tajemstvi vyda kazdému tcastniku ndhodny prvek a; € T a zvefejni hod-
notu ¢ = t+_ a;. Pokud ma dojit k odhaleni, kazdy ti¢astnik sdéli své a; a spoleéné
spoctou t = ¢ — Y a,. Pokud se sejde icastnikt méné, byt jen n — 1, o hodnoté ¢
nemohou Fici viibec nic: chybéjici prvek miize hodnotu souctu zménit na libovol-
nou jinou hodnotu, s pravdépodobnosti pfesné ﬁ (protoZe zobrazeni x — a + x je
permutace). V praxi se pouziva téleso Zs: pravdépodobnost uhodnuti jednoho bitu
je %, ¢ili pro m-bitovy kli¢ je pravdépodobnost (%)m

Klasickym feSenim obecného (k, n)-schématu je tzv. Shamirdv protokol. Vlastnik
tajemstvi ndhodné zvoli polynom f € T[z] stupné < k takovy, ze f(0) = t (tj.
tajemstvi je absolutni ¢len f), vybere n po dvou rtznych prvkt 0 # aq,...,a, €T
(ta mohou byt vefejnd) a jednotlivym téastniktum rozdd hodnoty f(a1),..., f(an)-
Pokud se sejde libovolnych k Gi¢astniki, vezmou své hodnoty, provedou interpolaci
ve svych bodech a spoctou (ten jediny) polynom stupné < k, ktery vyhovuje jejich
podminkam; tajemstvi je jeho absolutni ¢élen. Naopak, pokud se jich sejde méné, byt
jen k—1, o absolutnim ¢lenu nezjisti nic: k— 1 nenulovymi body lze prolozit polynom
s libovolnou hodnotou v bodé 0, a navic rozlozeni hodnot v 0 je rovhomérné. V praxi
se pro m-bitovy kli¢ pouziva téleso s 2™ prvky (musi byt 2™ > n), které zajisti
pravdépodobnost ndhodného uhodnuti an

Schéma lze snadno modifikovat pro sofistikovanéjsi tulohy. Napiiklad, co kdyby
prezident rozhodl, Ze rakety mohou odpélit bud aspori t¥i z péti Silenych generald,
nebo on sdm? Snadnd pomoc: vyrobime (3, 8)-schéma, kazdému z generdlt dame
po jednom dilu a prezidentu dame tfi. A tak podobné. V redlném Zzivoté se schéma
pouziva napfiklad pro rozhodnuti komisi, tajemstvim je kli¢ k elektronickému pod-
pisu.

Cviceni 9.2. V dvoupatrovém iradé v Kocourkové sidli 20 uredniki, v kaZdém
patie 10, a feditel. Urad smi vydat rozhodnuti s kulatym razitkem, je-li piitomno
aspomn 5 uredniki z 1. patra a 8 z 2. patra, nebo aspon 2 z 1. patra, 8 z 2. patra
a teditel. Navrhnéte schéma sdilent klice k sejfu s kulatym razitkem. (Podobnost s
Maygistratem hlavniho mésta Prahy je ¢isté ndhodnd.)

9.3. Samoopravné kédy.

Problém zni: jak v proudu dat odhalit a odstranit ndhodné vznikajici chyby?
Typickou situaci je pfenos informace nespolehlivym kandlem (Sum, ztrata dat atd.),
ale také dlouhodobé uloZeni v paméti. Matematicky model situace je nasledujici:
vysila¢ posle slovo délky k& nad abecedou A (Casto A = Zo, ale pouzivaji se i jina
kone¢na télesa), kanal ndhodné zméni nékterd pismena, a prijima¢ mé odhalit, zda
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doslo k chybé, ¢i pfimo najit ptvodni zpréavu. V zakladnich metodach se (ne zcela
realisticky) pfedpokldda, ze v kazdém slové délky k nastane nejvyse e chyb.

Asi nejjednodussim schematem je test parity: ke zpravé sestavajici z k bit pfi-
dédme jeden bit, ktery bude sou¢tem vsech bit v pivodni zprévé (modulo 2). Pokud
nastane pri prenosu pravé jedna chyba, kontrolni soucet vyjde Spatné a vime, Ze
je tfeba prenos opakovat. Systém je ¢asové i prostorové efektivni, ale neumoznuje
chybu opravit — nevime, kde nastala. A pokud je chyb sudy pocet, test mylné
projde.

Druhjym velmi jednoduchym schematem je opakovani pismen: kazdé pismeno
zopakujeme n-krat a predpoklddame, ze v kazdé po sobé jdouci n-tici nastane méné
nez n/2 chyb. Zpravu pak snadno zrekonstruujeme hlasovanim: kterého znaku je v
prijaté n-tici vic, ten byl v ptivodni zpravé. Schema ma vcelku slaby predpoklad na
spolehlivost kanalu, ale je prostorové naro¢né: délka zpravy se z-n-nasobi. Existuje
lepsi postup?

Nejprve si shrneme, co hleddme. Kazdé slovo délky k£ chceme nahradit kédovym
slovem délky n > k, pficemz tato kédova slova by méla byt dostatecné odlisna, aby
pri zaméné omezeného mnozstvi znakt bylo mozné jednoznacné zrekonstruovat pi-
vodni zpravu. Nejprve definujeme tzv. Hammingovu vzddlenost: pro slova u,v € A™
je vzdalenost §(u, v) rovna poétu pozic, na kterych se tato slova lisi. Samoopravngm
kddem typu (k,n;d) pak je libovolné prosté zobrazeni o : A¥ — A" takové, ze pro
viechna u,v € ¢(AF), u # v, plati §(u,v) > d. Napiiklad, piidani paritniho bitu je
(k, k + 1;2)-kéd, zatimco opakovéani znaku je (1,n;n)-kéd.

Oznaéme C = p(A*) mnozinu kddovych slov. Pro praktické vyuziti je déle po-
tfeba, aby

e kédovaci i dekédovaci zobrazeni ¢ : A¥ — C a ™! : C — A* byly efektivné
pocitatelné;

e pro kazdé u € A™ Slo efektivné najit kddové slovo v € C' takové, ze vzdéle-
nost (u,v) je nejmensi mozna.

Casto se pouzivaji tzv. linedrni kddy: abeceda je reprezentovana koneénym télesem
a pozaduje se, aby zobrazeni ¢ bylo linearni, a tedy aby mnozina C' byla podpro-
storem.

Dutlezitym pozorovanim je, ze kéd typu (k,n;d) je schopen opravit e = L%
chyb: pii zdméné < e znaki ve slové u vznikne slovo v takové, ze d(u,v) < e.
Protoze jsou kddova slova vzdalena alesponn 2e + 1, slovo u je nutné nejblizsim
kédovym slovem k v.

Prvni zajimavy samoopravny kéd objevil Richard Hamming kolem roku 1950 pii
konstrukei prvnich poé¢itact v Bellovych laboratotich. Tzv. Hammingiv (4, 7)-kdd
je schopen opravit jednu chybu v kazdé piendsené sedmici, za cenu prodlouzeni
Zpravy na % pivodni délky. Zakladni myslenkou je volit ¢ : Z3 — Z7 jako linearni
zobrazeni, které za pivodni slovo délky 4 pridé kontrolni sekvenci délky 3 tak, aby
ruzné slova byla od sebe dostatecné vzdalena. Konkrétné, kéd je dan matici
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linedrn{ zobrazeni pfedpisem ¢(u) = uM. Vsimnéte si, Ze obrazy bézovych vektort
(tj. Fadky matice) jsou vzdaleny aspori 3, a neni tézké dokazat, Ze tento odhad plati
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pro vSechny dvojice kédovych slov. Jde tedy o kéd typu (4,7;3), ktery opravuje
1 chybu. Ovéfeni, zda je dané slovo kédové, je velmi snadné: vezmeme prvni ¢tyfi
znaky, ty zakédujeme a ovéifime, zda vyslo stejné kédové slovo. Pokud ne, pfedpo-
klddaje, Ze nastala pravé jedna chyba, méme pfesné 7 moznosti, kde mohla byt,
a vSechny rychle ovéfime. Pomoci linearni algebry lze najit i efektivnéjsi postup
dekdédovani, ale to je jiz mimo rozsah naseho textu.

V roce 1960 byly objeveny tzv. Reed-Salomonovy kody zalozené na interpolaci
polynomt. Jejich pomér prodlouzeni zpravy vicéi poc¢tu opravovanych chyb je v
jistém smyslu optiméalni a patfi v praxi mezi nejpouzivanéjsi kédy. Abecedou je
kone¢né téleso T. Zvolime n pod dvou ruznych prvka uq,...,u, € T. Kédovat
budeme k-tice prvka T interpretované jako polynomy stupné < k. Kédovym slovem
pak bude n-tice hodnot v uvedenych bodech. Formélné, Reed-Salomonovym (k, n)-
kédem je zobrazeni

o TF T f =3 aat o (Flw),..., flun)):

Inverznim zobrazenim je interpolace v danych bodech. Jaka je vzdalenost kédovych
slov? Pokud se dva polynomy stupné < k shoduji v £ hodnotach, musi byt totozné
(jednoznac¢nost v Disledku . Jinymi slovy, rizné polynomy f, g maji < k stej-
nych hodnot, ¢li > n — k riznych hodnot, takze jde o kéd typu (k, n;d) pro néjaké
d >n —k + 1, opravujici alespoii |25% | chyb.

V praxi se Casto pouzivda T = Fas6, n = 255 a k se voli podle spolehlivosti
kandlu (¢im mensi k, tim vice chyb kéd opravuje, ale tim horsi je pomér délek
ptvodnich a kédovych slov). Naptiklad pro & = 253 kéd opravuje jednu chybu
za cenu prodlouzeni slov cca o 1%, pro k = 127 kéd opravuje 64 chyb za cenu
prodlouzeni slov na dvojnasobek. Déle se v praxi pouziva specialni volba bodu
w; = o'~ i =1,...,255, kde «a je generator cyklické grupy T* (viz sekce ,
aby bylo mozné pouzit na kédovani a dekédovani rychlou Fourierovu transformaci
(standardni algoritmy dosazovani a interpolace bézi v kvadratickém case, coz je
prili§ pomalé).

K tspésnému uvedeni do praxe zbyva popsat algoritmus na vyhledani nejblizsiho
kédového slova. Pro kratké kédy opravujici jednu chybu lze zkouset vSechny moz-
nosti (jako u Hammingova kédu, viz cviéeni), ale obecné to neni snadné tloha a
¢tenaie odkazujeme do specializované literatury.

9.4. Vzajemné ortogonalni latinské Ctverce a navrh experimentu.

Latinskym ctvercem na mnoziné X rozumime ¢tvercovou matici (a; ;)i jer in-
dexovanou mnozinou I s prvky a;; z mnoziny X spliujici nasledujici podminku:
kazdy prvek mnoziny X je v kazdém fadku a kazdém sloupci pravé jednou (z toho
ihned plyne |I| = | X|). Pokud I = X, miZeme se na latinsky étverec divat jako na
binarni operaci, kde u * v = a .

Priklad.
(1) Libovolné feSeni sudoku je latinskym ¢tvercem na mnoziné X = {1,...,9}.
(2) Nésledujici tabulky jsou latinské ¢tverce na mnozing X = {0, 1, 2}:
01 2 0 2 1 0 2 1
1 2 0 210 1 0 2
2 01 1 0 2 2 1 0

Prislusné operace lze zapsat jako u * v = u 4+ v mod 3, resp. —u — v mod 3,
resp. u — v mod 3.
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(3) Je-li R okruh, pak operace + urcuje latinsky ¢tverec na mnoziné R dany
pfedpisem (a+b)q e r. Podobné, je-li T téleso, pak operace - na nenulovjch
prvcich uréuje latinsky ¢tverec, (a - b)q per=. Obecnéji, jak uvidime v sekci
multiplika¢ni tabulky grup jsou latinské ¢tverce.

Dva latinské étverce (a; ;)i jer @ (bij)ijer na mnozinach X a Y nazveme vzd-
jemné ortogondini pokud se kazda dvojice z X xY vyskytuje na seznamu ((a; j, bi ;) :
i,j € I) pravé jednou.

Piiklad. Vzijemné ortogonalni ¢tverce 2 x 2 neexistuji, nebot jedinymi latinskymi
¢tverci na X = {0, 1} jsou

0
1

S =

1
0
0,1) a (1,0

—~|— o

a ty ortogonalni nejsou: dvojice
(0,0) a (1,1) tam chybi.

Vzajemné ortogonalni ¢tverce 3 x 3 existuji, jsou jimi napfiklad prvni a tfeti
tabulka ve vyse uvedeném prikladu. Naopak prvni a druhé vzajemné ortogonalni
nejsou, dvojice (0,0) se opakuje tiikrat.

=

se opakuji dvakrat, naopak dvojice

Uloha. Z balicku karet vytahneme figury J,Q,K,A od kazdé ze étyt barev. Rozlozte
karty do ¢tverce 4 x 4 tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci bylo po jedné
karté od kazdé barvy a kazdé figury.

Reseni. Uloha se vlastné pta po nalezeni dvou vzajemné ortogonalnich étverct na
¢tyfech prvcich. V prvnim pfipadé jde o mnozinu X = {J,Q, K, A}, v druhém
pifpadé o mnozinu Y = {, 0, &, #}. Ctverce musi byt latinské, protoze kazdy
radek a sloupec mé obsahovat po jednom symbolu. A ¢tverce musi byt vzajemné
ortogonalni, protoze kazdou kartu (tj. dvojici symbolti z X x Y) musime pouzit
pravé jednou. ReSeni neni vidét na prvni pohled, ale neni tézké ovéfit, Ze jim je
nasledujici konfigurace:

Ao KU Qé Jé
K& Ad IO QU
Qe J& AQ KO
JO QO K& Ad

Navodem k jejimu nalezeni bude diikkaz Tvrzeni [9.3 (I

Ulohu Ize samoziejmé zobecnit na libovolné mnozstvi karet /barev, nebo na hle-
déani vétsiho mnozstvi navzajem ortogonalnich ¢tvercti. Problémem se zabyval jiz
Leonhard Euler v 18. stoleti a traduje se, ze jeho zdjem byl podnicen nasledujici
tlohou, kterou nedokazal vytesit.

Uloha. Vojenské piehlidky se mé ztcastnit 36 vojakil z Sesti regimentii, z kazdého
po Sesti rtiznych hodnostech. Sestavte vojiky do ¢tverce 6 x 6 tak, aby v kazdém
rfadku a kazdém sloupci bylo po jednom zastupci kazdého regimentu a kazdé hod-
nosti.

Vidime, Ze jde opét o nalezeni dvou vzajemné ortogonalnich ¢tverctl, tentokrat
na Sesti prvcich. Az Gaston Tarry v roce 1901 ukézal, Ze takové ¢tverce neexistuji.

Euler roku 1782 objevil dva typy konstrukci, které jsou obsahem néasledujicich
dvou tvrzeni (ackoliv sém by je popsal jinak, v jeho dobé nebyl znidm koncept
koneénych téles).
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Tvrzeni 9.3. Bud'n mocnina prvocisla, n # 2. Pak existuje n—1 po dvou vzdjemné
ortogondlnich latinskych ctverci.

Diikaz. Uvazujme téleso T s n prvky a pro kazdé 0 # a € T definujeme matici
(au~+v)y,per. Tyto matice jsou latinskymi ¢tverci: kdyby se v fadku u vyskytovaly
na pozici vy, ve dva stejné prvky, tedy kdyby au 4+ v1 = au + v, odeftenim au
dostaneme vy = vq, a podobné pro sloupce, kdyby au;+v = aus+wv, pak odectenim a
vykracenim u; = uo. Protoze jde o konecné ¢tverce, kazdy prvek se musi vyskytovat
pravé jednou. Pro ruznd a,b jsou tyto ¢tverce vzajemné ortogonalni: kdyby se na
dvou pozicich (u,v1), (ug,vs) vyskytoval ten samy prvek, tedy kdyby

auy +vy =aug +v2  a  buy +v; = bug + v,

pak a(u; —ug) = vo — vy = b(u1 — u2), a protoze a # b, musi byt u; = us, a tudiz
také v = vo. O

Tvrzeni 9.4. Pokud existuji vzajemné ortogondlni latinské ctverce velikosti m a
n, pak existuji také velikosti m - n.

Diikaz. Ozna¢me jednu dvojici (a; 5)i jer, (bi,j)i,jer na mnozinach X1, X, a druhou
dvojici (u,i)k 17, (Vk,1)k,1e7 Na mnozinach Y1, Ys. Definujeme matici ((ai j, uk,1))i,k),(j,)erx g
na mnoziné X; x Y1 a matici ((bs,j, Vk,1))(ik),(jl)erxs na mnozing Xo x Ys. Vidime,
ze jde o matice velikosti m - n. Jako cviceni ovéite, Ze jsou tyto matice latinskymi
¢tverci a Ze jsou vzajemné ortogonalni. a

Dausledek 9.5. Je-li n # 2 (mod 4), pak existuji vzdjemné ortogondlni latinské
Ctverce velikosti n.

Dikaz. Pro n = p’fl oo phmkde pf jsou libovolné mocniny prvodisla s vyjim-
kou 2%, lze vzit ortogonalni étverce velikosti pf" zkonstruované v Tvrzeni a na
ty aplikovat Tvrzeni Jedinou vyjimku tak tvofi ¢isla tvaru dva krat liché ¢islo,
tj. n =2 (mod 4). O

Pro n = 2 jsme si jiz ukazali, Zze vzajemné ortogonalni ¢tverce neexistuji, pro
n = 6 jde o zminény Tarryho vysledek. V roce 1958 pak byla nalezena konstrukce
pro vSechna n > 10, ¢imz byl problém existence vyfesen. Dodnes vSak zlstava
nejasné, kolik po dvou vzajemné ortogonalnich ¢tverci velikosti n mtze existovat.
Neni tézké dokazat, ze jich je nejvyse n—1, €ili Tvrzeni davé optimélni odpovéd
pro mocniny prvocisla. V pripadé n = 10 se vi, Ze jich neni 9, ale pfesny pocet neni
znam. Je znamo, ze existence n — 1 vzajemné ortogonalnich latinskych ctverci
je ekvivalentni existenci projektivni roviny fadu n, coz dale ukazuje na slozitost
problému diky jeho souvislosti z koneénymi geometriemi.

A jak je to se zminénym ndvrhem experimenti? Uvazujme nasledujici zadani:
mame k dispozici n odriad dané plodiny, n druhd hnojiva a n typa pesticidu. Chceme
zjistit, ktera kombinace je nejlepsi. Kdybychom chtéli zkouset vSechny kombinace,
potfebujeme n? experimenti; to je mnoho. Nestacilo by n?? Podminka je, ze kazdy
objekt (odriidu, hnojivo, pesticid) musime pouZit stejné-krat (tedy n-krat) a dale
bychom radi, aby se kazda dvojice objektti pouzila pravé jednou, abychom mohli
zkoumat zévislost jednotlivych veli¢in. Odpovédi je libovolny latinsky ctverec (a; ;)
na mnoziné {1,...,n}: experimentdlni pole rozdélime na n x n policek, do i-tého
rfadku sejeme i-tou odridu, do j-tého sloupce sypeme j-té hnojivo a na pole s
indexem (4, j) ddme a; ;-ty pesticid.
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Nyni uvazujme dalsi polozku, tfeba n stupni zavlazovani. Uvazujme druhy la-
tinsky Ctverec (b; ;) a budeme zavlaZovat pole s indexem (¢,j) davkou b; ;. Neni
dobré brit tento ¢tverec libovolné: pokud napiiklad zvolime b; ; = a; ;, pak bude
pro dany pesticid vzdy stejné troven zavlazovani a o zavislosti téchto veli¢in nezjis-
time nic. Jednou z dobrych voleb jsou vzajemné ortogonalni ¢tverce, které zajisti,
ze kazda kombinace pesticid—zavlazovani se objevi pravé jednou.

Tato jednoducha tloha byla jednim z pocatkt rozsahlé teorie designi, ktera se
zabyva konstrukci objektti s nejriznéjsimi pozadavky na vyvazenost, s aplikaci v
navrhu statistickych experimenti.
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Grupy
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10. POJEM GRUPY

10.1. Definice a priklady.

Hlavni motivaci teorie grup je studium nejriznéjSich typt symetrii a transfor-
maci matematickych objektt. Pojem pochazi z Galoisovy teorie a pivodné oznaco-
val mnoZinu (skupinu) permutaci G uzavienou na skladéni, tj. spliiujici oo € G
pro v8echna 7,0 € G. Abstrakci tohoto pojmu vznikla rozsahla vétev algebry, zvana
teorie grup. Aplikace nachézi vsude, kde se vyskytuje pojem symetrie ¢i transfor-
mace, pfedevsim v kombinatorice (koneéné grupy) a geometrii (linedrni grupy).

Definice. Grupou rozumime ¢tvefici G = (G, *,’, e), kde G je mnozina, na které
jsou definovany bindrni operace *, unarni operace ’ a konstanta e spliiujici pro kazdé
a, b, c € G nasledujici podminky:

ax(bxc)=(axb)x*c, axe=ex*xa=a, axa =d *xa=e.
Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic pro vSechna a,b € G plati
axb="bx*a.
Prvku e se iiké jednotka, prvku o’ inverzni prvek k prvku a.

Formalné rozliSujeme mezi mnozinou G, tzv. nosnou mnoZinou, a ¢tvefici G =
(G,*,’,e), kterd navic obsahuje informaci o algebraické struktufe definované na
mnoziné G. V konkrétnich piikladech byva typickou trojici operaci bud +,—,0,
pak hovofime o aditivnim zdpise (a misto x + (—y) piSeme x — y), anebo trojice
711, emuz Fikdme multiplikativng zdpis.

Definice. Bud G = (G,x*,’,¢e) grupa a H C G podmnoZina jeji nosné mnoziny
takova, ze e € H a pro kazdé a,b € H plati

o €H a axbeH.

Rikame, Ze H je uzaviena na grupové operace a ze tvoii podgrupu grupy G. Ctvefici
H = (H,*|g,’|n,e) pak nazyvame podgrupou, pficemz |y znadi restrikci operaci
na mnozinu H. Zna¢ime H < G. Podgrupy G a {e} nazyvame nevlastni.

V matematice se vyskytuji nejriznéjsi priklady grup, nicméné je mozné identifi-
kovat ¢tyri zakladni rodiny, které nachazeji asi nejvétsi vyuziti: permutacni grupy,
maticové grupy, grupy geometrickych zobrazeni a ¢iselné grupy.

Priklad. Permutacni grupg,ﬂ Zakladnim prikladem je symetrickd grupa sestavajici
z permutaci na dané neprizdné mnoziné X s operacemi o skladani permutaci, ~!
invertovani permutaci a konstantou id : 2 — x (identické zobrazeni), tj.

Sx = ({m: 7 je permutace na mnoziné X},o,” " id).

Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sx piSeme S,,. Podgrupy symetrickych grup se
nazyvaji permutacni grupy, napr.

e alternujict grupa A, < S, vSech sudych permutaci na n prvcich;

e dihedrdlni grupa Ds, < S, vSech permutaci, které odpovidaji symetriim
pravidelného n-tthelnika vztaZzenym na jeho vrcholy ocislované po sméru
hodinovych ruci¢ek. Tyto permutace odpovidaji n rotacim a n reflexim,
proto znaceni Do,,.

1Typicky étenaf by mél znat zakladni fakta o permutacich z kurzu linedrni algebry nebo dis-
krétni matematiky. Ostatnim doporu¢ujeme nahlédnut do sekce[I3.3] kde jsou tyto znalosti zopa-
kovany a doplnény.
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OBRAZEK 5. Grupy Dg a Dyg.

e nejriznéjsi grupy symetrii geometrickych téles, automorfismt graft a dal-
Sich matematickych struktur.

Piiklad. Specidlnim pfipadem permutac¢nich grup jsou grupy zobrazeni na rtiznych
typech geometrickych prostort (eukleidovské, afinni, projektivni apod.) zachovava-
jicich jisté vlastnosti (afinni zobrazeni, projektivni zobrazeni apod.). Piikladem je
eukleidovskd grupa E,, sestavajici ze vSech izometrii (tj. zobrazeni zachovavajicich
vzdalenosti) eukleidovského prostoru R™.

Na grupy symetrii geometrickych objekt danych koneéné mnoha body (napf.
na grupy Da, pro pravidelné n-tthelniky) lze nahliZet dvojim zptusobem: jako na
podgrupu eukleidovské grupy, sestavajici z izometrii zachovavajicich dany objekt,
nebo jako na permutacni grupu na bodech, které tento objekt urcuji.

Piiklad. Maticové grupg,ﬂ Zakladnim prfikladem je obecnd linedrni grupa nad téle-
sem T sestavajici z regularnich matic dané velikosti s operacemi - maticového na-
sobeni, ~! maticového invertovini a jednotkovou matici jako jednotkou, tj.

GL,(T) = ({A: A je regularni matice n x n nad télesem T},-, 71, 1),
Podgrupy linearnich grup se nazyvaji maticové grupy, napt.

o specidlni linedrni grupa SL,,(T) vSech matic s determinantem 1;

e ortogondlni grupa O, (T) vSech ortogondlnich matic, tj. takovych A, které
spliuji AAT =TI (nad télesem R jde o matice, jejichz fadky, resp. sloupce,
jsou ortonormaélni vektory vzhledem k standardnimu skaldrnimu soucinu).

Permutacni a maticové grupy jsou v jistém smyslu univerzalni ptiklady: kaz-
dou grupu lze reprezentovat jako permutacni grupu a kazdou koneénou grupu lze
reprezentovat jako maticovou grupu. Vice se dozvite v letnim semestru.

Pro nékteré grupy je takova reprezentace prirozend, ale leckdy ne: piikladem je
osmiprvkova kvaternionova grupa.

Priklad. Kvaternionovd grupa Qs je definovand na mnoziné {+1, +i, +75, +k}. N&-
sobeni je dano vzorci

P=2=k=-1, ij=k jk=1, ki=]j,
a déle pravidly zy = —(yz) a (—z)y = x(—y) = —(zy) pro vSechna z,y € {i,j,k}.

2Typicky Gtenafr by mél znat zdkladni fakta o maticich z kurzu linearni algebry.
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Zakladnim zdrojem prikladt abelovskych grup jsou grupy odvozené od komuta-
tivnich okruht, zejména pak ciselné grupy, odvozené od ¢iselnych oborii.

Prfiklad. Bud R okruh. Pak (R,+,—,0) je abelovskd grupa, tzv. aditivni grupa
okruhu R. Dilezité jsou zejména ciselné grupy Z, Q, R, a také grupy Z,, sestavajici
z Cisel 0,...,n — 1 s operacemi modulo n.

Priklad. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ozna¢me R* mnozinu vSech inver-
tibilnich prvki v R. Pak R* = (R*,-,71 1) je abelovska grupa, tzv. multiplikationi
grupa okruhu R. Skute¢né jde o grupu: inverz invertibilniho prvku je invertibilni
(protoze (a~')-a = 1), soucin dvou invertibilnich prvki a, b je invertibilni (protoze
(ab)(b~1a=1) = 1) a grupové axiomy jsou obsazeny v definici okruhu.
e Je-li R téleso, pak R* = (R~ {0},-,71,1).
e Pro polynomialni okruhy plati R[z]* = R*, protoZe invertibilni jsou pravé
konstantni polynomy invertibilni v R.
o 7* = ({1,-1},,71,1).
e Prvky grupy Z! jsou pravé vSechna ¢isla a € {1,...,n — 1} nesoudélna
s m. Soudélnd ¢isla invertibilni nejsou: je-li d Jf 1 spoleény délitel a,n, pak
d | (ab mod n) pro libovolné b, takze soucin ab nikdy nemutize byt 1. Naopak,
jsou-li a,n nesoudélnd, uvazujme Bézoutovy koeficienty u, v splitujici 1 =
NSD(a,n) = wa + vn. Podivdme-li se na rovnost modulo n, dostaneme
1 =wua (mod n), a tedy a=* = u mod n.

Existuje fada dalsich geometrickych i algebraickych konstrukci abelovskych grup,
napiiklad grupy odvozené od eliptickych kfivek nebo tfidové grupy prvoideala v ¢i-
selnych télesech. Nekteré z téchto konstrukel maji vyznamné aplikace v kryptografii
(sekce , v praxi se hojné vyuziva naptiklad Diffie-Hellmantv protokol s gru-
pami na eliptickych kfivkach nad koneénymi télesy.

Dulezitou konstrukei grup je direktni soucin.

Definice. Direktnim soucinem grup G; = (Gy,*;,",¢;), i = 1,...,n, rozumime
grupu

[[Gi=Gix - xG,=(Grx xGCnx'e),
=1

jejiz operace jsou definovany po slozkach, tj.
(a1y...yan) * (b1y...,by) = (a1 %1 b1, ..., ap %y by),
(a1,...,an) = ((a)™, ..., (an)™),
e=(e1,...,€n).

pro v8echna (ai,...,a,), (b1,...,b,) € G1 X ... X Gy,. Je snadné ovéfit, Ze direktni
soucin splnuje vSechny axiomy grup.

V pripadé, kdy G; = ... = G, = G, hovorime o direktni mocniné a znacime
ji G™.

Analogicky bychom mohli definovat také direktni sou¢in okruht, ¢i jakéhokoliv
jiného typu algebraickych struktur.

Podobné jako v pripadé komutativnich okruhi, definice grupy obsahuje pouze
minimélni mnozstvi podminek. Nasledujici tvrzeni ukazuje nékolik aritmetickych
pravidel (mj. kraceni, jednozna¢nost jednotky a jednozna¢nost inverznich prvki),
které z definice snadno plynou a v dal$im textu je budeme volné pouZzivat.
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Tvrzeni 10.1 (zdkladni vlastnosti grup). Bud G = (G, *,’,¢) grupa a a,b,c € G.
Pak

(1) jestliZe axc="bxc nebo cxa =cx*b, pak a="b;
(2) jestlize a x u = a nebo u*a = a pro néjaké u € G, pak u = e¢;
(3) ]estlzze a*u=e nebouxa=e pro néjaké u € G, pak u=d';
(4) (a
() (

)=

ax*b) —b’*a

Diikaz. (1) Je-li a*c = bxc, pak také (a*c) ¢/ = (bxc)* ¢ a pouzitim vSech t¥
axiomil dostaneme (a*c)*xc¢ =ax (cxc) =a*xe =a a podobné (bxc)xc =b.
Tedy a = b. Analogicky pro c*a = ¢ x*b.
(2) Je-li a*u = a = ax*e, krdcenim dostdvame u = e. Analogicky pro u x a = a.
(3) Je-li a*xu = e = ax*a’, krdcenim dostdvame u = a’. Analogicky pro u*a = e.
(4) Protoze a’ * a = e, z jednoznacnosti inverznich prvki dostavame a = (a’)’.
(5) Protoze (axb)x (V' xa’) = ax(bxb')xa’ = axexa’ = axa’ = e, z jednoznacnosti
inverznich prvki dostdvame (a * b) = b xa’. O

10.2. Mocniny a 7ad prvku.

Ctenaf si snad jiz zazil, Ze se grupové operace znaéi nejriiznéj$imi zptisoby. Na-
dale se budeme drzet multiplikativniho zapisu. Nebude-li vyslovné uvedeno jinak,
uvazujeme-li grupu G, implicitné rozumime G = (G, -1, 1). Ze zac¢atku je dobré
si u v8ech vyrazu rozmyslet, jak bychom je prepsali do ostatnich znaceni.

Nyni definujeme mocniny. Bud G grupa, a € G, n € Z. Oznacme

1 n=~0
a-a- ... a n>0
———

a” = M
atat a7t n<o

Tvrzeni 10.2 (mocniny). Bud G grupa, a,b € G a k,l € Z. Pak

ak+l _ ak .al7 akl _ (ak)l _ (al)k

a je-li G abelovskd, pak navic (ab)* = a*bk.

Diikaz. Pokud k,l > 0, ihned vidime, Ze pocet prvki a ve vyrazech na obou stranach
kazdé rovnosti je stejny. V pripadé zapornych exponenti je tieba vzit v ivahu, ze
a a a”! se navzdjem pokrati. Nap¥. v prvni rovnosti, pro k > 0 > [, |I| < |k|, mame
na levé strané soucin k + [ prvkl a, zatimco na pravé strané soucin k prvki a a
—I prvkt a~!. Po vykraceni dostaneme rovnost obou vyrazi. Ostatni pfipady se
rozeberou podobné. ([

V aditivnim znaceni je mocninou vyraz a+ ...+ a, resp. (—a) +...+ (—a); tyto
vyrazy zkracujeme jako n - a. Tvrzeni se pak pfepise jako

(k+1l)-a=k-a+1-a, (kl)-a=k-(l-a), k-(a+b)=k-a+k-b,

posledni rovnost samoziejmé plati pouze pro abelovské grupy. Pokud vam tyto
podminky pfipominaji definici vektorového prostoru, jste na spravné stopé. Teorie
abelovskych grup je do znacné miry teorii ,vektorovych prostorti nad Z“, neboli
Z-modult, s fadou aplikaci v teorii ¢isel. Timto smérem se vSak v vodnim kurzu
ubirat nebudeme.
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Definice. Rddem grupy G se rozumi pocet prvkil jeji nosné mnoziny, znadime jej
|G| (tj., formalné vzato, |G| = |G|).

Rddem prvku a v grupé G se rozumi nejmensi n € N takové, Ze a” = 1, pokud
takové n existuje, resp. oo v opaéném piipadé. Znacime jej ord(a).

V Tvrzeni si ukdzeme, Ze tad prvku je roven fadu jisté podgrupy, ale zatim
si vystacime s definici pomoci mocnin.

Piiklad. Pokud mluvime o fadu jistého prvku, je tieba Fici, v které grupé!
e ord(2) =7 v grupé Zr, protoze 7-2 =0 (mod 7), ale n-2 # 0 (mod 7) pro

n=1...,6;
e ord(2) = 3 v grupé Zz, protoze 23 = 1 (mod 7), ale 2" # 1 (mod 7) pro
n=1,2.

Piiklad. V nekoneénych grupdch mohou #ady vychazet vselijak:
e v grupé Q je ord(0) = 1 a ord(a) = co pro vSechna a # 0;
e v grupé Q* je ord(1) =1, ord(—1) = 2 a ord(a) = oo pro vSechna a # £1;
e v grupé C* existuje prvek libovolného fadu: ord(e?™*/*) = k.

Priklad. V koneénych grupéach fady nevychézeji vselijak:
e v grupé Zg je ord(0) = 1, ord(1) = 6, ord(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) = 3
a ord(5) = 6, ¢ili vyskytuji se fady 1,2, 3, 6;
e v grupé Ss je ord(id) = 1, ord((i j)) = 2, ord((z j k)) = 3, ¢ili vyskytuji se
rady 1,2, 3.
Vsimnéte si, ze fad kazdého prvku déli fadd celé grupy. To neni nahoda, nybrz
pravidlo, které je specidlnim pfipadem Lagrangeovy véty (Véta[l1.9), kterd je naplni
pristi sekce.

Tvrzeni 10.3 (i4d permutace). Rdd permutace v grupé S, je roven nejmensimu
spolecnému ndsobku délek jejich cykli.

Dikaz. Cyklus délky n ma rad n. Jsou-li Cq,...,C,, disjunktni cykly v m, pak
7F = (Cro...0Cy,)F = CFo...0oCF. Z toho plyne, ze (Cy o0...0Cp)F = id
pravé tehdy, kdyz je k nasobkem vsech délek cykli. Cili ¥4d je roven nejmensimu
spole¢nému nasobku. (I

11. PODGRUPY
11.1. Generatory.
Lemma 11.1. Prianik podgrup je podgrupa.

Diikaz. Bud G grupa, uvazujme podgrupy H;, ¢ € I, a oznacme H = (., H;.
Dokéazeme, Ze je mnozina H uzaviend na grupové operace. Protoze 1 € H; pro
vsechna ¢ € I, bude 1 nalezet i jejich priniku. Nyni uvazujme a,b € H. Tyto lezi
v kazdém H; a diky uzavienosti na operace tam lezi také prvky a~! a a - b. Takze
tyto prvky lezi i v priniku vsech H;, ¢ili v H. O

Definice. Uvazujme podmnozinu X C G grupy G. Podgrupou generovanou mnozi-
nou X rozumime nejmensi podgrupu (vzhledem k inkluzi) grupy G obsahujici
podmnozinu X, znaéime ji (X)qg.
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OBRAZEK 6. Ilustrace generovani podgrupy (X)eg.

Takova podgrupa jisté existuje: staci vzit prinik vSech podgrup obsahujicich
mnozinu X, tj.

(X)e=({H: X CH H<G}

Podle predchoziho lemmatu jde skuteéné o podgrupu, mezi vSemi podgrupami ob-
sahujicimi mnozinu X bude jisté nejmensi.

Jak najit podgrupu generovanou danou mnozinou? Pro kone¢né grupy lze v prin-
cipu pouzit nasledujici postup: zacneme s prvky mnoziny X a postupné pridavame
vSemozné souciny a inverzy. Ve chvili, kdy nejsme schopni ziskat zadné nové prvky,
nase mnozina je uzaviena na grupové operace a podgrupa je nalezena (viz obrazek).

N

Leckdy je vsak efektivnéjsi pouzit nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 11.2. Bud G grupa a ) # X C G. Pak
(X)a :{alfl ~a§2-...~ak”' :neN, a,...,an € X, k1,...,kn € Z}.

n

Dikaz. Ozna¢me M mnoZinu na pravé strané rovnosti. Je potifeba dokazat, Ze
mnozina M
(1) tvofi podgrupu,
(2) obsahuje X,
(3) je nejmensi podmnozinou grupy G spliiujici tyto podminky.
(1) Souéin dvou prvkii z M je jisté v M, jednotka 1 = a° je tam také, a uzavienost
na inverzy plyne ze vztahu (a* - ... afn )"l =qa Fn . oa7™ e M.
(2) Volbou n = 1,k; = 1 dostaneme libovolny prvek X.
(3) Uvazujme libovolnou podgrupu H obsahujici X. Tato podgrupa musi obsa-
hovat vSechny mocniny a*, a € X, i jejich libovolné nasobky, ¢ili celé M. O
Obecné tvrzeni o tvaru podgrup generovanych danou podmnozinou méa dva
dtlezité specialni pripady.
Disledek 11.3. Bud G grupa a a € G. Pak {a)g = {a* : k€ Z}.
Dusledek 11.4. Bud G abelovskd grupa a us,...,u, € G. Pak
krn

(.. un)g = {ul uk2 ke kR, € 7).

Vidime, ze v abelovskych grupach je generovani podgrup podobné jako gene-
rovani vektorovych prostori: v aditivnim zapise, tj. pro abelovskou grupu G =
(G, +,—,0), dostavame

(ul,...,un>(;:{k1u1+k2u2+...+knun: k17~~-akn GZ}
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zabyvat nebudeme.)

Piiklad. Dilezitym typem tlohy je zjistit, jakou podgrupu generuje dana podm-
nozina. Naptiklad:
° <4a3>@ = {k} "‘ll © kil e Z} = {% : k€ Z} = (5)g. Prvnf a

posledni rovnost plynou z Dﬁsledk [11.4] K diikazu prostfedni je potfeba si

uvédomit %e na jednu stranu 2, € ({5)q, a na druhou stranu 15 = 3 —2-1,

2
atedy &5 € <4, 3>@
. <4,3>@ 7{( )F (%)l: keZy={3"-4": k1 €7}
Priklad. Jinym dutleZitym typem tulohy je, najit k dané grupé G co nejmensi
mnozinu generatort, tj. podmnozinu X C G takovou, ze G = (X)qg. Napiiklad:
o Z={(1)=(-1), 2" = (-1), Q* = (—1, prvodisla).
e 7, = (1), ale najit malou generujici mnoZinu grupy Z; neni obecné snadné.
Napiiklad, Z% = (3), ale Z§ = (3,5) a nelze ji nagenerovat jednim prvkem.
e Pro nékteré grupy neexistuje minimélni mnozina generatori. Napt. Q =
<% : n € N), libovolné koneéné mnozstvi generdtorti lze vypustit, ale mini-
malni podmnozina neexistuje.

Tvrzeni 11.5 (generatory permutac¢nich grup).
(1) Grupa S,, je generovand mnoZinou vech transpozic.

(2) Grupa A, je generovand mnoZinou vsech trojcykli.

Diikaz. (1) Danou permutaci nejprve napiSeme jako slozeni svych cykli a kazdy
cyklus pak rozlozime podle nasledujiciho vzoru:
(a1 a ... ak) = (a1 ak) 0...0 (a1 a3) ] (a1 (],2).

(2) Danou sudou permutaci nejprve napiSeme jako slozeni sudého poctu trans-
pozic a ty seskupime do sousedicich dvojic. Pokud jsou sousedici transpozice stejné,
mizeme je vypustit. Pokud maji spoleény jeden prvek, pak (i j)o (j k) = (i j k).
A jsou-li disjunktni, pak (¢ j)o (k1) = (kil)o (i j k). Timto zpisobem pfepiSeme
rozklad na transpozice na slozeni trojcyklu. [

Uvedené mnoziny generatorti nejsou optiméalni. Napriklad grupu S, je mozné
generovat jednou transpozici a jednim n-cyklem. Vice ptfiklad® najdete v cvicenich.
Piiklad. Ukézeme, Ze

S,=(12),(12...n).

Diky Twvrzeni [11.5] stac¢i dokazat, ze lze nagenerovat vsechny transpozice. Nejprve
nagenerujeme transpozice (k k+ 1), k =1,...,n — 1: induktivné

(k+1k+2)=(12...n)o(kk+1)o(12...n) "
Déle, pro kazdé k nagenerujeme ostatni transpozice (k k+1), ¢ > 0: opét induktivné
(kk+i+l)=(k+ik+i+Do(kk+i)o(k+ik+it+1)!

Na zévér dokdzeme, ze fa4d prvku (definovany pomoci mocnin) je roven fadu
podgrupy jim generované.

Tvrzeni 11.6 (fad prvku vs. fad podgrupy). Bud G grupa a a € G. Pak
ord(a) = [(a)c/.
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OBRAZEK 7. Rozklad grupy G podle podgrupy H a jeho transverzéla.

Diikaz. Podle Diisledku je (a)g = {d* : k € Z}. Viimnéte si, ze o' = o’
pravé tehdy, kdyz a’~7/ = 1. Je-li ord(a) = oo, pak za4dné n # 0 s vlastnosti a™ = 1
neexistuje, ¢ili mocniny a”* jsou po dvou riizné a podgrupa (a) je nekone¢na. Je-

li ord(a) = n < oo, pak jsou mocniny a’,al,...,a" ! po dvou riizné, oviem dalsi
mocniny nové prvky nepfidaji: a® = a® =1, "' = a®-a' = a!, a"? = a"-a? = a?
atd., obecné a?"*" = (a")?-a” = a". Tedy (a)g = {a’,a',...,a" "'} obsahuje
presné n prvkd. O

11.2. Lagrangeova véta.

Zakladni aritmetickou vlastnosti kone¢nych grup je fakt, ze fady podgrup déli
rad celé grupy, tj.

H<G = |H]|ddli|G|
Specialné, diky Tvrzeni[11.6] Tad prvku déli fad celé grupy.

Myslenka dtkazu Lagrangeovy véty neni slozita: celou grupu G rozlozime na
nékolik podmnozin, které jsou po dvou disjunktni a stejné velké jako dana pod-
grupa H. Pocet prvka grupy G tak bude roven poctu prvkia H krat pocet téchto
podmnozin. Nesamoziejmou ¢asti diikazu je konstrukce tohoto rozkladu.

Definice. Bud G grupa a H jeji podgrupa:
e mnoziny aH = {ah : h € H}, kde a € G, se nazyvaji rozkladové tridy
podgrupy H;
e podmnozina T' C G s vlastnosti [T NaH| = 1 pro kazdé a € G se nazyva
transverzala rozkladu G podle H;
e pocet rozkladovych t¥id se nazyva indexr podgrupy H v grupé G a znadi se

[G:H]|=|{aH: a € G}

Pojmy, které jsme definovali, se nékdy pouzivaji s privlastkem levy, tj. levé roz-
kladové ttidy, leva transverzala, levy index. Pravymi rozkladovymi tridami pak ro-
zumime mnoziny Ha = {ha: h € H} a ostatni pojmy se definuji analogicky. Levé
a pravé varianty mohou byt stejné ¢i rizné (viz pfiklady nize), ale jak uvidime,
pocet rozkladovych tfid, tj. index, vyjde z obou stran stejné.

Priklad. Bud G=Z aH ={h €Z: n| h}. Rozkladovou t¥idu uréenou prvkem
a € Z muzeme vyjadrit

aH={a+h: heH}={a+nk: k€eZl={ueZ: u=a (modn)}.
Dvé rozkladové tiidy aH, bH jsou bud stejné, nebo disjunktni, pfiemz aH = bH
pravé tehdy, kdyz a = b (mod n). Dostavame tak n rtiznych po dvou disjunktnich
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rozkladovych t¥id, [G : H] = n. Jako transverzalu lze zvolit napt. T = {0, ...,n—1},
mnozinu vSech moznych zbytki po déleni n.

Piiklad. Bud G =S,, aH=A,. Pak 74, = A,7m = A, pro libovolnou 7 sudou
a mA, = A,7 sestava ze vSech lichych permutaci pro libovolnou 7 lichou. Grupa
S, se tedy rozklad4 na dvé disjunktni rozkladové tiidy (levé i pravé jsou stejné),
[Sn : A,] = 2 a jako transverzélu lze zvolit napf. T = {id, (1 2)}.

Levé a pravé rozkladové tiidy nemusi byt vzdy stejné, nejmensim prikladem je
nasledujici situace.

Priklad. Bud G = S; a H = {id, (1 2)}. Snadno spoéteme, Ze levy i pravy rozklad
obsahuje tfi dvouprvkové tiidy, avsak

(13)H ={(13),(123)}, ale H(13)={(13),(132).

Lagrangeovu vétu dokadzeme pomoci dvou zékladnich vlastnosti rozkladi: za
prvé, ruzné rozkladové t¥idy jsou disjunktni, a za druhé, vSsechny rozkladové tiidy
jsou stejné velké. Analogické tvrzeni plati i pro pravé rozkladové t¥idy.

Lemma 11.7 (disjunkce rozkladovych t¥id). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro
kazdé a,b € G plati bud aH = bH, nebo aH NbH = (.

Diikaz. Predpokladejme aH N bH # (), dokdZeme, ze aH = bH. Uvazujme c €
aH NbH a napiSme ¢ = ah; = bhy pro néjaka hy, hy € H. Pak pro kazdé ah € aH
plati
ah = chi'h =bhohy'h € bH
——
€H
a podobné pro kazdé bh € bH plati

bh = chy'h = ahihy'h € aH.
N——

€H
Tedy aH = bH. O

Lemma 11.8 (velikost rozkladovych t¥id). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro
kazdé a € G plati |aH| = |H|.

Diikaz. Uvazujme zobrazeni f : G — G definované f(xz) = az. Toto zobrazeni
je prosté: kdyby ax = f(z) = f(y) = ay, krdcenim dostaneme z = y. Pfitom
f(H) = aH, tedy f|u je bijekce mezi H a aH, takZe jsou tyto mnoZiny stejné
velké. [l

Lagrangeovu vétu lze formulovat i pro nekoneéné grupy, s pouzitim kardinalnich
¢isel pro oznaceni velikosti mnozin. Ctenafi, ktery kardinalni ¢isla nevidél, postaci
k porozuméni tvrzeni vlastnost, ze soucin velikosti mnozin je roven velikosti kar-
tézského soucinu, tj. |X|-|Y| = |X x Y|. Dikaz véty je pro kone¢né i nekoneéné
mnoziny stejny.

Véta 11.9 (Lagrangeova véta). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pak
G| = |H|-[G : H].

Diikaz. Zvolme néjakou transverzalu T' a napiSme

G = UaH.
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Podle Lemmatu jde o disjunktni sjednoceni, takZe pocdet prvki lze spocitat
jako soucet velikosti jednotlivych podmnozin:
G| =) |aH|=) |H|=|T|-|H| =[G : H] [H]|
a€T acT

V druhé rovnosti jsme pouzili Lemma [11.8| a ve ¢tvrté rovnosti jsme pouzili vztah
|T| =[G : H], ktery plyne z Lemmatu O

Priklad. Specidlnim pfipadem Lagrangeovy véty je Eulerova véta (Véta, jejiz
elementéarni diikaz jsme predvedli v sekci Zvolme G = Z* a a € Z*, tedy a je
celé ¢islo nesoudélné s n. Pak ord(a) déli |Z}| = p(n), ¢li p(n) = k - ord(a) pro
n€jaké k. V grupé Z; tedy plati

aap(n) — (aord(a))k — 1k -1

éili v jazyce teorie ¢isel a?(™ =1 (mod n).
Na zaveér sekce ukazeme kritérium, podle kterého se snadno pozna, zda jsou dveé
rozkladové t¥idy stejné.
Tvrzeni 11.10 (rovnost rozkladovych tfid). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro
kazdé a,b € G plati
(1) aH = bH prdvé tehdy, kdy? a='b € H;
(2) Ha = Hb prdvé tehdy, kdyz ab=' € H.
Dikaz. (1) (=) Protoze aH = bH, mame b € aH, a tedy b = ah pro n&jaké h € H.
Tudiz a='b = h € H. (<) Jestlize a~'b € H, pak pro kazdé ah € aH plati
ah =bb"'ah =b(a"'b)"'h € bH
—_————
eH
a podobné pro kazdé bh € bH plati
bh = a(a"'b)h € aH.
———
€H
Tedy aH = bH. (2) se dokaze analogicky. O

Cviceni 11.11. Pomoci Tvrzeni[11.1(] dokaZte, Ze mezi leviymi a pravymi rozkla-
dovymi tiidami existuje bijekce, dand predpisem aH — Ha ™ '.

12. PUSOBENI GRUPY NA MNOZINE

12.1. Abstraktni grupa jako grupa permutaci.

V mnoha situacich se hodi interpretovat danou abstraktni grupu jako grupu
permutaci na jisté mnoziné. Naptiklad ¢iselnou grupu Z, lze interpretovat jako
grupu permutaci roviny, kde ¢islu k& odpovida rotace o thel k - 27 /n podle daného
stfedu. Soucet dvou ¢isel modulo n odpovida slozeni pfislusnych rotaci, opacné
¢islo odpovida opacné rotaci a nula identické permutaci. Toto pozorovani motivuje
néasledujici definici.

Definice. Pusobenim grupy G na mnoziné X rozumime libovolné zobrazeni w :
G — Sx spliujici

m(gh) = m(g) o m(h), m(g~") = m(g9)~" a (1) =id
pro kazdé g, h € G. Hodnotu permutace 7(g) na prvku « € X budeme znadit kratce
9(x).
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Z definice plyne, Ze jednotka v G ptisobi jako identita, g~' ptisobi jako inverzni
permutace k 7(g) a plati vztah (g - h)(z) = g(h(x)). Mizeme si pfedstavovat, Ze
prvky grupy G ,hybou” s prvky mnoziny X, pficemz jak se prvky v G nasobi, tak
se prislusné ,pohyby* skladaji.

Priklad. Trividlnim pfipadem je pfirozené puisobeni permutacni grupy G < Sx
na mnozinu X, kde 7(g) = g.

Piiklad. Ptsobeni z ivodniho odstavce odpovida nasledujici konfiguraci: G = Z,,,
X =R? a 7(k) je permutace na X dané piedpisem

a) cos(k-2m/n) —sin(k-27/n)\ (a
b sin(k - 2m/n)  cos(k - 2w /n) b)"
Priklad. Maticové grupy lze interpretovat jako permutace piislusného vektorového

prostoru dané pfislusnym linedrnim zobrazenim: zde G < GL,,(T), X =T" an(A)
je permutace mnoziny 7", ktera vektor v zobrazi na soucin Av.

Jako motivaci, pro¢ uvazovat abstraktni koncept ptisobeni grupy na mnoziné, si
ukézeme jednu pé€knou aplikaci v kombinatorice. Jak spocitat jisty typ objektd az
na dané symetrie? Napriklad, kolika zpusoby je mozné obarvit stény krychle dvéma
barvami az na otoceni, tj. kdyz dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud jedno
z druhého dostaneme rotaci krychle? Pro jednoduchost budeme metodu ilustrovat
v dvojrozmérném piipadé.

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit policka ¢tvercové tabulky 2 x 2 dvéma
barvami aZ na otoceni? Tj. dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud jedno z
druhého dostaneme otocenim tabulky.

Tuto tlohu je snadné Tesit prostym vyctem vSech moznych obarveni, vyjde nam
nasledujicich Sest:

XX Xxx X X ] L
XIX] [ Ix

Ale pfi vétsim poc¢tu barev nebo vétsim poctu policek bychom se nedopocitali.
Nejprve si ujasnéme, co presné znamend pocitani ,az na danou symetrii“. Dva
objekty povazujeme za totozné, pokud jeden z druhého dostaneme pomoci néjakého
povoleného zobrazeni. V nasi tloze jsou to rotace, které zachovavaji dany ctverec,
tj. rotace roviny o 0, 90, 180 a 270 stupn kolem stfedu ¢tverce. Uvazujme tedy
pusobeni grupy G sestavajici z téchto ¢tyfech rotaci na mnoziné X sestavajici ze
véech moZnych obarveni ¢tverce 2 x 2 dvéma barvami (¢ili | X| = 2% = 16), kde 7(g)
je permutace, ktera otoci tabulku o pfislusny thel i s danym obarvenim.

Nyni zpét k teorii. V celém zbytku sekce budeme uvazovat libovolné piisobeni
grupy G na mnozinu X . Budeme potfebovat nékolik uziteénych definic a vlastnosti.

Definice. Zavedeme tzv. relaci tranzitivity ~ na mnoziné X: definujeme x ~ 1y,
pokud existuje g € G takové, ze g(z) = y.

Volné feceno, = ~ y, pokud néjakd permutace pfesouva prvek = na prvek y.

Lemma 12.1. Relace ~ je ekvivalence na mnoziné X.
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Diikaz. Reflexivita: jednotka ptsobi jako identita, tj. 1(z) = id(x) = x. Symetrie:
inverz prvku ptisobi jako inverzni permutace, tj. g(x) = y implikuje ¢~ (y) = .
Tranzitivita: nésobeni odpovida skladani permutaci, ¢ili pokud = ~ y ~ z, tj.
g9(z) =y a h(y) = z pro néjaka g,h € G, pak (h-g)(z) = h(g(x)) = h(y) = 2, a
tedy = ~ z. O

Bloky ekvivalence ~ nazyvame orbity. Orbitu obsahujici prvek = budeme znadit
[z]={ye X: z~y}={g(z): g€G}.

Piiklad. V motivaéni tloze jsou v relaci ~ pravé ty dvojice obraveni, kde 1ze jedno
z druhého dostat oto¢enim. Mnozina vSech obarveni se tedy rozpadne na Sest orbit

nasledujicim zpusobem:
x[X
XX

XX XX X [

[IXI X XX [XX]

X XX X [

[IxXI ] XL [XIX]
X X
LI [XI]

L x| [XI]

X1 [CIX] | L1

0

Resenim motivacéni tlohy je pocet orbit v tomto ptisoben.

Definice. Bod z € X se nazyvd pevngm bodem prvku g € G, pokud g(z) = =z.
Mnozinu v8ech pevnych bodi prvku g € G budeme znacit

Xg={reX: g(x)=1a}
a stabilizatorem prvku x € X nazveme mnozinu
G, ={9€G: g(x) =z}
Priklad. Stabilizatorem obou jednobarevnych obarveni je cela grupa G. Stabilizé-

tor obarveni gﬂ obsahuje pouze identitu. Stabilizator obarveni % obsahuje identitu
a rotaci o 180 stupni.

Lemma 12.2. Stabilizdtor G, tvori podgrupu grupy G.

Diikaz. Jednotka nélezi G, nebot 1(z) = id(z) = z. Pokud g(x) = z, pak také
g'(x) = =. A pokud g, h € G, tj. plati g(x) = h(z) = z, pak (gh)(z) = g(h(z)) =
g(x) =z, ¢ili gh € G,. O

Zasadni vyznam ma nasledujici tvrzeni, které dava do souvislosti velikost stabi-
lizatoru a velikost orbity.

Tvrzeni 12.3 (velikost orbity vs. index stabilizdtoru). Necht grupa G pisobi na
mnoziné X. Pak pro kazdé x € X plati

Hx” =[G : G,

Dikaz. Index [G : G| znaéi poéet rozkladovych t¥id podgrupy G, staci tedy najit
bijekci mezi prvky orbity a mnozinou rozkladovych t¥id. Uvazujme zobrazeni

(P:{ngI gGG}—)[(t], gGI}_)g('T)'
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Dokéazeme, ze to je bijekce. Predné je tfeba ovérit, ze jsme dobfe definovali zob-
razeni: mohlo by se stat, ze tutéz rozkladovou tfidu méme oznacenu dvéma rtz-
nymi zpusoby, tj. ze ¢G, = hG,, a pritom se ji snazime pfifadit rizné hodnoty
g(x) # h(z). OvSem podle Tvrzeni [11.10| plati

9G. =hG, & hlge G, & hlglx)=2 < g(x) = h(z),

a tedy ¢ je nejen dobfe definované, ale také prosté. Navic pro kazdy prvek y € [z]
existuje g € G splijici g(z) = y, tedy ¢ je bijekce. O

Je-li grupa G konecnd, kombinaci Tvrzeni [12.3] a Lagrangeovy véty dostavame

vztah
|G| = [Gal - [[z]]

Specidlng, velikost kazdé orbity déli fad grupy G (vSimnéte si, Ze to je splnéno v
nasi motivac¢ni tloze).
12.2. Burnsideova véta a poditani orbit.

Ozna¢me X/~ mnozinu vSech bloki ekvivalence ~ na mnoziné X. V naSem
kontextu bude |X/~| znacit pocet orbit daného piisobeni.

Véta 12.4 (Burnsideova véta). Necht koneénd grupa G pisobi na konecnou mnoZinu

X. Pak )
| X/~ = Z | X,].
|G|
geG

Vzorec lze interpretovat tak, ze pocet orbit je roven prumérnému poctu pevnych
bodi, kde primeér pocitame pres vSechny prvky grupy G.
Diikaz. Oznacme

M={(g,2) eGxX: g(z) ==z}
Prvky této mnoziny mtZzeme spodéitat dvéma zptisoby: bud ke kazdému g spocitdme
pocet x takovych, Ze (g,z) € M, nebo naopak, ke kazdému x spocitdme pocet g
takovych, ze (g,2) € M. Dostaneme tak nésledujici rovnost:
M| =" 1X| = Y |Gal.
geG reX

Pouzitim této rovnosti dopoéitéme uvedeny vzorec:

|G’| 1
Z Xy Z |G = \G| Z Z T -
gEG rzeX X
1
z > = z Y- X oo X
o€ X/N)IEO Oe(X/N)weO 0€e(X/~) (X /)~
Vysledek je tedy roven velikosti mnoziny X/~. O

Priklad. Vratme se k motivacn{ tloze. Rotace o 0 stupiiii (tj. identita) zachovéava
v8echna obarveni, tedy |Xo| = |X| = 16. Rotace o 90 stupiii zobrazuje levé dolni
policko na levé horni, levé horni na pravé horni, atd., ¢ili abychom dostali stejné
obarveni, musi mit v8echna ¢tyfi polic¢ka stejnou barvu. Tedy |Xgg| = 2. Podobné
| X270] = 2. Rotace o 180 stupiiti zamétiuje levé dolni policko za pravé horni a levé
horni za pravé dolni. Tyto dvé dvojice tedy musi byt stejnobarevné a to lze provést
GtyFmi zpﬁsoby Tedy | X150| = 4. Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni az na
otoceni 1 - (16 +2+4+2) =6.
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Metodu ilustrujeme na nékolika dalsich tlohéch.

Uloha. (a) Détské stavebnice obsahuje tii cervené, tii zelené a tii modré ¢tvercové
desticky. Kolika zptsoby je 1ze sestavit do velkého ¢tverce 3 x 37 Dvé sestavy pova-
Zujeme za totozné, pokud jednu z druhé dostaneme otocenim. (b) Jak se vysledek
zméni, pokud je mozné dilky pevné spojovat? Tedy pokud dveé sestavy povazujeme
za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim a pfevracenim.

Reseni. Misto sestav budeme uvazovat barveni jednotlivych policek étverce. Cili X
bude mnozina viech obarveni ¢tverce 3 x 3 danym poctem barev a G bude (a) grupa
Z4 interpretovand jako rotace ¢tverce, (b) grupa Dg vSech symetrii étverce. Grupa
G pusobi na X tak, Ze pfislu$nd permutace otoéi/prevrati ¢tverec i s jeho obar-
venim. ReSenim tlohy je pocet orbit tohoto ptisobeni (dvé obarveni jsou v jedné
orbité pravé tehdy, kdyz jedno z druhého dostaneme otocenim, resp. prevrdcenim).

Napiseme tabulku, v jejimz prvnim sloupci bude seznam prvkt grupy G, pricemz
zobrazeni ,podobného typu“ budeme sdruzovat (rozumi se, Ze prvky ,,podobného
typu“ maji stejné velké mnoziny pevnych bodti), v druhém sloupci bude pocet
prvkta daného typu a ve tfetim pocet pevnych bodu téchto prvkia. Pevnym bodem
se rozumi takové obarveni, které po daném otoceni/pfevraceni vypad4 stejné.

g # |Xg‘

id 1 | 1680
rotace o & 90° 2 0
1

2

2

rotace o 180° 0
osa pres vrcholy 36
osa stfedem hran 36

Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni
(a) 7-(1680+2-0+1-0) =420,
(b) £-(16804+2-0+1-0+2-36+2-36) = 228.

eI N

O

Uloha. Kolik nahrdelnikii Ize sestavit (a:Sparta) ze tii éervenych, tii zlutych a tif
modrych kulicek, (b:Bohemians) z Sesti zelenych a tii bilych kulicek? (Nezalezi na
poloze néhrdelniku, je mozno jej prevracet ¢i otédet.)

Resend. Nahrdelnik reprezentujeme jako obarveni vrcholti pravidelného devititithel-
nika. Cili X, resp. Y, bude mnozina vSech obarveni vrcholii pravidelného devitii-
helnika danymi barvami a G = D3 bude grupa vSech symetrii pravidelného devi-
titthelnika, kterd ptisobi na X, resp. Y, tak, ze pfislusna permutace oto¢i/prevrati
devitithelnik i s jeho obarvenim. Kazdé orbité tohoto pusobeni odpovida praveé
jeden nahrdelnik (jehoz kulicky jsou uspofadény podle toho obarveni). NapiSeme
tabulku podobné jako v ptfedchozi tloze.

[ Xl | [V
1680 | 84

g
id
rotace o £+ 1 vrchol
rotace o £ 2 vrcholy
rotace o £ 3 vrcholy
rotace o £ 4 vrcholy
reflexe

O NN NN Tk

S o oo O
= O Ww o o
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Podle Burnsideovy véty je pocet nahrdelnikii (a) 15 - (1680 4 2 - 6) = 94, resp.
(b) & - (84+2-349-4)=7T. O

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit stény krychle dvéma barvami? Kolika
zpusoby lze pfifadit sténam cisla 1 az 67 A kolik existuje hracich kostek, tj. kolika
zpusoby lze pfiradit ¢isla 1 az 6 tak, ze soucet protilehlych stén je sedm? Dvé obar-
veni/pFifazeni povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého dostat otocenim
krychle.

Reseni. Bud X mnoZina vSech obarveni stén krychle dvéma barvami, Y mnozZina
vSech prifazeni ¢isel 1 az 6 sténam a Z mnozina téch pfifazeni z Y, jejichz protilehlé
stény davaji soucet sedm. G bude grupa vsech rotaci krychle piisobicina X, Y i Z
tak, ze piislusnd permutace otoéi krychli i s jejim obarvenim/pfifazenim. NapiSeme
tabulku podobné jako v predchozi tloze.

g # | [ Xgl | [Ygl | 1Z4]
identita 1] 26 | 6! | 48
osa pres stiedy protilehljch stén, +£90° | 6 | 23 0 0
osa pies stfedy protilehljch stén, +180° | 3 | 2% 0 0
osa pres stiedy protilehlych hran, +180° | 6 | 23 0 0
osa pres protilehlé vrcholy, +120° 8 | 22 0 0
Tedy pocty orbit jsou
~| =L . (26 .94 .93 .92} _
:I))/(//N”:ilé?:—;g 24 +12-2%48-2%) =10,
2> J
o |Z/~|=55-48=2.
Jak znamo, hraci kostky jsou dvé, pravotociva a levotociva, podle poradi stén 1, 2,
3 pii pohledu na roh kostky. ktery tato cisla sdili. O

Burnsideovu vétu lze pouzit v fadé dalsich aplikaci, napf. pokud chceme zjistit
pocet néjakych struktur dané velikosti az na izomorfismus. Metodu ilustrujeme na
grafech se ¢tyfmi vrcholy.

Priklad. Bud X mnozina vSech graft s vrcholy 1,2, 3, 4. Dva grafy jsou izomorfni,
pokud existuje permutace z Sy, kterd prevadi hrany na hrany a mezery na mezery.
Uvazujme tedy ptisobeni grupy S, na X tak, ze dand permutace piehazi vrcholy
i s hranami, které do nich vedou. Orbity tohoto ptisobeni budou obsahovat praveé
vSechny navzajem izomorfni grafy, pocet neizomorfnich grafa je tedy roven poctu
orbit. Refenim je tabulka

g # ‘Xgl
id [ 1] 2°
() | 6] 2
(D) | 3| 2¢
(.) | 8| 22
(..) | 6] 22

Vidime, Ze ¢tyfprvkovych grafi je 11.

Na zaveér ukazeme jednu zajimavost s elegantnim dikazem. Permutacni grupa
se nazyva tranzitivni, ma-li jen jednu orbitu (ve svém piirozeném puisobeni). Napt.
grupy S,, A, Da, jsou tranzitivni, grupa ((1 2)(3 4))s, neni.
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Véta 12.5 (Jordanova véta). Kazdd alespori dvouprvkovd koneénd tranzitivni grupa
obsahuje alespori jednu permutaci bez pevného bodu.

Diikaz. Podle Burnsideovy véty je pocet orbit roven primérnému poc¢tu pevnych
bodu. Tranzitivita fika, ze pocet orbit je 1. Pfitom identita ma alespon dva pevné
body, tedy nadprimeérné mnozstvi, takze musi existovat permutace, kterd ma pod-
prumeérné mnozstvi pevnych bodd. Protoze je pocet pevnych bodu nezaporné celé
¢islo, jedinad podprimérna hodnota je 0. Tedy existuje permutace bez pevného
bodu. O

13. CYKLICKE GRUPY

13.1. Podgrupy, generatory, fady prvkiu.
Grupa G se nazyva cyklickd, pokud je generovand jednim prvkem, tj.

G = <a>G

pro néjaké a € G. Jeji prvky lze diky Disledku vyjadrit jako mocniny genera-
toru,
G=1{d": kez},

z ¢ehoz je vidét, Ze je to nutné grupa abelovska. Z Tvrzeni plyne, Ze je-li fad
a nekoneény, pak jsou tyto mocniny po dvou rtzné, a je-li ord(a) = n koneény,
pak G = {a’,a',...,a"!}. Odsud pochézi nazev pro cyklické grupy: pii ndsobeni
danym prvkem a cyklicky prochazime pres vSechny prvky grupy G.

Piiklady.

Grupy Z a Z,, n € N, jsou cyklické, generované prvkem 1.

Grupy C,, < C* sestavajici ze vSech komplexnich kofend polynomu z” — 1
jsou cyklické, C,, = (e2™/™).

V této sekci si dokazeme, ze grupy Z, jsou cyklické pro kazdé prvocislo p
(Véta [13.7). Napiiklad Z; = (2), Z% = (3), Z3, = (2).

Nékteré grupy Z:, n slozené, jsou cyklické, napf. Z§ = {1,5} = (5), ale
nékteré ne, napf. grupa Zg cyklickd neni.

Kazda grupa G prvociselného fadu je cyklickd. Uvazujme podgrupu (a),
a # 1. Podle Lagrangeovy véty je [(a)| déli |G|, pfitom |(a)| > 1, tedy
[(a)| = |G| a prvek a tuto grupu generuje.

Nejprve se podivame, jak vypadaji podgrupy cyklickych grup.
Tvrzeni 13.1. KaZdd podgrupa cyklické grupy je cyklickd.

Diikaz. Bud H podgrupa cyklické grupy G = (a). Je-li H = {1}, pak H = (1).
V opa¢ném piipadé oznaéme k nejmensi kladné &islo takové, ze a* € H (takové
jisté existuje: je-li 1 # b € H, pak b = a' pro néjaké [ a bud b nebo b~ ma
exponent kladny). Dokazeme, ze H = (a*). Inkluze (a*) C H je ziejma. Pro spor
tedy predpokladejme, 7ze existuje né&jaky prvek a” € H ~ (a*). Nutné k { n, jinak
bychom méli a” = (a*)"/* € (a*). Napisme n = kq + r, kde 0 < r < k. Pak

a" =a" "k =q". (ak)_q € H,

protoze a™ i a* lezi v H, coz je spor s volbou k jako nejmensiho kladného ¢isla s
vlastnosti a* € H. ]
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OBRAZEK 8. Ilustrace faktu, pro¢ se cyklické grupy nazyvaji cyklické.

Piiklad. Grupa Z je cyklicka, ¢ili jeji podgrupy jsou cyklické, tedy tvaru
H=(k)=kZ={a€Z: k|a}.

Pritom kZ = IZ pravé tehdy, kdyz k& = +l. Podgrupy jsou tedy ve vzijemné
jednoznacéné korepondenci s nezdpornymi ¢isly a kZ C IZ pravé tehdy, kdyz 1 | k.
Cili podgrupy jsou uspotadany vzhledem k inkluzi opa¢né nez mnozina N U {0}
délitelnosti.

vvvvvv

generovat stejné podgrupy.

Lemma 13.2 (podgrupy cyklickych grup). Bud G = (a) cyklickd grupa. Pak
(1) (a*,a!) = (aNSPFD),
(2) je-li |G| = n, pak (a¥) = (aNSP(k:n)),

Diikaz. (1) Protoze NSD(k,1) déli k i [, plati a*, a' € (aNSP®*D), &imz mame pro-
kazanu inkluzi C. Naopak, podle Bézoutovy rovnosti je NSD(k,1) = uk + vl pro
néjakd u,v € Z, a tedy

aNSD(kJ) _ auk+vl — (ak)u . (al)v c <ak7al>,

¢imz mame prokazanu inkluzi O.
(2) Dosadime | = n: pak (aNSP*m)) = (gF a™) = (a*), protoze a™ = 1. O

Tvrzeni 13.3 (generatory cyklickych grup). Bud G = (a) cyklickd grupa.

(1) Pokud je G nekoneénd, generdtorem jsou pouze proky a,a™*.

(2) Pokud je G konecnd vddu n, generdtorem jsou prdavé proky a®, kde k €
{1,...,n — 1} je nesoudélné s n.

Diikaz. (1) Oba prvky a,a”! grupu G generuji, protoze {a* : k € Z} = {a™% :
k € Z}. Z4dny jiny generator grupa G nemé: kdyby G = (a") pro néjaké n, pak by
existovalo m € Z takové, Ze a = (a™)™, a dostali bychom 1 = (a")™-a~! = a™"~};
fad a je ovSsem nekonecny, a tedy mn =1, ¢ili n = +1.
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(2) Podle Lemmatu|13.2]je (a*) = (aNSP*™). Pokud NSD(k,n) = 1, pak (a*) =
(a) = G. Pokud NSD(k,n) = d # 1, pak (a*) = (a?) = {a?,a??,... ad?} je vlastni
podgrupa. O

Priklad (podgrupy grupy Z,). Grupa Z, je cyklicka, ¢ili jeji podgrupy jsou cyk-
lické, tedy tvaru

(k) =kZp, ={kumodn: u=0,...,n—1},

pro néjaké k € {0,...,n — 1}. Z Lemmatu 2) s volbou a = 1 plyne, ze kZ,, =
NSD(k,n)Z,, tedy kZ,, = IZ,, prévé tehdy, kdyz NSD(k,n) = NSD(l,n). Podgrupy
jsou tedy ve vzdjemné jednoznacéné korepondenci s déliteli ¢isla n. Pro k,1 | n pak
plati, e kZ,, C IZ,, pravé tehdy, kdyz [ | k. Cili podgrupy jsou uspotradany vzhledem
k inkluzi opa¢né nez mnozina vSech déliteli ¢isla n délitelnosti. Podle Tvrzeni [13.3]
je Z,, = (k) pravé tehdy, kdyz jsou k,n nesoudélna.

Piiklad (podgrupy grupy Z;). Grupa Zj; = (2) je cyklicka fadu 10, ¢ili jeji pod-
grupy jsou cyklické, tedy tvaru

(2% = {2** mod 11 : w=0,...,10},

pro né&jaké k € {0,...,9}. Z Lemmatu 2) plyne, ze (2¥) = (2!) pravé tehdy,
kdyz NSD(k,n) = NSD(I,n). Podgrupy jsou tedy ve vzdjemné jednoznalné kore-
pondenci s déliteli ¢isla 10, mame tedy ¢tyfi podgrupy,

<21> = ih <22> = {174757973}7 <25> = {1710}7 <210> = {1}

Generatory jsou prvky 2F takové, ze k je nesoudélné s 10, tedy prvky 2! = 2,
23 =8, 26 =7 a 29 = 6. VSimnéte si, ze to jsou pravé éisla, kterd nepatii do zadné
z vlastnich podgrup vypsanych vyse.

Uloha se pifmocafe zobecni na libovolnou grupu Z, p prvocislo, o které si
ukdzeme, je vzdy cyklickd, byt neni ziejmé, ktery prvek a je generdtorem. Pod-
grupy pak budou pravé (a*), kde k | p — 1, generatory budou pravé prvky a”, kde
NSD(k,p—1) =1.

Z Tvrzeni plyne, Ze cyklickd grupa fddu n méa préavé ¢(n) generatort, kde
@ znacl Eulerovu funkci. Tohoto faktu vyuzijeme k feseni obecnéjsi tlohy: spoci-
tame pocet prvkl kazdého fadu. V nekoneénych cyklickych grupach maji vSechny
prvky kromé jednotky iad nekonecény. V koneénych grupach dava Lagrangeova véta
omezeni na pfipustné rady. Ukazeme si, ze v cyklickych grupach prvky vSech pii-
pustnych Ffadu existuji a jejich pocet je dan Eulerovou funkci.

Tvrzeni 13.4 (faddy prvku cyklickych grup). Cyklickd grupa koneéného tddu n
obsahuje pravé o(d) prvki tddu d pro kaZdé d | n.

Dikaz. Bud G cyklickd grupa koneéného fadu n. Kazdy prvek fadu d | n je generd-
torem néjaké cyklické podgrupy radu d. Takova podgrupa vsak v G existuje pouze
jedna: podle Lemmatu jsou vechny podgrupy v G tvaru (a*), k | n. Pfitom
|(a*)| = T, cili (a®) je jedind podgrupa fadu d. Ta ma podle Tvrzeni prave
©(d) generatort. O

Tvrzeni o poCtu prvka daného fadu lze pouzit k dikazu nasledujici kombinato-
rické identity.

Tvrzeni 13.5. Pro kaZzdé n € N plati 3y~ (d) = n.
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Dikaz. Budeme pocitat pocet prvka grupy Z, dvéma zpisoby. Jeden zpisob je

trividlni: grupa obsahuje ¢éisla 0,...,n—1, tedy |Z,| = n. Podruhé spo¢itdme prvky
podle fadt: podle Lagrangeovy véty jsou pfipustné fady d | n, tedy |Z,| = de Ugq,
kde ug znaéi pocet prvki fadu d. Tvrzeni fika, ze uqg = p(d). O

13.2. Multiplikativni grupy koneénych téles jsou cyklické.
Tvrzeni uvedené v nazvu podsekce ma dalekosdhlé dusledky v teorii konecnych
téles. K jeho dikazu pouzijeme nasledujici kritérium cykli¢nosti.

Lemma 13.6. Bud G koneénd grupa a predpoklddejme, Ze pro kazdé k grupa G
obsahuje nejuyse k proki a spliiujicich a* = 1. Pak je grupa G cyklickd.

Diikaz. Ozna¢me n = |G| a uy podet prvki fadu k v grupé G. Podle Lagrangeovy
véty je ur = 0 pro vSechna k t n, a tedy n = de ug (pocitdme prvky G podle
jejich fadu jako v Tvrzeni .

Uvazujme néjaky prvek a fadu k v G. Podgrupa (a) je cyklickd fadu k a vSechny
prvky b € (a) spliuji b* = 1. Podle ptedpokladu v G zadné jiné prvky s touto
vlastnosti nejsou, takze (a) je jedina cyklickd podgrupa fadu k v G. Podle Tvrzeni
mé (k) generdtord, a tedy ur = (k).

Cili pro kazdé d | n plati ug = 0 nebo ug = ¢(d). DokdZeme, %e vzdy nastane
druhd moznost: podle Tvrzeni je D P(d) =mn =34, ua, takze uq = ¢(d)
pro vSechna d | n. Specidlné u, # 0, a tedy v G existuje prvek fadu n, neboli
generator. (|

Véta 13.7. Bud T téleso a G konecnd podgrupa grupy T*. Pak G je cyklickd.

Driikaz. Podle Véty m4 polynom z* — 1 nejvyse k kotenti v télese T. Tedy grupa
G < T* mtize obsahovat nejvyse k prvka a splitujicich a* = 1 a miZzeme aplikovat
predchozi kritérium. O

Specialné, multiplikativni grupy konecnych téles jsou cyklické. Jejich genera-
tortm se fikad primitivnt proky. Pozor, prvek a v télese Z,[a]/(m) byt primitivni
miize, ale nemusi: pozitivnim ptikladem Fy = Zs[a]/(a? + « + 1), negativnim pii-
kladem je Fg = Z3[a]/(a®+1), kde a generuje pouze ¢tyfprvkovou podgrupu grupy
F§. Primitivni prvky se pouzivaji napiiklad v algoritmu rychlé Fourierovy transfor-
mace, kterd umi vyhodnocovat a interpolovat polynomy v bodech 1, a, a2, ...,a" !
v ¢ase O(nlogn) (zatimco pro n ndhodné zvolenych bodu bychom standardnimi
metodami potfebovali kvadraticky ¢as).

Neni bez zajimavosti, Ze pro grupy Z, lze znéni Véty interpretovat Cisté v
jazyce elementarni teorie ¢isel: pro kazdé prvodéislo p existuje ¢islo a (generator té
grupy) takové, ze kazdé b € {1,...,p— 1} lze vyjad¥it pravé jednim zptsobem jako
b = a* mod p pro n&jaké k € {0,...,p — 2}.

13.3. Diskrétni logaritmus a kryptografie.
Bud G = (a) cyklicka grupa fadu n. Podivejme se zobrazeni

exp: Ly, — G, ks adb.

Zobrazeni se nazyva diskrétni exponencidla a z vySe uvedenych tivah plyne, Ze je
bijektivni. Inverznimu zobrazeni se fika diskrétni logaritmus. Jinymi slovy, diskrétni
logaritmus prvku b € G pfitadi to jediné k € {0,...,n—1}, pro které b = a*; budeme
jej znadit k = log, b. (Pro nekonecné grupy se pouziva analogicka terminologie, ale
z vypocetniho hlediska nejsou tak zajimavé.)
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Pocitat diskrétni exponencialu je zpravidla snadné. Piesnéji feceno, kdykoliv 1ze
v dané grupé efektivné nasobit, pak lze také efektivné mocnit. Urcité ne tak, ze
bychom poéitali a* jako k soucint. Staéi jich méné nez 2|log, k|: napiseme si k ve
dvojkové soutave, k = 2}1:"52 k] u;2%, kde u; € {0,1}, a vyjadiime mocninu jako

i |logs k| i ;
ak = gXizo w2’ — H a?.
pru;=1

P¥itom prvki tvaru a? se ve vzorci vyskytuje nejvise |log, k| + 1 a spoéteme je

postupnym mocnénim
2 212 2t _ o 2i71\2
a, a°, (a*)*, ..., a® =(a* )% ...,

¢ili pomoci |log, k| soudind. Vidime, Ze spocitat libovolnou mocninu v n-prvkové
grupé vyzaduje mén€ nez 2log, n nasobeni.

Empirickd zkusenost ukazuje, ze pro spoustu grup je vypocet diskrétniho lo-
garitmu obtizny. Hledani logaritmu hrubou silou, prochazenim vsSech n moznych
exponentd, je exponencialné pomalejsi nez vypocet mocniny. Pro nékteré grupy je
vypocet snadny (viz piiklad nize), ale napiiklad pro grupy Zj;, p prvocislo, nebo
grupy odvozené z eliptickych kiivek nad kone¢nymi télesy, neni v soucasnosti znadm
vyrazné lepsi postup nez hrubé sila.

Priklad. Uvazujme cyklickou grupu Z, = (a). Logaritmus log, b je roven tomu
(jedinému) k € {0,...,n — 1}, pro které

ka=b (mod n).

Takové k najdeme snadno Eukleidovym algoritmem: podle Tvrzeni|13.3|je generator
nesoudélny s n, spoc¢teme Bézoutovy koeficienty 1 = NSD(a, n) = ua+wvn a vidime,
7e b = uab 4+ vnb = uba (mod n), ¢ili log, b = ub mod n.

Nadale uvazujme libovolnou cyklickou grupu G, pro kterou je diskrétni expo-
nencidla vypocetné zvladatelnd, ale logaritmus nikoliv (pouZzivaji se napf. grupy
Z,, pro prvocisla p > 21000) " Ukazeme si dva kryptografické algoritmy zalozené
na diskrétnim logaritmu: Diffie-Hellmaniv protokol pro vyménu kli¢e (jde o nej-
pouzivangjsi algoritmus svého druhu) a El Gamaliv algoritmus pro kryptografii s
vefejnym klidem (v praxi se pouzivd, i kdyZ algoritmus RSA ze sekce ktery fesi
stejnou tlohu, je vyrazné popularnéjsi).

Diffie-Hellmanuv protokol. Alice a Bob se potfebuji dohodnout na néjakém spo-
leéném hesle (odborné klici), pficemz k dispozici maji pouze vefejny kanél (napt.
odposlouchavany telefon). Jak to provést?

Nejprve se Alice a Bob dohodnou na néjaké cyklické grupé a generatoru, G = (a).
Déle si Alice zvoli éislo m a Bob éislo n z intervalu 2,...,|G| — 1, pficemz kazdy
bude svoje ¢islo drzet v tajnosti. Pak provedou nasledujici tkony: Alice spocte
u = a™ a poSle u Bobovi, Bob spoéte v = a™ a posle v Alici. Poté Alice spocte
™ = (a™)™ = a™" a Bob spoéte u" = (a™)" = a™". Oba ziskali stejny prvek a™"”
a ten prohlasi za spole¢ny klic.

Kdyby nepftitel poslouchal jejich komunikaci, co zjisti? Bude znat grupu G, ge-
nerator a a hodnoty u = a™ a v = a™. Chtél by spocitat prvek a™". Této tloze se
tikd Diffie-Hellmanuv problém. Ocividnym TeSenim je provést diskrétni logaritmus,
ziskat ¢isla m,n, vynasobit je a dopocitat a™”. Toto feSeni vSak neni vypocetné
zvladatelné a zadny efektivni postup neni v soucasné dobé znam.
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El Gamaliv protokol. P¥{jemce zvoli cyklickou grupu G = (a), ndhodné ¢islo

k z intervalu 2,...,|G| — 1 a spocéte b = a*. Verejnym klicem bude G,a,b, jeho
soukromym klicem bude k.
Odesilatel zprévy zvoli ndhodné ¢islo [ z intervalu 2, . . ., |G| —1, které po odeslani
zpravy zniCi, a zpravu = € G zasifruje jako dvojici
y = (a',z-bh).

Pi{jemce obdrzi dvojici y = (u,v) a desifruje ji pomoci k takto:
vouF=z-0 () F =z () ()7F =2

Kdybychom uméli rychle pocitat diskrétni logaritmus, okamzité ziskdme sou-
kromy kli¢. Jsou zndmy i jiné zpusoby ttoku na El Gamaluv algoritmus, diky nimz
napiiklad grupy Z; nejsou povazovany za bezpecné. Obecny postup vSak zndm neni
a El Gamal je povazovan za bezpecny napriklad na dostatecné velkych grupach od-
vozenych z eliptickych kiivek.

Jednim ze zakladnich konceptd v kryptografii je pojem jednosmérné funkce.
Velmi zjednodusené feceno, je to bijektivni zobrazeni f takové, Ze hodnoty f(z)
se daji pocitat rychle, ale neni zndm postup, kterym by bylo mozné ziskat né&jakou
statisticky vyznamnou informaci o hodnotéch inverzniho zobrazeni f~!(y). P¥ikla-
dem je

e diskrétni exponencidla v nékterych grupéach, napf. zobrazeni Z, 1 — Zj,
k — a* mod p pro dostateéné velka prvoéisla p;

e zobrazeni Zy — Zy, a — aF mod N pro vhodné k, N, napi. je-li N sou-
¢inem dvou dostateéné velkych velkych prvocisel (na tomto piikladu je za-
loZena Sifra RSA, viz sekce .

K ¢emu muze byt dobra funkce, kterou lze zpravu dikladné zaSifrovat, ale za
zaddnych okolnosti deSifrovat? Alice a Bob si chtéji na dalku zahrat hru ,panna
nebo orel“. Alice bude hazet minci, Bob hédat. Jak to ale udélat, aby Alice Boba
nepodvedla, kdyz se Bob nemiiZze na minci podivat? Zvolme néjakou jednosmérnou
funkci f na mnoziné {1,...,n}. Pokud Alice hodi orla, zvoli ndhodné liché ¢islo
x, v opa¢ném piipadé zvoli sudé ¢islo. Bobovi posle hodnotu f(z). Protoze je f
jednosmérnd, Bob neumi spoditat, co padlo, zvoli tedy odpovéd nédhodné a sdéli
ji Alici. Nyni Alice zvefejni ¢islo z a Bob ihned vidi, zda vyhral. Pro kontrolu si
spocte f(z) a porovna ho s hodnotou, kterou dostal na za¢atku. Pokud se hodnoty
neshoduji, Alice podvadi. Muze Alice Boba podvést tak, aby na to nepfisel? Dejme
tomu, Ze padl orel a to samé si tipnul Bob. Aby Alice Boba podvedla, musela by
Bobovi ukdzat sudé =’ takové, ze f(z') = f(x). Jenze takové x’ neexistuje, kdyz je
f bijekce.

Pro kryptografii jsou zvlast cenné jednosmérné funkce, ke kterym existuji tzv.
zadng vrdtka, dodate¢nd informace, pomoci které lze inverzni zobrazeni pocitat efek-
tivné. Pfikladem je zobrazeni z Sifry RSA: pocitat odmocniny modulo N je obecné
obtizné, ale zname-li prvociselny rozklad ¢isla N, je to snadné.

V posledni dobé je populdrnim tématem tzv. homomorfni Sifrovdni. Cilem je
najit jednosmérné funkce (se zadnimi vrétky), které by byly homomorfismem viici
néjaké zajimavé operaci. Motivace vychézi z praxe vzdéleného pocitani (cloud com-
puting): radi bychom, aby pro nas nékdo spodcital ¢asové naro¢né tlohy na nasich
datech, ale zaroven bychom nechtéli tato data prozradit. PfeloZzeno do matema-
tického jazyka, mame néjakou operaci * na datech (typickym ptikladem z praxe je
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tfeba souéin velkych matic) a chceme jednosmérnou funkci X — X takovou, ze kdyz
posleme poskytovateli sluzeb hodnoty f(z), f(y), on spocte vysledek f(z) x f(y) a
my jej desSifrujeme zobrazenim f~—', dostaneme spravny vysledek z * y. To jest,
chceme, aby platilo f(x) * f(y) = f(x xy), jinymi slovy, aby f byl homomorfismus
vzhledem k operaci * (kterd je ¢asto grupova, ale jsou i obecnéjsi koncepty). O
homomorfismech se dozvite vice v letnim semestru.

Cviceni 13.8. Vysvétlete néjaké geograficky vzddlené osobé (humanitné zaloZené
sestie, spoluzakovi, ktery nemd rdd algebru, rodi¢im, zvidavému dédeckovi, ...), jak
hrat kamen-nuzky-papir v dobé karantény, a zahrajte si.

DODATEK O PERMUTACICH

Zakladni vlastnosti permutaci.

V tomto odstavci shrneme poznatky, které by mél typicky ctenai mit ze za-
kladniho kurzu linearni algebry nebo diskrétni matematiky, a doplnime je o pojem
konjugace.

Permutaci na mnoziné X rozumime bijekci (vzajemné jednoznacéné zobrazeni)
X — X. Pro permutace 7,0 na X definujeme operace o, ~!, id predpisy

e Too:x— w(o(x)),

e 71 : s (ten jediny) prvek y sphiujici 7(y) = =,

e id:x+— x.
Oznacéime-li Sy mnozinu viech permutaci na mnoziné X, pak Sx = (Sx,0,”!,id)
je tzv. symetrickd grupa na X. Podgrupam této grupy se rikd permutacni grupy.
Je-li X ={1,...,n}, zna¢ime Sx = S,,.

Cyklus v permutaci 7 je posloupnost a1, . . . , ax navzajem ruznych prvk mnoziny
X spliwjici 7(a1) = a9, w(az) = as, ..., m(ar) = a1. Rozkladem na cykly se rozumi
Zapis
(an a2 ... alkl)(am a2 ... azkg) T (am1 am2 ... amkm)7

kde a;1,aio,...,aik,, 1 = 1,...,m, jsou pod dvou rtzné prvky. Cykly délky 1 se
ze zéapisu zpravidla vynechdvaji. (Je-li X kone¢nd mnozina, rozklad na cykly jisté
existuje; pro nekoneéné mnoziny bychom museli povolit ,nekoneéné cykly“.)
Transpozici rozumime permutaci tvaru (x y). Permutace na kone¢né mnoziné se
nazyva sudd, pokud se sklada ze sudého poctu transpozic, lichd v opa¢ném pripadé
(méme-li dva rizné rozklady jedné permutace, mohou mit rizné délky, ale, jak lze
snadno nahlédnout, stejnou paritu). Definujeme znaménko permutace: sgnm = 1,

je-li m suda, a sgnm = —1, je-li 7 licha. Z definice snadno plyne, Ze
sgn(moo) =sgnm-sgno a sgnm ' =sgn.
Z rozkladu (aj ag ... ag) = (a1 ag)o...o (a1 ag) o (a1 as) vidime, Ze cykly sudé

délky jsou liché a naopak, a ze

sgnmw = (71)n7p0cet cykla v r _ (71)poéet cykla v w sudé delky.
Diky uvedenym vztahtim tvoii sudé permutace podgrupu v S,, tzv. alternujici
grupu A,,.

Definice. Permutaci pomop~!

podle permutace p.

nazyvame permutact konjugovanou s permutaci 7
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OBRAZEK 9. Loydova patnactka a ¢islovani poli

Konjugace ma velmi pfirozenou interpretaci: pro

™= (a11 a1z ... a1k1)~-~(am1 aAm?2 . - - amkm)

dostavame

POWOP_l = (p(a11) plaiz) ... plair,)) - (plam1) plamz2) ... plamk,,)),
nebot pro kazdé i, j plati

(pomop ) (plai) = p(m(ai)) = plaien)),
kde j &1 =j+1proj <k;ak;®1=1. Konjugace podle p tedy funguje jako
kopirovani“ zapisu podle pravidel danych permutaci p, kazdy prvek a v zapise
permutace 7 se piepiSe na p(a), pficemz struktura cykla zistane zachovana.

Tvrzeni 13.9 (konjugace pro permutace). Permutace 7,0 jsou konjugované v
grupé S, pravé tehdy, kdyz maji stejny pocet cykli kazdé délky (Fikd se stejny typ).

Dikaz. (=) Plyne bezprostfedné z vySe uvedeného vypoctu.
(<) Jsou-li

™= (011 a2 ... a1k1)(a21 agz ... a2k2)"'(am1 Am2 - .. amkm)a
0= (b1 biz ... big,)(b21 b2z ... bogy) -+ (b1 b2 - bk, )s

dvé permutace stejného typu, definujeme p(a;;) = b;; a vyse uvedenym vypoctem
dostaneme o = pomo p L. O

Priklad. Permutace (1 2 3) a (2 3 4) jsou konjugované v grupé S, protoze obé
maji jeden cyklus délky 1 a jeden cyklus délky 3. Tyto permutace ovSem nejsou
konjugované v grupé Ay: jak plyne z dikazu Tvrzeni jediné permutace p
splitujici (2 34) = po(123)op~!jsou (14),(1234)a(l324). Zadna z nich
ovsem neni suda.

Loydova patnactka a generatory alternujici grupy.

Loydova patndctka je zndmy hlavolam, ve kterém se po hraci plose ve formé
¢tvercového pole 4 x 4 posouva patnact ¢tvercovych kosticek s éisly 1,...,15. V
jednom kroku je mozné posunout na prazdné pole jednu ze sousednich kosticek.
Cilem je stav, kde jsou kosticky sefazeny vzestupné po radcich zleva doprava, shora
dolu, pfi¢emz prazdné policko je vpravo dole (viz obréazek). Otézka zni: pro které
pocateéni stavy lze kosti¢ky piesunout do cilového stavu?
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OBRAZEK 10. Loydova patnactka: priichod ze zdkladniho stavu

Matematicky lze hlavolam popsat nasledujicim zptisobem. Misto prazdného pole
budeme uvazovat kosticku s ¢islem 16. Ozna¢me pole hraci plochy jako v cilovém
stavu (pole vpravo dole bude mit ¢islo 16). Stav hry lze popsat jako permutaci
m € Si6, kde na poli éislo ¢ je kosticka s ¢islem 7 (). Cilovy stav je popsan iden-
tickou permutaci. V jednom kroku je mozné prohodit kosticku ¢islo 16 se sousedni
kostickou, ¢ili ze stavu daného permutaci m se dostaneme do stavu daného permu-
taci mo (i j), kde 4, j jsou sousedni pole a 7(7) = 16. V8imnéte si, ze v jednom kroku
se vzdy zméni znaménko stavové permutace.

Nejprve ukazeme, které stavy nemaji reSeni. PopiSeme jistou vlastnost stavu,
tzv. invariant, kterou zachovava kazdy krok hry. Stavy, které maji jinou hodnotu
invariantu nez cilovy stav, nemohou byt fesitelné. Oznacme ny(m) tzv. newyorskou
vzddlenost prazdného pole od pravého dolniho pole ve stavu daném permutaci 7
(tj. nejmensi pocet taht, ktery je potfeba na pfesunuti prazdného pole na pozici
16). Ozna¢me

I(x) = sga(r) - (<1

soufin znaménka permutace a (multiplikativni) parity newyorské vzdélenosti prézd-
ného pole. Vidime, ze I(7) se v zddném kroku neméni: jeden krok zméni znaménko
permutace, ale také paritu newyorské vzdalenosti, ¢ili I je invariantem. Vzhledem
k tomu, ie I(id) =1, stavy dané permutaci ms I(m) = —1 urcité Fesitelné nejsou.
kladni, pokud je prazdne pole vpravo dole7 tj. pro jeho stavovou permutaci plati
m(16) = 16. Bez Gjmy na obecnosti se 1ze sousttedit na fesitelnost zdkladnich stavi:
libovolny jiny stav, dany permutaci o, 1ze nékolika kroky prevést na zakladni stav
dany permutaci o', pfi¢emz (o) = I(0') = sgn(c’). Otézka tedy zni, zda jsou
vSechny zakladni stavy dané sudou permutaci fesitelné.

Vsimnéte si, ze ze zakladniho stavu daného permutaci 7 se lze dostat nékolika
kroky do zakladnich stavii danych permutacemi

e 70(91011 12 15 14 13) — prazdnym polem objedeme dolni obdélnik 2 x 4
(po sméru hodinovych rucicek).

e 70(567811109) — prazdné pole posuneme o 1 nahoru, objedeme s nim
prostfedni obdélnik 2 x 4 a vratime jej dolt (viz obrazek).

e 710(1234765)— prazdné pole posuneme o 2 nahoru, objedeme s nim
horni obdélnik 2 x 4 a vratime jej dol.
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Které zakladni stavy lze prevést na cilovy, dany permutaci ¢d? Nebo radéji obracené,
na které stavy se lze dostat z identity? Jisté na ty, které jsou dané permutacemi,
které poskladame z tii vyse uvedenych permutaci. Problém feSitelnosti Loydovy
patnactky se tedy redukuje na tlohu, zda

Ais=((1234765),(567811109),(910 11 12 15 14 13))

(vzhledem k tomu, Ze 16 je pevnd, miZeme permutace uréujici zdkladni stavy po-
vazovat za prvky Ajs). Tuto tlohu nechavame jako cvifeni ve stylu sekce
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