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— 1 Regularni jazyky
1 Regularni jazyky

1.1 Definice a znaceni

o Abeceda ¥ je néjakd koneénd mnozina, jejim prvkim budeme iikat znaky (nékdy téz
pismena).

® >* je mnozina vsech slov neboli retézci nad abecedou X, coz jsou koneéné posloup-
nosti znaku ze 3.

® Slova budeme znacit malymi pismenky fecké abecedy «, 3, ...

® /naky abecedy oznac¢ime malymi pismeny latinky z, vy, ... Konkrétni znaky budeme
psat psacim strojem. Znak budeme pouzivat i ve smyslu jednoznakového fetézce.

e Délka slova |a| udévé, kolika znaky je slovo tvofeno.

® Prdizdné slovo znacime ¢, je to jediné slovo délky 0.

o Zretézend o vznikne zapsédnim slov « a 3 za sebe. Plati |af| = |a|+|8], ae = ea = a.

o Mocnina Tetézce o pro k € N vznikne zfetézenim k kopii fetézce a. Tedy o = ¢,

okt = oka.

e afk] je k-ty znak slova «, indexujeme od 0 do || — 1.

e afk : {] je podslovo zaéinajici k-tym znakem a konéici tésné pred ¢-tym. Tedy alk :
0 = alklalk + 1]...a[¢ — 1]. Pokud k& > ¢, je podslovo prazdné. Pokud nékterou
z mez{ vynechdme, min{ se kK = 0 nebo £ = |a].

® af: /(] je prefix (pfedpona) tvofeny prvnimi ¢ znaky Fetézce.
e afk : ] je suffiz (pfipona) od k-tého znaku do konce Fetézce.

e #r € « znamend pocet vyskytu znaku z v Tetézci a. Je to tedy pocet vSech i
takovych, ze afi] = x.

e Otoceni o je slovo a ,,étené pozpatku® Tedy pro a = ;... x, mame o = z,, ... 2;.

e Jazyk fikdme jakékoliv mnoziné slov. Jazyky jsou tedy podmnoziny 3*.

1V tomto textu povazujeme 0 za piirozené &islo.
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— 1.2 Regularni jazyky — Konec¢né automaty

Pozorovani: Jazyky jsou podobné rozhodovacim problémim, které definujeme(® jako funk-
ce ze ¥* do {0,1}. Rozhodovacimu problému P muzeme pfifadit jazyk Lp = {a € ¥* |
P(a) = 1}. Naopak jazyku L C ¥* piitadime problém Py, takovy, ze Pr(a) =1 < a €
L.(3

1.2 Konecné automaty
Definice: Deterministicky konecny automat (jinak feceny DFA<4>) je usporadana pétice
(Qa E, 57 q0, F)» kde:

® () je konecna neprazdnd mnozina stavi,

® ¥ je koneCna neprazdna mnozina znakt — abeceda,

©5:QxXY — Q je prechodovd funkce,® kterd pro kazdy stav automatu a znak ze
vstupu urci, do jakého stavu ma automat prejit,

® gy € Q je pocdtecni stav,
e F' C @ je mnozina prijimacich (neboli koncovjch) stavi.
Ve zbytku tohoto oddilu budeme fikat prosté automat.

Definice: Vijpocet automatu pro vstup o € 3* je posloupnost stavi so, s1, .. ., 8o takova,
ze:

® S0 = qo,
® Si11 = (S(SZ,OL[Z])

Pozndmka: Automat si také mizeme predstavit jako orientovany graf. Jeho vrcholy od-
povidaji staviim, hrany prechodim mezi stavy. Kazdd hrana je oznacena jednim znakem
abecedy, ptricemz plati, ze z kazdého vrcholu vede pro kazdy znak abecedy pravé jedna
hrana. Vypocet pro vstup a je pak sled(®) zaéinajici v pocateénim stavu, pricemz znaku
na hranach davaji po radé slovo a. Tento sled je jednoznacné urcen slovem «.

) Viz Privodce, kapitola Tézké problémy.
@) Bystry ¢tendf v tom poznava charakteristickou funkci podmnoziny.
) deterministic finite-state automaton

() Zde se omlouvime za nekonsistenci: mala fecks pismena jsme si vyhradili pro slova, ale toto znageni
pro prechodovou funkci je natolik zazité, ze ho je marno ménit.

6) Pfipomindme, 7e sled v grafu je posloupnost na sebe navazujicich vrcholt a hran. Od cesty se lisf tim,
ze se v ném mohou vrcholy i hrany opakovat.
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— 1.2 Regularni jazyky — Konec¢né automaty

Definice: Rozsitend prechodovd funkce 6* : @ x ¥* — @ je definovana takto:
® 0*(q,e) = q pro vsechna q € Q,
® 0*(¢q,ax) = §(6*(q, ), z) pro viechna q € Q, « € ¥*, z € X.
Pozorovani: Pro vypodet automatu plati s; = §*(go, o : 4]).

Definice: Slovo a je prijimdno automatem, pokud piislusny vypocet skonéi v pfijimacim
stavu, tedy 0*(qo, ) € F.

Definice: Jazyk prijimany (rozpozndvany) automatem je mnozina vSech pfijimanych slov,
tedy {a € ¥* | 6*(qo, ) € F'}. Pro automat A tento jazyk oznacime L(A).

Definice: Jazyk L je reguldrni, pokud je rozpoznavany néjakym koneénym automatem.
Tedy existuje-li koneény automat A takovy, ze L = L(A).

Notace: V obrazcich znac¢ime pocatecni stav Sipkou z okolniho prostoru do stavu, koncové
stavy maji tuény okraj.

Piiklad (poé€itani jednicek): Uvazme jazyk L3 = {a € {0,1} | (#1 € a) mod 3 = 0}, tedy
jazyk slov, jejichz pocet jednicek je délitelny tfemi. Tento jazyk je regularni. O tom se
snadno presvédéime sestrojenim automatu: bude mit stavy {0, 1,2} odpovidajici moznym
zbytkim po déleni poc¢tu zatim prectenych jednicek tfemi. Stav 0 bude jak pocatecni, tak
jediny ptijimaci. Viz obrazek [}

0 ) 0
05050
Obréazek 1.1: Automat pro pocet jednicek délitelny 3

Piiklad (konecné jazyky): Ukdzeme, Ze libovolny koneény jazyk L je reguldrni. Automat
bude mit tvar pismenkového stromu (trie) pro mnozinu L. Stavy tedy budou prefixy vSech
slov z L a navic jeden univerzalni zamitaci stav z. Pfechodova funkce 6(«, z) pro prefix a
a znak x povede do prefixu az, pokud existuje, jinak do z. Ze z povedou vSechny prechody
zase do z. Pocatecnim stavem bude prazdny prefix e, prijimacimi stavy vsechna slova z L.
Viz obrazek m
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— 1.2 Regularni jazyky — Konec¢né automaty

Obrazek 1.2: Automat rozpoznavajici jazyk {alice, alik, bob, bobek}

Piiklad (vyhledavaci automaty): Vyhledavaci automat(” typu Knuth-Morris-Pratt jde
upravit na koneény automat. MnoZinu stavi zachovame, prvni stav automatu (préazdny
prefix) se stane pocateénim, posledni stav (prefix rovny jehle) jedinym pfijimacim. Pte-
chodovou funkci definujeme pomoci funkce na jeden krok automatu, ktera se sama postara
o pouziti doprednych a zpétnych hran. Jazyk rozpoznavany timto automatem bude tvoren
vsemi slovy, ktera konéi jehlou. Podobné muzeme upravit automat typu Aho-Corasickova.
Viz obrazek B

Pfiklad (nereguldrni jazyk): Jazyk Lo; = {0"1" | n € N} nen{ reguldrni. DokdZeme
to sporem. Predpokladejme, Ze existuje automat rozpoznévajici tento jazyk. Oznacme t
pocet jeho stavii. Automat spustime na vstupech 0% pro k = 0, ...,t a nazveme s, ..., s
stavy, ve kterych jednotlivé vypocty skonéi. Bude tedy s; = §*(qo, 0%).

Posloupnost sg,...,s; ma t+ 1 prvka, ale ty nabyvaji nejvyse ¢t hodnot. Proto se néktera
nutné zopakuje: mame s; = s; pro 0 < i < j < t. Vypocty pro slova 0° a 07 tedy oba

(M Viz Pravodce, kapitola Vyhleddvani v textu.
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— 1.2 Regularni jazyky — Konec¢né automaty

Obrazek 1.3: Pfevod KMP pro slovo ananas na koneény automat

shodné dojdou do néjakého stavu s. Pokud za tato dvé slova pridame libovolny suffix S,
musi tedy pokracovat shodné do 6*(s, 8).

Takze slova 0°1% a 0717 budto automat obé piijme, nebo obé zamitne. Jenze prvni do ja-
zyka Lg; patii, zatimco druhé nikoliv. To je spor s predpokladem, Ze automat rozpoznava
jazyk Loq.

Iteraéni lemma
Obrat s opakovanim stavi se hodi v dikazu néasledujicitho lemmatu:

Lemma (iteraéni; angl. pumping lemma): Méjme reguldrn{ jazyk L. Potom existuje ¢islo
n € N takové, ze kazdé slovo w € L délky alespon n mutzeme rozlozit na w = «af7,
pricemz:

1. 8#¢ < prostredni ¢dst neni prdzdnd
2. laf| <n < prond a druhd édst jsou krdtké
3. Slova afBty pro t > 0 lezi vSechna v L. a4 druhou éast lze libovolné opakovat

Diikaz: Jelikoz jazyk L je regularni, existuje néjaky automat A rozpoznavajici L. Za n
zvolime pocet stavil tohoto automatu.
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— 1.2 Regularni jazyky — Konec¢né automaty

Uvazme nyni néjaké slovo w € L délky m > n. Oznacime sq, . . ., Sy, vypocet automatu pro
toto slovo, tedy s; = §*(go,w] : i]). Tato posloupnost mé délku vétsi nez n, ale vyskytuje
se v ni nejvyse n riznych stavii. Proto se néjaky stav musi opakovat: bude s; = 5; = s
pro néjaké i < j a stav s. Navic k opakovani nutné dojde v prvnich n + 1 prvcich, takze
j<n.

Nyni zvolime oo = w[ : 4], 8 = wli : j], v = w[j : |. Jelikoz 6*(qo, ) = s a 6*(s, B) = s, musi
byt 6*(qo, a3t) = s pro kazdé t. Proto jsou vsechny stavy 6*(qo, a3ty) stejné a jelikoZ ten
pro t = 1 je prijimaci, musi byt pro vSechna t pfijimaci. 0

Priklad: Neregularitu jazyka Lg; z predchoziho prikladu mtzeme snadno dokazat pum-
povanim. Kdyby byl reguldrni, uvazme slovo w = 01", kde n je konstanta z lemmatu.
Podle lemmatu existuje rozklad w = af~. Jelikoz o a f maji dohromady nanejvys n zna-
ku, sklddaji se jenom z nul. Pfiddn{ dalsi kopie 8 (nebo jeji odstranéni) by mélo vytvorit
jiné slovo jazyka. Jenze pridani S zvysi pocet nul, ale zachova pocet jednicek, takze slovo
v jazyku lezet nemuze. To je spor.

Pfiklad (prvodéisla): Jazyk Lp = {0P | p je prvocislo} také nemuze byt reguldrni. Kdyby
byl, uvazme konstantu n z lemmatu a zvolme libovolné prvocislo p > n+2. Slovo O € Lp
tedy miizeme rozlozit na ¢asti o = 0%, § = 07, v = 0, kde 4, j a k jsou ¢isla splitujic
i+j+k=p,j>0,i+j<nak>2.

Vsechna slova 0°07%0% pro ¢t > 0 maji také lezet v Lp, takze i + jt + k musi byt pro
v8echna ¢ prvocislo. Jenze zvolime-li t =i+ k, je i+ jt+k = (i +k)(1+1). Jelikoz i +k i
1+ ¢ jsou vétsi nez 1 (to prvni diky tomu, ze k > 2), nemuze se jednat o prvocislo. Dosli
jsme ke sporu.

Soucin automati

Uz jsme zjistili, ze otdzka, zda pocet jednicek ve slové je délitelny tfemi, je regularni.
Podobné je regularni otazka, zda je pocet nul sudy. Co kdybychom chtéli rozpoznavat
slova, ktera splnuji obé podminky soucasné? K tomu se hodi predstava, ze oba automaty
spustime paralelné a slovo prijmeme v pripadé, ze ho oba prijaly. To mizeme formalné
popsat nasledujici konstrukei.

Definice: Mé&jme dva automaty se spole¢nou abecedou 3: A; = (Q1, %, 41, qo1, F1) a Az =
(Q2,%, 82, goz, F2). Jejich soucdin A1 x As je automat A = (Q, %, §, qo, F') definovany takto:

* () =01 X Qs < wve stavu si pamatujeme si stav obou automati
® §((s1,82),2) = (01(s1, ), I2(s2, ), a4 simulujeme jeden krok kaZdého automatu
* q0 = (901, 902), < oba automaty zacinaji ve svjch pocdtecnich stavech
o ['=F) x Fs. 4 prigmeme, pokud oba prijaly
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— 1.2 Regularni jazyky — Konec¢né automaty

Snadno nahlédneme, Ze automat A prijme pravé ta slova, ktera jsou prijata jak automa-
tem Ap, tak As. Proto L(A) = L(A;) N L(As).

Dusledek: Prunik dvou regularnich jazyku je zase regularni jazyk.

Cviceni

Pro tento a néasledujici jazyky rozhodnéte, zda jsou reguldrni — kladnou odpovéd muzete
zduvodnit sestrojenim automatu, zapornou treba pomoci iteracniho lemmatu.

1.

10.
11.

12.

13.

14.

Jazyk {zaz | x € ¥, € £*} pro abecedu ¥ = {a, b}. Tedy jazyk slov délky aspon 2,
jejichz prvni a posledni znak je stejny.

Jazyk vSech neklesajicich posloupnosti ¢islic 0. .. 3.
Jazyk dvojkovych zapisu prirozenych cisel délitelnych 5.

Jazyk slov nad abecedou {a,b,r}, kterd zacinaji na néktery z fetézcii abba, ara,
bar.

Jazyk slov nad abecedou {a,b,r}, kterd kon¢i na néktery z fetézci ara, bar, arab.
Jazyk ctverci {aa | v € {0,1}*}.

Jazyk {0" | n € N}.

Jazyk {0%" | n € N}.

Dokazte, ze doplnék regularniho jazyka je zase regularni. Tedy pro kazdy regularni
jazyk L C ¥* je ¥* \ L také reguldrni.

Dokazte, ze sjednoceni reguldarnich jazyku je regularni.

Dokazte, ze jazyk {a € {0,1}* | (#0 € a) = (#1 € a)} neni reguldrni. Vyuzijte
toho, ze {0"1"™ | n € N} nen{ reguldrni, a Ze prinik dvou reguldrnich jazyku je
regularni.

Definujme wuzdvorkovdni jako posloupnost zavorek ( a ), které lze sparovat tak, aby
se pary nekrizily a v kazdém péaru byla ( pred ). Ukazte, ze jazyk vsech uzavorkovani
neni reguldrni.

Co kdybychom automatu dovolili mit nekone¢né mnoho stavi? Jak by se zménilo,
které jazyky muzeme rozpoznavat?

Vymyslete algoritmus, ktery pro dany automat A rozhodne, zda jazyk L(A) je ne-
prazdny.
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— 1.3 Regularni jazyky — Nedeterministické automaty

15* Vymyslete algoritmus, ktery pro dany automat A rozhodne, zda jazyk L(A) je ko-
necny.

16. Ukazte, ze prevod KMP na DFA z naseho prikladu lze provést v ¢ase ©(S - |3]),
kde S je pocet stavi KMP.

1.3 Nedeterministické automaty

Uvazme nésledujici pifklad. Chceme popsat jazyk vSech slov nad abecedou {0, 1}, kterd
koné¢i na 01. Takova slova muzeme slozit ze dvou ¢asti a a 3, kde « je libovolny fetézec
nul a jednicek a f§ = 01. Obé tyto ¢asti umime rozpoznat koneénymi automaty A a B,
takze by bylo pékné umét tyto automaty slozit dohromady a ziskat tak automat pro
pozadovany jazyk.

A Qo,4

R 0,4
SO 0= OO 020

Obrazek 1.4: Slepeni dvou automati za stav

Nabizi se ztotoznit pfijimaci stav automatu A s pocdteénim stavem automatu B (jako na
obrazku m) a dovolit tak vypoctu prejit z A do B. Jenze vznikly ,slepeny® stav mé dva
prechody pro znak 0, coz nase definice kone¢ného automatu nedovoluje. Co kdybychom
definici zobecnili, aby to bylo mozné, a béhem vypoctu si pak z moznych prechodu jeden
vybrali? To vede k mySlence nedeterminismu.

Definice: Nedeterministicky konecny automat (NFA) je usporddand pétice (Q, 2, J, Qo, F),
kde:

® () je konecna neprazdnd mnozina stavi,
® ¥ je koneCna neprazdna mnozina znakt — abeceda,

® §:QxX — 29 je prechodovd funkce, kterd kazdé dvojici (stav, znak) prifadi mnozinu
vsech stavii, do kterych je mozné prejit,

® Qo € @ je mnozina pocdtecnich stavi,

e ' C @ je mnozina prijimacich stavi.
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— 1.3 Regularni jazyky — Nedeterministické automaty

7 jednoho stavu tedy muze vést vice prechodiui oznacenych stejnym znakem abecedy, ale
také nemusi vést zadny.

Vypocet automatu opét odpovidd néjakému sledu v grafu. Sled zac¢ind nékterym z pocé-
te¢nich stavi a jeho hrany jsou oznaceny znaky vstupniho slova. Oproti deterministickému
automatu ale tento sled neni jednoznacné urcen a nemusi ani existovat. Totéz muzeme
popsat jako posloupnost stavi.

Definice: Viypocet nedeterministického automatu pro vstup a € ¥* je jakdkoliv posloup-
nost stavil s, 81, - - -, §|o|, Pro niz plati:

® 50 € Qo,
® si41 € 5(3“04[Z])

Definice: Slovo « je prijimdno automatem, pokud existuje alespon jeden vypocet se vstu-
pem «, ktery konéi v jednom z pfijimacich stavi. Stejné jako u DFA fikdme mnoziné
v8ech prijimanych slov jazyk rozpozndvany automatem a znac¢ime ho L(A).

Vypoctu pro jedno slovo muze byt exponencidlné mnoho. Ale vsimneme si, ze pokud pro
néjaky prefix vstupu dva vypocty skonci ve stejném stavu, maji stejnou mnozinu moznych
pokracovani. Proto je nemusime rozlisovat — staci pro kazdy prefix vstupu urcit mnozinu
stavli, v nichz se muze automat nachazet. To popiseme pomoci rozsitené prechodové
funkce.

Definice: Rozsitend prechodovd funkce §* : 29 x ¥* — 29 je definovéna takto:
® §*(S,e) = S pro v8echny S C Q,
* (S, ax) = Useé*(s,a) d(s,x) pro vSechny S C Q, o € ¥*, x € %.
Poznamka: Slovo « je pfijato automatem pravé tehdy, kdyz 6*(Qo, ) N F # 0.

Priklad ze zacatku oddilu ukazuje, ze nékdy je pohodlnéjsi sestrojit nedeterministicky
automat. Nyni ukdzeme, ze nedeterminismu se vzdy muzeme zbavit:

Véta: Ke kazdému NFA A existuje DFA A’ takovy, ze L(A’") = L(A).

Drikaz: Budeme simulovat rozsifenou prechodovou funkci automatu A automatem A’.
Stavy A’ tedy budou odpovidat mnozindm stavii automatu A a do prechodu mezi nimi
zakédujeme indukéni krok z definice rozsirené prechodové funkce. Nyni precizné.

Méjme NFA A = (Q, %, 6, Qo, F). Sestrojime DFA A’ = (Q',%,0', ¢f), F'), pfiemz:
o Q) =29,
¢ §'(S,x2) = U,cq (s, ) pro véechny S € Q" a z € X,
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— 1.3 Regularni jazyky — Nedeterministické automaty

.Q6:Q07
« F'—[SeqQ |SNF £0).

Nyni si vS§imneme, ze vypocet automatu A’ pro vstup a skondi ve stavu, ktery je roven
0*(Qo, «). Tento stav je pfijimaci pravé tehdy, kdyz automat A piijme slovo a. O

Dusledek: Jazyk je rozpoznatelny nedeterministickym automatem praveé tehdy, je-li regu-
larni.

P¥iklad: Vétu vyzkousime na NFA ze zacitku kapitoly (obrazek [C4). Stavy DFA budou

Q" ={0.{a},{b}.{c}, {a.b},{a, c},{b.c}, {a,b,c}},

pridemz stav {a} je podateéni a stavy {c}, {a,c}, {b,c} a {a,b,c} pFijimaci. PFechodovd
funkce bude vypadat nasledovné:

S 5(S,0) 46(S,1)
0 0 )
{a} {a,b}  {a}
{b} 0 {c}
{c} 0 0
{a,b} {a,b} {a,c}
{a,c}  {a,b} {a}
{b,c} 0 {c}
{a,b,¢} {a,b} {a,c}

Pfitom pouze stavy {a}, {a,b} a {a,c} budou dosazitelné z pocatecniho stavu, takze
vsechny ostatni stavy muzeme vynechat. Vysledny automat vidite na obrazku E

Sestrojenému automatu miizeme rozumeét tak, ze aktualni stav obsahuje a vzdy, b jen
tehdy, konci-li vstup na 0, a ¢ jen tehdy, konc¢i-li vstup na 01.

Lambda-prechody

Zapojeni dvou automatu ,sériove® ztotoznénim stavi mé jeden potencidlni hacek: po-
kud z prijimactho stavu prvniho automatu vedly néjaké prechody, muze vypocet prejit
z druhého automatu zpatky do prvniho. Lepsi by bylo zavést z konce prvniho automa-
tu do zac¢atku druhého néjaky specidlni prechod, ktery nepouzije zadny znak ze vstupu.
Takovym prechodtim se rikd A-prechody a miZeme o né definici NFA rozsirit.

Definice: Nedeterministicky konecny automat s A-prechody (A-NFA) je definovan stejné
jako klasicky NFA, jen piechodovou funkci rozsifime na 6 : Q x (X U {\}) — 29.
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()=
)

Obrézek 1.5: Prevod NFA z obrazku [£4 na DFA

Vypocet automatu bude opét sled v grafu, na jehoz hranidch precteme po vynechani
vsech A vstupni slovo. Pozor na to, ze je-li v grafu cyklus z A-hran, muze pro jeden
vstup existovat nekoneéné mnoho vypoctu. Popis rozsifenou prechodovou funkci ale stale
funguje a da se zavést pomoci A-uzavéru:

Definice: \-uzdvér stavu s € @ zna¢ime Uy (s) a je to mnozina vSech stavii, do kterych se d&
ze stavu s dostat po A-hrandch. Uzaveér rozsfiime na mnoziny stavi: Ux(S) = U,cg Ua(S)-
(Vsimnéte si, ze vzdy plati S C U, (S). Proto se tomu ¥iké uzaver.)

Pozorovani: Stav je vzdy dosaZitelny sam ze sebe, takze vzdy plati s € Ux(s) a S C U, (5).
Definice: Rozsirend prechodovd funkce pro \-NFA 6* : 29 x ¥ — 29 je definovana takto:
e 0*(S,e) = Ux(9),

e 5*(S,ax) = U, (Useé*(s,a) 6(3,:10)).

Jinymi slovy na samém zacatku vypoctu a po pruchodu kazdou obycCejnou hranou jsme
pridali pruchod po libovolné mnoha A-hranach.

Prijiméni slova a jazyk rozpoznavany automatem definujeme stejné jako pro NFA. Dile-
Zité je, ze A-prechody je mozné eliminovat a ziskat tak obycejny NFA.

Véta: Pro kazdy A-NFA A existuje NFA A’ takovy, ze L(A’) = L(A).

Dikaz: Mnozinu stava ponechame. Mnozinu pocatec¢nich stavi nahradime jejim A-uzave-
rem. Pfechodovou funkci také zkombinujeme s A-uzévérem, tedy ¢'(S,z) = Ux(6(S5, x)).
Koncové stavy ponechame.

Rozsitené prechodové funkce obou automatt se budou rovnat, takze se automaty shodnou
na prijeti kazdého slova. (Il
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Dusledek: Jazyk je rozpoznatelny A-NFA pravé tehdy, je-li regularni.

Lemma: Kazdy A-NFA je mozné (pfi zachovani rozpoznavaného jazyka) upravit tak, aby
mél jediny pocatecni a jediny prijimaci stav. Navic do pocatecniho stavu ani z ptijimaciho
stavu nepovedou zadné prechody.

Diikaz: Priddme novy pocéatecni stav, z néjz povedou A-prechody do ptivodnich pocatec-
nich stavi. Také pridame novy prijimaci stav, do kterého zavedeme A\-prechody z ptavod-
nich prijimacich stavi. ([

Algoritmické otazky
Jak tézké je zjistit, zda slovo patfi do regularniho jazyka? Jak to zavisi na délce slova n
a poctu stava automatu p? A jak na druhu automatu?

e DFA miuzeme odsimulovat v ¢ase O(n).

e U NFA miiZzeme simulovat rozsifenou prechodovou funkei v éase O(p?) na krok, cel-
kem tedy O(p?n). Nebo miizeme NFA pfevést podmnoZinovou konstrukef na DFA —
to potrva O(2P - p?), ale pak uz vstup zpracujeme v éase O(n).

e \-NFA pievedeme v ¢ase O(p?) na klasicky NFA.

Cviceni
1. U DFA platilo, ze prohodime-li pfijimaci a nepfijimaci stavy (tedy nahradime F' za
Q\ F), dostaneme automat prijimaci doplnék ptuvodniho jazyka. Plati to i pro NFA?

2*  Podmnozinové konstrukce produkuje automaty s exponencidlné mnoha stavy vzhle-
dem k poctu stavii ptivodniho automatu. I kdyz c¢asto budou nékteré z nich nedosa-
zitelné, nemusi tomu tak byt vzdy. Sestrojte pro kazdé t jazyk, ktery lze rozpoznat
pomoci NFA s O(t) stavy, ale kazdy DFA, ktery ho rozpoznivd, m4 asporti 2! stavi.

1.4 Regularni vyrazy

Hlavni motivaci pro zavadéni NFA byla touha po vytvareni komplikovanych regularnich
jazyka z jednodussich. Ukazeme, ze s A-NFA je mozné sestrojit praktickou ,stavebnici
reguldrnich jazyku*. Dokonce pak zjistime, Ze z ni jdou sestavit Uplné vSechny regularni
jazyky.
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Operace s jazyky
Definice: Pro jazyky X a Y nad abecedou ¥ definujeme:

® sjednoceni X UY a prunik X NY jako bézné mnozinové operace
e doplnek X =¥\ X

o zietézeni (konkatenaci) X -Y ={af | a € X A € Y}, Casto tetku vynechavime a
piSeme prosté XY

e mocninu X*: X0 = {e}, X*1 = X*. X (Zjevne X' = X, X? = XX, X3 = XXX,
pricemz uzévorkovani neni tfeba urcit, nebot zfetézeni je asociativni.)

® jteraci X* =J,50 X"
® pozitivni iteraci X =J,5; X". (Plati tedy X* = {e} UXT.)
e otoceni X® = {af | a € X}.
Véta: Pokud X a Y jsou regularni, vSechny operace produkuji opét regularni jazyky.

Diikaz: Automat pro prunik regularnich jazyku uz umime ziskat souc¢inovou konstrukei.
Doplnek jsme vytesili v cviceni [L.2.9 otoceni vyTesime ve cviéeniﬂ

Pro zbyvajici operace ukazeme, ze z automati pro X a Y umime sestrojit automat pro
vysledny jazyk. Budou se ndm k tomu hodit A-automaty s jednozna¢nym pocatecnim i
koncovym (pfijimacim) stavem. Automat pro X oznatme Ay, jeho po¢atecni stav ax a
koncovy stav zx. Podobné pro Y.

Pro sjednoceni vytvorime novy pocateéni stav a a novy koncovy z. Priddme A-prechody
a—ax,a —>ay, 2x —> 2,2y — 2.

Pro zretezeni staci pridat A-prechod ze zx do ay. Pocdtecénim stavem bude ax, konco-
vym zy.
Mocninu realizujeme jako k-ndsobné zfetézeni (pro k = 0 staci uzit fakt, Ze kazdy kone¢ny

jazyk je reguldrni).

Pro pozitivni iteraci staci pridat A-prechod z koncového stavu do pocateéniho. Obecna
iterace potirebuje prijimat navic slovo e: vytvorime novy pocateéni stav a a koncovy z,
pridame A-prechody a — 2z, a — ax, zx — 2, 2x — ax- (I

Regularni vyrazy

Postup, jak jazyk ziskat z jednodussich pomoci jazykovych operaci, muzeme popsat regu-
larnim vyrazem. To je budto konstanta vyjadrujici néjaky elementarni jazyk, nebo opera-
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— 1.4 Regularni jazyky — Regularni vyrazy

ce aplikovand na jednodussi regularni vyrazy. Kazdému regularnimu vyrazu pak mizeme
prifadit né&jaky jazyk generovany vyrazem, ktery budeme znacit obvyklym L(...).

Vyéet operaci najdete na obrazku E

0 prazdng jazyk L) =10

€ prdzdné slovo L(e) = {e}

x znak abecedy L(z) = {z}

X|Y sjednoceni L(X|Y)=L(X)UL(Y)
XY  zretézeni L(XY)=L(X) L)

X* iterace L(X*) = L(X)*
Xt pozitivni iterace  zkratka za X X*
X? moznost zkratka za X | e

Obrazek 1.6: Regularni vyrazy a jimi generované jazyky

Priklad: Slova z {0, 1}* kondici na 01 mizeme popsat reguldrnim vyrazem (0|1)*01.

Pfiklad: Slova z {0, 1}*, ve kterych se pravidelné st¥idaji 0 a 1, muzeme popsat vyrazem
(o]1)* | (1]0)*| (0|1)*0| (1]0)*1, pfipadné jednoduseji 17(0|1)*07.

Uz vime, ze jazyky generované regularnimi vyrazy jsou vzdy regularni. Pirekvapivé tak
jde vygenerovat uplné kazdy regularni jazyk:

Véta (Kleeneho): Jazyk je generovany reguldarnim vyrazem pravé tehdy, je-li reguldrni.

Diikaz: Zbyva dokézat implikaci zprava doleva. Méjme néjaky regularni jazyk L a DFA A,
ktery tento jazyk rozpoznava. Automat budeme postupné zmensovat, pricemz hrany mezi
stavy budou ohodnoceny nejen znaky abecedy, ale obecnymi regularnimi vyrazy. Vypocet
muze hranou projit, kdykoliv prec¢teme ze vstupu slovo vyhovujici danému reguldrnimu
vyrazu.

Nejprve priddme novy pocateéni stav a a prijimaci stav z tak, aby do a ani ze z nevedly
zadné hrany. To provedeme stejné jako u A-NFA, pficemz roli A-prechodu zde méa hrana
ohodnocend reguldrnim vyrazem e.

Nyni na automat budeme aplikovat dva typy tprav:

e Slouceni hran — pokud mezi néjakymi dvéma stavy vede vice paralelnich hran, na-
hradime je jedinou hranou ohodnocenou sjednocenim regularnich vyrazu z ptuvodnich
hran.

e Eliminace stavu — vybereme si néjaky stav s ruzny od pocate¢niho a prijimaciho. Ten-
to stav odstranime a zaridime, aby vSechny vypocty, které prochazely timto stavem,
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pouzily néjakou ,zkratku®, které ho obejde. Pro kazdou dvojici stavu x a y takovou,
ze z x vede do s hrana s ohodnocenim R, a z s do y hrana s ohodnocenim y, priddme
zkratku z x do y:

e Pokud ve stavu s neni smycka (hrana z s do s), bude zkratka ohodnocena vyra-
zem R, R,.

® Pokud ve stavu s je smycka s ohodnocenim R, zkratku ohodnotime vyrazem
R.R:R,.

Tyto kroky budeme stridat, nez z automatu zbude pouze pocatecni a prijimaci stav, mezi
nimiz povede jedind hrana. Jelikoz oba druhy tprav zachovavaji jazyk rozpoznavany au-
tomatem, ohodnocenim zbyvajici hrany bude regularni vyraz generujici jazyk automatu.

Jesté dodejme, ze stejny postup by fungoval i pro NFA nebo A\-NFA. O

Priklad: Postup si vyzkousime na jazyku dvojkovych ¢isel délitelnych tfemi. Sestrojit
reguldrni vyraz pro tento jazyk neni piimocaré, tak to zkusime pomoci Kleeneho véty.
Na obrézkumvidime automat rozpoznavajici tento jazyk (inspiraci nachazime v cviceni
a jednotlivé kroky z dukazu véty. Dostavame regularni vyraz

(0]11]10(1]00)*01)*.

Zkuste najit vysvétleni jednotlivych ¢asti vyrazu, aniz byste se odkazali na automat.

Poznamka: UNIXové ndstroje (napiiklad grep a sed pouzivaji nejriznéjsi varianty regu-
larnich vyrazi, které se od téch nasich 1is{ pouze detaily notace. Jinde (napiiklad v Perlu)
ale najdeme ,reguldrni“ vyrazy vybavené i schopnosti zpétnych odkazti a rekurze. Ty do-
kézi popsat i mnohé neregularni jazyky, ale algoritmy pouzivané k jejich vyhodnocovani
nemaji polynomialni ¢asovou slozitost.

Cviceni
1. Dokazte, Ze pro regularni jazyk X je jeho otoceni X® také regularni.
2. Jak vypadd jazyk X**?7

3. Napiste reguldrni vyraz, ktery generuje jazyk vsSech slov nad abecedou {0, 1}, je-
jichZ pocet jednicek je sudy nebo délitelny tiemi. Sestrojte odpovidajici A-NFA, ten
prevedte na NFA a ten konecné na DFA.

4. Napiste reguldrni vyraz pro jazyk vSech desitkovych zapist pFirozenych ¢isel (nedo-
volujeme nestandardni zapisy typu 0123 nebo ¢). Podobné pro desetinnd ¢&isla (napf.
3.1415) a desetinnd s periodou (znacime 0.0[01]).
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Obrazek 1.7: Prevod automatu pro délitelnost 3 na regulédrni vyraz

5. Napiste reguldrni vyraz pro jazyk vSech slov nad abecedou {0,...,9}, kterd jsou
neklesajici (1377 v tomto jazyce lezi, 735 nikoliv).

6. Vytvorte regularni vyraz pro dvojkové zapisy c¢isel délitelnych tfemi. Doporucujeme
nejprve sestrojit DFA a pak pouzit konstrukci z dikazu Kleeneho véty.

7. Uvazme jazyk vsSech slov nad abecedou {a,b,c}, kterd neobsahuji podslovo abc.
Popiste tento jazyk regularnim vyrazem. Pokuste se o to primo. Pak zkuste vytvorit
DFA pro jazyk slov obsahujicich abc, podle cvic¢eni vyrobit DFA pro jeho
doplnék a na ten pouzit konstrukci z dukazu Kleeneho véty.

8. Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery zjisti, zda zadané slovo je generované
zadanym regularnim vyrazem.
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9x
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V diikazu Kleeneho véty jsme pouzili automat, ktery ma na hranach regularni vyrazy.
Tento koncept miizeme zobecnit: automat 2. radu ma na kazdé hrané néjaky jazyk,
hranou je mozné projit, pokud ze vstupu precteme slovo z jejiho jazyka. To zahrnuje
nedeterminismus i automaty s A-prechody. Definujte pro tyto automaty vypocet a
rozsifenou prechodovou funkci. Dokazte, ze pokud jazyky hran jsou regularni, jazyk
rozpoznavany automatem je také regularni.

Homomorfismus je libovolné zobrazeni h : ¥* — A* takové, ze h(e) =€ a h(af) =
h(a)h(B). Je tedy jednoznaéné urCen obrazy jednoznakovych fetézct, tj. funkei by :
Y — A*. Homomorfismus miZeme rozsifit na jazyky: h(L) = {h(a) | « € L}.
Dokaite, Ze je-li L reguldrni, pak h(L) také.

Substituce je zobecnéni homomorfismu, které znaktim nepfirazuje slova, ale rovnou
jazyky. Je tedy uréeny néjakou funkef s : ¥ — 227 kterou mizeme rozsifit na slova:
s(aB) = s(a) - s(f), a dokonce na jazyky: s(L) = J,cp, s(a). Tedy pokud L je
jazyk nad abecedou ¥, je s(L) jazyk nad abecedou A. Dokazte, Ze je-li L reguldrni
a vSechny s(x) reguldrni, tak s(L) je také reguldrni.

Pouziti substituce: Jazyky {a,b}, {ab} a {a*} jsou reguldrni. Pomoci substituce
dokazte, ze sjednoceni, zfetézeni a iterace libovolnych regularnich jazyku jsou opét
regularni.

Jing dikaz Kleeneho véty: Inspirujte se Floydovym-Warshallovym algoritmem na
vypocet matice vzdélenosti v grafu (kapitola 6.4 v Pruvodci). Stavy oéislujeme od 1
do n. Pak pro k od 0 do n definujeme regularni vyrazy Rfj popisujici vSechny sledy
ze stavu ¢ do stavu j, jejichz vnitin{ stavy lez{ v mnoziné {1,...,k}. Ukazte, jak
tyto vyrazy pocitat indukci podle k a jak z nich ziskat reguldrni vyraz pro jazyk
automatu.
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2 Bezkontextové jazyky

Jednim z pristupil k popisu syntaxe lidskych jazykd jsou generativni gramatiky. Ty po-
pisuji strukturu véty pravidly, kterd rikaji, jak vétu rozlozit na ¢im dal jednodussi ¢ésti.
Pro fragment cestiny by to mohlo vypadat tfeba takto:

1) véta — podmét prisudek predmét
2) podmet — atributy podstatné-jméno

3) atributy — € | atributy pridavné-jméno

5) predmét — € | atributy podstatné-jméno
6) podstatné-jméno — pan | vlk | dymka | domovnik

(
(
(
(4) prisudek — sloveso
(
(
(7) pridavné-jméno — Sedy | vosiavy | nevrly
(

)
)
)
)
)
)
)
)

8) sloveso — nese | Zere | spi
Svislou ¢arou znac¢ime vybér z nékolika moznosti.
Platnymi vétami podle této gramatiky jsou napiiklad (po spravném doplnéni koncovek):
e Pan spi.
e Vlk nese dymku.
e Nevrly pan nese Sedého vlka.
e Nevrly vlk zere sedou vonavou dymku.

Gramatiku také muzeme pouzit na vytvoreni platné véty. Zacneme symbolem véta a
postupné nahrazujeme symboly podle pravidel, az ndm zbudou sama slova. Napriklad:

® véta

® podmét prisudek predmét < pouzitim (1)
® podmét sloveso predmét < pouZitim (4)
® podmet sloveso < pouzitim (5), varianta 1
® atributy podstatné-jméno sloveso <4 pouZitim (2)
® atributy pridavné-jméno podstatné-jméno sloveso < pouzitim (8), varianta 2
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® pridavné-jméno podstatné-jméno sloveso < pouzitim (3), varianta 1
® nevrly podstatné-jméno sloveso < pouzitim (7)
® nevrly podstatné-jméno zere < pouzitim (8)
® nevrly vlk Zere < pouzitim (6)

Lidské jazyky se nakonec pro tento pristup ukézaly byt prilis komplikované a nepravidelné.
Ale systém generativnich gramatik se osvédc¢il pii popisovani formalnich jazyku, jako jsou
tfeba jazyky programovaci.

2.1 Gramatiky a derivace

Definice: Gramatika je usporddand ctvetice (V, T, S, P), kde:
e V je kone¢nd neprdzdnd mnoZina proménngch (netermindlnich symboli),
e T je konetnd neprdazdnd mnozina termindlnich symboli (neboli terminéli),
® S €V je pocatecni proménn4,

e P je konefnd mnozina pravidel typu a — (8, kde «, 8 € (VUT)* a a obsahuje aspoil
jednu proménnou.

Pravidla tedy fikaji, jak proménné (nebo néjaka delsi slova obsahujici proménné) prepiso-
vat na dalsi proménné a terminaly. Nakonec se vSech proménnych zbavime a zbude slovo
tvorené pouze terminaly. Postup pfepisovani nyni popiseme formalné:

Definice: Slovo a se primo prepiSe na slovo 8 (znac¢ime o = ), pokud existuje rozklad
téchto slov a = Mym a 8 = Adm, kde (y — 0) € P je pravidlo gramatiky. P¥itom vSechna
slova «, 8,7, 0, A\, 7 lezi v (V UT)*.

Definice: Slovo « se prepise na slovo 3 (znaéime o = ), pokud existuje posloupnost
slov Bo,...,0Bn, € (VUT)* takova, ze By = «, B, = S a pro vSechna i je 8; = Bit1-
Posloupnosti Sy, ..., 8, fikdme odvozeni neboli derivace slova 8 z «.

Jinak feceno: a = B znamena, ze existuje pravidlo, kterym se da néjaké podslovo slova «
prepsat tak, aby z a vzniklo 8. A o = 3 znamend, %e postupnym prepisovanim podle
pravidel se d4 z o vyrobit 3. Jelikoz derivace miize byt jednoprvkova, plati vidy o = a.

Definice: Slovo o € T* je generované gramatikou, pokud S == «. MnoZiné viech takovych
slov fikdme jazyk generovany gramatikou a zna¢ime ho L(G).

Priklad: Uvazme gramatiku s V = {S}, T = {0, 1} a pravidly:
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oS ¢
e S 0S8
oS5 18

Vsechny derivace z S vypadaji tak, ze k S postupné pripisujeme nuly a jednicky zleva, az
nakonec S vypustime pfepsanim na e. Gramatika tedy generuje jazyk {0, 1}*.

Priklad: Nyni gramatiku upravime, aby generovala pouze posloupnosti se sudym poctem
jedni¢ek. Termindly budou opét T' = {0, 1}, proménné V = {S, L} a pravidla:

eS¢
S —0S
e S— 1L
e L - 0L
e[ —1S8

Derivace z S opét obsahuji fetézce tvorené nulami, jednickami a jednou proménnou na
konci. Tato proménna je S, pokud jsme zatim zapsali sudy pocet jednicek, a L, pokud
lichy. Tim padem pouze S smime pfepsat na ¢ a tim derivaci ukoncit.

Priklad: Gramatikou miizeme generovat i neregularni jazyky, napiiklad nas oblibeny pro-
tiptiklad {0™1™ | n € N}. Posta¢i ndm proménnd P = {S}, termindly 7' = {0,1} a dvé
pravidla:

eS¢
e S — 051
Mozné derivace z S jsou postupné 051, 00511, 0005111, ....

Obecné definice pravidla pripousti, aby levé strany byly libovolné dlouhé. Zatim nam ale
stacila pravidla mnohem jednodussiho tvaru:

Definice:

e Gramatika je bezkontextovd, pokud vsechna jeji pravidla jsou tvaru X — «a, kde X
je proménnd. Témto gramatikdm se iikd CFG (context-free grammar).

e Gramatika je pravd linedrni, pokud vSechna jeji pravidla jsou tvaru bud X — ¢
nebo X — aY, kde XY € V a a € T*. Témto gramatikdm budeme tikat RLG
(right-linear grammar).

2022-01-26 Martin Mares: Uvod do automatd 21



— 2.2 Bezkontextové jazyky — Linearni gramatiky

Také mtzeme definovat ruzné tridy jazykt podle toho, jakymi gramatikami je mozné je
vygenerovat:

Definice:
® [ je trida vsech jazyk.
® [ je trida jazyku, které se daji vygenerovat gramatikou.

® [o je tiida bezkontextouvych jazyki, tedy téch, které se daji vygenerovat bezkontexto-
vou gramatikou.

® [3 je trida jazykt, které se daji vygenerovat pravou linearni gramatikou.
Pozorovéani: L3 C Lo C Ly C £. Casem ukazeme, 7e viechny tii inkluze jsou ostré.

Poznamka: Tiidy Ly, L2, L3 jsou soucasti takzvané Chomského hierarchie jazyku. V té
figuruje i t¥ida L1, k niz se vratime v cviceni B.5.3

Cviceni
Vygenerujte gramatikou nasledujici jazyky.
1. Jazyk sudych palindromi {aa® | a € {a,b}*}.
2. Jazyk palindromii {a € {a,b}* | a = of}.
3. Jazyk {a"b"c" |n € N}.
Pozor, zde nestac¢i bezkontextova pravidla.
4*  Jazyk {0*" | n € N}.
5% Jazyk ctverci {aa | o € {a,b}*}.

6. Ukazte, ze kazdy regularni vyraz se d& prelozit na gramatiku, kterd generuje tentyz
jazyk. Lze to provést i pfimo bez prevodu na automaty a zpét.

2.2 Linearni gramatiky

V obou piikladech generovani reguldrniho jazyka jsme pouzili pravou linedrni gramatiku
(RLG). To neni ndhoda: tyto gramatiky vzdy generuji regularni jazyky, a dokonce vSechny
takové.

Lemma: Kazdy regulérni jazyk se da vygenerovat pomoci RLG.
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Diikaz: Méjme jazyk L rozpoznavany néjakym DFA (Q, 3, d, qo, F'). Sestrojime gramatiku
(V,T,S,P) s proménnymi V = @, termindly T = X, po¢dteéni proménnou S = gy. Bude
obsahovat pravidla:

e X — aY pro vSechna X,Y € Q, a € ¥ takovi, ze §(X,a) =Y
® X — ¢ pro vsechna X € F

Indukei dokdzeme, Ze z S mizeme odvozovat slova tvaru aX, kde a € T* a X = §*(qo, @).
Proménné na konci se muzeme zbavit pouze tehdy, je-li X € F', tedy pokud slovo « patii
do jazyka L. Gramatika tedy generuje jazyk L. O

Lemma: Kazda RLG generuje regularni jazyk.

Diikaz: Nabizi se pouzit opacny postup k prevodu RLG na automat. Ale musime se
vyporadat s nékolika prekazkami:

e V gramatice mohou soucasné pravidla X — aY i X — aY’. To nevadi, prosté vyro-
bime nedeterministicky automat a posléze se osvéd¢enym zpusobem nedeterminismu
zbavime.

e Pravidla tvaru X — aY pro « jiné nez jednoznakové:

e X — Y — muzeme prelozit na A-prechody a nésledné prevést A-NFA na NFA.

® X — ajas...a,Y pron > 1 — zavedeme pomocné proménné Xi,..., X, 1 a
pravidlo nahradime mnozinou pravidel X — a1 X1, X7 — a2Xo, ..., X5 0 —
n-1Xn_1, Xn_1 — a,X. Rozmyslete si, ze touto tpravou nezménime jazyk
generovany gramatikou.

Gramatiku (V, T, S, P) tedy nejprve upravime, aby neobsahovala ,dlouhd® pravidla. Pak
vytvorime A\-NFA (Q, %, 9, Qo, F'), kde:

cQ=V

=T

¢« 5(X,a) = {Y €V | (X = aY¥) € P}
¢ S(X,\)={YeV|(X=Y)eP)
* Qo ={S}

e F={XeV|(X —e¢e)eP}
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Vypocty NFA odpovidaji derivacim z gramatiky, takze NFA rozpoznava jazyk generovany
gramatikou. (I

Disledek: Ttida L3 jazyku generovanych RLG je rovna tiidé vSech regularnich jazyk.
Jelikoz jsme pro neregularni jazyk vsech 0™1™ nasli bezkontextovou gramatiku, t¥idy Lo
a L3 jsou ruzné.

Poznamka: Postup pouzity pti pfevodu RLG na automat je hodné typicky: Nejprve grama-
tiku normalizujeme, tedy prevedeme do néjakého specidlniho tvaru s co nejjednodussimi
pravidly. Dalsi iivahy se tim vyrazné zjednodusi.

Existuji i jiné typy linedrnich gramatik:
Definice:

e Gramatika je levd linedrni (LLG), pokud vSechna jeji pravidla jsou bud tvaru X — ¢
nebo X - Yapro X, Y eVaaecT"

e Gramatika je linedrni, pokud vSechna jeji pravidla jsou bud tvaru X — e nebo
X —oaYBpro X, Y eVaa,pBeT"

Pozorovani: Diky symetrii mezi levymi a pravymi linedrnimi gramatikami plati, Zze slovo x
lze vygenerovat pomoci LLG pravé tehdy, kdyz = lze vygenerovat pomoci RLG. Jelikoz
otocenim regularniho jazyka je zase regularni jazyk (cviceni 7 generuji LLG také
reguldrni jazyky.

Pozorovani: Jinak to je s obecnymi linedrnimi gramatikami. Jazyk vsech 0”1" jsme totiz
generovali pravidly S — 051 a S — ¢, ¢ili linedrni gramatikou. Vidime, ze linearni
gramatiky umi vygenerovat i nékteré bezkontextové jazyky (ale ne vSechny — viz cvicen{

P.3.13).
Cvicéeni

1. Jakou tridu jazyka generuji gramatiky, které mohou obsahovat jak leva linearni
pravidla, tak prava linedrni?

2.3 Bezkontextové gramatiky

Vétsina gramatik, které se v praxi pouzivaji, je bezkontextova. M4 to sviij divod: tyto
gramatiky jsou dostatecné silné, aby se pomoci nich daly popsat bézné jazyky, ale stile
dostatecné omezené, aby s nimi spojené algoritmy byly efektivni. Pojdme je prostudovat
trochu blize.
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Derivacéni stromy

Predevsim si vSimneme, ze derivaci slova z bezkontextové gramatiky lze popsat pomoci
stromu. Do kofene umistime pocateéni proménnou. Déti kofene budou symboly, na které
jsme pocateéni proménnou prepsali. Nékteré z nich jsou opét proménné a ty jsme museli
casem také prepsat — jako jejich déti nakreslime, na co jsme je prepsali, a tak dale.

Podivejme se na priklad deriva¢nich stromi na obrazku E Stromy trochu pripominaji
vétné rozbory z hodin ceStiny — to neni nahoda, stromova struktura véty je vytvorena
stejnym zptisobem.

X
/N /I

X >N X + X X + X

XXy b PN

X = (X) N N NoOX D

N —0 | \ \

: d 2 A X *x ¥

N —9 ,1} Il/
L)
Z 3

Obrazek 2.1: Gramatika pro vyrazy a derivaéni stromy vyrazi 1+2 a 1+(2*3)

Definice: Derivacni (neboli syntakticky) strom je zakofenény strom s uspofddanymi détmi
kazdého vrcholu,(t) pFicemz:

® Vnitini vrcholy stromu jsou ohodnoceny proménnymi gramatiky, v kofeni je poca-
teéni proménna.

® Listy stromu jsou ohodnoceny terminaly, proménné a symbolem .

® Pro kazdy vrchol s ohodnocenim X, jehoz synové jsou ohodnoceni Y7,...,Y,, # ¢
plati, Ze existuje pravidlo gramatiky X — Yj...Y,,. Pokud ma néktery ze synu
ohodnoceni ¢, je to jediny syn a pravidlem gramatiky je X — €.

(1) Kombinatorici takovym stromiim ¥ikaji péstované.
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Derivaéni strom odvozuje slovo a € (V U T)*, pokud projdeme-li listy stromu ,zleva
doprava® (v porad{ daném prohleddvanim do hloubky) a zfetézime jejich ohodnocent,
ziskame slovo a. Pritom e se chova jako prazdny retézec.

Poznamka: Generovani gramatikou se obvykle definuje jen pro posloupnosti terminala,
ale odvozeni derivacnim stromem jsme zavedli i pro ,nehotova“ slova, ve kterych jesté
zbyvaji proménné. To nam usnadni nasledujici dvahy.

Véta: Gramatika generuje slovo o € T pravé tehdy, kdyz existuje derivacni strom, jenz
odvozuje a.

Drikaz: Implikace zleva doprava: Necht « je slovo generované gramatikou a fy, ..., B je
jeho derivace (8yp = S, 8, = «). Budeme postupné vytviret derivacni stromy Sp,...,S,
takové, ze S; odvozuje slovo §;. Strom Sy je pouze kofen ohodnoceny proménnou S. Nyni
chceme z S; vytvorit S;y1. Slovo ;11 vznikne z «; prepsanim néjaké proménné X podle
pravidla X — Y7 ...Y,,. Najdeme tedy v S; list ohodnoceny X a pod néj ptipojime nové
listy ohodnocené Y7, ..., Y,,. Tim vznikne strom odvozujici slovo a;41. (Okrajovy piipad:
pravidlo muze také znit X — ¢ — v tom pfipadé pfipojime pod X novy list s €.)

Implikaci zprava doleva dokazeme indukci podle hloubky deriva¢niho stromu. Pokud mé
strom nulovou hloubku, je tvofen pouze kofenem, takze odvozuje slovo S. To je bezpochy-
by generované gramatikou. Nyni uvazujme néjaky strom S hloubky h > 0, ktery odvozuje
slovo a.. OdFizneme-li z néj vSechny listy, vznikne strom 7" hloubky h—1 odvozujici né&jaké
slovo o/, tvorené vyluéné proménnymi. Podle indukéniho pfedpokladu existuje derivace
slova o’ z gramatiky. Tuto derivaci upravime na derivaci slova a: za kazdy list stromu 7"
ptridame pfepséni proménné z tohoto listu na potomky, které mél v T 0

Prekladace a jednoznacnost gramatik

Syntakticka analyza pomoci gramatik a derivac¢nich stromu se ¢asto pouziva v prekla-
dacich programovacich jazyki. Nejprve text programu projde lexikdlni analjzou, ktera
identifikuje ,slovni druhy®, jako tfeba ¢isla, identifikatory, operatory apod. a kazdému
z nich prifadi terminal gramatiky. Nasleduje syntaktickd analjza podle gramatiky, je-
jimz vysledkem je syntakticky (derivacéni) strom. Ze stromu se pak odvozuje sémantika
(v§znam) programu.

V nasem prikladu s vyrazy napfiklad mizeme prohleddnim stromu do hloubky vycislit
hodnotu vyrazu: staci si z kazdého podstromu vracet jeho hodnotu.

Tento pristup ovsem nardzi na problém: Pokud neni gramatika sestavena Sikovné, muze
pro jeden Tetézec existovat vice ruznych derivacnich stromu (kterym pak je prifazena
ruznd sémantika). Takové gramatice se Fikd nejednoznacnd.

Nejednoznacnost se ostatné projevuje i v nasem prikladu, viz obrézek@ Potiz je v tom,
ze nase gramatika nevi nic o tom, ze nasobeni ma prednost pred sc¢itdnim a ze s¢itani
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i nasobeni se vyhodnocuji zleva doprava. Oboji lze do gramatiky zabudovat a vznikne
gramatika z obrézkuE ktera uz je jednoznacna.

X

XN RN ZAN

e ? +/>< />[<\~x X

o N AN

. A I R

I G L Vo3
(A 3 1 2

Obrazek 2.2: Dva rlizné derivaéni stromy vyrazu 1+2%3

X
X =Y P RN

X = X+Y N i v
A L /IN
N = (X) T x N
N =0 l ] \
: Noova
N —=9 l |
AL

Obréazek 2.3: Jednoznadna verze gramatiky a derivaéni strom vyrazu 1+2%3

Poznamka: Existuji dokonce nejednoznacné bezkontextové jazyky, ke kterym nelze sestrojit
jednoznacnou gramatiku. Prikladem takového jazyka je

{a"b™c™d" | m,n > 0} U {a"p"c™d™ | m,n > 0}.

Tento jazyk je bezkontextovy (zkuste sestrojit gramatiku), ale pro kazdou jeho gramatiku
maji fetézce tvaru a™b"c™d" vice derivacnich stromt. To nicméné nebudeme dokazovat.
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Chomského normalni forma
Obcas se hodi uvazovat gramatiky s co nejjednodussi strukturou pravidel.

Definice: Gramatika je v Chomského normdlni formé (ChNF), pokud obsahuje pouze
pravidla tvart X — ¢, X - YZ a § — ¢, kde X,Y, Z jsou proménné a ¢ terminal.
Pocatecni proménné S se navic nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

Poznamka: Kazda gramatika v ChNF je bezkontextova. Pravidlo S — ¢ jsme museli dovo-
lit, aby se dalo vygenerovat prazdné slovo. Toto pravidlo ovSem neinteraguje s ostatnimi
pravidly, protoze S lze ziskat pouze na zacatku derivace.

Definice: Dvé gramatiky jsou ekvivalentni, pokud generuji tentyz jazyk.

Véta: Pro kazdou bezkontextovou gramatiku existuje ekvivalentni gramatika v Chomské-
ho normalni formeé.

Diikaz: Ptevod do ChINF provedeme v nékolika krocich. Kazdy odstranuje jeden typ pravi-
del, ktery je v normalni formé zakézany. Pokazdé snadno ovéfime, ze se jazyk generovany
gramatikou nezménil.

1. 8 na pravé strané. Vytvorime novou proménnou S’. VSechny vyskyty S na pravé strané
pravidla nahradime za S’. Kdykoliv m4 pravidlo S na levé strané, vytvorime jeho kopii
s S’ na levé strané.

2. Termindly na netrividlni pravé strané. Tim myslime ptipady, kdy prava strana néjaké-
ho pravidla obsahuje bud vice terminalti, nebo kombinaci terminali a proménnych. Pro
kazdy terminal a vytvorime proménnou 7, a pravidlo T, — a. VSechny vyskyty a na
netrivialnich pravych straniach nahradime za T,.

3. Dlouhé pravé strany. Nyni vSechny pravé strany obsahuji budto jeden termindl ne-
bo libovolné mnoho proménnych. Pokud jsou proménné vice nez 2, potfebujeme pravi-
dlo rozdélit. Pravidlo X — Yj...Y,, nahradime pravidly X — Y17,, Z1 — Y2Zs, ...,
m—o — Ym—2Zm—17 -1 — Ym—lym7 kde Z17 ey L1 jSOll nové pI‘Ol’Ilél’lIlé.

4. Nulovd pravidla, tedy pravidla s prazdnou pravou stranou. Nejprve najdeme mnozinu
viech nulovatelngjch proménniyjch — to jsou proménné X, pro néz X = e. Uréité mezi
nulovatelné patii levé strany pravidel typu X — e. Pak opakované hledame pravidla,
jejichz prava strana obsahuje pouze nulovatelné proménné, a levé strany také prohlasujeme
za nulovatelné.

Poté projdeme vSechna pravidla. Kdykoliv prava strana obsahuje nulovatelnou promén-
nou, vyrobime kopii pravidla s touto proménnou vynechanou. (Pokud méme pravidlo
X — AB a A i B jsou nulovatelné, vyrobime postupné X — A, X - Ba X — ¢.)
Nakonec smazeme vSechna nulova pravidla.

28 Martin Mares: Uvod do automatd 2022-01-26



— 2.3 Bezkontextové jazyky — Bezkontextové gramatiky

5. Jednotkovd pravidla. To jsou pravidla typu X — Y. Vytvorime graf jednotkovych
pravidel: vrcholy jsou proménné a pro kazdé jednotkové pravidlo X — Y vytvorime ori-
entovanou hranu z X do Y. Pro kazdou dvojici proménnych X, Y se podivame, zda v grafu
vede cesta z X do Y, ¢ili zda je mozné X pouzitim posloupnosti jednotkovych pravidel
prepsat na Y. Pokud tomu tak je, vytvorime ke kazdému nejednotkovému pravidlu typu
Y — « jeho kopii X — «a. Pak vSechna jednotkova pravidla smazeme.

Nakonec se ujistime, ze zadny krok prevodu nevytvaii problémy, kterych jsme se v pred-
chozich krocich zbavili. (]

Algoritmus CYK
Nyni ukazeme, jak pro dané slovo a € T* délky n efektivné rozhodnout, zda je generovano
bezkontextovou gramatikou prevedenou do ChNF. Tento algoritmus popsali v 60. 1étech

nezdvisle na sobé Sakai, Cocke, Young a Kasami, proto se mu (ponékud neptesné) ika
algoritmus CYK.

PouZijeme dynamické programovéni. Pro kazdé podslovo afi : j] spo¢itdme mnozinu
Dli, j] v8ech proménnych, které toto podslovo generuji. Budeme postupovat indukei podle
délky podslova.

Pro jednoznakovd podslova «[i] spocitdme D[i, i + 1] jako mnozinu vSech proménnych X,
pro které existuje pravidlo X — «afi]. (Pravidla X — Y Z nelze pouzit, protoze jak Y,
tak Z se ¢asem rozepisi na neprézdné rFetézce termindli.)

Kazdé delsi podslovo afi : j] zkusime rozdélit vSemi moZnymi zpusoby na Casti «fi : k]
a «alk : j|. Kdykoliv existuje pravidlo X — Y Z takové, ze Y € D[i,k] a Z € DJ[j, k],
priddme X do Dli, j].

A7 sestrojime mnozinu D[0, n], podivime se, zda v ni lezi po¢ateéni proménnd S. Podle
toho rozhodneme, zda je slovo a generovano gramatikou.

Nyni algoritmus popiseme detailné. Nezapomeneme zvlast osetrit pripad a = €.
Algorithm CYK

Vstup: Gramatika G = (V, T, P, S) v ChNF, slovo o € T*
Vistup: ANO, pokud « € L(G), jinak NE

1. n <« |af

2. Pokud n =0:

3. Je-li (S — ¢€) € P, odpovime ANO, jinak NE.

4. Proi=0,...,n—1:

5. Dli,i+1] < {X | (X = ai]) € P}

6. Pro/l=2....n: < délka podslova
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7. Proi=0,...,n—¢: < zacdatek podslova
8. j—i+/4 < konec podslova
9. Dli,j] < 0

10. Prok=j+1,...,i—1: < délici bod

11. Pro vSechna pravidla (X — Y Z) € P:

12. Pokud Y € D[i, k] a Z € D[k, j]:

13. Pridame X do Dli, j].

14. Je-li S € D[0,n], odpovime ANO, jinak NE.

Pokud povazujeme velikost gramatiky za konstantu, vSechny operace s mnozinou pravidel
a mnozinami proménnych maji konstantni ¢asovou slozitost nezavisle na reprezentaci
mnozin. Algoritmus pak m4 slozitost O(n?).

Dodejme jesté, ze algoritmus lze snadno upravit, aby odpovéd ANO doprovodil jednim
z moznych derivacénich stromu. Staé{ si pro kazdou proménnou v D[i, j] zapamatovat, ja-
kym pravidlem s jakym k tam byla pridana. Pak strom rekurzivné vytvarime od kofene S:
pokazdé se podivame, jaké pravidlo bylo v aktualnim vrcholu pouzito, podle jeho pravé
strany vytvorime déti vrcholu a rekurzivné se na né zavolame, pricemz rozdéleni slova «
uréime podle zapamatovaného k. Casova slozitost se tim nezhorsi.

Poznamka: Existuji i efektivnéjsi algoritmy. Valiantiv algoritmus redukuje problém na
nasobeni matic a dosahuje tak slozitost O(n°) pro ¢ € (2,3). Earleyho algoritmus je
sice v nejhor$im pripadé také kubicky, ale v typickych pfipadech (napf. je-li gramatika
jednoznacnd) vyrazné rychlejsi.

Iteracni lemma
I bezkontextové jazyky maji svou verzi itera¢niho (pumpovaciho) lemmatu.

Lemma (itera¢ni pro bezkontextové jazyky): Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje
¢islo n takové, ze kazdé slovo w € L délky aspon n lze rozlozit na ¢asti w = afydA a pro
kazdé k > 0 je aFyd*\ € L. Piitom |Bys| < n a |BS] > 0.

Diikaz: Gramatiku generujici L nejprve prevedeme do Chomského normalni formy. Pak
si vSimneme, Ze je-li @ dost dlouhé, musi byt jeho derivaéni strom dost hluboky (strom
je bindrni, takZe hloubka roste s poc¢tem listi aspon logaritmicky). A je-li dost hluboky,
musf existovat cesta z kofene do listu, na niz se néjakd proménnd vyskytuje vicekrat (staci
cesta o |V| hrandch, tim padem potiebujeme n > 2/V1).

Oznac¢ime nyni = a y vrcholy, v nichz se opakovana proménna vyskytuje; x bude nad y.
Necht dale S je cely strom a S, a S, podstromy zakofenéné v = a y. Budeme prochazet
strom S v do hloubky a zaznamen&avat navstivené listy. Ty dohromady davaji slovo w,
které rozdélime takto:

30 Martin Mares: Uvod do automatd 2022-01-26



— 2.3 Bezkontextové jazyky — Bezkontextové gramatiky

® Cast a: listy pred prvni navstévou x,

e Cast (: listy mezi prvni navstévou x a prvni navstévou y,

® Cast v: listy mezi prvni a posledn{ navstévou y (listy podstromu S,)),
® Cast 0: listy mezi posledni navstévou y a posledni navstévou x,

e cast A: listy po posledni navstéve y.

Nyni si vSimneme, Ze nahrazenim podstromu &, za podstrom S, ziskdme derivaéni strom
slova ayd. Naopak pokud nahradime podstrom S, dalsi kopif celého S, ziskdme derivac¢ni
strom slova af?v52\. Takto miizeme pokracovat libovolné-krat.

Pak ovéiime, ze se nemuze stat, ze by ¢asti 8 a d byly obé prazdné. Pokud cesta z x do y
zaCind pravou hranou, vede z x leva hrana do podstromu, jehoz listy lezi vSechny v 3,
takZe 8 neni prazdné. Podobné pro levou hranu a 4.

Jesté potfebujeme splnit nerovnost |3vd| < n. To zafidime tak, ze zvolime nejdelsi cestu
mezi korenem a listem a na ni nejnizsi opakovany vyskyt proménné. Tim padem strom
S, bude mit hloubku nejvyse |V|, ¢li maximalné 21V listt. a

Obrazek 2.4: Situace v ditkazu iteraéniho lemmatu
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Dalsi vlastnosti
Bezkontextové iteracni lemma mizeme pouzit k dikazu, Ze jazyk {a"b"c" | n € N}

vvvvvv

neni bezkontextovy (cviceni E) Tento jazyk ovSem lze generovat slozitéjsi gramatikou
(cviceni . Proto inkluze tiid jazyka Lo C Lo je ostra.

Trida bezkontextovych jazyktl Lo je uzaviena na sjednoceni, zfetézeni, iteraci a otoceni
(cviceni ﬂ), neni uzaviend na pruniky (cviceni f) ani na dopliky (cviéeniﬂ).

Nékteré algoritmické otazky jsou pro bezkontextové jazyky jednoduché, jiné zase tézké:
® prislusnost slova do jazyka je mozné testovat v polynomialnim case algoritmem CYK,
® neprdzdnost jazyka generovaného gramatikou je polynomialni (Cviéeni,
® generovdni prazdného slova lze trivialné rozpoznat z Chomského normélni formy,

® generovdni vSech slov z T* je algoritmicky nerozhodnutelné (bez dikazu),

ekvivalence gramatik (rovnost generovanych jazyki) je také nerozhodnutelnd (mohli
bychom prevést predchozi otdzku na ekvivalenci s gramatikou generujici celé T*),

e jednoznacnost gramatiky je také nerozhodnutelnd (bez diikazu).

Bezkontextové jazyky se také daji rozpoznavat pomoci nedeterministickych zdsobnikovych
automatd. Tém se v tomto textu budeme vénovat pouze okrajové (cvifeni , ale
prozradime, Ze rozpoznavaji pravé bezkontextové jazyky a ze na rozdil od koneénych
automatu zde nedeterminismus zvysuje vypocetni silu.

Cviceni

1. Doplitte do gramatiky pro vyrazy operdator ~ (umocnovéani, vyhodnocuje se zprava
doleva), undrni - a undrni postfixovy ! (faktoridl). Snazte se, aby gramatika byla
nadale jednoznacna.

2. Retézec levych a pravych zdvorek nazveme zdvorkovdnim, pokud se zavorky daji
rozdélit do nekfizicich se part tak, ze v kazdém péaru je nalevo ( a napravo ).
Sestrojte bezkontextovou gramatiku, kterda generuje vsechna zavorkovani.

3. Sestrojte derivacni strom Tetézce (() ()) pro gramatiku z cviceni E

4.  Gramatiku z cviceni E prevedte do Chomského norméalni formy. Jak nyni vypada
deriva¢ni strom fetézce (() ())? Odsimulujte algoritmus CYK pro tento retézec.

5.  Dokazte, ze jazyk {a"b™c™ | n € IN} neni bezkontextovy. Muze se hodit bezkontex-
tové iteracni lemma.
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10.

11.

12*

13.

14*

Jazyk {a"b"c" | n € N} je prunikem jazyki {a"b"c™ | n,m € N} a {a"b™c™ |
n,m € N}. Prvni z jazykt podle predchoziho cviceni neni bezkontextovy. Ukazte, Ze
zbylé dva jsou, takze tfida bezkontextovych jazykt neni uzaviend na prunik.

Ukazte, ze t¥ida bezkontextovych jazyku je uzaviend na sjednoceni, zietézeni, iteraci
a otoceni.

Ukazte, ze kdyz je ttida jazyka uzaviend na sjednoceni, a nikoliv na prinik, nemutze
byt uzaviena na doplnék.

U jazyku z cviceni v oddilu E rozhodnéte, zda jsou bezkontextové.

Proménna v gramatice je dosazitelnd, pokud figuruje v aspon jedné derivaci z S.
Proménna je produktivni, pokud z ni lze odvodit aspon jeden Fetézec terminalt. Pro-
ménna je potrebnd, pokud se vyskytuje v aspon jedné derivaci fetézce termindli z S.
Dokazte, ze vsechny proménné jsou potiebné, pravé kdyz jsou vsechny proménné
produktivni a soucasné potfebné. Navrhnéte polynomialni algoritmus, ktery grama-
tiku upravi tak, aby vSechny proménné byly potfebné. Pomoci toho zjistéte, zda
gramatika generuje neprazdny jazyk.

Velikost gramatiky zavedeme jako soucet délek vSech levych a pravych stran pravidel.
Jak se velikost zméni prevodem do ChNF? Jak na velikosti gramatiky zavisi casova
slozitost algoritmu CYK?

Linedrni iteracni lemma. Bezkontextové iteracni lemma pochopitelné plati i pro li-
nearni jazyky, ale nerovnost |Svd] < n muzeme nahradit |@8dA| < n. Dokazte. Stadi
lehce upravit stavajici dikaz, ale je potreba domyslet analogii ChNF pro linearni
gramatiky.

Dokazte, ze jazyk {a"b"a™b™} je bezkontextovy, ale neni linedrni. Mize se hodit
tvrzeni z predchoziho cviceni.

V cviceni jsme dokézali, Ze tifda reguldrnich jazykt je uzaviend na substi-
tuci. Ukazte, Ze to plati i pro tiidu bezkontextovych jazykt. To dava jiny dikaz
uzavienosti CFL na sjednoceni, zfetézeni a iteraci.
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3 Rozhodnutelné jazyky

Pocéatkem 20. stoleti se matematici zabyvali otdzkami ,mechanické” Fesitelnosti riznych
problémt — kofeny celociselnych polynomialnich rovnic, dokazatelnost tvrzeni v logice
apod. Zdsadnim problémem se ale ukézala sama definice mechanického vypoctu. Podali
ji az ve 30. letech Alonzo Church (A-kalkulus), Stephen Kleene (kalkulus rekurzivnich
funkei) a Alan Turing (stroj s paskou). Pravé Turingovou definici vypoctu se nyni budeme
zabyvat. Ostatni modely vypoctu jsou s Turingovym strojem ekvivalentni, alespon co se
tyce toho, na jaké otazky dovedou odpovidat.

3.1 Turingovy stroje

Turinguv stroj je motivovany predstavou matematika, ktery ma k dispozici tabuli a svou
mysl. Zatimco tabule je potencidlné nekonecné velkd, do mysli se vejde pouze konecné
mnozstvi informaci.

Tabuli budeme modelovat oboustranné nekonecnou pdskou rozdélenou na policka. Na
kazdém policku se vyskytuje jeden znak z konec¢né abecedy. Po pésce se pohybuje hlava
stroje, ktera se vzdy diva na jedno policko a umi znak z tohoto policka precist, prepsat
na jiny a posunout se o jedno policko doleva nebo doprava.

Matematikovu mysl si budeme predstavovat jako ridici jednotku stroje, kterd se v kazdém
okamZiku nachdz{ v jednom z koneéné mnoha stavi (stejné jako koneény automat). V kaz-
dém kroku vypoctu se jednotka podle svého stavu a znaku, ktery precte hlava, rozhodne,
jakou instrukei stroje provést. Instrukce uréi, jaky znak na aktualni policko pasky zapsat,
do jakého stavu ridici jednotky se prepnout a zda se hlava posune doleva nebo doprava,
pripadné zistane na misté. Rozhodovani ridici jednotky popiseme prechodovou funkci.

Na pocatku vypoctu je na pasce napsan vstup, zbyvajici policka pasky jsou vyplnéna
specidlnim symbolem |, (mezera). Hlava se divd na prvni znak vstupu. Ridici jednotka se
nachazi v poc¢atecnim stavu qq.

Vypocet konéi tim, ze se fidici jednotka prepne do jednoho z koncovijch stavi. Ty jsou
dva (q+ a g—). Jeden odpovida prijeti vstupu, druhy jeho odmitnuti.

Nyni stroj a jeho vypocet nadefinujeme podobné, jako jsme to udélali u konecnych auto-
matu.

Definice: Turingtiv stroj (Turing Machine, zkracené TM) se sklad4 z nasledujicich ¢asti:

® () je konecna neprazdna mnozina stavi stroje,
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® gy € Q je pocdtecni stav,

q+,q— € Q jsou koncové stavy: prijimaci a odmitact,

Y je konecna neprézdnd vstupni abeceda (v ni je zaddn vstup),

I' O ¥ je konetna pracovni abeceda znakt pouzivanych na pasce,

u € T'\ X je znak pro mezeru,
®0:(Q\{qr,q-}) xT = Q x T x {«,e,—} je prechodovd funkce.

Definice: Konfigurace Turingova stroje je usporddand trojice (s, A, 7), kde s € @ je stav
stroje, A € I'* obsah pésky nalevo od hlavy a m € I'* obsah péasky od policka s hlavou déle
doprava. Mezery zleva a zprava budeme orezavat, tedy A nezac¢ind mezerou a m nekonci
mezerou.

Definice: Krok stroje v konfiguraci (s, A, ), kde s # ¢4, ¢—, definujeme takto:

e Nejprve na zacatek A a na konec 7 pripiSeme mezeru. Tim zajistime, ze pod hlavou
i pfed hlavou mame explicitni znak. Plati tedy A = A1y a m = xm; pro néjaké znaky
x,y a slova A, 7.

e Podle §(s, z) zjistime, jakou instrukei (s, 2/, pohyb) mé stroj vykonat:

e Pokud pohyb = e, polozime N = X\, 7’ = z'm.

e Pokud pohyb =—, polozime N = A\z’, 7’ = 7.

e Pokud pohyb =<, polozime N = A\, ' = yx'n;.
® Odstranime z A\ vSechny pocatecni mezery a z m vSechny koncové mezery.
e Prejdeme do konfigurace (s, X', 7).

Definice: Vipocet stroje pro vstup a € X* je konecna nebo nekonecna posloupnost konfi-
guraci Ko, K1, Ko, ..., kde Ko = (qo, &, @) a pro vSechna i plati, Ze K;;; vznikne jednim
krokem vypoctu z K;. Je-li vypocet konecny, posledni konfigurace obsahuje jeden z kon-
covych stavu stroje. V zadné jiné konfiguraci se koncovy stav nevyskytuje.

Vypocet je jednoznacéné urcen vstupem stroje. Budto je koneény a stroj se zastavi, nebo je
nekonecny a stroj diverguje. Moznost divergence stroje zpusobuje, zZe jazyk rozpoznavany
strojem muzeme definovat dvéma zpusoby:

Definice: Stroj prijme slovo o € ¥*, pokud se jeho vypocet se vstupem « zastavi ve
stavu gy. Slovo tedy odmitne, pokud se zastavi v g_ nebo diverguje. Mnoziné slov pfiji-
manych strojem M fikdme jazyk prijimany strojem M a zna¢ime ho L(M).
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Definice: Jazyk L je cdstecné rozhodnutelny neboli rekurzivné spocetny, pokud existuje
Turingiv stroj pfijimajici jazyk L. Tiidu vSech takovych jazyki zna¢ime RE.(Y)

Definice: Stroj rozhoduje jazyk L, pokud se pro kazdy vstup a € ¥X* zastavi a prijima
jazyk L. (Pro kazdé slovo « tedy vypocet skonéi ve stavu ¢4, pokud o € L, a jinak skon¢i
vg-_.)

Definice: Jazyk L je rozhodnutelny neboli rekurzivni, pokud existuje Turingiv stroj roz-
hodujici jazyk L. Ttidu vSech takovych jazykia znacime R.

Poznamka: Zjevné je R C RE. Casem dokazeme, Ze inkluze je ostré, a také prozkoumame
vztahy s tfidami jazyku z predchozich kapitol.

Turinguv stroj muzeme také pouzit k vypoctu funkei:

Definice: Funkce f : ¥* — ¥* je wycislitelnd neboli rekurzivni, pokud existuje Turingtv
stroj, ktery se pro kazdé « € X* zastavi a vyda vystup f(«). Vystupem stroje myslime
obsah pasky Am z posledni konfigurace vypoctu.

Definice: Funkce f : ¥* — ¥* U {1} je ddstecné vycislitelnd neboli édstecné rekurzivnd,
pokud existuje stroj, ktery se pro vstup a € X* zastavi pravé tehdy, kdyz f(a) # 1,
a pokud se zastavi, je jeho vystupem f(«).

Pozorovani: Jazyk L je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz je vycislitelnd jeho charakteris-
tickd funkce. Jazyk L je ¢astecné rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz je ¢astecné vycislitelna
funkce f(a) =1proa € L a f(a) =1 pro a & L.

Priklad: Sestrojime Turingtv stroj rozpoznavajici jazyk {0"1" | n € N}. Stroj bude
opakované odebirat znak 0 ze zacatku slova a 1 z konce slova. Pokud se tim podaii slovo
vyprézdnit, stroj pfijme. Pokud odebirdni selZze (na zac¢dtku nenajde 0 nebo na konci 1),
stroj odmitne.

Stroj bude mit vstupni abecedu ¥ = {0, 1}, pracovni abecedu I' = {0, 1, .}, mnoZinu
stavi Q = {qo,q+,9—,7, J, ¢} a pfechodovou funkei definovanou tabulkou na obrdzku m

Na rozdil od kone¢nych automatit mohou byt rizné TM pro tentyz vstup rozdilné rychlé
(nékteré se ani nemusi zastavit). Hod{ se proto umeét efektivitu stroje mérit:

Definice: Cas vijpoctu definujeme jako pocet konfiguraci, kterymi vypocet stroje projde.
Prostor vijpoctu je pocet policek pasky, kterd béhem vypoctu navstivila hlava stroje.

(1) Terminologie je zde trochu zavidéjici. Nejde o rekurzi v dnesnim obvyklém smyslu, nybrz o Kleeneho
kalkulus rekurzivnich funkei. Rekurzivné spocetné jsou anglicky recursively enumerable, coz znamena spis
rekurzivné vyjmenovatelné. Tento vztah déle zkouméame v cviceni B.4.9
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stav/znak 0 1 U
qo (7’, Ly %) q- q+
r (T707*>) (7’,1,%) (jal_h(;)
J q- (4,0, ) q-
14 ([,O,(*) (65 17<;) (quI_I74>)

Obrazek 3.1: Turingiiv stroj rozpoznavajici jazyk {0"1" | n e N}. Tam, kde
pfechazime do stavu g+ nebo g-, nezilezi na novém znaku ani pohybu hlavy.

Definice: Casovd sloZitost stroje je funkce, kterd kazdé délce vstupu n piifadi maximalni
¢as vypoctu pro vstupy z ™. Podobné prostorova slozitost pritadi délce vstupu maximalni
prostor vypoc¢tu. Pokud se néktery vypocet nezastavi, casova slozitost bude nekonecna a
prostorova mozné také.

Piiklad (proménné ve stavu): Casto se hodi, aby si stroj pamatoval nékolik ,,proménnych®.
Pokud maji omezeny rozsah, mizeme je vsechny zakédovat do stavu stroje: stav bude
usporadand k-tice, jejiz slozky budou odpovidat hodnotdm jednotlivych proménnych.

Priklad (vicestopa paska): Podobné mizeme na jedno policko pasky ulozit nékolik raznych
druhti informaci, kdyz jako znaky pracovni abecedy pouzijeme usporadané ¢-tice. Mtzeme
si to predstavit jako £-stopou pdsku, jejiz stopy pouzivame nezavisle. VSechny stopy ovsem
sdili polohu hlavy. Pozor na to, Ze na zac¢atku vypoctu musime prekédovat vstupni abecedu
do /f-tic, a na konci zase f-tice vystupu dekédovat.

Cviceni

Sestrojte Turingovy stroje fesici nasledujici tlohy. Pokazdé stanovte jejich ¢asovou a pro-
storovou slozitost.

1. Rozhodnout jazyk vSech slov nad abecedou {0, 1}, v nichz je stejné nul jako jednicek.
2. K zadanému fetézci a spoéitat jeho otoceni af*.

3.  Rozhodnout jazyk vSech zédvorkovani z cviceni R.3.2

4. Pro slovo 0™ spocitat zapis cisla n ve dvojkové soustavé.

5. Pro ¢islo n zapsané ve dvojkové soustavé vytvorit slovo 0™.

6. Rozhodnout jazyk a"b"c”.
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3.2 Varianty Turingovych strojii

Vyhodou definice Turingova stroje je, ze se snadno upravuje, ¢imz vznikaji dalsi druhy
stroju.

Konecné automaty

Uvazujme stroj, jehoz instrukce pouzivaji pouze pohyb doprava. Navic prec¢te-li stroj me-
zeru, prejde vzdy do stavu g4 nebo g_. Takové stroje jsou zjevné ekvivalentni s kone¢nymi
automaty, takze rozhoduji a také rozpoznavaji pravé regularni jazyky.

Obousmeérné automaty

Obousmeérngy konecny automat je Turingtv stroj, ktery mé zakizano ménit obsah pédsky
— instrukce tedy musi vzdy zapsat ten symbol, ktery byl z pasky precten. Vstup je navic
stroji dodan ohranic¢eny: pro vstup « je pocatecnim obsahem péasky slovo <a>, kde < a >
jsou znaky pracovni abecedy zvané zardzky. Hlava zacina na prvnim znaku slova «. Pokud
stroj narazi na zardzku <, musi vzdy vykonat pohyb doprava; pokud narazi na >, musi jit
doleva.

Obousmeérné automaty se tedy mohou po vstupu libovolné pohybovat, ale nesmi ho ménit.
Na rozdil od oby¢ejnych automattt mohou divergovat. Pfekvapivé opét rozpoznavaji jenom
reguldrni jazyky (toto tvrzeni ponechdme bez dikazu).

Vicepaskové stroje

Zajimavejsi je vybavit Turinguv stroj vice paskami. Méjme tedy k oboustranné neko-
necnych pasek. Kazda ma svou vlastni hlavu, kterd se pohybuje nezavisle na ostatnich
hlavach. Prechodova funkce se rozhoduje podle stavu a symbola prectenych vsemi k hla-
vami. Instrukce stroje zapise znaky na vsech k pasek a kazdé hlavé rekne, kam se ma
pohnout. Prechodova funkce tedy vede z Q x I'* do Q x T'* x {+, e, —}*.

Konfigurace stroje se sklada ze stavu fidici jednotky a obsaht vsech péasek; kazdou pasku
opét rozdélime na c¢ast nalevo a napravo od prislusné hlavy. Krok stroje a vypocet se
rozsiti zjevnym zpusobem.

Pri spusténi stroje je vstup napsan na prvni pasce. Pokud stroj vraci vystup, napise ho
opét na prvni pasku.

Nékdy se také urcuje specialni vstupni a vystupni pdiska. Vstupni pasku je povoleno pouze
Cist (stroj tedy musi zapsat ten znak, ktery pravé precetl), na vystupni pasku je povoleno
pouze zapisovat (pfechodovéd funkce musi pro vSechny mozné znaky z této pasky vracet
stejnou instrukei). Ostatnim pdskam se ¥kd pracovni a do vyuzitého prostoru pocitdme
jenom je.
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Véta: Vicepaskovy stroj je mozné prevést na jednopaskovy, ktery prijima/rozpoznava
tentyz jazyk a vycisluje tutéz funkci.

Ndacrt dukazu: Budeme k-paskovy stroj simulovat jednopaskovym strojem, jehoz péasku
rozdélime na 2k stop. Stopy budou tvorit k& pari. Kazdy par bude odpovidat jedné péasce
simulovaného stroje a bude v ném datovd stopa s obsahem péasky a 7idici stopa, v niz
bude vyznacena pozice hlavy simulovaného stroje. Stav simulovaného stroje si budeme
pamatovat ve stavu nového stroje.

Na zacatku vypoctu prekédujeme vstup do 2k-stopé abecedy, vyznacime pocatecni polohy
vSech hlav a prejdeme do pocatecniho stavu simulovaného stroje.

Jeden krok stroje odsimulujeme takto: Nejprve projdeme celou pasku zleva doprava a
kdykoliv v néjaké ridici stopé najdeme znacku polohy hlavy, zapamatujeme si ve stavu
znak z prislusné datové stopy. Po precteni vSech k znakt vyhodnotime prechodovou funkci
(bude zakdédovanéd do nasi prechodové funkce), zjistime, jakou instrukci mame vykonat,
a zapamatujeme si to ve stavu. Pak znovu projdeme celou pasku a kdykoliv narazime v 1i-
dici stopé na znacku hlavy, zapiseme do odpovidajici datové stopy novy znak a posuneme
znacku hlavy spravnym smérem. Nakonec se prepneme do nového stavu simulovaného
stroje.

Na konci vypoc¢tu dekédujeme obsah pasky z 2k-stopé abecedy do ptuvodni.

Zbyva doresit jeden problém: jak pri prochazeni celé pasky poznat, kde zacind a kondi.
Mohli bychom si v dalsi stopé udrzovat zardzky na zac¢dtku/konci vyuZitého tseku pés-
ky a podle potfeby je posouvat. Ale jednodussi je pamatovat si ve stavu stroje, kolik
simulovanych hlav zrovna lezi nalevo od aktudlni pozice na péasce. ([

Nedeterministické stroje

Podobné jako jsme zavedli nedeterministicky kone¢ny automat, mizeme definovat nede-
terministickou verzi Turingova stroje. Jeho prechodova funkce bude misto jedné instrukce
prifazovat mnozinu instrukci. Jeden krok vypoctu pro jednu konfiguraci uréi mnozinu
moznych nasledujicich konfiguraci. Pro jeden vstup pak miuze existovat mnoho ruznych
vypoctu, dokonce nékteré koneéné a jiné nekonecné.

Stroj prijme slovo, pokud se alespon jeden z moznych vypoctu zastavi v pfijimacim stavu.
Pozdéji dokazeme, ze nedeterministické stroje prijimaji tytéz jazyky jako deterministické
stroje.

Vypocty nedeterministického stroje mizeme popsat stromem konfiguraci: v kofeni je po-
catecni konfigurace, potomci kazdé konfigurace jsou ty, do kterych se da dostat jednim
krokem vypoctu. Listy stromu odpovidaji zastaveni vypoctu v koncovém stavu, ale strom
muze mit i nekonecné vétve.
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Randomizované stroje

Stroj muzeme vybavit generdtorem ndhodnych bitt. Poridime mu ndhodnou pdsku, ktera
bude na zacatku vypoctu obsahovat nekoneénou posloupnost nezavislych ndhodnych biti.
Po této pasce bude povoleno pohybovat se pouze doprava.

Podobné jako u nedeterministickych stroji neni ani zde vypocet jednozna¢né urcen: k jed-
né konfiguraci mohou existovat dvé nasledujici. Kazdému vypoctu pak muzeme priradit
pravdépodobnost toho, %e bude proveden (to je 27t kde t je pocet pfectenych ndhod-
nych bit). Se¢tenim vSech pfijimajicich vypodtt pak miuZzeme stanovit pravdépodobnost
prijeti slova.

Stroje s orakulem

Schopnosti stroje mizeme rozsitit o vyhodnocovani libovolné funkce. Té se obvykle rika
ordkulum. S ordkulem se komunikuje tak, ze vstup funkce zapiSeme na specialni ordkulovou
pasku, prejdeme do specidlniho stavu a na zacatku dalsiho kroku vypoctu bude obsah
ordkulové pasky nahrazen odpovédi ordkula. Do ¢asu vypoctu se dotaz na orakulum
pocita jako jeden krok.

Interaktivni stroje

Nékdy se hodi vybavit algoritmy schopnosti interagovat s okolim, tedy v pribéhu vypoctu
vypisovat vystup a ziskavat dalsi vstup. I to se da do Turingova stroje dodélat, a to
podobné jako orakulum.

Vystup ulozime na vystupni pasku a pak prejdeme do specidlniho stavu, ¢imz je vypsan.
Kdyz chceme precist vstup, prejdeme do jiného specidlniho stavu a na vstupni péasce se
objevi dalsi slovo ze vstupu.

Cviceni
1.  Pro vsechna cviceni z oddﬂu@uvaéte7 zda pomoci vicepaskového stroje neni mozné
tlohu vyftesit s lepsi ¢asovou a/nebo prostorovou slozitosti.

2*  Rozhodnéte jazyk zavorkovani (cvideni B3.9) v ¢ase O(n) a prostoru O(logn).

3.  Uvazujme TM, ktery umi ménit pasku jenom udélanim ,kanky“ A jakmile je na
policku kanka, uz ho nelze prepsat na jiny symbol. Dokazte, ze tyto stroje rozpozna-
vaji/rozhoduji tytéz jazyky jako standardni TM.

4.  Dokazte, ze TM s jednostranné nekone¢nou paskou dokdze rozpoznavat/rozhodovat
tytéz jazyky jako standardni TM. Pokud stroj chce udélat pohyb doleva na zacatku
pasky, stroj automaticky prejde do stavu g_ a zastavi se.

5% Dokazte, ze kazdy TM je mozné upravit na ekvivalentni (rozhodujici tentyz jazyk,
vydéavajici tentyz vystup), ktery ma pouze 2 stavy kromé ¢4 a g_.
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6* Dokazte, ze kazdy TM se vstupni abecedou ¥ = {0, 1} lze upravit na ekvivalentni,
jehoz pracovni abeceda je I' = {0, 1, }.

¥ Zdsobnikovy automat je TM s jednou vstupni paskou (na niz nelze zapisovat ani se
pohybovat doleva) a jednou pracovni paskou pouzivanou jako zasobnik (pfi pohy-
bu doleva musime aktuélni znak pfepsat na mezeru). Dokazte, Ze jazyk prijimany
kazdym zasobnikovym automatem je bezkontextovy. Aby platila i druhd implikace,
musime nicméné uvazovat nedeterministické zasobnikové automaty.

8. Dwojzdsobnikovy automat je definovin podobné jako v minulém cviceni, ale misto
jednoho zdsobniku mé dva. Dokazte, Ze tyto automaty piijimaji/rozpoznavaji stejné
jazyky jako standardni TM.

9. Jak se pfi prevodu vicepaskového stroje na jednopaskovy zméni casova a prostorova
slozitost?

10 Navrhnéte prevod vicepdskového stroje na dvojpdskovy tak, aby zpomaloval pouze
O(log n)-krét.

11* Navrhnéte pfevod nedeterministického vicepdskového stroje na dvojpdskovy tak, aby
zpomaloval pouze konstanta-krat.

3.3 Vztahy s ostatnimi modely

Ukéazeme, ze Turinguv stroj je ekvivalentni s nékterymi dalsimi modely vypoctu. Takzva-
na Churchova-Turingova teze dokonce ik, Ze vSechny realistické vypocetni modely jsou
navzajem ekvivalentni. Jinymi slovy Ze je jedno, jaky model pouzijeme k definici algorit-
mu, protoze pokazdé vyjde (az na vhodny isomorfismus) totéz. Churchovu tezi nicméné
neni mozné dokazat, protoze neumime definovat, co znamenad realisticky vypocetni model.

Gramatiky
Véta: Trida Ly jazyki generovanych gramatikami je rovna t¥idé RE rekurzivné spocetnych
jazykt.

Dtikaz rozdélime do dvou lemmat.
Lemma: Kazdy ¢astecné rozhodnutelny jazyk je generovany néjakou gramatikou.

Drikaz: Musime se vyporadat s tim, Ze ,,vypocet® gramatiky probihd v opac¢ném sméru nez
vypocet Turingova stroje. Gramatika vyjde z pocatecni proménné a postupné piepisuje,
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az vygeneruje slovo jazyka. Stroj naopak za¢ne n&jakym slovem,‘?’ to postupné upravuje
a nakonec odpovi, zda slovo patti do jazyka.

Tento rozpor vyresime tak, ze nejprve gramatikou vygenerujeme dvé kopie slova. Jed-
na (té budeme fikat origindl) bude sloZena z terminalt, druhd (feCend pracovni) bude
obsahovat aspon jednu proménnou. Na pracovni kopii budeme simulovat vypocet stroje.
Pokud vypocet skonci v prijimacim stavu, smazeme celou pracovni kopii, ¢imz zbude jen
originél slova z termindli a prepisovani se zastavi.

Jelikoz gramatikou se sndz neZ aa generuje aa®, dovolime si drobny trik: stroj pied
prevadénim na gramatiku upravime, aby rozpoznéval slova zapsana pozpatku. Na to staci
presunout hlavu na konec slova a pak spustit pivodni vypocet s prohozenymi sméry doleva
a doprava.(3

Nyni konkrétnéji. Terminaly gramatiky budou znaky pracovni abecedy stroje I'. Proménné
gramatiky budou tvofeny:

® pocateéni proménnou I,

e kopif ' mnoziny stavi stroje @ (pro kazdy stav t € @ vytvorime jeho kopii T € Q'
riznou od ostatnich proménnych a termindli),

® zarazkami < a >,
® pomocnou proménnou J.

V pribéhu prepisovani bude mit slovo tvar a<8>, kde a € ¥* je original slova a 8 aktualni
obsah pasky stroje tvoreny termindly z I', do néjz je pred pozici hlavy vlozen stav stroje
v podobé proménné z Q.

Pravidla gramatiky rozdélime do nékolika skupin:

e Inicializace: mé za tkol vytvofit z I fetézec a<@QoB>, kde 3 je af prepsané do pra-
covnich proménnych.

o/ = J>
e J — zJzx (pro vSechna z € )
e J—<Qo
® Vypocet stroje: kdykoliv §(z, s) = (y, s’, pohyb), priddme pravidlo:
@ Tnu, i zde platd, %e na potétku bylo slovo.

@) Tim jsme mimochodem dokézali, Ze t¥ida rozhodnutelnych i ¢aste¢né rozhodnutelnych jazykt jsou obé
uzaviené na otoceni.
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e Sz — S'z’, pokud pohyb = e,
e Sz — 2/S’) pokud pohyb = —,
e ySx — S’'yx’ pro kazdé y € T, pokud pohyb = +.
e Expanze pasky o dalsi mezeru na levém a pravém okraji:
° <<y,

°> 5 >

e Smazani pracovni{ ¢dsti, pokud se stroj dostane do stavu g4 (v tomto stavu uz vypocet
nepokracuje, nebot pfechodové funkce tam neni definovand):

® )y — Q4 pro kazdé x € T

® Qix— @y prokazdé x €T

® Q> —¢
Snadno ovérime, ze vygenerovat jdou prave ta slova, kterd stroj prijima. O
Lemma: Jazyk generovany jakoukoliv gramatikou je ¢asteéné rozhodnutelny.

Diikaz: Méjme libovolnou gramatiku. Vytvorime stroj, ktery bude vyjmenovavat vsechna
slova (z proménnych i terminalt) ziskatelnd postupnym prepisovanim poc¢atec¢n{ proménné
gramatiky: nejprve pocatecni proménnou, pak slova ziskatelnd jednim prepsanim, pak
dvéma, a tak déale. Pokud slovo na vstupu stroje lezi v jazyce generovaném gramatikou,
stroj ho najde mezi vyjmenovanymi slovy a prijme. Nelezi-li v jazyce, stroj bude bud
vyjmenovavat dalsi a dalsi slova, nebo (je-li generovany jazyk koneény), slova mu dojdou
a vstup zamitne.

Stroj sestrojime jako vicepaskovy. Vstupni pasku nebude ménit. Na prvni pracovni pasce
bude vyjmenovavat slova a oddélovat je znakem #. Na zacatku tam bude jen slovo S.
Pokazdé vezmeme dalsi slovo a porovname ho se vstupem; v pripadé shody se zastavime
v prijimacim stavu. Jinak ve slovu zkusime najit vSechny vyskyty levych stran pravidel
gramatiky (tvar pravidel si budeme pamatovat v pfechodové funkci stroje). Kdykoliv
néjaky najdeme, zapiseme na druhou pracovni pasku kopii aktualniho slova s levou stranou
pravidla vyménénou za pravou. Nakonec vSechna slova z druhé pracovni pasky prepiseme
na konec prvni pasky a pokracujeme dalsim slovem. [l

2022-01-26 Martin Mares: Uvod do automatd 43



— 3.3 Rozhodnutelné jazyky — Vztahy s ostatnimi modely

Nedeterministické stroje
Myslenku postupného vyjmenovavani moznych vypocti bychom mohli pouzit i k dikazu,
ze nedeterministické Turingovy stroje prijimaji tytéz jazyky jako deterministické stro-
je. Vlastné bychom prohledavali do sitky strom moznych vypocti. Stejny vysledek ale
muzeme ziskat jednoduseji.

Véta: Nedeterministické Turingovy stroje prijimaji ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky.

Diikaz: Vsimneme si, ze prevod Turingova stroje na gramatiku funguje i pro nedetermi-
nistické stroje: sta¢i vytvorit pravidla gramatiky pro vSechny instrukce (s',2’, smeér) €
d(s,x). Proto ozna¢ime-li NRE t¥idu jazyku pfijimanych nedeterministickymi stroji, plati
RE C NRE C £y = RE. O

Random Access Machine

I vypocetni model RAM (Random Access Machine), ve kterém obvykle studujeme al-
goritmy, je ekvivalentni s TM (Turingovym strojem). Budeme pouzivat definici RAMu
z Privodce labyrintem algoritmu (kapitola o ¢asové a prostorové slozitosti). Musime se
nicméné vyrovnat s tim, ze TM zpracovavaji Tetézce, zatimco RAM ¢isla a jejich po-
sloupnosti. Ekvivalenci tedy dokdzeme jen pro vstupy ve tvaru retézce bitu. Ty muze
TM dostat primo a RAMu bity ulozime do posloupnosti pamétovych bunék a ukonc¢ime
&islem 2.4

RAM mizeme pouzit k pfijimén{ jazyka (vypocet pro dany vstup se zastavi), k rozhodové-
ni jazyka (vypocet se vZdy zastavi a ve smluvené butice paméti vydd nulu nebo jednicku)
i k vyéislovani funkef (ze smluveného mista v paméti pfeéteme vysledek funkce). Dosta-
neme stejné t¥idy jazyki a funkei jako pro TM: dokazeme, ze vypocet TM lze simulovat
na RAMu a opacné.

Simulace TM na RAMu je pfimocard: do pamétovych bunék RAMu ulozime jednotli-
va policka péasky. V dalsich bunkach si budeme pamatovat index prvniho a posledniho

pouzitého policka a pozici hlavy. Stav stroje budeme reprezentovat pozici v programu
RAMu.

Vv

® Reprezentace ¢isel: RAM pocitd s celymi ¢isly, na TM je budeme kédovat ve dvojkové
soustaveé se samostatnym znakem pro znaménko.

o Aritmetické operace: pro kazdou aritmetickou a bitovou operaci RAMu sestrojime
¢ast TM, ktera ji bude pocitat. Pro vstupy a vystup operace pouzijeme samostatné
pracovni pésky.

) Na reprezentaci vstupu zde nezalezi — jak TM, tak RAM jsou dost silné na to, aby ptrevadély mezi
libovolnymi ,,rozumnymi“ reprezentacemi. Néjakou jsme nicméné museli zvolit.
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Reprezentace paméti: na dalsi pracovni pasce si budeme pamatovat pouzitou ¢ast pa-
méti RAMu v podobé posloupnosti dvojkovych ¢isel oddélenych symbolem #. Dalsim
znakem vyznac¢ime nultou bunku a ve stavu stroje si budeme pamatovat, zda jsme
zrovna pred ni nebo za ni, takze se budeme umét kdykoliv k nulté bunce vratit.

Cteni z paméti: adresu pozadované butiky dostaneme na specidlni pasce. Nejprve tuto
bunku najdeme: pokud je adresa kladna, vydame se po paméfové pasce doprava a
za kazdy # odecteme od adresy jednicku. Az se adresa vynuluje, zkopirujeme obsah
buniky na dalsi pracovni pasku. Je-li adresa zdpornd, postupujeme doleva a jednicky
pricitdme. Pokud béhem hledéni bunky opustime inicializovanou ¢ast paméti, budeme
podle potteby pridavat prazdné bunky.

Zapis do paméti dostane adresu a hodnotu na dvou pracovnich péaskach. Bunku
najdeme podobné jako pri ¢teni a pak do ni zacneme kopirovat hodnotu. Pokud se
hodnota do bunky nevejde, rozsitime bunku o dalsi znaky, coz vyzaduje posunout
vSechny nasledujici znaky.

Aritmetické instrukce: nejprve prec¢teme operandy (to jsou konstanty, pfimo adreso-
vané buniky nebo nepiimo adresované buiiky), pak zavoldme podprogram pro vypocet
aritmetické operace, a nakonec vysledek zapiSeme do paméti (pfimo nebo nepiimo
adresované).

Chod programu a Tidici instrukce: posloupnost instrukei programu bude zakddova-
né do prechodové funkce stroje, pozici v programu si budeme pamatovat ve stavu
stroje. Nepodminény skok pouze zméni pozici v programu. Podminény skok predtim
vyhodnoti podminku podobné jako aritmetickou operaci. Instrukce zastaveni progra-
mu zpusobi vydani vysledku a zastaveni stroje.

RAM je tedy stejné silny jako TM.

Cvicéeni

1*

3x

Nedeterministicky stroj rozhoduje jazyk L, pokud se pro kazdé vstupni slovo « vSech-
ny vypocty stroje zastavi a a € L pravé tehdy, kdyz aspon jeden vypocet skonci ve
stavu g4. Dokazte, ze kazdy takovy jazyk je rozhodovany i néjakym deterministic-
kym strojem.

Dopliite detaily do simulace gramatiky Turingovym strojem.
Doplnte detaily do simulace RAMu Turingovym strojem.

Ukazte, jak simulovat generovani slova gramatikou nedeterministickym Turingovym
strojem. Nedeterminismus pouzijte na vybér pravidla, které se ma v daném kroku
prepisovani pouzit, a vybér mista v Tetézci, kde se ma pravidlo aplikovat.
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3.4 Nerozhodnutelné problémy

V tomto oddilu ukazeme, ze existuji jazyky, které nejsou rozhodnutelné, a to ani ¢astec¢né.
K tomu se bude hodit vyjmenovat vsechny Turingovy stroje.

Definice: Zavedeme kddovdni Turingovych stroji, které kazdému stroji s jednou paskou
a vstupni abecedou {0, 1} pfifadi néjaké slovo z {0, 1}*:

¢ Ocislujeme stavy stroje: Q = {s1, s2,...,5|g|}, Pfi¢emz 51 = qo, 52 = ¢4, 53 = q_.
¢ Ocislujeme pracovni abecedu: I' = {x1, ..., 2}, piiCemz 21 = 0, 2 = 1, x3 = .
e Ocislujeme sméry: dy = <, do = —, d3 = e.

e Zakédujeme prechody: 8(s;, z;) = (Sg, Te, d) zapiSeme Fetézcem 0710710F1010™11.
Vsimneme si, ze uvnitt fetézce nejsou dveé jednicky za sebou, takze podle 11 bezpecné
poznédme konec.

e Kod stroje ziskame jako zietézeni vsech prechodu v libovolném poradi.

Pozorovani: Rizné stroje mohou dostat stejny kod, pokud se lisi pouze pojmenovanim
stavil a znaku pracovn{ abecedy. Takové stroje nicméné podcitaji totéZz (rozpozndvaji i
rozhoduji tytéz jazyky), takZe je nenf t¥eba rozliSovat.

Definice: Pro slovo a € {0, 1}* definujeme M, jako stroj s kédem «. Pokud slovo « nen{
korektnim kédem stroje, bude M, stroj, ktery se hned zastavi ve stavu q_, a tedy prijima
i rozpoznava prazdny jazyk.

Poznamka: Stejnym zptisobem muzeme zakddovat i vSechny castecné rozhodnutelné jazy-
ky: L, bude jazyk pfijimany strojem M, tedy L, = L(M,). Jen pozor na to, ze kazdy
jazyk L € RE nalezneme v tomto kédovani nekoneéné-krat (L = L, pro nekoneéné mno-
ho riznych kédia «), protoze je pfijiman nekoneéné mnoha stroji — napiiklad mizeme do
stroje libovolné pridavat nedosazitelné stavy.

Nyni nadefinujeme univerzalni jazyk, ktery v jistém smyslu obsahuje vSechny cCastecné
rozhodnutelné jazyky.

Definice: Kddovdni dvojic pritadi kazdé usporadané dvojici («, ) Fetézct o, 8 € {0,1}*
néjaky Tetézec («a, 3) € {0,1}*, z néjz lze dvojici jednoznaéné rekonstruovat. Navic jak
zakédovani, tak dekédovani jsou vyéislitelné funkce.

Priklad: Kédovani dvojic mtizeme sestrojit treba takto:

<CL1 oo Qp, b1 e bm> = 0a10a2 N Oanloblobg N Obm
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Snadno ovérime, ze je jednoznacné dekédovatelné.

Definice: Univerzadlni jazyk L, C {0,1}* obsahuje vSechny dvojice (a, ), kde «, 8 €
{0,1}* a g € L(M,).

Lemma: Univerzalni jazyk je ¢aste¢né rozhodnutelny.

Nacrt dikazu: Sestrojime Univerzdlné Turingiv stroj (UTM), ktery dovede simulovat
libovolny jiny Turingtv stroj. Na vstupu dostane dvojici {a, 8) a bude krok po kroku
simulovat vypocet stroje M, na vstupu 5. Pokud se stroj M,, zastavi, UTM se také zastavi
a vyda stejny verdikt. Pokud se M, nezastavi, simulace bude pokracovat do nekonecna.

Zhruba popiseme konstrukci UTM. Bude to vicepaskovy stroj, ktery pak redukujeme na
jednopaskovy.

® Na pasce K bude ulozen kéd a simulovaného stroje.

e Na pasce P budeme udrzovat obsah pasky simulovaného stroje. Jelikoz UTM mu-
si mit pevnou pracovni abecedu, a pritom umét simulovat stroj s libovolné velkou
abecedou, je potfeba symboly péasky kédovat. UTM si z kédu « zjisti pocet znaku k
v pracovni abecedé a hodnotu k si zapise na pomocnou pasku. Na pasce P pak bude
mit ulozené k-znakové krabicky oddélené znakem #. Krabicka tvaru 1°0*~% kéduje
i-ty znak abecedy simulovaného stroje.

® Polohu hlavy simulovaného stroje si budeme pamatovat v poloze hlavy UTM na pés-
ce P. Hlava UTM se bude nachazet nékde uvnitt prislusné krabicky, podle symbolu #
umime kdykoliv najit zacatek krabicky.

® Na pasce S bude ulozen aktudlni stav simulovaného stroje v jednickové soustave.
(Opét nelze uklddat tento stav do stavu UTM, protoze simulovany stroj muize mit
libovolné mnoho stavii.)

e Na zacatku vypoctu UTM dekdduje dvojici («, ). Zkontroluje, zda « je platny kéd
stroje, a jinak vstup odmitne. Prepise slovo 8 do krabicek na pasce P. Na pasku S
zapiSe pocatecni stav 1.

e Jeden krok stroje bude UTM simulovat takto: projde kéd « zleva doprava a najdeme
prechod, ktery odpovida aktudlnimu stavu a znaku na pasce. Jelikoz mame vse kédo-
vané v jednickové soustavé, porovnani je trividlni. Az prechod najde, prepise krabicku
na pasce P (to jde na misté) i stav na pasce S a presune hlavu na pasce P do sousedn{
krabicky. Pokud sousedni krabicka jesté neexistuje, zalozi ji a vyplni znakem ¢islo 3
(mezerou).

e UTM kroky opakuje, dokud simulovany stroj neptejde do stavu 2 (pfijimaci) nebo 3
(odmitaci). Podle toho sdm bud pfijme, nebo odmitne. O
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Univerzalni jazyk tedy je ¢astecné rozhodnutelny. Za chvili se ovsem ukaze, ze jeho doplnék
neni ¢astecné rozhodnutelny. Nejprve to ale dokazeme o jiném jazyku.

Definice: Diagondlni jazyk L je jazyk nad abecedou {0, 1}, ktery obsahuje vSechna slova «
takovd, Zze a & L(M,).

Lemma: Diagonalni jazyk neni ¢astecné rozhodnutelny.

Diikaz: Pro spor predpoklddejme, ze Ly je ¢astecné rozhodnutelny. Tedy je prijiman né-
jakym Turingovym strojem. Necht tento stroj ma kéd a. Plati tedy Ly = L(M,).

Polozme si otdzku, zda slovo « lezi v Lg: podle definice Ly je to pravé tehdy, kdyz
a & L(M,). Jenze L(M,) = Lg, takze je to pravé tehdy, kdyz o € Ly. Cili o lezi v Ly
pravé tehdy, kdyz tam nelezi, coz je spor. O

Disledek: Doplnék univerzalniho jazyka neni ¢dstecné rozhodnutelny.

Diikaz: Ukazeme, e kdyby existoval stroj p¥ijimajici L,, mohli bychom ho upravit, aby
prijimal diagonalni jazyk Lg. Novy stroj dostane na vstupu slovo a. Vytvori z néj dvojici
{a, &) a na ni spustf stroj pro L,,. To funguje, jelikoZ (o, ) € L, < a € L(M,) < a € Ly.
Dostali jsme spor s tim, ze Ly neni ¢astecné rozhodnutelny. O

Poznamka: Tady je vidét, pro¢ se jazyku L4 fika diagondlni: Predstavime si nekonec¢nou
tabulku, ktera bude mit na jedné ose vSechny kody stroju «, na druhé ose budou vSechny
vstupy 8 a okénka tabulky budou vyplnéna 0 a 1 podle toho, zda («, ) € L,. Pokud
na diagonale tabulky prohodime nuly a jednicky, dostaneme jazyk L,. Tim padem se Ly
nemuze vyskytovat v zadném fadku tabulky: dosli bychom ke sporu v misté, kde radek
protind diagonalu. Neexistuje tedy zadny stroj ptijimajici Lg.

Disledek: Univerzalni jazyk neni rozhodnutelny.

Diikaz: Kdyby L, byl rozhodnutelny, byl by i L, rozhodnutelny — stacilo by ve stroji
prohodit stavy ¢+ a g—. Tim padem by byl L, i ¢astecné rozhodnutelny, coz je ve sporu
s predchozim dusledkem. [l

Poznamka: Zjistili jsme tedy, ze jazyk L, je Castecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnu-
telny. Jazyk L, a jazyk L4 nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné. Inkluze t¥id R C RE C £
jsou tedy vsechny ostré.

Poznamka: Jiny pohled na totéz je tzv. problém zastaveni (halting problem): mame najit
algoritmus, ktery dostane kéd programu a jeho vstup a ma rozhodnout, zda se program
pro dany vstup zastavi. Takovy algoritmus ovSem nemiZe existovat, protoze by rozhodoval
jazyk L.

Véta (Postova): Jazyk L je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz L i L jsou &asteéné rozhod-
nutelné.
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Diikaz: Jednu implikaci jsme uz pouzili v dikazu nerozhodnutelnosti jazyka L,: pokud L
je rozhodnutelny, pak i L je rozhodnutelny (prohodime stavy ¢4 a g—). Tim padem jsou
oba ¢astecné rozhodnutelné.

Obrécend implikace je zajimavéjsi: méjme stroj A rozhodujici L a stroj B rozhodujici L.
Predstavime si, Ze oba stroje spustime souc¢asné na tomtéz vstupu (podobné jako u soucinu
konecnych automatit). Vytvorime novy stroj M se dvéma péskami, z nichz jedna odpovidé
stroji A a druhd stroji B. Stav stroje M bude urcovat stavy obou puvodnich stroju A
a B. Stroj M v jednom kroku provede jak krok stroje A, tak krok stroje B. Pokud stroj A
prejde do stavu gy, stroj M také. Pokud stroj B pfejde do gy, stroj M do q_. A jelikoz
kazdy vstup lezi bud v L, nebo v L, uréité se ¢asem bud A nebo B zastavi. Stroj M tedy
rozhoduje jazyk L. 0

Cviceni
1. Dokazte, ze tridy R a RE jsou uzaviené na sjednoceni, prunik, zfetézeni a iteraci.
Trida R je uzavrena na doplnky, tfida RE nikoliv.

2*  Zvolme pevnou abecedu ¥ o asponi dvou znacich. Dokazte, Ze mnoZina vSech jazyk
nad ¥ je nespocetnd, zatimco mnozina vsech ¢astecné rozhodnutelnych jazykt nad
spocetna. Z toho plyne nejen to, ze nékteré jazyky nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné,
ale ze takové jsou skoro vSechny jazyky.

3* Dopliite detaily univerzélniho Turingova stroje.

4.  Kolik ¢asu a prostoru spotfebuje univerzalni Turingtv stroj? Porovnejte s ¢asovou a
prostorovou slozitosti simulovaného stroje.

5.  Prevody jazyku. Dukaz L, ¢ RE pomoci Ly ¢ RE pripominad prevody NP-uplnych
problémi, jen roli pfevodu hraje obecnd vycislitelna funkee (ne nutné poéitand v po-
lynomidlnim ¢ase). Jazyk A nad abecedou X lze pfevést na jazyk B nad abecedou A
(znaéime A — B), pokud existuje vycislitelna funkee f : £* — A* takova, Ze pro
viechna a € ¥* plati @« € A & f(a) € B. Dokazte, Ze pokud A — B a B je
(Castecné) rozhodnutelny, pak A je také (Castecné) rozhodnutelny. TakZe neni-li A
(Castecné) rozhodnutelny, nemtize byt ani B (¢dsteéné) rozhodnutelny.

6* Uvazme jazyk vSech a € {0,1}* takovych, ze M, s pradzdnym vstupem se zastavi.
Dokazte, ze tento jazyk je ¢astecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

7*  Uvazme jazyk vSech dvojic (e, §) takovych, Ze stroje M, a Mg prijimaji tentyz jazyk.
Dokazte, ze tento jazyk neni ¢astecné rozhodnutelny.

8* Definujme funkei f : N — N. Cislo f(n) bude uddvat maximalni pocet kroki, za
ktery se zastavi Turinguv stroj s kddem délky nejvyse n na vstupu délky nejvyse n
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(stroje, které se nezastavi, nezapoéitdvame). Dokazte, Ze funkce f neni vy¢islitelnd.
Dokazte, ze funkce f roste rychleji nez kazdd vydislitelnd funkci z N do N. (Cisla
kédujeme ve dvojkové soustavé.)

9* Dokazte, ze jazyk je ¢asteéné vydcislitelny pravé tehdy, kdyz lze vSechna jeho slova
algoritmicky vyjmenovat. Tedy existuje interaktivni Turingtv stroj, ktery pro spus-
téni postupné vypisuje vsechna slova jazyka tak, ze kazdé slovo jazyka je v kone¢ném
¢ase vypsano.

10* Dokazte, ze jazyk je vycislitelny pravé tehdy, kdyz lze vSechna jeho slova vypsat
v délkové-lexikografickém poradi (slova porovnavame podle délky, v rdmci téze délky
pak lexikograficky).

3.5 Inventura jazykii

V predchozich kapitolach jsme zavedli nékolik t¥id jazyku:

® L3 je tfida reguldrnich jazykt. Ty jsou rozpozndvané koneénymi automaty (determi-
nistickymi i nedeterministickymi), generované reguldrnimi vyrazy a levymi i pravymi
linearnimi gramatikami.

® [, je trida bezkontextovych jazyku, generovanych bezkontextovymi gramatikami.

® R je tfida rozhodnutelnych (rekurzivnich) jazyku. Ty jsou rozpoznaviny Turingovym
strojem, ktery se vzdy zastavi.

® RE je t¥ida ¢dsteéné rozhodnutelnych (rekurzivné spocetnych) jazyku, které Turinguv
stroj prijima zastavenim.

® [ je trida jazyku generovanych obecnymi gramatikami.
e [ je trida vsech jazyku.
Pojdme shrnout, co jsme o nich zjistili:

LgCEQCRCRE:[:OCE.

Vztahy zleva doprava:
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® Linearni gramatiky jsou specidlnim pripadem bezkontextovych. Jazyk 0™1" je bez-
kontextovy, ale neni regularni.

® Bezkontextové jazyky jsou rozpoznatelné algoritmem CYK. Jazyk a"b™c"” je rozhod-
nutelny, ale neni bezkontextovy.

e Jazyky generované gramatikami jsou pravé ty castecné rozhodnutelné.
® Rozhodnutelny jazyk je i ¢asteéné rozhodnutelny. Jazyk L, lezi v RE\ R.
e Jazyky L, a Lg nejsou ¢asteéné rozhodnutelné.

Slozitostni tridy

Dalsi zajimavé t¥idy jazyki ziskdme omezenim ¢asové nebo prostorové slozitosti Turingova
stroje, ktery je rozhoduje:

Definice: Necht f je funkce z N do IN. Potom:

e [ € TIME(f) pravé tehdy, kdyz je rozhodovdn Turingovym strojem, ktery se pro
vstup délky n zastavi do f(n) kroku.

e [ € SPACE(f) prave tehdy, kdyZ je rozhodovédn Turingovym strojem, ktery pro vstup
délky n spotfebuje prostor nejvyse f(n).

e NTIME(f) a NSPACE(f) jsou definovéany analogicky pres nedeterministické stroje.
® P je sjednoceni tiid TIME(n*) ptes vSechna k > 0.
® NP je sjednoceni tiid NTIME(n*) pfes viechna k > 0.

Vsechny jazyky v téchto tiidach jsou rozhodnutelné.

Cviceni

1. Dokazte, ze SPACE(c) a NSPACE(c) jsou pro vsechny konstanty ¢ € N rovny tiidé
regularnich jazyka L.

2* Tiidy P a NP jsme uz jednou zavedli v kapitole Pruvodce o tézkych problémech
(ale pouze pro bindrni abecedu, zatimco zde ptipoustime obecnou). T¥idu NP jsme
v Pravodci definovali pomoci certifikati. Dokazte, Ze je to ekvivalentni se zdejsi
definici pomoci nedeterministického stroje.

3* Puvodni Chomského hierarchie obsahovala jesté tiidu L. Ta se d4 zavést napiiklad
jako jazyky generované nezkracujicimi gramatikamsi. VSechna pravidla téchto grama-
tik maji pravou stranu aspon tak dlouhou jako levou. Vyjimka se pripousti pouze
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pro pravidlo S — ¢, pokud se S nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla. Bez-
kontextové gramatiky v ChNF jsou nezkracujici. Dokazte, ze jazyk vSech a"b™c"
lezi v L4, takZe inkluze £o C L je ostra. Déle dokazte, ze £1 = NSPACE(n). Z toho
specialné plyne, ze £, C R. Uméli byste dokazat, ze tato inkluze je ostra?
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