Milan Hladik

LINEARNI ALGEBRA
(NEJEN)

PRO INFORMATIKY

9. kvétna 2019

[123;456]

REF RREF
rank diag
span dim

Ker

det adj




Co?

Prévé ctete ucebni text k prednaskam Linearni algebra I a II pro prvni ro¢nik studia informatiky na
Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy. Nicméné véfim, Ze muze dobfe poslouzit i na jinych
Skolach.

Proc?

Tento text vznikl mj. i proto, Zze zaddné soucasna ucebnice nekopiruje pfesné sylabus prednasky. Nejblize
jsou elektronicka skripta |[Barto a Ttma, [2018; Ttuna, [2003| nebo skripta pro studenty informaticky |[Rohn,
2004|. Dalsi ucebnice z linearni algebry jsou napiiklad [Be¢vail, 2005; Bican, 2009]. Linearni algebru vice
z pohledu geometrie popisuje [Cech [1951, [1952|. Na strankach J. Matouska |[Matousek, 2010] je mozno
nalézt pfiblizny podrobny sylabus prednésky, stejné jako ,,Sestnéct miniatur®, Sestnact aplikaci linearni
algebry. Anglicky psané knihy, které stoji za doporuceni, jsou |Gareth, 2001, [Meyer, 2000], [Strang, 2006,
2009| nebo stru¢na, ale pékné motivujici knizka |Chartier, 2015]. Kniha [Strang and Borre [2009] popisuje
linearni algebru pro geodézii a GPS.

Jak?

Text poskytuje pomérné uceleny vyklad na sebe navazujicich témat ze zédklada linearni algebry. Nékolik
slozitych diikazt z didaktickych divodd vynechavidme — konkrétné ditkaz véty o velikosti kone¢nych
téles, vty [0.44] o Jordanové normalni formé, Perronovy véty a véty [[3.14 o SVD rozkladu.

Format textu je tradicni se ¢lenénim do definic, vét, dikazi apod. SnaZzil jsem, nicméné, obohatit
text vysvétlujicimi komentaii a ilustrativnimi obrazky. Na konci kazdé kapitoly je vzdy uvedeno nékolik
problémi na zamyslen{ a ¢asto poukazujici na pokrocilejsi souvislosti. Déle je na konci kazdé kapitoly jeji
kratké neformalni shrnuti a zduraznéni hlavnich myslenek a vysledku.

Jistym specifikem textu je néco, co nazyvam ,nahlédnuti pod poklicku“ jinych oboru. Bez detailt, na
které neni prostor a mnohdy ani matematické zazemi, ukazujeme netrivialni aplikace a souvislosti s jinymi
matematickymi obory. Toto se tyka mj. aplikaci o diskrétni a rychlé Fourierové transformaci (piiklady
a[I0.41]), samoopravnych kodech (piiklad [£42]), Stewartové-Goughové platformé v robotice (piiklad [729]),
vyhledavaci od Google (priklad [[0.70), uré¢ovani struktury bilkovin (pfiklad [1.24]), kuzelosecek (sekce[12.2))
¢i komprese dat (sekce [[3.5]).

Nékteré partie a véty déle nerozvijime a v piipadé nutnosti je lze pfi vykladu vynechat. Jedné se
napiiklad o sekci o LU rozkladu (sekce B.4]), o dodatcich k soustavam rovnic (sekce B.5]), o prostoru line-
arnich zobrazeni (sekce [6.4]), o afinnich prostorech (kapitola [7), o teorii nezapornych matic (sekce [10.6]),
o vypo¢tu vlastnich ¢isel (sekce [[0.7) a o maticovych rozkladech (kapitola [I3]). Z vét je moZno piesko-
¢it napiiklad Shermanovu-Morrisonovu formuli (véta [3.44]), Besselovu nerovnost a Parsevalovu rovnost
(vétaB36]), Gramovu matici (véta[8.52]), ortogonalni matici a linedrni zobrazeni (véta 878 a tvrzeni B.79),
nebo Courantovu-Fischerovu formuli (véta [[0.59).

Chyby?

Jakékoli pfipominky a pripadné chyby nevihejte prosim zasilat na adresu hladik@kam.mff.cuni.cz.

Podékovani!

Zéklad tohoto textu jsem zacal psat béhem zimniho semestru roku 2010. Dékuji v8em, ktefl néjakym
zpusobem pomohli k vylepSeni textu. Mnoho drobnych chyb a preklepd mi pomohla opravit fada mych
studentil z let 2010-2017. Za podnétné pripominky a diskuse dékuji kolegim Jaroslavu Horackovi, Petru
Zemanovi, Jifimu Eviejnohovi a Pavlu Klavikovi, a za konstruktivni poznamky a podrobné ¢teni prof. Jifimu
Matouskovi.


mailto:hladik@kam.mff.cuni.cz

»Pokud jsem dohlédl dale nez jini, bylo to proto, Ze jsem stal na ramenech obri.“
[Isaac Newton, 1675
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Kapitola 1

Uvod

V této kapitole nejprve nastinime obsah a cil celého textu a v dalsich sekcich pfipomeneme nékteré zakladni
pojmy a poznatky, které by ¢tendf mél znat, anebo jsou mimo hlavni proud tohoto textu, ale néjak se ho
dotykaji. Vlastni latka za¢ne az v néasledujici kapitole.

1.1 O knize a linearni algebre

Co je linearni algebra?

Linearni algebra je jeden za zékladnich matematickych obort a je nedilnou soucésti matematickych, in-
formatickych a technickych studijnich odvétvi. Mezi hlavni néstroje, se kterymi linearni algebra pracuje,
patii vektory a matice. Vektory zZiji v néjakém prostoru, a pravé linearni algebra se zabyva linearnimi
objekty v prostoru, jako jsou body, pfimky, roviny a podobné. Studuje také linearni zobrazeni, jako na-
priklad preklopeni, rotace ¢i projekce. Vidime tedy, Ze lineadrni algebra velmi tzce souvisi s geometrii a
poskytuje efektivni techniky na feSeni geometrickych problémt.

Matice predstavuje dalsi kliCovy pojem v linearni algebte. Vstupni data realnych problému jsou casto
v maticové formé&, proto umét pracovat s maticemi a rozuméti jim je zasadni schopnost nejen pro teoreticky
vyzkum, ale i ryze z praktického hlediska. Matice tak miize reprezentovat pocitacovy obrézek nebo tfeba
data néjaké velké databéaze (katalog knih, databéaze zékazniki,...). Vlastnosti matic tedy pfimo odrazi
vlastnosti objekt, které popisuji. Matice déle odpovidaji linearnim transformacim v eukleidovském pro-
storu, tudiZ na matice miZeme opét nahlizet geometricky. Tento dvoji pohled — algebraicky a geometricky
— je nesmirné uziteény pro pochopeni a pro prici s maticemi.

O ¢em je tento text?

Prvni téma, které probirame, jsou [Soustavy linedarnich rovnid Ty tvori nejzakladnéjsi problém linearni
algebry a jsou stale pfedmétem vyzkumu (nékteré praktické problémy vedou na obrovské soustavy rovnic,
které se musi pocitacové vytesit). UkaZeme algoritmus, nazyvany Gaussova eliminace, ktery umi vyfesit
principialné kazdou soustavu rovnic. Rozhodne, zda je soustava TeSitelné, a pokud, ano, tak vydéa popis
celé mnoziny feSeni. Mnozina FeSeni je vzdy linearni atvar typu pfimky, roviny atp. Pozdé&ji, v kapitole [0
—[Afinni podprostory| uvidime, Ze naopak kazdy takovyto ttvar lze popsat pomoci soustavy rovnic.

Jak jsme jiz nastinili, predstavuji fundamentélni nastroj linearni algebry. V kapitole Bl ukaZeme
zékladni operace s maticemi, typy matic a jejich vztah k soustavam linearnich rovnic.

Kapitola @ - ukazuje, Ze fada vysledkt, ke kterym jsme dospéli a které pozdégji rozvi-
neme, plati nejenom pro realné ¢isla, ale jdou prirozené rozsitit i na jiné ¢iselné obory. Lze tudiz analogicky
pracovat s komplexnimi ¢isly, nebo pro informatiky dilezitou mnozinou biti 0 a 1.

Vektory a wvektorové prostory jsou probirané v kapitole Bl Prostory zavadime axiomaticky pomoci
vlastnosti, které maji spliovat. Vyhodou jest, Ze veskerou teorii, kterou vybudujeme, miiZzeme pouZzit nejen
pro standardni eukleidovsky prostor, ale i pro jiné, abstraktni prostory. Ukézeme, Ze v téchto prostorech jde
zavést soufadny systém, pojem dimenze a fada dalSich znamych konceptt. Nakonec se ukaze, Ze vSechny
n-dimenzionalni prostory jsou isomorfni, tedy z pohledu lineérni algebry se chovaji stejné.
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[Linedrn zobrazend jsou transformace v prostoru, které zobrazuji pfimky zase na primky a pocatek na
pocatek. Mezi takovéato zobrazeni patii otoc¢eni, zkoseni, natazeni, zrcadleni ¢i projekce. Zakladni vlastnosti
je, ze kazdé linearni zobrazeni lze popsat maticové a naopak kazdé matice reprezentuje néjaké linearni
zobrazeni. Jde tedy o dva rizné pohledy na tutéz véc. A pravé tento dvoji pohled je zde kliGovy, protoze
nékdy je lepsi pouzit algebraicky piistup, a jindy zase geometricky pomoci linedrnich zobrazeni.

Kapitola B - [Skaldrni soucinl se vénuje vice geometrii. Budeme zkoumat kolmost, vzdalenosti, projekce
a pod. Dosazené vysledky poslouzi nejen k efektivnimu feSeni vselijakych geometrickych tloh, ale daji
nam také geometricky pohled na algebraické problémy.

Determunanty a [Viastni ¢isld jsou jisté charakteristiky matic, a tim padem ukazuji nékteré vlastnosti
objektu, ktery matice reprezentuje (at uz se jedna o soustavu rovnic nebo linearni zobrazeni). Konkrétnéji,
determinant napiiklad umoznuje spocitat objem urc¢itych geometrickych ttvart nebo dava explicitni vzo-
rec¢ek na feSeni soustavy rovnic. Vlastni ¢isla jsou jesté jemnéjsi charakteristikou a proto davaji mnohem
detailnéjsi informaci o chovani matice. Pouziti vlastnich ¢isel je vskutku Siroké. Jeden piiklad za vSechny:
Pokud vyjadiime maticové internetovou sit webovych stranek, pak vlastni vektor odpovidajici nejvétsimu
vlastnimu ¢islu muzeme chapat jako vektor, jehoz slozky udéavaji ,dulezitost” jednotlivych stréanek. Na
tomto pozorovani je mj. zaloZzen PageRank vyhledévace Google.

Navzdory svému néazvu, linedrni algebra studuje i vybrané nelinearni problémy. Positivné definitni
matice a Kvadratické formy (kapitola[ITla[l2)) se zabyvaji kvadratickymi vyrazy. Positivné definitni matice,
které jsou definovany pomoci kvadratického vyrazu (tzv. kvadratické formy), predstavuji tfidu matic,
které se objevuji pii projekcich, v popisu elipsoidi, v optimalizaci ¢ statistice. Kvadratické formy pak
klasifikujeme na zékladni typy a vyvineme Géinny nastroj na jejich rozliSovani.

(Maticove rozklady predstavuji zlaty hieb celého textu. Maticovym rozkladem rozumime vyjadfeni ma-
tice jako soucin nékolika (vétsinou dvou nebo ti) specialnich matic. I kdyZ se to takto z obecného popisu
nezda, maticové rozklady jako QR nebo SVD maji velkou teoretickou a vypocetni silu. V zasadé skoro
vechny problémy, kterymi se tento text zabyva (a jesté mnoho dalgich), jdou elegantné vy¥esit pomoci
QR & SVD rozkladu.

A co ¢étenar?

Co by si mél Ctenar odnést? Ctenar by si mél odnést nejenom vlastni vysledky, ale mél by jim rozumét
a chapat souvislosti. Myslim, Ze ¢lovék néfemu pofadné rozumi jen tehdy, kdyz to dokaze aplikovat a
adaptovat v novém prostiedi.

A jakého ¢tenéfe si pieji? Preji si predevsim zvidavého Gtenafe. Ufenim se nazpamét se matematika
neda pochopit. Regenim tloh se sice ziska patiiéna dovednost, ale ani to je$té uplné nestaci. Podle mého
nézoru je pro pochopeni matematiky dulezité, kdyz si ¢lovék klade otazky ,,Proc¢?* a ,,Co by kdyby?“.
Proto si preji zvidavého ¢tenare, ktery si klade otazky: Proc je tento pojem definovan zrovna takto? Co
by se stalo, kdybychom zménili definici takto? Co by pak jesté platilo a co uz ne? Pro¢ plati ve vété jenom
implikace a ne ekvivalence? Pro¢ jsou predpoklady takové a takové a jaky by mélo nésledek, kdybychom
je zménili? Zvidavého Ctenare pak leckdy néjaké téma zaujme tak, Ze sdm patra po dalSich vysledcich a
souvislostech, a tim si rozsifuje sviij obzor nad ramec, ktery mize dat tento text.

1.2 Pojmy a znaceni
Nyni zavedeme nékteré standardni pojmy a znaceni, které budeme pouzivat.

Ciselné obory

Pripomenme zakladni ¢iselné obory:

e N ... mnoZina pfirozenych ¢isel, to jest, N ={1,2,...},
e 7 ... mnozina celych ¢&isel,

e Q ... mnozina racionalnich ¢&isel,

e R ... mnozina realnych ¢&isel,
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e C ... mnoZina komplexnich ¢isel (podrobnéji v sekei [[4]).

Suma

Symbol sumy > ¢ reprezentuje soucet vSech instanci vyrazu za sumou pro vSechny piipustné hodnoty
indexu (resp. indexii) pod sumou. Konkrétné:

n
Z a; je zkratkaza a;+...4 an,
i=1

g a; je zkratka za aq + ag + as + az,
1<i<8 a liché

Z a;; je zkratka za ai1 + a1z + a1 + ago.
i,7€{1,2}

Z praktickych (a logickych) divodu soucet pfes prazdnou mnozinu definujeme jako 0, protoZe pfi¢tenim
nuly se hodnota nezméni. Napiiklad

Z CLZ'ZO.

1>5 A 1<2

Produkt

Analogicky symbol ,J[“ se pouziva pro souéin, tedy napf.

n
Hai je zkratka za aj-a9-...-an,.
i=1

Kvantifikatory

13

Symbol ,,V*“ je zkratka pro souslovi ,,pro vSechna“, a symbol , 3 znamena ,existuje”. Napft.
VeeR:z+1<¢€”
se Cte
pro vSechna realna Cisla = plati nerovnost x + 1 < e”.
Podobné,
Ve,ye Rie<y,Fz€eQ:x<z<y
muzeme Cist
pro jakékoliv dvé rizna reilna ¢isla existuje racionalni ¢islo leZici mezi nimi.
Modulo

Modulo, zapisované vyrazem ,,a mod n‘, udavé zbytek pti déleni celého ¢&isla a prirozenym ¢islem n. Zbytek
je definovan jako ¢islo b € {0,1,...,n — 1} takové, Ze a = zn + b pro néjaké z € Z. Napiiklad

17 mod 7 = 3,
—17 mod 7 =4,

protoze v prvnim pfipadé je 17 =2 -7+ 3 a v druhém piipadé je —17 = -3 -7+ 4.
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Faktorial

Faktoridl pfirozeného ¢isla n je soudin prirozenych ¢isel 1,2,...,n a znadi se n!. Tedy

nl=1-2-3-...-n.

Body a vektory

Pojem bod se v zakladnim kurzu z linedrni algebry moc nepouziva. Bod, jakoZto n-tice redlnych cisel
(v1,...,vy,), se algebraicky chova stejné jako aritmeticky vektor (definice 2:3]). Oba pojmy se interpretuji
rizné az z geometrického hlediska, kdy nenulovému vektoru odpovida urcity smér (mimochodem, slovo
,vektor”, stejné jako ,,vehikl“, pochézi z latinského vehere, tedy ,vézt*).

Zobrazeni

Zobrazeni f z mnoziny A do mnoZiny B se znaci f: A — B. Pro kazdé a € A je tedy f(a) definovano a
nélezi do B. Nékteré zakladni typy zobrazeni, se kterymi budeme pracovat, jsou nasledujici:

e Zobrazeni f: A — B je prosté, pokud pro kazdé ai,as € A, a1 # ag, je f(a1) # f(ag). Prosté

zobrazeni tedy nezobrazi dva rtzné prvky z mnoziny A na jeden prvek mnoziny B.

e Zobrazeni f: A — B je ,na“, pokud pro kazdé b € B existuje a € A takové, ze f(a) = b. Jinymi
slovy, zobrazeni f pokryje celou mnozinu B5.

e Zobrazeni f: A — B je vzdjemné jednoznacné (bijekce), pokud je prosté a ,na“.

e Je-li f: A— B vzajemné jednoznainé, pak inverzni zobrazeni k f je zobrazeni f~': B — A defino-
vané f~1(b) = a pokud f(a) = b. Vzajemna jednoznacnost zobrazeni f zajisti, Ze inverzni zobrazeni
! je dobte definované v kazdém bodé mnoziny B a je také vzajemné jednoznaéné (ovéite!). Déle
plati (f~H~1 = f.

e Jsou-li f: A — B, g: B — C, pak sloZené zobrazeni f a g je zobrazeni go f: A — C definované
predpisem (g o f)(a) = g(f(a)). Slozenim vzajemné jednozna¢nych zobrazeni dostaneme vzéjemné
jednoznacné zobrazeni (ovéite!). Skladani zobrazeni je asociativni, ¢ili pro zobrazeni f: A — B,
g:B—C,h:C—Dplati ho(go f)=(hog)o f.

e Zobrazeni f: A — B je isomorfismem, pokud je vzajemné jednozna¢né a zachovava strukturu. To
znamena, ze mnoziny A, BB jsou vybaveny jistou strukturou a vztahy mezi prvky mnoziny A se zacho-
vavaji i pro jejich obrazy. Pokud mezi mnozinami A, B existuje isomorfismus, tak se mnoziny nazyvaji
isomorfni. Isomorfismem mezi vektorovymi prostory se budeme zabyvat podrobné v sekci

Spocetna a nespocetnd mnozina

Mnozina M je spocetnd, pokud existuje vzajemné jednoznacéné zobrazeni mezi M a mnozinou piirozenych
¢isel N nebo jeji podmnozinou. Spocetné je tak kazda koneéna mnozina nebo mnoziny N, Z ¢i Q. Nespocetnd
je mnozina, jez neni spocetna. Piikladem nespocetné mnoziny je mnozina realnych cisel R.

Relace
Bindrni relace R na mnoziné M je libovolna podmnozina kartézského soucinu
M x M = {(z,y); z,y € M},

tedy R C M x M. Relace R je
o reflexivnd, pokud (x,z) € R pro kazdé z € M,

o symetrickd, pokud pro kazdé z,y € M plati, Ze je-li (z,y) € R, potom (y,z) € R,
e anti-symetrickd, pokud pro kazdé z,y € M plati, Ze je-li (z,y), (y,x) € R, potom x =y,
e transitivni, pokud pro kazdé x,y,z € M plati, ze je-li (z,y), (y,z) € R, potom (z, z) € R,



1.2. Pojmy a znaceni 13

e ckuvivalence, pokud je reflexivni, symetrickd a transitivni.

o (ddstecné) uspotdddni, pokud je reflexivni, anti-symetricka a transitivni.
Prikladem relace ekvivalence je

e rovnost ¢isel,

e rovnost zbytkt prirozenych ¢isel pfi déleni ¢islem n (napiiklad pii déleni ¢islem 5 jsou v relaci ¢isla
2 a 7, ale nikoliv ¢isla 1 a 8),

e shodnost (¢ podobnost) geometrickych objekti,
e shoda barev ruznych predméti.

Prikladem c¢aste¢ného usporadéni je
e nerovnost < mezi &isly,

e inkluze C mezi mnoZinami,

e délitelnost na piirozenych ¢islech (napiiklad 2 déli 6, 6 déli 30 a 2 déli 30, ale 30 nedéli 2).

Stavba matematické teorie

Kazd4 matematické teorie je vybudovana podle uréitych pravidel a za pouziti urcitych stavebnich jednotek.
Jedné se predevsim o nasledujici pojmy:

e Definice je pfesné vymezeni pojmu pomoci zdkladnich pojmt nebo pojmi definovanych drive.
o Twurzeni je vyrok, jehoz pravdivost musi byt stvrzena dukazem.

o Véta je vyznacnéjsi tvrzeni.

e Lemma je pomocné tvrzeni, obvykle slouzi k diukazu slozité&jsi véty.

Drisledek je tvrzeni, které viceméné jednoduse vyplyvé z predchoziho tvrzeni.

Drikaz je posloupnost logickych kroki, které formalné prokazuje platnost matematického tvrzeni.

Existuje nékolik typt dikazi. Pokud mé& tvrzeni tvar implikace ,,Pokud plati P, potom plati 7, tak
se zpravidla pouzivaji dva dikazové postupy:

e Diikaz primyj vyjde z predpokladu P a posloupnosti logickych odvozeni dojde k platnosti vyroku 7.

Piiklad. Uvazujme tvrzeni ,,Je-li n liché &islo, pak n? je také liché.“ Dikaz provedeme tak, Ze vyja-
difme liché &islo jako n = 2k + 1 pro uréité k € N. Potom n? = (2k 4+ 1) = 4k(k + 1) + 1 je ziejmé
liché.

e Diikaz sporem vyjde z predpokladu P a z negace vyroku 7 a posloupnosti platnych odvozeni dojde
k logickému sporu.

Piiklad. Uvazujme tvrzeni ,Je-li n? liché &islo, pak n je také liché.“ Diikaz provedeme sporem. Pro
spor predpokladejme, Ze n je sudé, tedy jde vyjadiit ve tvaru n = 2k pro k € N. Potom ale n? = 4k>
je také sudé, coz je spor s predpokladem, ktery tvrdil, Ze n? je liché.

Dalsi bézné pouzivany typ dikazu je diukaz matematickou indukci. Ten se pouziva pro tvrzeni typu
,Pro vSechna piirozena n plati 7 (n).“ Dikaz ma dva kroky. V prvnim kroku nahlédneme platnost vyroku
T (n) pro konkrétni volbu n = 1. Druhy krok je indukéni a oznacujeme ho symbolem ,n < n — 1“. To
schematicky naznacuje, Ze v indukénim kroku musime ukézat platnost vyroku 7 (n) s vyuzitim platnosti
vyroku 7 (n — 1).

Piiklad. Uvazujme tvrzeni ,Pro kazdé p¥irozené &islo n je &islo n? + 2n délitelné 3.“ V prvnim kroku
ukédZeme platnost pro n = 1. Zde je n® + 2n = 1 + 2 skutecné délitelné tiemi. V indukénim kroku
predpokladame platnost pro n — 1 a chceme ukazat platnost pro n. Upravime

nd+2n=(n-1+13+2((n-1)+1)
=n—-124+3n—-12+3n—-1)+14+2n—-1)+2
=mn—-1>%+2(n—-1)+3(n—-1)*+3(n—-1)+3.
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Z indukéniho predpokladu je (n — 1)3 + 2(n — 1) délitelné tiemi, proto i &islo n® + 2n je délitelné ti¥emi.

1.3 Reprezentace cisel

Vzhledem k omezené opera¢ni paméti nemiizeme v pocitaci reprezentovat vSechna realné ¢isla. Proto se
C¢isla standardné reprezentuji v tzv. tvaru s pohyblivou fadovou ¢arkou

m x b,

kde b je dany zaklad vyjadiujici, jakou ¢iselnou soustavu pouzivime; vétsinou je b = 2. Hodnota mantisy
m a exponentu ¢ pak urcuji konkrétni hodnotu reprezentovaného ¢isla. Navic vyjadfeni normujeme tak,
aby mantisa m spliiovala podminku 1 < m < b. ProtoZe pro mantisu a exponent byvé na pocitaci omezena
velikost zapisu, muzeme reprezentovat pouze kone¢né mnoho redlnych ¢éisel. Ty ostatni pak alespon chceme
vyjadiit nejbliz8§im reprezentovatelnym cislem. Tim prirozené dochézi ke ztraté informace.

Naptiklad, ¢islo 1/3 se v dekadickém zépisu pii pfesnosti na ¢tyfi platné cifry reprezentuje jako
3.333 x 107!, ¢ili odpovida ¢slu 0.3333. Takovéto zaokrouhlovaci chyby se pak mohou déale akumulo-
vat pfi vyhodnocovani aritmetickych operaci. Naptiklad, soucet ¢isel 1/3 a 1/3 vede na soucet reprezen-
taci 0.3333 a 0.3333 s vysledkem 0.6666. Nicméné, nejblizsi reprezentovatelné &islo ke skuteénému souctu
1/3+1/3=2/3 je 0.6667.

Vliv zaokrouhlovacich chyb a omezené reprezentace ¢isel proto musime vzit v ivahu pfi navrhu al-
goritmii. Podrobnéji se touto problematikou zabyva obor numerickd analjza, ale i my se numerického
hlediska dotkneme napiiklad v sekci a sekci

1.4 Komplexni ¢isla

Komplexni ¢islo z zavadime jako vyraz a + bi, kde a,b € R a imaginarni jednotka i spliuje i> = —1.
Zde a je redlnd cdist komplexniho ¢isla z a zna¢i se Re(z), a b je imagindrni éist komplexniho ¢isla z a
znadi se Im(z). Diky vlastnosti imaginarni jednotky definujeme zakladni operace s¢itani a nésobeni pro
dvé komplexni ¢isla z1 = a + bi, zo = ¢ + di takto:

21+ 20 = (a+c) + (b+ d)i,
2129 = (ac — bd) + (cb + ad)i.
Podobné pro odeéitani. Pro zo # 0 pak vychézi podil
z1 _a+bi _at+bi c—di _ac+bd cb—ad.

2 cddi ctdi c—di E+d? +c2+d2z'

Komplexni ¢isla maji také geometrickou interpretaci. Cislo a + bi si lze predstavit jako bod (a,b) v roving.
Tato rovina se nazyva komplexni rovina (téz Gaussova rovina). Mnozinu komplexnich ¢isel znacime C.

|m,
b z=a-+bi
Im(2)
0]+ g “a Re
Re(z)

Pro komplexni ¢islo z = a + bi pak zavadime nasledujici operace:

komplexné sdruzené ¢&islo: z = a — bi,

absolutni hodnota: |z| == V2Z = Va? + b2.
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Absolutni hodnota ¢isla z = a+ bi vlastné ur¢uje v komplexni roviné eukleidovskou vzdalenost bodu (a, b)
od pocatku. Komplexné sdruzené ¢&islo k ¢islu z pak predstavuje preklopeni v komplexni roviné podle
realné osy.

Im
b z=a+b
|2
0 a Re
|2
—b|
Z=a—bi

Je jednoduchym cvicenim ukazat, Ze komplexné sdruzena ¢isla a absolutni hodnoty komplexnich &isel
splhuji vlastnosti:

e z =7 pravé tehdy, kdyz z je redlné ¢islo,

e 2+ 7z =2Re(z),

|21 + 22| < |z1] + |22,

|21 - 22| = |21 - |2l
o Re(z) < |z|.
Na druhou stranu obecné |z|? # 22.
Sé¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel maji také geometricky vyznam. Bud v € C pevné komplexni ¢islo

a uvazujme zobrazeni z — 2z + v nad komplexnimi ¢isly. V komplexni roviné toto zobrazeni predstavuje
posun ve sméru vektoru (Re(v), Im(v)).

ImA
Z+v

Bud v € C opét pevné komplexni &islo a uvazujme zobrazeni z — vz nad komplexnimi &isly. Je-li v redlné
¢islo (tedy Im(v) = 0), pak zobrazeni predstavuje skalovani s nasobkem |v|. Je-li v komplexni a |v| = 1, pak
zobrazeni predstavuje otoceni proti sméru hodinovych ruciéek o thel «, ktery v komplexni roviné svira v
s redlnou osou. Napiiklad pro v = i pak zobrazeni z — iz predstavuje otoceni o 90°. V obecném piipadé
se kombinuji obé& vlastnosti dohromady, tedy zobrazeni z — vz ota¢i o thel a a Skaluje s nasobkem |v|.
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Ay

Re

1.5 Polynomy

Redlngm polynomem stupné n je funkce p(z) = apaz™ + an_12" ! + ... + a12 + ag, kde ag,...,a, € R
a ap # 0. Kromé redlnych polynomi miiZzeme uvazovat polynomy s komplexnimi koeficienty, popt. nad
jinymi ¢iselnymi obory (o tom aZ pozdéji).

Polynomy muZeme séitat, od¢itat, nasobit a délit se zbytkem. Budte p(z) = apz™ + ... + a1z + ayp,
q(z) = bpx™ + ... 4+ bix + by dva polynomy a necht bez Gjmy na obecnosti n > m. Pak méame operace

e Scitant:
p(x) + q(z) = anz™ + ...+ a1 ™+ (@ + bp)z™ + ...+ (a1 + b))z + (ao + bo).
e Nasobenf:
p(2)q(z) = apbma™ ™™ + ... + (axbo + ap_1b1 + ... + aobk)xk + ...+ agbo,
kde ag pro k > n a by pro k > m definujeme jako 0.
e Déleni se zbytkem: Existuje jednozna¢né uréeny polynom r(x) stupné n —m a polynom s(z) stupné
mensiho nez m tak, ze p(x) = r(x)q(z) + s(x). Zde r(z) predstavuje podil a s(z) predstavuje zbytek.
Naptiklad, délime-li polynom p(x) = 23 polynomem ¢(x) = 2% — z, dostaneme polynom 7(z) = z+1

a zbytek s(x) = z, tedy
p(x) = (z + g(z) + 2.

Koreny

Koren polynomu p(x) je takovd hodnota z* € R, Ze p(z*) = 0. Naptiklad, p(z) = 2% — 1 ma koteny 1 a
—1. Polynom p(z) = #? + 1 nema realny kofen, ale ma dva komplexni, i a —i. Zakladni véta algebry ¥ika,
Ze aspon jeden koren, byt komplexni, vzdy existuje.

Véta 1.1 (Zakladni véta algebry). Kazdy polynom s komplexnimi koeficienty md alespor jeden komplexni
koten.

Idea dikazu. Dikazu existuje cela fada a zadny neni zcela elementarni[!) Myslenkové snadno uchopitelny
je dikaz autori Melane & Birkhof a zakladni idea je nasledujici. Uvazujme obraz kruznice v komplexni
roviné se stfedem v poc¢atku a polomérem r pii zobrazeni x — p(z). Je-li r hodné blizko nuly, je obrazem
uzaviend kiivka kolem bodu ag. Naopak, je-li r dost velké, pak p(x) =~ a,z™ a obrazem je kiivka probihajici
priblizné kolem kruznice se stfedem v pocatku a polomérem a,,7". Postupnym spojitym zvétSovanim r od
nuly nakonec musi nékde obraz protnout pocatek, coz odpovida kofenu. ]

Je-li 1 kofen polynomu p(z), pak p(x) je délitelny clenem (x — x1) beze zbytku a podil je polynom
stupné n — 1. Ten mé podle zakladni véty algebry kofen o, opét mizeme beze zbytku délit ¢lenem (z — z2)
atd. aZ snizime stupenn polynomu na nulu. Kazdy polynom tudiz lze zapsat jako p(x) = ap(z—21) ... (x —
Zn), kde x1, ..., z, jsou jeho kofeny. Dalsim disledkem je, Ze polynom stupné n ma pravé n kofend, pokud
zapocitavame i nasobnosti.

D Jeden z prvnich ditkazt predlozil Carl Friedrich Gauss roku 1799, dikaz nebyl ale zcela uplny. Prvni matematicky zcela
rigor6zni dikaz pochazi od Jean-Robert Arganda z roku 1806.
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Poznamka 1.2. Nyni vime, Ze kazdy polynom ma kofen, ale zatim neni jasné, jak ho urcit. Kofeny

polynomu druhého stupné asz? + a1z + ag snadno najdeme podle znamého vzorecku Tio = ﬁ(—al +

\/a? — 4dasap). Pro kofeny polynomu tiettho stupné existuji také vzorce, tzv. Cardanovy, ale jiz mnohem
komplikovanéjsi. Dilezitym zjisténim bylo, kdyZ roku 1824 piisel Abel na vefejnost s tim, Ze pro polynomy
stupnt vyssich nez 4 obecné zadny vzorecek na vypocet kofenii nemtze existovat. Veskeré praktické metody
jsou tedy pouze itera¢ni, kdy kofeny aproximujeme, ale v jistém itera¢nim procesu aproximaci vylepsujeme
na libovolnou presnost.

1.6 Analytickd geometrie

Primka v roviné

Rovnicovy popis pfimky v roviné je

a1y + asxe = b,
kde a1, as, b jsou dana realna ¢isla takova, Ze alespon jedno z aq, as je nenulové; toto vyjadiujeme vztahem
(a1,a2) # (0,0). Potom vSechny body (x1,z2) splitujici rovnici pfedstavuji pfimku v roviné, a naopak
kazda primka se da vyjadfit timto zpusobem pro vhodné koeficienty aq, a2, b € R. Vektoru (ay, as) se fika
normdlovy vektor a je kolmy na pirimku.

T2

N

h

a1x1 +asxre = b

(a1, az)

Parametricky popis pfimky v roviné je
(,Il,fEQ) :(b15b2)+t'(v15v2)7 tGR,

kde (b1,b2) je dany bod piimky a (v1,v2) # (0,0) smérovy vektor pfimky. Libovolny bod piimky lze
potom vyjadrit jako (b1, b))+t - (v1,v2) pro vhodné realné ¢islo ¢t. Na obrazku dole mame znézornény body
odpovidajicit =1,t=0at = —2.

Z2

\ (bl,bQ) + (Ul,vz)

(b1,02)

(v1,v2) (b1,b2) — 2(v1,v2)

Piimka v prostoru
Parametricky popis pfimky v prostoru je
(371,372,373) :(bl,bQ,bg)—Ft'(’Ul,’UQ,’Ug), tGR,

kde (b1, ba,b3) je opét dany bod piimky a (vy,va,v3) # (0,0,0) jeji smérovy vektor. Tim, jak parametr ¢
prochéz{ v8echna realna ¢isla postupné projdeme vSechny body pfimky.
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Takovéto parametrické vyjadieni pfimky funguje i ve vyssich dimenzich. V n-dimenzionalnim prostoru
tedy libovolnou primku muZzeme vyjadrit

(1, xp) = (b1, .., bn) + - (V1,...,0p), tER,
kde (by,...,by) je dany bod na piimce a (vi,...,v,) # (0,...,0) jeji smérovy vektor. Smérovy vektor je

aZ na nasobek urceny jednoznaéné, zatimco bod (by,...,b,) lze zvolit na piimce libovolné.

Rovina v prostoru

Jedna rovnice
a1x1 + asxs + agrs = b,

kde (a1, a9,a3) # (0,0,0), tentokrat v prostoru nepopisuje primku, ale rovinu. Vektor (ai,as,as) je jeji
normalovy vektor, tedy vektor kolmy na tuto rovinu. Tento normélovy vektor je az na nasobek urceny
jednoznacné.

T3

(alv a, a3)

I

T2

Abychom popsali rovnicové piimku v prostoru, potifebujeme k tomu jiz dvé rovnice

a1x1 + asx + azrs = by,

a1 + ayxs + ag:ﬂg = bo.
Nyni musime pfedpokladat nejenom to, Ze normaly jsou nenulové, to jest (a1, az,as) # (0,0,0) a (a), ab, af) #
(0,0,0), ale navic nesmi udavat stejny smér. To nam zarudi, Ze roviny, které dané rovnice popisuji, nejsou
rovnobézné, a tudiz jejich prinikem je pfimka.
1.7 Optimalizace

Bud f: R"™ — R realna funkce, ktera pfifazuje kazdému bodu x = (z1,...,x,) reilné ¢&islo f(z). Bud
M C R™ mnozina bodi. Pak dloha optimalizace je

min f(z) za podminky z € M. (1.1)

Chceme tedy najit minimalni hodnotu funkce f(z) na mnoziné M. Jinymi slovy, hleddme takovy bod
(nebo body, pokud je jich vic) x € M, ze f(z) < f(y) pro v8echna y € M.

Piiklad 1.3. Uvazujme funkci f(z1,22) = 21 — 22 a mnoZinu bodi M v roviné zadanou omezenimi
x1+ 229 <4, 11 20, z2 > 0.

Mnozina M predstavuje trojuhelnik s vrcholy (0,0), (4,0) a (0,2). Minimalni hodnota funkce se nabyde
v bodé (0,2), coz je hledané optiméalni FeSeni optimaliza¢ni tlohy (L.TI).
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T2

T+ 229 =4 ]

1.8 Matematicky software

Funkce na FeSeni zékladnich tdloh linearni algebry jsou standardni souc¢asti matematickych softwarovych
systémti. Dole uvadime pro ilustraci nékolik takovych systémit, které umi navic celou fadu pokrocilych
matematickych technik a obsahuji funkce pro praci s daty a vizualizaci. Seznam neni v Zadném piipadé
diplny a ¢asem pochopitelné muze zastarat.

e Matlab je bohaté prostiedi pro numerické vypocty. Vzhledem k jednoduchosti zapisu piikazii a praci
s maticemi jsme jej zvolili jako jazyk, ve kterém v této knize demonstrujeme nékteré ptriklady.

Octave je zjednoduSena varianta Matlabu s témér identickou syntaxi. Jedné se o svobodny software
pod hlavickou GNU. Jako jind open source alternativa k Matlabu vzniknul i Scilab, jehoz syntaxe je
ale méné kompatibilni s Matlabem.

e Mathematica a Maple jsou dva &elni predstavitelé vypocetnich systémi, jejichZ pfednosti je silna
podpora pro symbolické vypocty. Mezi mnoha dalsimi nastroji umoznuji také vypocty s libovolnou
presnosti.

SageMath je volné dostupna alternativa s GNU licenci.

e Julia je jeden z mladgich volné dostupnych systémii. Pavodné byl uréen pro feseni vypodetné naroc-
nych tloh a snadno zacleiiuje paralelni a distribuované vypocty.
e Wolfram Alpha (https://www.wolframalpha.com/) je on-line vypocetni systém zaloZeny na Mathe-

matice, ktery umi fesit algebraické tlohy a odpovidat na otdzky zadané uzivatelem. Uloha muze byt
v uréité mife zadana i ve formé dotazu v prirozeném jazyce.


https://www.wolframalpha.com/
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Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

2.1 Zakladni pojmy

Soustavy linearnich rovnic patii mezi zékladni (algebraické) tlohy a setkdme se s nimi skoro viude —
pokud né&jaky problém nevede na soustavu rovnic pifimo, tak se soustavy rovnic ¢asto objevi jako jeho
podproblém.

Piiklad 2.1 (|[Meyer, 2000]). Nejstarsi zaznamenané tloha na soustavy rovnic z ¢inské knihy Chiu-chang
Suan-shu (ca 200 pf.n.l.):

T7i snopy dobrého obili, dva snopy primérného a jeden podradného se proddvaji celkem za
39 dou. Dva snopy dobrého obili, tri primérného a jeden podiadného se proddvaji za 34 dou.
Jeden snop dobrého obili, dva primérného a ti podiadného se proddvaji za 26 dou. Jakd je
cena za jeden snop dobrého / primérného / podradného obili?

Zapsano dnesni matematikou, dostavame soustavu rovnic

3z 4+ 2y + z = 39,
2z + 3y + z = 34,
x4+ 2y + 3z = 26,

kde x,y, z jsou neznamé pro ceny za jeden snop dobrého / primérného / podiadného obili. O
Soustavy rovnic budeme zapisovat maticové, proto nejprve zavedeme pojem matice.

Definice 2.2 (Matice). Realna matice typu m x n je obdélnikové schema (tabulka) reélnych ¢isel

aill a19 . A1n

A=

aAml aGm2 ... Qmn

Prvek na pozici (7,7) matice A (tj. v i-tém fadku a j-tém sloupci) zna¢ime a;; nebo A;;. Mnozinu vSech
realnych matic typu m x n zna¢ime R™*™; podobné pro komplexni, racionalni, atd. Je-li m = n, potom
matici nazyvame ctvercovou.

Definice 2.3 (Vektor). Realny n-rozmérny aritmeticky sloupcovy vektor je matice typu n x 1

z1

Tn

a radkovy vektor je matice typu 1 X n

x=(T1,...,%n).

21
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Standardné, pokud neni feceno jinak, uvazujeme vektory sloupcové. MnoZina vSech n-rozmérnych
vektort se znaci R” (namisto R"*1). Obecné&jsi pojem vektoru zavedeme pozdéji v definici Pro odliseni
znacime obecné matice velkymi pismeny a vektory malymi pismeny.

Definice 2.4 (* notace).
i-ty fadek matice A se znali: A = (a1, @, ..., Gin)-
alj

a2;
Jj-ty sloupec matice A se znaci: A,; =

anj
Matici A € R™*" tudiz muZeme rozepsat po sloupcich a po Fadcich takto

Al*

AQ*
A= A*l A*Q A*n - . 5

Am*
nebo nésledovné, abychom zdtraznili fadkovou resp. sloupcovou strukturu matice
| | oA
Ay
A=1Ag Ao ... A, | = )
I | — A
Definice 2.5 (Soustava linearnich rovnic). Mé&me soustavu m linearnich rovnic o n neznamych

a1121 + a1axe + . .. + a1y = by,

2121 + ag9we + . .. + az, T, = ba,
(2.1)

Am1T1 + 22 + . . + ATy = by,
kde a;;,b; jsou dané koeficienty a x1,...,x, jsou neznamé. Resenim rozumime kazdy vektor z € R"
vyhovujici v8em rovnicim.

Zapis [2J) v zasadé obsahuje trochu nadbyte¢né opakovani symbolia. Podstatné jsou jen rozméry
soustavy a jednotlivé koeficienty. To nas vede na maticovou formu zapisu soustavy, obsahujici jen esencialni
informace.

Definice 2.6 (Matice soustavy). Matice soustavy je matice

ail a2 e A1n
A=
Am1 am?2 ceo Qmn
a roz§itend matice soustavy je
ailr a2 ... Qip | by
any a9 e aon b2
(A]b) =
Amli Am2 .- Gmn | bm

vy

Svisla Cara v rozSifené matici soustavy symbolizuje rovnost mezi levou a pravou stranou soustavy.
7 formalniho hlediska sice neni nutné ji zobrazovat, ale pomah& mnemotechnicky chapat vyznam této
matice.
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Poznamenejme, Ze rozsifend matice soustavy plné popisuje soustavu rovnic; fadky odpovidaji rovnicim,
sloupce nalevo postupné proménnym x1,...,x, a posledni sloupec hodnotdm na pravé strané soustavy.
Tudiz mizeme soustavu rovnic zadavat i v maticovém tvaru.

Kuptikladu soustava z prikladu 2.1l by se maticové zapsala jako

3 2 1139
2 3 1134
1 2 3126

Poznamka 2.7 (Geometricky vyznam soustavy rovnic). Pro jednoduchost uvazujme nejprve piipad m =
n = 2, tedy dvé rovnice o dvou neznamych

a1171 + a1ax2 = by,

a2171 + azxe = ba.

Za obecnych predpokladii (a1; # 0 nebo ajs # 0) popisuje prvni rovnice piimku v roviné R?, a stejné tak
druhé rovnice popisuje néjakou piimku. ReSeni soustavy lezi tedy v priniku obou piimek.

Z2 A ai11r1 + aiaxe = by

a2121 + a22x2 = b

/ 0 \ x1
Podobné pro n = 3, kazda rovnice s aspoii jednim nenulovym koeficientem popisuje rovinu v prostoru R3

a TeSeni predstavuje prunik téchto rovin. Pokud jsou roviny v obecné poloze, prinikem je jediny bod, jak
ilustruje obrazek:

Ve specialnim piipadé mizou vSechny roviny obsahovat jednu piimku:

A
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Pranik rovin mize byt i prazdnad mnozina:

I
Obecné, pro libovolné n, rovnice urcuji tzv. nadroviny (srov. kapitola[7]) a feSeni soustavy hledame v jejich
pruniku.

Chceme-li umét fesit soustavy rovnic, je potieba védét, jaké tpravy s nimi lze provadét a jak ovliviiuji
mnozinu feSeni. Pochopitelné nas zajimaji pfedevsim ty tupravy, které mnozinu fesSeni neméni.
Definice 2.8 (Elementarni fadkové upravy). Elementéarni fadkové upravy matice jsou

1. vynasobeni i-tého Ffadku realnym &islem a # 0 (tj. vynasobi se v8echny prvky radku),

2. pfi¢teni a-nasobku j-tého fadku k i-tému, pfi¢emz ¢ # j a a € R,

3. vymeéna i-tého a j-tého radku.

Poznamka 2.9. Ve skute¢nosti vyse zminéné tipravy nejsou zas tak elementarni. U druhé fadkové apravy
vysta¢ime jen s a = 1 a tfeti apravu lze simulovat pomoci pfedchozich dvou. Schematicky

Tvrzeni 2.10. Elementdrni Fadkové operace zachovdvaji mnozZinu feSeni soustavy.

Idea dikazu. Zékladni myslenkou je ukézat, Ze elementarni ipravou se mnozina feSeni neméni. Elementarni
upravou neztratime Zadné reSeni, protoZe pokud je x feSenim pfed upravou, je i po upravé. A naopak,
apravou zadné feSeni nepfibyde. To se nahlédne ze symetrie, protoze kazda tprava ma svoji inverzni
tpravu — vhodnou elementérni tipravou mizeme dojit zpét k puvodnimu tvaru soustavy. Detailni analyzu
jednotlivych tprav ponechavime ¢tenéfi k rozmysleni. O

2.2 Gaussova eliminace

Nyni se pfesuneme k tomu, jak soustavy rovnic fesit. Nez predstavime obecny algoritmus a jeho maticovy
zapis, ukazeme nejprve myslenku Gaussovy eliminace na piikladu.

Priiklad 2.11. Uvazujme soustavu linearnich rovnic

r1 + 229 + 3x3 = 32,
xr1 + To + 2x3 = 21,
3z1 + w3 + 3x3 = 35.

Nejprve eliminujeme proménnou z; z druhé a tieti rovnice. Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme

r1 + 2x9 4+ 3x3 = 32,
— T2 — r3 = — 1 1,
3r1 + x99 4+ 3x3 = 35,
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a odeétenim trojnasobku prvni rovnice od treti ziskdme

r1 + 2x9 4+ 3x3 = 32,
— Tro — r3 = —11,
— bx9 — 63 = —61.

Nyni eliminujeme proménnou xo z tfeti rovnice. Odectenim pétinasobku druhé rovnice od tieti dostane
soustava vysledny tvar

1 + 219 4+ 3x3 = 32,
- ro — r3 = —11,
— r3 = —6.

Tim kon¢i prvni faze (tzv. dopfedna eliminace), kdy soustavu upravujeme do jednodussiho tvaru eliminaci
proménnych. Nésleduje druhé faze, nazyvana zpétné substituce. Ze tieti rovnice okamzité vidime hodnotu
tfeti proménné, 3 = 6. Dosadime tuto hodnotu do druhé rovnice

—x9 — 6 =—11,
ze které uré¢ime hodnotu druhé proménné, zo = 5. Nakonec hodnoty 1,2 dosadime do prvni rovnice
r1+2-5+3-6=32
a dopo¢itame hodnotu prvni proménné, 1 = 4. Vysledné feSeni soustavy je tedy (z1, ze,z3) = (4,5,6). O

Zakladni myslenka metody, kterou popiSeme, je transformace rozsifené matice soustavy pomoci ele-
mentarnich tprav na jednodussi matici, ze které feSeni snadno vyéteme (podobné jako v piikladu 2.IT]).
Ten jednodussi tvar matice se nazyva odstupriovany tvar matice, v angli¢tiné ,row echelon form“ (REF).

Definice 2.12 (Odstupiiovany tvar matice). Matice A € R™*" je v fadkové odstupiiovaném tvaru, pokud
existuje r takové, ze plati

e fadky 1,...,7 jsou nenulové (tj. kazdy obsahuje aspon jednu nenulovou hodnotu),
e Ffadky r+1,...,m jsou nulové,
a navic oznac¢ime-li jako p; = min{j; a;; # 0} pozici prvniho nenulového prvku v i-tém radku, tak plati

o p1<p2<---<pr.

K odstupiiovanému tvaru se vztahuji nékteré zasadni pojmy: Pozice (1,p1), (2,p2), ..., (r,p.) se
nazyvaji pivoty, sloupce p1, pa,..., p, se nazyvaji bazické a ostatni sloupce nebdzické (vyznam bude
zfejmy pozdéji).

p1 P2 b3 cee DPr
1[e
2
Schematické znazornéni odstupnovaného 3

tvaru. Pivoty jsou poszice Cernych tecek a
obsahuji nenulové hodnoty.

m
Priklad 2.13. Matice
1 2 3 1 2 3 1 0 01 2 3
0 4 51, 0 0 5], 0 2], 0 0 4 5
0 0 6 0 0 0 0 0 00 0O
jsou v odstupfiovaném tvaru, zatimco matice
1 11 1 2 3 0 0 0 01
00 21, 2 3 01, 1], 00 2 2
0 0 3 3 00 0 0 0 0O

v odstuphovaném tvaru nejsou. ]



26 Kapitola 2. Soustavy linedrnich rovnic

Definice 2.14. Hodnosti matice A rozumime pocet nenulovych rfadki po pfevodu do odstupiiovaného
tvaru a znacime rank(A).

Hodnost matice je tedy rovna poé¢tu pivott (tj. ¢islu r) po prevedeni do odstupiiovaného tvaru. I kdyz
odstupiiovany tvar neni jednozna¢ny, pozice pivotii jednozna¢né jsou (ukéazeme pozdéji ve vété[2.28). Proto
je pojem hodnost dobfe definovén, i kdyz to v tuto chvili jesté neni ziejmé.

Kazdou matici lze prevést elementarnimi faddkovymi apravami do odstupiovaného tvaru. Napfiklad
nasledujici algoritmus prevadi matici do odstupiiovaného tvaru po nejvyse min(m,n) iteracich hlavniho
cyklu; dikaz spravnosti se udéla matematickou indukei podle poétu sloupci a rozborem. Pochopitelné,
existuji 1 razné varianty.

Algoritmus 2.15 (REF(A)).
Vstup: matice A € R™*"™,

1:7:=1,5:=1,
2: if agy = 0 pro vSechna k > a £ > j then konec,
3: j=min{l; £ > j, are # 0 pro néjaké k > i}, / /presko¢ime nulové podsloupecky

4: urci k takové, ze ap; # 0, k > i a vymén fadky A, a Aps,

//nyni je na pozici pivota hodnota a;; # 0

5: pro vSechna k > i poloz Agy = Ags — %Ai*, //2. elementéarni tprava
ij

6: polozi:=1i+1, j:=7+1, ajdi na krok 2l

Vystup: matice A v odstupfhovaném tvaru.

Krok 2] je ukon¢ovaci: Skonéime, kdyZz podmatice vpravo dole od aktualni pozice (i, j) je nulova. Spe-
cialng, konec nastane také kdyz i = m nebo j = n. V kroku [3 se posouvame indexem j na nejbliZsi pozici
napravo tak, aby v j-tém podsloupecku o prvcich a; j, a;q15, ..., am,; existoval nenulovy prvek. Celkem
neurcité jsme definovali index k v kroku [l Teoreticky si mtZeme zvolit libovolné, v praxi se doporucuje
kandidat ay; s maximalni absolutni hodnotou, tzv. parcidini pivotizace, protoZze méa lepsi numerické vlast-
nosti pii FeSeni soustav rovnic na pocita¢ich (viz piiklad B.52). V kroku [l zkracené popisujeme druhou
elementérni Gpravu, kdy od k-tého fadku odecitdme %—nésobek i-tého radku.

Ditkaz spravnosti algoritmu uvadét nebudeme, ale povSimneme si alesponi, Ze v kroku Bl vynulujeme
vSechny prvky pod pivotem (i, 7). Pro kazdé k > i je hodnota ay; po tGpravé rovna j-tému prvku fadku

Apy = Apr — 21 A, a ten ma hodnotu apj — ai_?al-j =0.
(27 Qjj

Priiklad 2.16. Ukazka pfevodu matice na odstupiiovany tvar, zakrouzkované hodnoty ukazuji aktuélni
pozice 4, j, ¢asto to jsou pozice pivott. U kazdého kroku oznacujeme, ktery krok algoritmu [2.15] se zrovna

1)Pojern hodnosti zavedl némecky matematik Ferdinand Georg Frobenius, ale podobny koncept uz byl pouzivan dfive
napfiiklad anglickym matematikem Sylvestrem.
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pouzije:

2 2 -15 @ 2 -1 5

4 5 09|lB|L 0 1 2 -1|E

0 1 2 2 0 1 2 2

2 4 37 2 4 3 7
2 2 -1
glo O 2 -1|B
01 2 2
0 2 4 2
2 2 -1 5
3o ® 2 1|8
00 o0 3
0 0 0 4
2 2 -1 5
glo1 2 -1)@
00 o@®)
00 0 4

O O O OO O N

2
0
0

0

NS

2
1
0

0

2 -1 5
12 -1
1 2 2
2 4 2

2 -1 5
ORERSIIN
0 0 3
2 4 2
2 -1 5
12 -1
o (0 3]~
0 0 4
1 5
2 —1
0 ®
0 0 O

Ted uz méame vse piipraveno na Gaussovu eliminaci pro feSeni soustav rovnic.

Algoritmus 2.17 (Gaussova eliminac). Bud déana soustava rovnic (A | b), kde A € R™*" b € R™.
Prevedeme rozsifenou matici soustavy (A | b) na odstupiiovany tvar (A’ | b') a oznacime r = rank(A | b).

Nyni nastala pravé jedina z nasledujicich tii situaci:

(A) Soustava nemd FeSend.

Tato situace nastane v piipadé, Ze posledni sloupec je bazicky, ¢ili v poslednim sloupci je pivot.
Ekvivalentné vyjadreno, rank(A) < rank(A | b), nebo jesté jinak rank(A’) < rank(A’ | b').

Diikaz. r-ty fadek soustavy (v REF tvaru) ma tvar

0z1 + 0z + ...+ 0z, = bl

Vzhledem k tomu, Ze b]. # 0, nebot je to pivot, soustava nemtze mit FeSeni. O

(B) Soustava md alespoti jedno tesend.

Tato situace naopak nastane, pokud posledni sloupec je nebazicky, ¢ili neobsahuje pivota. Jinymi
slovy to znamen4, Ze rank (A) = rank(A | b), neboli rank(A’) = rank(A’ | b’). Rozlisime dva pod-
pripady, odpovidajici tomu, jestli ma soustava jediné feseni nebo nekoneé¢né mnoho feSeni.

(B1) Soustava md jediné tesent.

Jediné Teseni existuje pokud r = n, to znamené, Ze pocet proménnych je roven poctu pivoti.
V kazdém sloupci, kromé nejpravéjsiho, se tudiz nachézi pivot. ReSeni nyni najdeme tzv. zpétnou

substituci: Postupné pro k =n,n —1,...,1 v tomto pofadi dosadime
/ n / )
) by, — ijkﬂ ApiTj
T = 7 .
A

Diikaz. Soustava v odstupiiovaném tvaru ma podobu

/! /
all . . a/ln
/
0 A,
0O ... 0

2 Carl Friedrich Gauss, z roku 1810.
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V rovnicové podobé ma soustava tvar

/ / / /
alll'l —|— a,12$2 —|— . e + alnﬂjn — bl’

/ / /
a22x2 + “e + a/2nxn - 25

/ / /
(Zkkﬂfk + e —|— almxn = bk"

/

_ o/
Gy T, = by

(popfipadé jesté néjaké rovnice typu 0z1 +. ..+ 0z, = 0, které lze vynechat). Hodnotu neznamé

T, spocitdme z posledni rovnice, tu dosadime do predposledni a dopocitame xz, 1 atd. az

nakonec spoc¢itame hodnotu z;. Mame tedy jediné FeSeni, které je dobie definované, nebot
/

ag, 7 0. O

(B2) Soustava md nekonecné mnoho fesent.
Tento piipad nastane, pokud r < n. To znamena, ze kromé nejpravéjsitho sloupecku je v matici
alespon jeden dalsi nebazicky sloupec. Mnozinu vSech nekone¢né mnoho fegent’) popiSeme pa-
rametricky. Jako bdzické proménné oznacime ty, které odpovidaji bazickym sloupctim, tj. x,,,
Tpys -+ - Tp,, & jako nebdzické promeénné ty zbyvajici. Potom nebazické proménné budou para-
metry, které mohou nabyvat libovolnych redlnych hodnot a pomoci nichz dopocitdme bazické
proménné opét zpétnou substituci: Postupné pro k =r,r —1,...,1 v tomto poradi dosadime

/ n /
by, — Zj:pk-f—l Q5T

ﬂjp = a/
kpy

k
Pocet nebéazickych proménnych je n —r > 0 a toto ¢islo vyjadiuje dimenzi mnoZiny FeSeni.
Pokud n — r = 1, pak je mnozinou feSeni pfimka, pokud n — r = 2, pak mnoZina FeSeni tvori
rovinu atp.

7 popisu algoritmu vidime, Ze TeSitelnost soustavy linedrnich rovnic souvisi nejenom s velikosti sou-
stavy, ale pfedevdim s hodnosti matice. Pravé hodnost matice A a hodnost rozsifené matice (A | b)
charakterizuji skutecnost, zda je ¢ neni soustava TeSitelna. Pokud je soustava fesitelna, tak urcuji, zda je
feSeni jednozna¢né nebo jich je nekoneéné mnoho (a v tomto piipadé jaka je dimenze mnoZiny feSeni, coz
pofadné nahlédneme pozdéji ve tvrzeni [7.12).

Hodnost matice (A | b) také udava pocet vyznamnych rovnic v soustavé. Ty ostatni jsou pouze kom-
binaci vyznamnych rovnic (jsou na nich tzv. linedrné zavislé) a béhem elementarnich dprav se vynuluji.
Proto jsou v soustavé v podstaté nadbyteéné. Z odstupnovaného tvaru matice zjistime, kolik takovychto
vyznamnych rovnic v puvodni soustavé bylo, ale uz nikoliv, které konkrétné to byly — elementarnimi
GUpravami se tato informace ztraci.

Priiklad 2.18. Vyfesime Gaussovou eliminaci nésledujici soustavu. Nejprve pfevedeme rozsifenou matici
soustavy na odstuphovany tvar

2 2 -1 5|1 2 2 -1 5|1
4 5 0 9(3] rer |0 1 2 —1]1
01 224 7 loo o 3|3
24 3 7|7 00 0 0|0

Zpétné substituce probihé takto:

1. .%'4:1,

) Toto plati, pokud pracujeme nad realnymi ¢isly. Nad koneénymi télesy (sekce [43)) se postupuje stejné, ale pocet Feseni
bude koneény.
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2. x3 je volna (nebézickd) proménna,
3. x9o=1+x4 — 203 =2 — 213,
4. 1 = %(1 —5xy + x3 — 2$2) =—4+ %Cﬂg.

Vsechna feSeni jsou tvaru (zapsano v radku)
(=4 + 33,2 — 223,23, 1), kde z3 € R.
Tato TeSeni mtzeme vyjadrit ekvivalentné ve tvaru
(—4,2,0,1) + 23(3,-2,1,0), kde z3 € R,

jehoz vyznam vyplyne v nasledujici kapitole. Z tohoto vyjadfeni rovnéZz vyplyne, Ze mnozina feSeni pfed-
stavuje pifimku v R* se smérnici (g, —2,1,0) a prochazejici bodem (—4,2,0,1). O

Poznamka 2.19 (Vypocetni slozitost). V praxi chceme umét nejenom dany problém vyfesit, ale chceme
ho i vyfesit rychle. Proto nas zajima vypocetni (¢asové) slozitost algoritmi, ktera nam poskytuje predstavu
o tom, jak dlouho dany algoritmus trvd a umoziiuje porovnavat rizné algoritmy mezi sebou. Slozitost
algoritmi lze mérit riznymi zptisoby. Pro nase tcely pouzijeme jednoduchou pfedstavu vypocetni slozitosti
jako po¢tu & odhadu poctu aritmetickych operaci (pfipadné dalsich zakladnich operaci jako porovnani
<, > atp.), které algoritmus vykona.

Pocet operaci algoritmu na vypocet REF(A) se da vyjadiit jako polynom proménné n (viz pro-
blem 2.3]). Reédlné jsou ¢leny polynomu s niz$imi mocninami zanedbatelné, a proto nas bude zajimat
pouze hlavni ¢len s nejvyssi mocninou. V jednom cyklu algoritmu je stézejni krok Bl pocet operaci ostat-
nich krokii je opét zanedbatelny. Pro dané k£ > ¢ musime vypoc¢itat hodnotu a = % a potom upravit
Apy = Ay — @Ay, Tato aprava stoji fadové n soudinii a n odéitani realnych éisel. V prvnim cyklu algo-
ritmu proto musime vykonat fadové n? soudint a n? odéitani. V druhém cyklu je to (n — 1)? soudinii a
(n — 1)? odéitani, atd. S vyuzitim vzorecku

- 1
d K= sn(n+1)@2n +1)
k=1

vidime, Ze souhrnné potfebujeme radové %n?’ s¢itani / odéitani realnych ¢isel a stejné tak pro néso-

beni / déleni. Celkova asymptoticka slozitost algoritmu REF je tedy %n?’ operaci.

Asymptotickd slozitost Gaussovy eliminace je stejni. Gaussova eliminace sice navic pocita zpétnou
substituci, ale ta ma fddové kvadratickou slozitost vzhledem k proménné n, proto na celkovou slozitost
nemé zasadni vliv.

2.3 Gaussova—Jordanova eliminace

Druhy algoritmus na feSeni soustav linearnich rovnic, ktery uvedeme, je Gaussova—Jordanova eliminace.
Namisto odstupnovaného tvaru pouZzivi jesté specifictéjsi redukovany odstuphiovany tvar, v angli¢tiné
yreduced row echelon form“ (RREF).

Definice 2.20 (Redukovany odstupiiovany tvar matice). Matice A € R™*™ je v redukovaném fadkové
odstupiiovaném tvaru, pokud je v REF tvaru a navic plati

® a1y, = a2p, = ... = arp, = 1, tedy na pozicich pivott jsou jednicky, a
e pro kazdé i = 1,...,7 je a1p, = agp, = ... = aj—1,p, = 0, tedy nad kazdym pivotem jsou samé nuly.
p1 P2 b3 cee DPr

Schematické znazornéni redukovaného od-
stupiiovaného tvaru. Narozdil od REF jsou
pivoty navic znormovany na jednicku a
nad nimi jsou samé nuly.
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Algoritmus, ktery pomoci elementarnich fadkovych tuprav prevede libovolnou matici do RREF tvaru
je podobny tomu pro REF. Jedina zména je v kroku [l ktery nahradime dvéma novymi.

Algoritmus 2.21 (RREF(A)).
Vstup: matice A € R™*"™,

1:

2
3
4:
5
6
7

1=1,75:=1,
. if age = 0 pro vSechna k > ¢ a £ > j then konec,
: j=min{¢; £ > j, apy # 0 pro néjaké k > i}, / /preskocime nulové podsloupecky
urcéi ag; # 0, k > ¢ a vymén fadky A, a Ay, //nyni je na pozici pivota hodnota a;; # 0
: poloz Ay = %in*, //nyni je na pozici pivota hodnota a;; = 1
: pro vSechna k # i poloz Ay, = Apy — apjAis, //2. elementéarni tprava

s polozi:=i+1,7:=7+1, ajdina krok[2

Vystup: matice A v redukovaném odstupiiovaném tvaru.

Priiklad 2.22. Ukazka pfevodu matice na redukovany odstuptiovany tvar, zakrouzkované hodnoty ukazuji
aktudlni pivoty:

@ 2 -1 5 (M) 1 -05 25 M) 1 -05 25
45 09| 2 5 o 9o _ [0 1 2 —1|_
0 1 2 2 0o 1 2 2 0o 1 2 2
9 4 37 2 4 3 7 2 4 3 7
1 1 —05 25 1 0 —-25 35
o 2 S o 2 ).
0 1 2 2 0o 1 2 2
0 2 4 2 0 2 4 2
1 0 —25 35 10 —25 35
0@2_1 o1 2 -1
0 0 0 3 00 0o (3
0 2 4 2 00 0 4
1 0 =25 3.5 1 0 -25 0
01 2 -1 01 2 0
“loo o @ |loo 0o 1
00 0 4 00 0 0 .

Gaussova—Jordanova eliminace pak funguje nasledujicim zpiisobem.

Algoritmus 2.23 (Gaussova—Jordanova eliminac). Bud déna soustava rovnic (A | b), kde A € R™*",
b € R™. Pfevedeme rozsifenou matici soustavy na redukovany odstupiiovany tvar (A’ | b’) a oznacime
r = rank(A | b). Rozlisime tfi situace:

(A) Soustava nemd FeSent.

Tento piipad nastane, pokud je posledni sloupec bézicky. Jinymi slovy, posledni sloupec obsahuje
pivota, ¢ili rank(A) < rank(A | b). Dikaz analogicky jako pro Gaussovu eliminaci.

(B1) Soustava md pravé jedno tesend.

Toto nastane, pokud je posledni sloupec nebazicky (neobsahuje pivota) a zaroven r = n. Tudiz
sloupce 1,...,n jsou bazické a posledni je nebazicky. Tvrdime, Ze jednoznacné feSeni mé tvar
(1, .. xn) = (b, ..., 0)).

Wilhelm Jordan, z roku 1887.
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Dikaz. Soustava v RREF ma4 tvar

1 0 0¥
0 1 A
T T . O
0 0 11]v
0 0 0]0
Jeji rovnicovy piepis je
r1 = bll,
Tro = bIQ,
Ty = b'n

(opét tam mohou byt jesté né&jaké rovnice typu Oxy + ...+ 0z, = 0, které nemusime uvazovat).
Rovnice zde pfimo urcuji reseni. O

(B2) Soustava md nekonecné mnoho FeSend.

Pro tento pfipad musi byt posledni sloupec nebézicky a r < n. Mnozinu TeSeni popiSeme para-
metricky. Ozna¢ime nebazické proménné x;, i € N, kde N = {1,...,n} \ {p1,...,p}. Opét, ne-
bézické proménné budou parametry, které mohou nabyvat libovolnych realnych hodnot a pomoci
nich dopo¢itame bazické proménné opét zpétnou substituci (zde lze i dopfednou): Postupné pro
k=r,r—1,...,1 v tomto poradi dosadime

Xy, = b — ah - x;
Pk kj*J-

jENv j>pk

Priklad 2.24. Uvazujme soustavu z piikladu 218 ale tentokrat ji vyfesime Gaussovou—Jordanovou eli-
minaci. Pfevedeme rozsifenou matici soustavy na redukovany odstupiiovany tvar

2 2 -1 5|1 10 -25 0|-4
4 5 0 93| rrer [0 1 2 0] 2
0 1 2 214 0 0 0 1 1
2 4 3 7|7 0 0 0 0 0
Jednotlivé kroky zpétné substituce jsou:
1. T4 = 1,
2. x3 je volna (nebazickd) proménné,
3. Tro = 2 — 25[?3,
4. xr1 = —4+ %xg.
Mnozinu FeSeni dostavame opét ve tvaru (—4,2,0,1) + .%'3(%, —2,1,0), kde z3 € R. O

Poznamka 2.25 (Frobeniova véta). Pfi odvozovani Gaussovy a Gaussovy—Jordanovy eliminace jsme
jako dusledek dostali zndmou vétu linearni algebry, nazyvanou Frobeniova Véta ktera charakterizuje
FeSitelnost soustav rovnic pomoci hodnosti matice a rozsifené matice soustavy:

Soustava (A | b) ma aspon jedno Feseni pravé tehdy, kdyz rank(A) = rank(A | b).

A angli¢tiné vétu nazyvaji Rouchého—Capelliho véta, v Rusku Kroneckerova—Capelliho véta a ve épanélsku Rouchého—
Frobeniova véta. Muzete se setkat i s ndzvem Rouché-Fonteného véta. Inu, jiny kraj, jiny mrav.
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Pozdé&ji v kapitole vénované vektorovym prostorim (poznamka 571 k tomu ziskame jesté jiny nahled.

Poznamka 2.26 (Vypocetni slozitost). Pro ¢tvercovou matici A fadu n pot¥ebuje algoritmus [2.21] na
vypocet RREF(A) radové %n?’ s¢itani / od¢itani a %n?’ nasobeni / déleni redlnych ¢isel. Celkova vypodetni
slozitost algoritmu je proto fadové n? aritmetickych operaci. Stejnou asymptotickou sloZitost ma i algo-
ritmus Gaussovy—Jordanovy eliminace. S ohledem na poznamku [2.T9 tedy Gaussova—Jordanova eliminace
vyzaduje pfiblizné o polovinu vice operaci nez Gaussova eliminace.

Poznamka 2.27 (Gaussova versus Gaussova—Jordanova eliminace). Ctenaf se miize ptat, pro¢ jsme uva-
déli dvé pomérné podobné metody na feSeni soustav rovnic. Gaussova eliminace mé vyhodu v tom, Ze je
priblizné o t¥etinu rychlejsi nez ta druhé, na druhou stranu Gaussovu—Jordanovu eliminaci (¢i spise RREF
tvar) budeme potfebovat pii invertovani matic (sekce [3.3)).

Nyni ukdzeme, ze RREF tvar matice je jednozna¢ny. Bez ohledu na to, jaké elementarni fadkové tdpravy
a v jakém poradi vykonavame, tak vysledny RREF tvar matice je vzdy tentyz.

Véta 2.28 (Jednozna¢nost RREF). RREF tvar matice je jednoznacné urcen.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze matice A € R™*™ ma dva rizné RREF tvary A; a As. Oznacme
jako i index prvniho sloupce, ve kterém se matice Ay, As lisi. Odstranme z matic A, Ay, As vSechny sloupce
za i-tym a také vSechny nebazické sloupce pred i-tym. Oznaéme vysledné matice jako B, By, Bo. Potom
By, By jsou RREF tvary matice B, protoze k nim dospé&jeme stejnymi tpravami jako k maticim Ay a As
od A. Matice tedy maji nasledujici strukturu

1 0 ... 0] ¢ 1 0 ... 0| &

- ol . A B
B:(B‘B>7 B1: : ... ’-’ 0 : Pl B2: : .' 0 : 3

0 ... 0 1| e, 0 0 1| dy

0 ... 0 0]cpm 0 0 0]dpi

kde posledni sloupce ¢, d matic By, By jsou ruzné. Pokud interpretujeme matici B jako soustavu linearnich
rovnic, potom z RREF tvaru B; vy¢teme jiné feSeni nez z tvaru Ba, coz je spor. Podotknéme, Ze pokud
obé soustavy s maticemi By a By jsou nefesitelné, pak jejich posledni sloupce ¢, d jsou bazické, a proto
stejné. ]

2.4 Aplikace

Soustavy linearnich rovnic se v praktickych problémech objevuji velice ¢asto, zejména jako poduloha
vétsiho problému. Uvedeme jednu aplikaci, vedouci pfimo na soustavu rovnic. Dalsi jsou zminéné napiiklad

v sekel

Piiklad 2.29. Uvazujme elektricky obvod jak je vyznaceny na obrazku

A I B I3 C
I

109§ §209
100
D4M E |}7F

10V oV

Chceme-li ur¢it hodnoty elektrickych proudua Iy, Io, I3, vyuzijeme fyzikalnich zakonu:
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1. Ohmaiv zdkon: Napéti je rovno soucinu proudu a odporu: U = I R.
2. Kirchhoffiv zdkon o proudu: Soucet proudi vstupujicich do uzlu se rovna souCtu proudu z uzlu

vystupujicich.

3. Kirchhoffiv zdkon o napéti: Soucet napéti ve smycce je roven nule.

Konkrétné, Kirchhoffiuv zédkon o proudu déava rovnici I; + Is — I3 = 0. Kirchhoffiv zédkon o napéti (spolu
s Ohmovym zékonem) pro smycku DABE dava rovnici 103 — 10y = 10, a pro smycku EBCF dava
1015 + 2015 = 5. (Smyc¢ku DABCFE jiz uvazovat nemusime, nebot vyplyva z pfedchozich dvou.) Tim
dostavame soustavu rovnic

1 1 -1 0
10 =10 0110
0 10 20| 5

VyteSenim mame I; = 0.7TA, Is = —0.34, I3 = 0.4A. O

Ukazka prace s Matlabem / Octave

Predstavime zakladni piikazy pro praci s maticemi a pro FeSeni soustav linearnich rovnic v softwarovém
prostiedi Matlabu ¢ Octave.
Zadani konkrétni matice A:

>> A= [1 2 3;4 5 6]
A~=

Vypocet hodnosti matice A:

>> rank(A)
ans = 2

Vypocet redukovaného odstupniovaného tvaru matice A:

>> rref (A)
ans =
1 o -1
0 1 2

Vybér prvku ass matice A:

>> A(2,3)
ans = 6

Vybér prvnich dvou sloupct matice A do nové matice D:

>> D = A(:,1:2)

Reseni soustavy Dz = (%) s regularni matic{ D:
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>> D \ [1;7]

ans =
3.0000
-1.0000

Problémy

2.1. Jak se zméni feSitelnost a pocet FeSeni soustavy (A | b), kdyZ zménime vektor pravych stran b za
jiny vektor b'?

2.2. Jaké maximalni absolutni hodnoty mohou nabyvat slozky feSeni soustavy (A | b) pokud nenulové
prvky matice A € R™*" jsou omezeny ¢~1 < |a;;| < ¢ pro n&jaké dané q?

2.3. Poznamky 2.19 a .19 se vénovaly vypodcetni sloZitosti Gaussovy a Gaussovy-Jordanovy eliminace
pro soustavu n X n. Namisto asymptotického odhadu ted uréete presné maximéalni pocet aritme-
tickych operaci prislusnych algoritmu v zévislosti na n.

2.4. Zobecnéte predchozi problém na obdélnikovou soustavu m x n. To znamené, urcete slozitost Gaus-
sovy a Gaussovy—Jordanovy eliminace v zavislosti na m,n.
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Kapitola 3

Matice

Matice jsme zavedli v minulé kapitole ke kompaktnimu zapisu soustav linearnich rovnic a popisu metod na
jejich feseni. Matice vSak maji mnohem Sirsi vyuziti, a proto se na né v této kapitole podivame podrobnéji.
Zavedeme nékolik typu matic a zakladni operace, které umozni s maticemi lépe a jednoduseji zachéazet.

3.1 Zakladni operace s maticemi

Definice 3.1 (Rovnost). Dvé matice se rovnaji, A = B, pokud maji stejné rozméry m x n a A;; = B;j
prot=1,....m,3=1,...,n.

Definice 3.2 (Soucet). Bud A, B € R™*". Pak A+ B je matice typu m xn s prvky (A+B);j = A+ Bij,
t1=1,....m,7=1,...,n.

Definice 3.3 (Nasobek). Bud a € R a A € R™*". Pak aA je matice typu m x n s prvky (ad);; = oA ,
t=1,....m,5=1,...,n.

Priklad 3.4 (Soucet a nasobek matic).

12+56_68 512_510 0
3 4 7 8) \10 12/ 3 4) \15 20/

Vyse zminéné operace umoziuji zavést prirozené i odéitani jako A — B == A+ (—1)B.

Specialni matici je nulovd matice, jejiz vSechny prvky jsou nuly. Znacime ji 0 & Opyxn pro zdiraznéni

rozmeru.

Tvrzeni 3.5 (Vlastnosti sou¢tu a nasobki matic). Pro redlnd c¢isla o, B a matice A, B,C € R"™*™ plati

(1) A+ B=B+ A (komutativita),

(2) (A+B)+C=A+ (B+C) (asociativita),

(3) A+0=A4,

(4) A+ (-DA=0,

(5) a(B4) = (aB)A,

(6) 1A= A,

(7) a(A+ B) = aA+ aB (distributivita),

(8) (¢ +p)A=aA+ BA (distributivita).
Diikaz. Dukaz vlastnosti je vesmés trividlni, ale je vhodny pro procvic¢eni formélniho pristupu. Zakladni
idea dikazu je redukce dané vlastnosti na odpovidajici vlastnost realnych ¢isel. DokaZzeme vlastnost (1),
zbytek nechédvame Ctenaifi.

(1) Nejprve ovéiime, ze A+ B i B + A maji stejny typ. Pak ukaZeme, Ze odpovidajici si prvky jsou
shodné: (A + B);j = Ajj + Bij = Bij + Aijj = (B + A);j, kde jsme v druhé rovnici vyuzili komutativitu
s¢éitani realnych ¢&isel. O

37
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Priklad 3.6. Jednoduchym pouZitim maticovych operaci je manipulace s obrazky. Necht obrazek je
reprezentovan matici A € R™*" tak, Ze pixel obrazku na pozici (7,7) ma barvu s ¢islem a;;. Nasobeni
matice A skalarem pak méni odstiny barev. Na obrézcich listovnice dole je ilustrovana matice oA pro
rizné volby «. Pro a = 1 dostaneme ptivodni matici, pro a > 1 se obrézek zesvétli a naopak pro a < 1 se
obrazek ztmavi.

original (o = 1) ztmaveni (a = 0.5)

original (o = 1) zesvétleni (o = 1.5) O

Nyni zavedeme néasobeni matic; to je definovano na prvni pohled trochu neobvykle, jeho vyznam
vyplyne pozdé&ji v sekci

Definice 3.7 (Soucin). Bud A € R"*P a B € RP*"™ . Pak AB je matice typu m x n s prvky (AB);; =
k=1 AikBrj-

Piiklad 3.8 (Mnemotechnika nasobeni matic). Bud

A=|0 10 1|, B=
5 9 9 9 1213
1210

Mnemotechnickd pomtcka pro nasobeni matic AB, prvek na pozici (i, ) spo¢itame jako skalarni soucin
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i-tého fadku matice A a j-tého sloupce matice B:

1 1 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0

1 2 3 4 10 15 12 14

0101 2 2 (3) 2

2 2 2 2 8 10 10 12 O

V kontextu s maticovym nésobenim potfebujeme zavést pojem jednotkovd matice. Zmadi se I ¢i I, a
je to ¢tvercova matice fadu n s prvky I;; = 1 pro i = j a I;; = 0 jinak. Je to tedy matice s jednickami na

diagonéle a s nulami jinde, pfi¢em?Z diagondlou se rozumi prvky na pozicich (1,1), (2,2),... Schematicky
1 0 0
I, = 0
0
0 0 1

Souvisejici pojem jednotkovy vektor e; je pak i-ty sloupec jednotkové matice, tj. e; = I,;.
Tvrzeni 3.9 (Vlastnosti sou¢inu matic). Plati ndsledugici vlastnosti; o je ¢islo a A, B, C' matice vhodngch
r0Zmeri.
(1) (AB)C = A(BC) (asociativita),
(2) A(B+C)=AB+ AC (distributivita zleva),
(3) (A+ B)C = AC + BC (distributivita zprava),
(4) a(AB) = (aA)B = A(aB),
(5) 0A = A0 =0,
(6) I,,A= AL, = A, kde A € R™*",
Diikaz. Opét dokaZeme jen vlastnost (1), ostatni nechavame za cviceni.

(1) Bud A € R™*P B € RP*" a C € R"™™"™. Pak AB ma typ m x r, BC' ma typ p X n a oba souciny
(AB)C, A(BC) maji typ m x n. Nyni ukdzeme, Ze odpovidajici si prvky jsou shodné. Na pozici (i, j) jest

((AB)C)ij = Y (AB)ixCrj = Y (Z Ai2B2k> Crj =YY AiuBuCrj,

k=1 k=1 “{=1 k=1 (=1
P P r P
(A(BC))ij =Y Au(BC)y = Ai < > Bekaj> =3 AuBuCy;.

=1 =1 k=1 =1 k=1
Vidime, Ze oba vyrazy jsou shodné az na poradi sCitanct. Ale protoze s¢itani redlnych ¢isel je komutativni,
tak jsou hodnoty stejné. O
Poznamka 3.10. Soucin matic obecné neni komutativni, pro mnoho matic je AB # BA. Napriiklad pro
matice

0 1 10
A = B =
(o) #=(0)

je

0 0 0 1
i (00), man (01).

Navic, muze se stat, Zze souc¢in AB mé smysl, a pFitom néasobit matice v porfadi BA nelze. Nebo matice
AB a BA existuji, ale maji rizné rozméry. Najdéte takové piiklady!
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Definice 3.11 (Transpozice). Bud A € R™*". Pak transponovand matice ma typ n x m, znaci se AT a
je definovana (AT);; = aj;.

Priklad 3.12. Transpozice vlastné znamenéa preklopeni dle hlavni diagonély, napf.

1 4
A:(i?é), AT =12 5
3 6

Diky transpozici miiZeme sloupcové vektory x € R™ zapisovat do fadku takto: z = (x1,...,2,)7.
Tvrzeni 3.13 (Vlastnosti transpozice). Plati ndsledugici vlastnosti; « je ¢islo a A, B matice vhodngch
rozmeri.

(1) (AT)T = A,

(2) (A+B)T = AT + BT,
(3) (@A)" = aAT,

(4) (AB)T = BTAT.

Diikaz. Pro ilustraci dokédzeme jen vlastnost (1), zbytek ponechdme za cviceni.
(1) Bud A € R™*", Pak AT ma rozmér nxm a (AT)T ma tedy rozmér m x n, shodny s A. Porovnanim
odpovidajicich si prvkt ((AT)T);; = (AT);i = A;; konstatujeme rovnost, tudiz (AT)T = A. O

Vlastnost|(4)]1ze matematickou indukei snadno rozffit na souéin k matic: (A1 Ay ... Ay)T = AL ... ATAT.

Definice 3.14 (Symetrickd matice). Matice A € R™" je symetrickd, pokud A = AT,

Symetrické matice jsou tedy takové matice, které jsou invariantni vii¢i operaci transpozice. Vizuélné
jsou symetrické dle hlavni diagonaly. Piikladem symetrickych matic jsou jednotkova matice I, ¢tvercova
nulova matice 0,, nebo (1 %). Soucet symetrickych matic stejného Fadu je zase symetricka matice (dokazte!),
ale pro soucin uZ to obecné neplati (najdéte protipiiklad!).

Piiklad 3.15 (Symetrické matice). Pro libovolnou matici B € R™ " je matice BT B symetricka. To
snadno nahlédneme z definice, nebot jeji transpozici je ona sama: (B? B)T = BT(BT)T = BT B. Matice
BT B se objevuje v linearni algebfe ¢asto v riiznych souvislostech, setkame se s ni napiiklad v sekci R4
nebo v kapitole [IT1

Symetrické matice se vyskytuji také v riznych dopravnich ¢i geometrickych dlohach. Pokud v matici
A € R™™ udava hodnota a;; vzdalenost mezi i-tym a j-tym objektem, pak zjevné a;; = a;; a matice A je
symetrickd. Takovato matice vzdalenosti se vyskytuje naptiklad v tzv. problému obchodniho cestujiciho.
Jinym piikladem symetrické matice je kovarianéni matice ve statistice nebo Hessian (matice druhych
parcialnich derivaci) pro dvakrat spojité diferencovatelné funkce f: R” — R. ]

Existuje celd fada dalgich specidlnich typt matic. Mezi ty nejpouzivanéjsi patii napiiklad:

e Diagondlni matice. Matice A € R™*" je diagonalni, pokud a;; = 0 pro vSechna i # j. Tedy diagonalni
matice ma na diagonéle libovolné prvky a mimo ni jsou nuly.

Prikladem diagonalni matice je I, nebo 0,. Diagonélni matici s diagonalnimi prvky vy,...,v, zna-
¢ime diag(v), tedy
V1 0 . 0
diag(v) = 0 v
0
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e Horni trojihelnikovd matice. Matice A € R™*" je horni trojihelnikova, pokud a;; = 0 pro vSechna
1 > j. Horni trojuhelnikova matice mé tedy pod diagonalou nuly. Mtze mit libovolné rozméry, i
kdyZ nejcastéjsi pripad je ¢tvercova matice. Schematicky pro m < n

ail ... .. QAim oo Q1p
0 a9
0O ... 0 amm --- Qmn

Podobné se zavadi i dolni trojuhelnikovd matice jako matice s nulami nad diagonélou.

Prikladem horni trojihelnikové matice je jakdkoli matice v REF tvaru, protoze pivoty musi byt
na nebo nad diagonalou. Obracené to ovSem neplati, horni trojihelnikovad matice neni automaticky
v REF tvaru (najdéte protipiiklad!).

Priiklad 3.16. Ukazte, Ze soucin dvou hornich trojihelnikovych matic A, B € R™*™ je opét horni troju-
helnikova matice. O

Vratme se na chvili k aritmetickym vektorim. Transpozice a souc¢in vektori jakoZto matic o jednom
sloupci umoziji zavést soucin vektori z,y € R™ jako 2’y nebo jako zy”, jiné kombinace nejsou mozné.
Prvni z vyraza definuje standardni skaldrni soucin, a mé tvar

n
wly = Z TilYi
i=1

(formalné je to matice 1 x 1, ale ztotoznime ji s realnym ¢islem). Standardni eukleidovskou normu vektoru
x € R"™ lze pak zavést jako

Izl = VaTe = /371, 7

g

Obecnéjsi definice skaldrniho soudinu a normy piijde pozdéji (kapitola []).
Vnéjsi soucin vektort x,y je ¢tvercova matice fadu n

r1Yy1 T1Y2 ... T1Yn — wlyT —
T xT2Y1 X2Y2 ... X2Yn - SﬂzyT —
Yy = . . . = . =
- . T
Tyt TnpY2 ... TnplYn InlY

\ ! \
= Y1 TY2 -+ TYn

Napiiklad eief je matice s jednic¢kou na pozici (7, 7) a jinde s nulami.

Protoze v matici zy” jsou vsechny fadky nasobkem vektoru y” (a vechny sloupce nasobkem vektoru
r), tak ma matice xy” hodnost nanejvys 1. Nulova hodnost nastane pouze pokud jeden z vektord z,y
je nulovy, takze pro nenulové z,y méa matice xy? hodnost piesné 1. Tvrzeni plati i opaénym smérem:
Pokud méa matice A hodnost jedna, musi byt vSechny rfadky nasobkem jednoho vektoru. Odvodili jsme
tedy nasledujici pozorovani.

Tvrzeni 3.17. Matice A € R™*™ md hodnost 1 prdavé tehdy, kdyZ je tvaru A = xy” pro néjaké nenulové
vektory x € R™, y € R™.

V nasledujici vété zminime jesté néjaké vlastnosti maticového nasobeni, které obéas budeme vyuzivat.
Prvni dvé vlastnosti ffkaji, co je vysledkem nésobeni matice s jednotkovym vektorem, dalsi dvé ukazuji,
jak snadno ziskat radek ¢i sloupec sou¢inu matic a posledni dvé dévaji jiny pohled na nasobeni matice
s vektorem.
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Tvrzeni 3.18. Bud A € R™*", B e R™P x € R"™ ay € R™. Pak plati:
(1) Ac; = Ay,
(2) ef A= Ay,
(3) (AB).; = AB.;,
(4) (AB)ix = AiB,
(5) Ax = Z?:l x5 Ay,
(6) y"A =321 yidis.

Diikaz. Jednoduché z definice. Pro ilustraci uvedeme diikaz jen nékterych tvrzeni.

(1) (Aej)i = 2Thq ainlej)k = 2k air -0+ aij - 1= ay.
(3) S vyuzitim prvni vlastnosti, (AB)s; = (AB)e; = A(Be;j) = AB,;.
(5) Levé strana: (Az); = D7) aijxy, prava strana: (37 25 Asg)i = D0 2j(Awy)i = D7 wjai. O

Schematické vyjadreni vlastnosti [(1)]

0
| | N |
Aej = A*l s A*j s A*n 1 = A*j ,
| | | 5 |
0
vlastnosti [(3)]
| |
B e B.p
| |
(3.1)
| |
A AB, -+ ABy
| |
a vlastnosti|(5)]
| | | 1 | | |
)
A*l A*Q cee A*n : = A*l xr1 + A*Q To + ...+ A*n Ty
L )\ | |

Poznamka 3.19 (Zapis a interpretace soustavy rovnic). Soustavu linearnich rovnic (2I)) miZzeme mati-
cové zapsat také takto: Az = b, kde z = (21, . .. ,xn)T je vektor proménnych, b € R vektor pravych stran
a A € R™*™ matice soustavy. To, Ze vyraz Ax = b vyjadfuje soustavu linearnich rovnic (2Z1]), je snadno
vidét rozepsdnim tohoto vyrazu:

I b
aii a2 ... Qin Ty 1

Aml Gm2 - Gmn bm
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neboli

a1171 + a1ax9 + ... + ainTy = b1,

a21T1 + a2%2 + . .. + agpTy = ba,

Am1T1 + AmaZs + ... + Gmn®n = bm,.

Zapis Ax = b je b&Zné pouZivany zapis pro soustavu linearnich rovnic.

Na soustavu rovnic Az = b miZzeme nahlizet fadkové a sloupcové. Jeji i-t4 rovnice ma tvar A;.x = b;,
neboli a;121 + ... + aipx, = b;, a popisuje nadrovinu v prostoru R™ (srov. poznamka 2.7)). Hledame-li
FeSeni soustavy, hledame vektory z, které spliuji vSechny rovnice, neboli body v pruniku vSech nadrovin.

Oproti tomu sloupcova interpretace soustavy rovnic vychazi z bodu tvrzeni Soustavu Az = b
miuZeme vyjadfit jako Z?Zl xjAs; = b, nebo jesté nazornégji jako

Agq|lzi+ Ao |+ .+ A =10
| | | |

Pri FeSeni soustavy tedy chceme vektor b vyjadrit jako kombinaci sloupeckt matice A, pfi¢emz sloupecky
muzeme pronasobovat jednotlivymi proménnymi. Vice viz poznamka [5.2()]

Poznamka 3.20 (Matice a zobrazeni). Casto bude uZitetné se na matici divat jako na urcité zobrazeni
(vice v kapitole [B). Bud A € R™*™ a uvazujme zobrazeni z R™ do R definované piedpisem x — Ax.

Resit soustavu rovnic Az = b pak z tohoto pohledu znamena najit v8echny vektory x, které se zobrazi na
vektor b.

Jesté zajimavéjsi je divat se na sloZeni dvou takovychto zobrazeni. Mé&me dvé zobrazeni x — Az,
y — By, kde A € RP*™" B € R™*P, Jak vypada sloZzené zobrazeni? Vektor x se pii prvnim zobrazeni
zobrazi na Az a pfi druhém na B(Ax) = (BA)x. SloZené zobrazeni jde tedy opét reprezentovat maticové,
a to matici BA. Skladani zobrazeni tudiZz odpovida nésobeni matic! To neni nahoda, protoZe maticové
nésobeni bylo piivodné vyvinuto pravé k témto tceltim.

R™ R?P R™
A B
_—
BA

Asociativitu maticového nasobeni mtuzeme také alternativné nahlédnout pomoci linearnich zobrazeni.
Protoze skladani zobrazeni je vzdy asociativni, musi byt asociativni i sou¢in matic, ktery reprezentuje
skladani linearnich zobrazeni.

Priklad 3.21 (Matice a zobrazeni). Uvazujme konkrétni zobrazeni f: x + Az v roviné R? s matici
A= (7). Vektor z = (z1,22)" € R? se pak zobrazi na vektor Az = (—x1,22)” a zobrazeni tudiz
predstavuje pfeklopeni podle osy x9, jak ilustruje nésledujici obrazek:
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Z2
— |
f

Uvazujme nyni jiné zobrazeni x — Az v roviné R? s matici 4 = (2% 9). Vektor z € R? se zobrazi na
vektor Az = (2.521,x2)7 a zobrazeni predstavuje roztahnuti ve sméru osy x1:

l—?
]

Jako posledni zobrazen{ uvazujme otoc¢eni v roviné kolem pocatku o tthel o proti sméru hodinovych ruécicek.
I toto zobrazeni lze reprezentovat maticové jako x — Ax s matici

s <cos(a) - sin(a)) .

sin(a)  cos(a)

I

.132)

z1

Zde vektor = € R? se zobrazi na vektor Az = (1 cos(a) — 9 sin(a), 21 sin(a) + x5 cos(a))7.

$2\
éKf l

Podrobnéji toto zobrazeni probereme v piikladech al6.28 ale Etenaf muze jiz nyni nahlédnout platnost
pro specialni volbu a = 90°, kdy mé zobrazeni tvar (xl,xg)T — (—xg,xl)T, nebo pro volbu a = 180°,
kdy ma zobrazeni tvar (z1,x2)” — (—z1, —x2)7. O

T

Pi#iklad 3.22 (Matice a skladani zobrazeni). Uvazujme zobrazeni x + Az v roving R? s matici A =
((1) *01 ) Vektor 2 € R? se pak zobrazi na vektor Az = (—x2, xl)T a neni tézké nahlédnout, Ze toto zobrazeni
predstavuje otoceni o 90° proti sméru hodinovych ruci¢ek. Uvazujme jesté jinou matici B = ( _01 ?), kteréa

prestavuje pfeklopeni podle osy 9. Pokud slozime obé zobrazeni, dostaneme zobrazeni

xz+— B(Az) = (BA)x = <(1) (1)> x = (z2,21)",

které predstavuje preklopeni podle osy xo = x1. Pokud bychom zobrazeni skladali v opa¢ném poradi,

vysledné zobrazeni

x+— A(Bx) = (AB)x = <_(1) _(1)> x = (—x, —ﬂUl)T

by zase predstavovalo preklopeni podle osy xo = —z1. Dostali bychom tedy jiné zobrazeni, coz odpovida
tomu, ze soudin matic neni komutativni. Skladani zobrazeni totiz obecné ¢asto nekomutuje. O
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Poznamka 3.23 (Blokové nasobeni matic). Obcas je vyhodné pouzit tzv. blokové nésobeni matic, tj.
matice rozdélime do nékolika bloku (podmatic) a pak se matice nasobi jako by byly podmatice obyc¢ejnéa
¢isla. Napriklad pokud matice A, B rozdélime na 4 podmatice, pak

AB — <A11 A12> <B11 B12> _ <A11B11 + A12B21 A11DB12 +A12322>
Az Agzx) \B2a1 B Ao1B11 + AgeBoy A21Bia + ABas )

Zde je nutné si dat pozor, aby podmatice A1q, ..., Bs mély vhodné rozméry a souciny v pravé ¢asti rovnosti
davaly smysl. Jedno z moZnych rozdéleni matic A, B € R™ "™ na bloky, které v této knize opakované
pouZijeme, je to, kdy matice A1, B11 jsou ¢tvercové fadu 1. Tim padem matice Aso, Boo jsou Etvercové
rfadu n — 1, bloky Ajs, Bis predstavuji fadkové a bloky Asq, Boy sloupcové vektory délky n — 1. Stejnou
strukturu ma i vysledny soudin.

Poznamka 3.24 (Vypocetni slozitost). Mé&me A, B € R"*™. Vypocetni slozitost (viz poznamka 2.19)
sou¢tu A + B je n? operaci, protoze kazdy prvek vysledné matice vyzaduje jednu operaci. Pro spoéitani
sou¢inu AB podle definice potiebujeme Fadové n3 operaci séitani a n® operaci nasobeni realnych isel,
protoze matice AB obsahuje n? prvki a urceni kazdého z nich stoji fadové n souctii a n soudini &isel.
Celkem tedy ma soucin matic AB asymptotickou sloZitost 2n? aritmetickych operaci.

Poznamka 3.25 (Rychlé nasobeni matic). Podle poznamky stoji vynésobeni dvou &tvercovych ma-
tic velikosti n priblizné 2n® operaci. Pro tcely této poznamky nebudeme uvaZovat konstantni faktory,
¢ili standardni postup ma slozitost fadové n3. Na prvni pohled se mize zdat, Ze vypocet nelze vyrazné
urychlit. Nicméné némecky matematik Volker Strassen priSel roku 1969 s algoritmem, ktery potfebuje
7 2807 operaci. Strassentiv algoritmus vyuZziva pravé rozdéleni matic do bloki a
chytrého preusporadani. Vyvoj Sel dal, Coppersmithiv—Winogradav algoritmus z roku 1990 sniZil vypo-
2376 3 jeho vylepSena verze pak na n237. Tyto rychlé algoritmy se ale uplatni
pouze pro velké n, protoze skryté koeficienty u radovych odhadid jsou pomérné vysoké. Jakéi je nejmensi
mozné asymptoticka slozitost je stéle otevieny problém. Zajimavé také je, Ze nasobeni matic méa stej-
nou asymptotickou slozitost jako maticova inverze probirana v sekci[3.3] tedy oba problémy jsou na sebe
efektivné prevoditelné.

=~ n

fadové pouze nlos2

¢etni slozitost na radové n

3.2 Regularni matice

Regularni matice predstavuji dilezity typ matic a budou nas provéazet celou knihou. Uvazujme ¢tvercovou
soustavu n linearnich rovnic o n nezndmych Az = b. Vime z poznamky 2.7 Ze geometricky se jedna o pri-
nik jakychsi nadrovin v prostoru R"™. Mize se stat, Ze rovnice jsou takzvané linedrné zavislé (vice o tomto
pojmu v sekci[5.3) — napiiklad kdyz se rovnice opakuji nebo je jedna sou¢tem nékolika jinych. Potom zadné
FeSeni existovat nemusi nebo jich je nekoneéné mnoho, naptiklad celé pfimka. Pokud jsou ale rovnice ne-
zévislé a tedy odpovidajici nadroviny jsou v prostoru v obecné poloze, pak je feSeni (= prunik nadrovin)
jednoznacné. Pravé tento pripad je charakterizovan tim, Ze matice soustavy je regularni. Pro tucely definice
se nejprve omezime na soustavy s nulovou pravou stranou, a pak ukdzeme souvislost s obecnou ¢tvercovou
soustavou.

Definice 3.26 (Regularni matice). Bud A € R™*". Matice A je reguldrni, pokud soustava Az = 0 méa
jediné feSeni x = 0. V opacném piipadé se matice A nazyva singuldrni.

Soustava Ax = 0 s nulovou pravou stranou se nazyva homogenni. Evidentné, nulovy vektor je vzdy

matice je, ze Ax # 0 pro v8echna x # 0. Typickym piikladem regularni matice je I, a singularni matice 0.
Tvrzeni 3.27. Bud A € R™*". Pak ndsledujici jsou ekvivalentni:

(1) A je reguldrni,

(2) RREF(A) = I,,,

(8) rank(A) = n.
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Diikaz. Plyne z rozboru Gaussovy—Jordanovy eliminace. Soustava (A | 0) mé jediné feSeni pravé tehdy,
kdyz RREF tvar matice (A | 0) je (I, | 0). O

Nyni ukdzeme, Ze nulova prava strana soustavy z definice regularni matice neni tak podstatna. Soustava
rovnic Ax = b s regularni matici A ma vzdy jednoznacné feSeni, na pravé strané nezélezi.

Tvrzeni 3.28. Bud A € R™*". Pak ndsledujici jsou ekvivalentni:
(1) A je requldrni,
(2) pro néjaké b € R™ md soustava Ax = b jediné Fesent,

(3) pro kazdé b € R"™ md soustava Az = b jediné Fesent.
Driikaz. Plyne z rozboru Gaussovy—Jordanovy eliminace a tvrzeni [3.27] U

Podivejme se na zékladni vlastnosti regularnich matic. Soucet regulédrnich matic nemusi byt regulérni
matice, vezméme napt. I + (—I) = 0. Souc¢in matic ale regularitu zachovéva.

Tvrzeni 3.29. Budte A, B € R™ "™ reguldrni matice. Pak AB je také requldrni.

Dikaz. Bud x feSeni soustavy ABz = 0. Chceme ukézat, ze x musi byt nulovy vektor. Ozna¢me y := Bz.
Pak soustava lze pfepsat na novou soustavu Ay = 0 s proménnymi y. Z regularity matice A je jediné
feSeni y = 0, coz davé rovnost Bx = 0. Z regularity matice B je pak x = 0. U

Tvrzeni 3.30. Je-li aspoti jedna z matic A, B € R™*"™ singuldrni, pak AB je také singuldrni.

Diikaz. Uvazme dva piipady. Je-li matice B singulérni, pak Bx = 0 pro né&jaké x # 0. Z toho ale plyne
(AB)x = A(Bx) = A0 =0, tedy i AB je singularni.

Nyni predpokladejme, Ze matice B je regularni, tedy matice A je singularni a existuje y # 0 takové, Ze
Ay = 0. Z regularity matice B existuje x # 0 takové, ze Bz = y. Celkem dostavame (AB)x = A(Bzx) =
Ay =0, tedy AB je singularni. O

Matice elementarnich dprav. Vratme se k elementarnim fadkovym tupravam. UkaZeme si, Zze jdou
reprezentovat maticové, a ze tyto matice jsou regulérni. To, Ze jdou reprezentovat maticové, znamena, Ze
vysledek tpravy na matici A se da vyjadiit jako E'A pro ngjakou matici F. Jak najit tuto matici? Pomuze
nam uvédomime-li si, Ze aplikaci dané tpravy na jednotkovou matici I,, dostaneme EI, = E, tedy matici
reprezentujici danou tpravu dostaneme tak, Zze tuto upravu provedeme na jednotkovou matici. Ale pozor!
To je pouze nutnd podminka, jak by takova matice méla vypadat. To, Ze to skuteéné funguje, se musi
dokazat pro kazdou tupravu zvlast (dikaz nechavame na cviceni):

1. Vynésoben{ i-tého fadku ¢&islem « # 0 lze reprezentovat vynasobenim zleva matici

1 0 ... ... 0
0
Ei(a) =1+ (o — 1)ejel = o
0
0 0 1

2. Pfi¢teni a-nésobku j-tého tfadku k i-tému, pficemz i # j, lze reprezentovat vynasobenim zleva

matici
1 0 0
E.. — P A
() =1+ aeje; = 1
7 « 0
1
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3. Vymeéna i-tého a j-tého fadku jde reprezentovat vynasobenim zleva matici

) 0 1

Eij =T+ (ej—e)(ei—e)" =
J 1 0
(]

Schematické znézornéni matice napravo vyznacuje rozdil oproti jednotkové matici. Tedy na prazd-
nych pozicich na diagonéle jsou jednicky a mimo diagonélu nuly.

Snadno se ukaze, Ze matice elementarnich operaci jsou regularni. Kazdou jsme ziskali aplikaci elemen-
tarn{ apravy na jednotkovou matici, tudiz inverzni ipravou pfevedeme matici zpét na jednotkovou.

Maticové jdou reprezentovat nejenom elementérni fadkové upravy, ale také celé transformace pievodu
matice na odstupiovany tvar.

Véta 3.31. Bud A € R™*". Pak RREF(A) = QA pro néjakou reguldrni matici QQ € R™*"™.

Diikaz. RREF(A) ziskdme aplikaci kone¢né mnoha elementarnich fadkovych taprav. Necht jdou reprezen-
tovat maticemi Eq, Fs,..., Ex. Pak RREF(A) = Ej... EbFhA = QA, kde Q = Ey ... EoEq. Protoze
matice Eq, Fo, ..., E} jsou regularni, i jejich sou¢in @ je regularni. O

Tvrzeni 3.32. Kazdd requldrni matice A € R™*"™ se da vyjddfit jako soucin koneéné mnoha elementdrnich
matic.

Dikaz. Pokud k elementarnimi dpravami dokdzu dovést matici A na jednotkovou I,,, pak jistymi k ele-
mentarnimi pravami mohu pfevést naopak I, na A. Je to tim, Ze kazda elementarni tiprava ma svoji

inverzni, kterd vykonava opac¢nou tpravu. Tudiz existuji matice E1, ..., Fy elementarnich dprav tak, ze
A=FEy...FEE I, =FE)... E2Fy. O

3.3 Inverzni matice

Motivace pro inverzni matice je ziejma. Maticové s¢itani mé inverzni operaci od¢itani, od matice A + B
tak mohu prejit zpét k matici A pfi¢tenim opacné matice —B, ¢ili A+ B + (—B) = A. Zde je dokonce
jedno, jestli pri¢itdme matici zprava ¢i zleva. Existuje néco podobného i pro sou¢in matic? To znamena,
dokazu pro matici danou sou¢inem AB najit inverzni B~! takovou, aby ABB~! = A? Zfejmé se mi to
podaii, pokud BB~! = I. To je i spravna cesta k definici inverzni matice.

Definice 3.33. Bud A € R™ ", Pak A~! je inverzni matici k A, pokud spliiuje AA™ = A=1A =1,,.

Naptiklad, matice inverzni k I, je opét I,. Inverzni matice k nulové 0,, evidentné neexistuje. Které
matice tedy maji inverzi? UkaZzeme, Ze pouze a jen ty regularni.

Véta 3.34 (O existenci inverzni matice). Bud A € R" ™. Je-li A requldrni, pak k ni existuje inverzni
matice a je urcend jednoznacné. Naopak, existuje-li k A inverzni, pak A mus? byt requldrni.

Dikaz. ,Existence.” Z predpokladu regularity matice A plyne, Ze soustava Az = e; ma (jediné) feSeni pro
kazdé j = 1,...,n, oznacme je x;, j = 1,...,n. VytvoIme matici A~ tak, aby jeji sloupce byly vektory
T1,..., Ty, to jest, A7L = (x1]xa|...|z,). UkdZeme, Ze tato matice je hledana inverze. Rovnost AA~! =T
ukazeme po sloupcich. Bud j € {1,...,n}, pak

(AAil)*j = A(Ail)*j = ACC]' = 6]' = I*j.
Druhou rovnost dokdzeme trochu trikem. Uvazme vyraz

AATA—T)=AATA—A=TA—A=0.
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Matice A(A71A —I) je tedy nulova a jeji j-ty sloupec je nulovy vektor: A(A~'A —I).; = 0. Z regularity
matice A dostavame, ze (A'A — I),; = 0. ProtoZe to plat{ pro kazdé j € {1,...,n}, je A71A -1 =0,
neboli A=A =1.

,Jednozna¢nost.* Necht pro néjakou matici B plati AB = BA = I. Pak

B=BI=B(AA™Y)Y = (BAA' =147 =471,

tedy B uz musi byt automaticky rovno nasi zkonstruované matici A=!.
»Naopak.* Necht pro A existuje inverzni matice. Bud z FeSeni soustavy Ax = 0. Pak x = [z =

(A71A)r = A1 (Az) = A710 = 0. Tedy A je regularni. O

Pomoci inverznich matic snadno dokédZeme néasledujici vétu, kterou bychom pifimo z definice bez vy-
budovaného aparatu dokazovali jen tézko.

Tvrzeni 3.35. Je-li A requldrni, pak AT je requldrni.

Diikaz. Je-li A regularni, pak existuje inverzni matice a plati AA~! = A~'A = I,,. Po transponovéani viech
stran rovnosti dostaneme (AA™NT = (A71A)T = [T neboli (A=H)TAT = AT(A~1)T = [,,. Vidime, Ze

no
matice A7 m4 inverzni matici (rovnou (A~1)7) a je tudiz regularni. O

7 dikazu vyplynul pékny vztah (AT)~! = (A™HT kterdzto matice se nékdy znaciva zkracend A7,
Nyni ukazeme, Zze dvé rovnosti AA™! = I,,, A1 A = I,, z definice inverzni matice jsou zbyteény prepych
a k jejimu urceni stac¢i jen jedna z nich.

Véta 3.36 (Jedna rovnost staci). Budte A, B € R"*". Je-li BA = I,,, pak obé matice A, B jsou requldrni
a navzdjem k sobé inverzni, to jest B= A1 a A= B~L

Diikaz. Regularita vyplyva z tvrzeni [3.30] vzhledem k regularité jednotkové matice I,,. Nyni vime, Zze A, B
jsou regularni a tudiz maji inverze A~!, B~!. Odvodime

B=DBI,=BAA Y)Y =(BAA ' =,A7t =471,

a podobné
A=A, =ABB Y= (AB)B ' =1,B7' =B~ O

Jak vypocitat inverzni matici? Prvni ¢ast dikazu véty B34 ukazala nédvod, jak inverzni matici spoc&itat
pomoci n soustav linearnich rovnic. Navod fika, ze j-ty sloupec inverzni matice A~! je FeSenim soustavy
Az = e;. Neni vSak tfeba fesit tyto soustavy zvlast. ProtoZe vSechny soustavy maji stejnou matici A,
vyleSime je nardz tak, Ze na pravou stranu umistime vedle sebe vSechny jednotkové vektory eq,...,e,.
Prava strana je tak tvofena jednotkovou matici I,, a soustava ma tvar tzv. maticové soustavy Ax = I,,.
Formélni opodstatnéni postupu shrnuje nésledujici véta.

Véta 3.37 (Vypocet inverzni matice). Bud A € R™*™. Necht matice (A|I,) typu n x 2n md RREF tvar
(I, | B). Pak B = A=Y, Netvori-li pruni éist RREF tvaru jednotkovou matici, pak A je singuldrns.

Dikaz. Je-li RREF(A|I,) = (I, | B), potom dle véty B.31] existuje regularni matice @) takova, ze (I, | B) =
Q(A|L,), neboli po roztrzeni na dvé ¢asti I,, = QA a B = QI,. Prvni rovnost ¥ika Q = A~! a druha
B=Q=A"1

Netvori-li prvni ¢ast RREF tvaru jednotkovou matici, pak RREF(A) # I, a tudiZ A neni regularni. [

11 3
Priklad 3.38. Bud A= [0 2 —1|. Inverzni matici spoc¢itame takto:
3 5 7
11 3|1 00 11 3| 100 11 3 10 0
(A|I3) =10 2 -1({0 1 0)~|0 2 —-1| O 1 O)]~10 1 =05 0 05 0]~
35 7|0 01 0 2 -21-3 01 02 -2 |-30 1
1 0 35 1 -05 0 10 0]-95 -4 35
~101 -05] 0 05 0|~ [0 1 0 1.5 1 —05|=(5]4"").
00 -1 |-3 -1 1 0 01 3 1 -1



3.3. Inverzni matice 49

-95 -4 35
Tedy méame A~! = 1.5 1 —-05]. O
3 1 -1

Nize uvadime zakladni vlastnosti inverznich matic a vztah k ostatnim maticovym operacim. Inverze
souctu dvou matic tam chybi, protoze pro ni neni znam zadny jednoduchy vzorecek.

Tvrzeni 3.39 (Vlastnosti inverzni matice). Budte A, B € R™*™ reguldrni. Pak:
(1) (A7H) =4,
(2) (A7HT = (AN,
(3) (@A)t =147 pro a #0,
(4) (AB) = B4,
Diikaz.
(1) Z rovnosti A~'A = I,, mame, Ze inverzni matice k A~! je pravé A.
(2) Bylo ukazano v dikazu véty
(3) Plyne z (@A) (A1) = 24471 =],
(4) Plyne z (AB)(B~'A~') = A(BB)A™! = A[,LA™' = AA™' = I, O

Pomoci inverznich matic mtizeme elegantné vyjadrit feSeni soustavy rovnic s regularni matici. V praxi
se ovSem tento vypocet nepouziva, nebot je ¢asové drazsi nez Gaussova eliminace (viz poznamka [3.45)).

Véta 3.40 (Soustava rovnic a inverzni matice). Bud A € R™ "™ reguldrni. Pak TeSeni soustavy Ax = b je
ddno vzorcem x = A~ 'b.

Diikaz. Protoze A je regularni, méa soustava jediné feseni x. Plati x = Iz = (A7'A)r = A7 1(Ax) =

A~th. O

Poznamka 3.41. Vyznam véty 340 spociva spi§ v tom, Ze udava explicitni vyjadieni feSeni soustav
line4drnich rovnic, nez ze by déavala nejlepsi zptisob na feSeni. Popravdé, pouziti mtze byt spiSe opacné:
Chceme-li napiiklad vypodéitat vysledek maticového soucinu BA~'b pro matice A, B € R™ "™ a vektor
b € R", pak dobry zptsob je vyfesit soustavu Az = b a toto feSeni x pak vynésobit s matici B jako Bzx.

Priklad 3.42. Jak se zméni mnoZina feSeni soustavy Ax = b, kdyZ obé& strany vynasobime matici @, tj.
prejdeme k soustavé (QA)x = Qb? Jak se zméni mnozina feSeni, kdyz @ je regularni?

Pokud je vektor = FeSenim soustavy Az = b, pak je feSenim i soustavy (QA)z = Qb, protoZe leva a
prava strana se rovnaji. TudiZz pfenasobenim obou stran rovnice matici ) ziistane mnoZzina feSeni stejné
nebo se zvétsi. Jednoduchy pfiklad, kdy se mnozina feSeni zvétsi, je tfeba pii prenasobeni nulovou matici.

Pokud je matice @ regularni, tak se mnozina feSeni nezméni. Od soustavy (QA)x = Qb totiz mizeme
piejit k pivodni soustavé prenasobenim inverzni matici Q~!. Tudiz mnozina FeSeni soustavy (QA)z = Qb
je ¢asti mnoziny feSeni soustavy Ax = b, coZ spolu s piedchozim dévéi rovnost. Rovnost mnozin feseni lze
rovnéz nahlédnout z tvrzeni Kazdou regularni matici lze slozit z elementarnich matic a elementarni
Gpravy mnozinu reSeni soustavy neméni. ]

Poznamka 3.43. UvaZzujme opét zobrazeni z — Az z mnoziny R"™ do mnoziny R", kde A € R™*" (viz
poznamka [3.20)). Je-li matice A regularni, pak pro kazdé y € R" existuje x € R™ takové, ze Az = y. Jinymi
slovy, kazdy vektor z R™ ma svij jediny vzor, ktery se na néj zobrazi. Zobrazeni je tedy bijekci a existuje
k nému inverzni zobrazeni, jeZ ma zjevné piedpis y — A~ 'y. Vidime tedy, Ze inverzni zobrazeni jde také
vyjadrit maticové, a to s inverzni matici.

Vime, Ze regularni matice jsou uzaviené na soucin. Linearni zobrazeni nadm dévaji na tuto vlastnost
dalsi nahled: Regularni matici odpovida linearni zobrazeni, které je bijekci a sklddani bijekci je opét bijekce.
Proto souc¢inem regularnich matic je opét regularni matice. Vyjadfeni pro jeji inverzi miizeme nahlédnout
geometricky. Uvazujme dvé zobrazeni f: x — Az, g: y — By, kde A, B € R™*" jsou regularni. SloZené
zobrazeni g o f ma piedpis © — B(Az) = (BA)x. Inverzni zobrazeni tedy mé predpis z — (BA) !z
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Podivame-li se na inverzni zobrazeni tak, ze skladame ¢g~' a f~!, dostaneme ekvivalentni vyjadieni z

A~Y(B712) = (A"'B7!)z. Tim jsme geometricky ukazali identitu (BA)~! = A=1B~1,

Geometricky pak zobrazeni x +— Az s regularni matici A € R™*" piedstavuje takové zobrazeni, které
zobrazi cely prostor R™ opét na R™. Prikladem takovych zobrazeni je otoceni, pFevraceni, nataZeni atp.,
viz pitklad B.2Il Pokud je ale matice A € R™*"™ singularni, tak dojde k deformaci prostoru a R™ se zobrazi
jen na ¢ast prostoru R™. Typickym piikladem takového zobrazeni je projekce. Napftiklad zobrazeni x — Ax
v roviné R? s matici A = ((1) 8) predstavuje projekci na osu z1, protoze vektor x = (x1, xg)T se zobrazi na
vektor Az = (x1,0)7. Tim padem obor hodnot tohoto zobrazeni, kam se zobrazi rovina R?, je pouze osa

—

f

Z2

z1

Na tomto piikladu také vidime, pro¢ zobrazeni projekce (a tedy i matice A) nema inverzi: Z obrazu (z1,0)”
nejsme schopni jednoznac¢né zrekonstruovat, ktery vektor se na néj zobrazil.

PrestoZze pro inverzi souftu matic neni znam zadny jednoduchy vzorecek, pro urcitou t¥idu matic
miizeme inverzi souc¢tu matic vyjadrit explicitné. Tim specidlnim piipadem je tzv. rank-one update, tedy
situace, kdy jedna matice mé hodnost 1. Tato formule tedy umoznuje rychle prepocitat inverzni matici,
pokud piivodni matici ,,malo* zménime, napiiklad zmény jsou jen v jednom fadku & jednom sloupci (pak
b resp. ¢ je jednotkovy vektor).

Véta 3.44 (Shermanova-Morrisonové formul). Bud A € R™"™ reguldrni a méjme b,c € R™. Pokud
cTA7b = -1, tak A+ bel je singuldrni, jinak
1
1+cTfA-1p
Diikaz. V piipadé ¢’A71b = —1 mame (A +bc?)A71b = AA™1b + bcTA=1b = b(1 + cTA~1b) = 0. Protoze
b # 0 a vzhledem k regularité A je A~'b # 0, musi matice (A + bc’) byt singularni.
Pokud ¢” A=1b # —1, dostavame:

(A+bc) 1= A1 A~ 1bTAL,

1
A+be) (A - ——— A pTA ) =
( +C)< 1+ cTA-1b ¢
1 1
=I,+bcfA ' - — b TA T p AT TAT =
+be 1+ cTA-1p ¢ 14+ TA-1p (e e
1 cl'A—1p
=I,+(1- - be'A™ =1, bTAT =1, ]
t ( 14+ cTA-1p 1+cTA*1b> ¢ +0-be

Poznamka 3.45 (Vypocetni sloZitost). Vypocetni sloZitost inverze matice A € R™*" je dana slozitosti
algoritmu RREF na matici (A | I,,). Podobnymi uvahami jako v poznamce dospéjeme k tomu, Ze
postup vyzaduje fadové %n3 operaci séitani a %n?’ operaci nasobeni realnych ¢isel. Celkova slozitost je tudiz
3n3 operaci. Ve skute¢nosti mizeme postup elementarnich tprav vylepsit tak, aby celkova sloZitost byla
pouze 2n3 operaci (srov. problém B.2)). Tudiz vypodet inverze matice ma stejnou asymptotickou slozitost
jako sou¢in matic!

V tomto kontextu mtzeme také nahlédnout vyhodu Shermanovy—Morrisonové formule. Zname-li matici
A~1 potom ke spocitani (A + be? )~ potiebujeme pouze Fadové 3n? souctt a 3n? soudini realnych &isel,
celkem tedy 6n? operaci. Abychom dosahli této sloZitosti, musime formuli vyhodnocovat ve vhodném
poradi. Sté&Zejni je zde vyraz A~ bcT A~!, ktery vyhodnotime podle uzavorkovani (A='b)(cTA™1).

1)Nazyvéna podle americkych statistikii Jacka Shermana a Winifred J. Morrisonové, ktefi ji odvodili v letech 1949-50.
Nezavisle na nich byla objevena fadou jinych osobnosti, napf. obecnégjsi tvar odvodil Max Woodbury v roce 1950.
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3.4 LU rozklad

Definice 3.46. LU rozklad ¢tvercové matice A € R™" je rozklad na sou¢in A = LU, kde L je dolni
trojihelnikova matice s jednickami na diagonale a U horni trojihelnikova matice.

LU rozklad tizce souvisi s odstupiiovanym tvarem matice. Za matici U mutzeme vzit odstupnovany tvar
matice A a matici L miZzeme ziskat z elementarnich tprav, protoze v zasadé predstavuje akumulované
elementérni upravy. Pokud z elementarnich tprav pouzivime pouze pri¢teni nasobku radku k néjakému
pod nim (tedy bez prohazovani fadki), tak matice Ejj(a) takovychto tprav jsou dolni trojuhelnikové
a jejich inverze E;j(a)™! = E;j(—a) taky. Protoze soucin dolnich trojihelnikovych matic je opét dolni
trojuhelnikova matice, tak nam daji dohromady hledanou matici L. Zakladni algoritmus tedy miize byt:

Pieved A na odstuphovany tvar U: tedy Ey ... E1A =U, z ¢ehoz A = E;l e E,;l U.

N————

L
Uvédomime-li si jak se invertuje matice elementarni apravy, lze L konstruovat velice efektivné a dokonce
obé matice L a U miizeme udrzovat v jedné matici. Asymptoticka slozitost LU rozkladu pak je stejna jako
slozitost vypoc¢tu REF tvaru, tedy %ng, viz poznamka 2191

Priklad 3.47. Upravme matici A tak, Ze namisto nul pod diagonalou budeme zapisovat koeficienty —«
z elementarnich tprav s matici Ej;(«), pro zdiraznéni jsou zakrouzkovany:

9 1 3 9 1 3 2 1 3 2 1 3

A= 4 1 7|~ _11~@—11N@—11
—6 —2 —12 @—2 12 @ 1 -3 @@—2

Tedy
2 1 3 1 00 2 1 3
A= 4 1 7| = 2 10 0 -1 1|=LU.
-6 -2 -—12 -3 -1 1 0 0 -2 U

Algoritmus se da adaptovat i na pfipad, kdyZz pii elementarnich tupravach musime nékde prohodit
fadky. Pak dostaneme LU rozklad matice vzniklé z A prohozenim né&jakych fadkia. Obecné totiz LU
rozklad neexistuje pro kazdou matici (napf. pro A = (9})), ale po vhodném prohazeni radki uz ano.

LU rozklad mé Siroké uplatnéni. Napiiklad pro invertovani matic: A~' = U~'L~!, pro poéitani
determinantu det(A) = det(L)det(U) (viz kapitola[) nebo pro feseni soustav rovnic. V zasadé umoziuje
matici A predzpracovat tak, aby dalsi vypocty na ni byly pak jednodussi.

Piiklad 3.48. Pouziti LU rozkladu pro feseni soustavy Az = b (tedy LUz = b):

1. Najdi LU rozklad matice A, tj. A= LU,

2. vyre§ soustavu Ly = b dopfednou substituci,

3. vyftes soustavu Uz = y zpétnou substituci.
Druhy krok v podstaté odpovida aplikaci jednotlivych krokd Gaussovy eliminace na pravou stranu b,
zatimco tiet{ krok je zpétna substituce tak, jak ji zname z Gaussovy eliminace. Vypocetni slozitost celého

algoritmu je asymptoticky stejna jako u Gaussovy eliminace.
Napiiklad pro soustavu s matici z prikladu B.47

2 1 31—-1

(Alp)y=| 4 1 7| 5
-6 -2 —12| -2

Krok 2.

1 0 0|-1
(Lipy={ 2 10| 5| - y=(-1,7,2)7.
-3 -1 1|-2
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Krok 3.
2 1 3|-1
(Uly)=10 -1 1| 7| = z=(5-8,-1)".
0 -2 2
Regenim soustavy Az = b je tedy vektor z = (5,8, —1)7. O

Podivejme se nyni na to, co se stane, kdyz pii Gaussové eliminaci musime nékde prohodit dva fadky.
Necht matice A je upravena na tvar Ep...[E;A pomoci ¢ elementarnich tprav pfi¢teni nasobku radku
k n&jakému pod nim, a necht nyni potiebuje prohodit Fadky i, j, coz je reprezentovano elementérni matici
E;j, i < j. Déle, necht predposledni tprava s matici Ey je tvaru E, 4(a). Uvédomme si, ze z charakteru
Gaussovy eliminace je ¢ < 1.

Jsou-li indexové mnoziny {7, j} a {p, ¢} disjunktni, pak E;; E, ;(a) = Ep 4(a)) E;;. V opaéném piipadé je
p € {i,7}. Pro p =i dostaneme E;;E, ,(o) = Ej 4(a)E;j a pro p = j analogicky E;;jEp, (o) = E; ¢(o) Ej;.
Tudiz muzeme souhrnné psat E;jE, = E)E;;, kde Ej je matice elementarni Gpravy pficteni nasobku
fadku k né&jakému pod nim. Podobné miiZzeme pokracovat dal, a nakonec pfepiSeme FE;jFy... E1A =
Ej...E{Ei;A, kde Ej, ..., E] jsou matice elementarni apravy pfi¢teni nasobku radku k fadku pod nim.

Tento postup lze aplikovat pokazdé, kdyz musime vymeénit dva radky. Takze po upraveni na odstuphno-
vany tvar U mame Ej ... E\E;; ... E; ;; A="U, kde Ej, ..., E] jsou matice elementarni tpravy pfi¢teni
nasobku rfddku k radku pod nim a Ej j,..., E; ;. jsou matice tpravy prohozeni dvou fadkt. Po tpravée
dostaneme PA = LU, kde L = (Ej, ... E})~! je hledan4 dolni dolni trojihelnikova matice s jednickami na
diagondle a P = I ;, --- E; ;, je takzvand permutacni matice, nebot zptisobuje permutaci fadkt matice A
(srov. problém [.2).

Dausledek 3.49. KazZdd matice A € R™ "™ jde rozloZit na tvar PA = LU, kde P € R™" je permutacni ma-
tice, L € R™*"™ je dolni trojihelnikova matice s jednickami na diagondle a U € R™ ™ hornd trojuhelnikovd
matice.

3.5 Numericka stabilita pri reSeni soustav, iterativni metody

Numericka stabilita pri FfeSeni soustav

Na zavér kapitol vénovanych soustavam rovnic a maticim zminime, jak je to s numerickym reSenim soustav
linearnich rovnic (srov. sekce [L3). Pfi numerickém FeSeni na poéitacich dochéazi k zaokrouhlovacim chy-
bam a vypocteny vysledek se muze diametralné lisit od spravného feSeni. Zaokrouhlovaci chyby se timto
zpusobem projevuji zejména u tzv. $patnée podminéngch matic. Je to ponékud vagni pojem, ale postaci
nam predstava, ze takovato Spatné podminéna matice je v jistém smyslu blizko k singularni matici, a tim
padem pfi pocitani s matici dochézi k amplifikaci zaokrouhlovacich chyb. Toto je vnitini vlastnost matice,
a zadna numerickd metoda si s tim v principu nedokaze zcela poradit. Detailné o presnosti a stabilité pii
numerickych vypoctech pojednavéa kniha [Higham [2002].

Zékladni algoritmus Gaussovy eliminace tak, jak jsme ho pfedstavili v sekci 2.2 je zrovna na zao-
krouhlovaci chyby citlivy. Existuji vSak jiné metody nebo varianty Gaussovy eliminace, které se dokazi
s pripadnou nestabilitou vypofadat trochu lépe. Nasledujici dva priklady ukazuji konkrétni soustavy se
$patné podminénymi maticemi. P¥iklad potom ilustruje pouziti parcialni pivotizace pro zlepSeni pies-
nosti vypocteného feseni.

Piiklad 3.50. Uvazujme dvé soustavy, které se lisi v jediném koeficientu podle toho, zda jsme zaokrouhlili
¢islo 32—0 nahoru ¢ dolii (na tii desetinna mista).

0.835z1 4+ 0.667z2 = 0.168, 0.835z1 + 0.667x9 = 0.168,
0.333z1 + 0.26622 = 0.067 0.333z1 + 0.26622 = 0.066
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Zatimco prvni soustava ma Feseni (z3, z3) = (1, —1), ta druh& ma FeSeni (xf, z5) = (—666,834).

T2 )
\_
Geometricka predstava je prisecik dvou
témeér identickych piimek, takze mala ] 1
zména v datech znamenéd potencialné 11
velkou zménu v pruseciku.

O
Priklad 3.51. Jinym, typickym piikladem $patné podminénych matic jsou tzv. Hilbertovy matice. Hil-
bertova matice H,, fadu n je definovana (H,);; = P 1,7 =1,...,n. Napf.
i+7—
11
L5 3
m=(1 4]
11 1
3 4 5
Uvazujme soustavu H,z = b, kde jako pravou stranu zvolime b :== Hy,e a kde e = (1,...,1)T. Regenf

soustavy je evidentné x = e, a protoze H,, je regularni, je to jediné feseni. Jak se se soustavou vyporada
pocitac? Vypocty v Matlabu (R2008b), double precision 52 bitii, coz odpovida presnosti ~= 10716, v roce
2019 ukézaly nasledujici slozky numericky spoc¢itaného feseni:

n  rozsah slozek feSeni

xT; — 1
10 ; € [0.9997, 1.0003]
12 a; € [0.7000, 1.2555]
14 xz; € [-5.5807, 6.6260]

Tedy jiz pii n ~ 14 maji numerické chyby enormni vliv na presnost feseni. U

Priklad 3.52 (Parcialni pivotizace). Nyni ukdZeme, Ze parcidlni pivotizace zminéné na strané 26] ¢asto
vede k presnéjsimu feSeni, i kdyz ani ta samoziejmé neni vselék. Resime soustavu v aritmetice s presnosti
na 3 platné cislice:

10732 — xo = 1,

2x1 +x0 = 0.

Bez pivotizace probihaji ipravy matice v omezené aritmetice takto:
1073 —1]1 1 —1000 | 1000 1 —1000 1000
2 110 2 1 0 0 2000 | —2000
1 —1000 | 1000 1 0 O
0 1 -1 0 1|-1/°
Upravy matice s pouzitim parcialni pivotizace:

1073 —1]1 2 1joy (10| 3
2 1]0 1073 —1|1 0 1|-1)°

Pro porovnani, skuteéné reseni je (%, —%)T ]

Numerickou stabilitu mtzeme jesté vylepsit tzv. uplnou pivotizaci. Pii ni pivota vybirdme nikoli v ak-
tudlnim podsloupecku, ale v celé podmatici vpravo dole od aktualni pozice, a to tak, aby mél maximélni
absolutni hodnotu. Tim padem musime povolit prohazovani sloupcti matice — nejedna se sice o elementarni
fadkovou tpravu, ale v zasadé jde o piejmenovani proménnych. Uplna pivotizace sice zlepsuje numerické

v,
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Iterativni metody

Poznamka 3.53 (Velké fidké soustavy). Nekteré praktické ulohy (typicky pfi feSeni soustav diferenciél-
nich rovnic) vedou na velké, ale fidké, soustavy linearnich rovnic Az = b. Rad matice miize byt naptiklad
n = 107, ale vétSina prvki matice jsou nuly. Piedpokladejme, Ze v kazdém fadku je nanejvys k nenulo-
vych hodnot, pficemz k je vyrazné mensi nez n, napiiklad &k = 10. Zde vyrusta fada prirozenych otézek:
Napftiklad, jak uchovavat matici A v paméti pocitade (ur¢ité ne jako pole vech hodnot), abychom k jejim
prvkim mohli efektivné pristupovat a vykonavat bézné maticové operace?

Gaussova eliminace neni vhodnou metodou na feSeni takovychto typt tloh, protoze elementarnimi
Upravami se matice A zahusti, tj. vyrazné vzroste podil nenulovych prvka. Tim padem mize byt problém
uchovat matici v poc¢itacové paméti. Navic Gaussova eliminace nijak nevyuziva toho, Ze je matice Tidké,
takze jiné metody mohou byt vyhodnéjsi.

Kromé pifimych metod typu Gaussovy eliminace na feSeni soustav linedrnich rovnic existuji i iterativni
metody, které od pocatecniho vektoru postupné konverguji k feSeni soustavy. Vyhoda iterativnich metod
je mensi citlivost k zaokrouhlovacim chybam, a mensi ¢asové a pamétové naroky pravé pro velké a Fidké
soustavy.

Jedna ze zakladnich iterativnich metod je Gaussova—Seidelova metoda, ukdZeme si ji na konkrétnim
prikladu. Metoda nekonverguje k feSeni vzdycky, konvergence se dé ukazat jen pro urcité tiidy matic,
napiiklad, kdyz v kazdém tadku je diagonalni prvek vétsi nez soucet absolutnich hodnot zbyvajicich

prvkda.

Piiklad 3.54 (Gaussova—Seidelova metoda). UvaZzujme soustavu
b6r+2y—z=4 r=1(4-2y+2)
r+5y+2=3 y=1(B3-z-2)
2z +y+4z =27 z=1(27—2z —y)

Zvolme pocateéni hodnoty z(©) = y(© = 2(0) = 1. Iteracni krok je pak:
42460 1 26D),
y®) = %(3 — 20 — 21,
20 = (27 — 220 — 3(0)),

200 —

Postup opakujeme pro i = 1,2, ..., dokud se hodnoty neustali. Priubéh prvnich Sesti iteraci:
iterace @ y(i) A
0 1 1 1
1 0.5 0.3 6.425
2 1.6375 —1.0125 6.184375
3 2.034896 —1.043854 5.993516
4 2.013537 —1.001411 5.993584
5 1.999401 —0.998597 5.999949
6 1.999624 —0.999895 6.000212

Vidime, Ze jiz po nékolika iteracich méme aproximaci skute¢ného fesent (2, —1, 6)T. O

Vime z poznamky 219 Ze vypocetni sloZitost Gaussovy eliminace je asymptoticky %n?’ operaci. Oproti
tomu jedna iterace Gaussovy—Seidelovy metody vyZzaduje pouze fadové 2kn aritmetickych operaci. Pocet
iteraci zavisi na vlastnostech matice A a pozadované pfesnosti. Vyhodou ale je, Zze muzeme itera¢ni proces
v piipadé potieby zastavit a pouzit aktualni vektor jako pfiblizné feseni.

3.6 Aplikace

Priklad 3.55 (Leontiefav model ekonomiky). Leontiefiv?) vstupné-vystupni model ekonomiky popisuje
vztahy mezi raznymi odvétvimi ekonomiky.

2)V\/'assily Leontief (1906-1999) byl rusko-americky ekonom. Jeho model ekonomiky pochézi z 30. let 20. stoleti, a byl za
néj roku 1973 ocenén Nobelovou cenou za ekonomii.
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UvaZzujme ekonomiku s n sektory (napf. zemédélstvi, priumysl, dopravu, atp.). Sektor ¢ vyrabi jednu
komoditu o mnoZzstvi x;. Pfedpokladejme, Ze vyroba jednotky j-té komodity potiebuje a;; jednotek i-té
komodity. Ozna¢me d; vysledny pozadavek na vyrobu sektoru 7. Nyni nas model vypada

Ti=anT1+ ...+ appT, +d;, i=1,...,n.
V maticové formé
r = Ax +d,
neboli
(I, — Az =d.
Problém tedy vede na feSeni soustavy linearnich rovnic, kde x = (z1,...,7,)7 je vektor neznamych a

A € R", d € R" jsou dany. ReSeni mé explicitnf vyjadieni z = (I, — A)~'d a za mirnych piedpokladi
na matici A se da (s pokroc¢ilymi znalostmi maticové teorie) ukazat, Ze feSeni je nezédporné, coz odpovida
nasemu ocekavani.

Leontief model aplikoval na ekonomiku USA ve 40. letech 20. stoleti. Ekonomiku rozdélil na 500
sektorti, coz v tehdejsi dobé to byla pfilis velkd soustava na vyfeSeni, a tak zredukoval model na 42
sektort. Z praktickych duvodi ukédZzeme zjednoduSeny model se tfemi sektory zemédélstvi, zpracovatelsky
pramysl a sluzby. Realné data z roku 1947 jsou

0.4102 0.0301 0.0257 39.24
x=Ax+d=10.0624 03783 0.1050 | x+ | 60.02 |,
0.1236 0.1588 0.1919 130.65

kde hodnoty slozek vektorii z a d jsou v mld. $. Vysledné feseni je z = (82.4, 138.85,201.57)7, tedy celkova,
produkce v zemédélstvi musi byt 82.4mld. $, ve zpracovatelském primyslu 138.85mld. $ a ve sluzbach
201.57 mld. $. O

Piiklad 3.56 (Interpolace polynomem). UvaZzujme problém interpolace bodu polynomem. Méjme v roviné
n+ 1 bodt (zo,%0), (€1,y1), -, (Tn,Yn), kde z; # x; pro i # j. Cilem je najit polynom p(x) prochézejici
témito body.

y p(x)
(IE3, y?))

(z1,71)
(z2,92)

0 ($4,y4)\/ L

(75,95)

Hledejme interpola¢ni polynom ve tvaru p(x) = a,z™ + ...+ a1z + ag. Dosadime-1i dané body, dostavame
soustavu rovnic

anxly + ...+ a1zy + ap = Yo,

anrl + ...+ arx; + ap = y1,

anTy + ...+ a1x, + ag = Yn.

Rovnic je n+1 a proménnych také, jsou to koeficienty a,, ..., ag. Mame tedy soustavu rovnic se ¢tvercovou
matici, nazyvanou Vandermondov. Proto jsme také hledali polynom p(x) stupné n; polynom mensiho

3)Francouzsky matematik Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) byl i jednim ze zakladatelii matematické teorie
uzli.
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stupné by nemusel existovat (vice rovnic nez proménnych) a naopak polynom vyssiho stupné by nemusel
byt jednozna¢ny (vice proménnych nez rovnic). Jak ukdZeme dole, naSe ¢tvercova matice je regularni a
proto polynom stupné n vzdy existuje a je uréeny jednozna¢né. Polynom pak ziskdme vyfeSenim soustavy
rovnic.

Regularita matice soustavy se ukaZe nasledujicimi elementarnimi dpravami. Protoze se regularita za-
chovava maticovou transpozici (tvrzeni [3.30), mizeme provadét elementérni upravy i na sloupce. Nejprve
od kazdého sloupce kromé posledniho odecteme x,,-nasobek sloupce tésné napravo a pak proi=1,...,n
vydélime i-ty fadek &islem x;_1 — x,. AZ na posledni fadek a sloupec dostaneme Vandermondovu matici
mensiho Fadu, kterou upravujeme rekurzivné déale.

zr ..oxd oz 1 (xo — xn)xg_l coo (o—mp)m TO— Y 1
oo 22 oz 1 (x1 — xn)x?fl (x1 —xp)r1 1 —2TH 1
~Y ~Y
xn w2 oz, 1 (2, — )21 (T — Tp)Tn Tp—x, 1
n—1 1
xg ... x9 1 pr— 1
xn—l T 1
1 1 T1—Tn 0
n—1 1 :
T, 1 Tp—1 1 PR 0 0 1
0 0 0 1
Interpolaci polynomem z pohledu vektorovych prostori nastinime pozdgji v piikladu B.77 O

Piiklad 3.57 (Diskrétni a rychla Fourierova transformace). Z predchoziho piikladu méme v zasadé dvé
moZné reprezentace polynomu p(z), prvni je zékladni tvar p(x) = a,z"+...+a1x+ag a druha je seznamem
funkénich hodnot v n+ 1 riznych bodech. Mezi témito reprezentacemi miizeme snadno prechazet. Z prvni
na druhou stac¢i zvolit libovolnych n 4+ 1 bodt a spo¢itat funkéni hodnoty, a druhy smér jsme rozebirali
nahofte.

Které reprezentace je vyhodnéjsi? Kazda na néco jiného. Dejme tomu, Ze chceme umét efektivné
sCitat a nésobit polynomy. V prvni reprezentaci je s¢itani jednoduché, stoji nés to fadové n aritmetickych
operaci, ale vynasobit polynomy dé trochu zabrat, to uz stoji fadové 2n? aritmetickych operaci. V druhé
reprezentaci stoji s¢itani i nasobeni fadové n, pokud zname funkéni hodnoty polynomii ve stejnych bodech.
Toto by nés mohlo inspirovat k tomu nasobit polynomy v zakladnim tvaru tak, Ze spocitame funkéni
hodnoty ve vhodnych bodech, vynasobime a pfevedeme zpét. A skutecné, pokud se zvoli vhodné body,
lze transformaci mezi reprezentacemi implementovat tak, Ze stoji fadové anlog(n) aritmetickych operaci
pro urc¢itou konstantu a > 0, a tolik Ffadové stoji i vysledné nésobeni polynomt. Témto transformacim se
fika Fourierova transformace, viz priklad [0.41] a [Stanovsky a Barto, 2018], [Tiuna, 2003, kap. 15].

Umét rychle nésobit polynomy je prakticky velmi potiFebné. Napiiklad i obycejné nasobeni redlnych
Cisel v desetinném rozvoji si lze predstavit jako nasobeni polynomi. O

Priklad 3.58 (Komprese obrazku). UkéZeme jednoduchou kompresi obrazku pomoci tzv. Haarovy trans-
formace (jinou kompresi zminime v piikladu [[3.24)). Pfedpokladejme, Ze matice M € R™*™ reprezentuje
obrazek, ve kterém pixel na pozici (7,7) ma barvu s ¢islem m;;. Rozdélime matici M na jednotlivé pod-
matice A velikosti 8 x 8, které budeme postupné komprimovat (pro jednoduchost predpokladame, ze ¢isla
m,n jsou déliteln& osmi).

Zakladni myslenka komprese spociva v takové transformaci matice A, abychom dostali v matici co
nejvice nul — protoze pak stac¢i uklddat pouze nenulova ¢&isla. Kompresi rozdélime do tii kroki. Nejprve
sdruzime prvky matice do dvojic a;j,a;j11, i € {1,...,8}, j € {1,3,5,7}. Jejich pramér 1 (a;; + a; j4+1)
ulozime do matice 8 x 4 a zprava doplnime tuto matici o jejich odchylky %(aij — a; j+1). Vyslednou matici
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z matice A dostaneme alternativné tak, Ze matici A vynésobime zprava regularni matici

©C OO O O O NN
|

Hg =

O O NN O O O O

S O O O O O NN
S O O OoONENE O O
S OoON=ENIE O O O O
NN O O O O O O
S O O OoONENE O O
NN O O O O O O

V druhém kroku aplikujeme analogicky postup na matici AHg, ale tentokrat jen na prvni ¢tyfi sloupce.
Vysledek tedy dostaneme vynésobenim matice AHg zprava matici

<H4 04,4>
044 Is )

Ve tretim kroku pak stejny postup pouzijeme pouze na prvni dva sloupce vysledné matice, coz vyjadiime
vynésobenim zprava matici

Hy 0256

062 Is )~

V souhrnu miZzeme vSechny tii kroky vyjadiit jako jediné maticové nasobeni AH, kde

SRR
RN

8§ 8 4 2
H:H8<H4 0474><H2 027(,»):%%—5 0 0 -3 0 0
O4a Iy Os2 16 s -+ 0 1 0 0 3 0
-+ 0 1 0 0 -1 o0
Ebooho0o0 g
o400 0

Tuto sérii uprav budeme aplikovat i na rfadky, tudiz vysledna matice A’ po transformaci se da vyjadiit jako
A" = HTAH . Protoze matice H je regularni, lze se vratit k ptivodni matici A apravou A = H-TA'H~!,

Protoze ¢asto v obrazku maji sousedni pixely stejnou ¢i podobnou barvu, takovymto primérovanim
hodnot piislusné matice muzeme dostat po transformaci hodné nul nebo nule blizkych ¢&isel.

Vyse zminéné komprese je bezeztratova. Vyssi ti¢innosti komprese mizeme dosdhnout pokud v matici
A’ vynulujeme vSechny hodnoty, které jsou v absolutni hodnoté mensi nez pevné hranice ¢ > 0. Tento
piistup uz vede ke ztraté urcité informace. Pomér nenulovych ¢isel v matici A’ pfed a po vynulovani
malych hodnot se pak nazyva kompresni pomer.

Nasledujici obrazky ilustruji kompresi pro rtiznou volbu kompresniho poméru k. Ve skutecnosti matici
H jesté pred pouzitim upravime tak, Zze kazdy sloupecek vydélime jeho eukleidovskou normou — vysledna
matice je tzv. ortogonélni (viz sekce B.0) a méa lepsi vlastnosti.
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Ukazka prace s Matlabem / Octave

Zde uvidime dalsi pfikazy pro praci s maticemi v prostiedi Matlabu ¢i Octave.
Zadani konkrétnich matic A, B, C:

>> A=[1 2; 3 4], B=[1 1; 1 1], Cc=[1 0 2;0 1 0]
A~=
1 2
4
B =
1 1
1 1
C =
1 2
1 0

Soucet dvou matic A + B:

>> A+B
ans =
2 3
4 5

Nésobek matice A, konkrétné 5A:
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>> 5*A
ans =
5 10
15 20

Soucin dvou matic AC:

>> AxC
ans =

Transpozice matice C':

>> C?
ans =
1 0
0 1
2 0

Vytvoreni jednotkové matice fadu 2:

>> eye(2)
ans =
1

Vytvoreni nulové matice velikosti 2x 3 a ulozen{ do matice M:

>> M=zeros(2,3);

Zadani konkrétnich vektort z, y:

>> x=[1;2;3]; y=[2;0;5];

Vytvoreni diagonalni matice s prvky podle slozek vektoru x:

>> diag(x)
ans =
1 0 O
2 0
0 o0 3

Skalarni soucin vektorta z’y:

>> X’*y
ans = 17

Vnéjsi soucin vektora zy’:
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>> x*y’
ans =
2 0 5
4 0 10
6 0 15

Inverze matice A:

>> inv(A)
ans =
-2.00000 1.00000
1.50000 -0.50000

LU rozklad matice A, tj. PA = LU pro permuta¢ni matici P:

>> [L,U,P]1=1u(d)
L =
1.00000 0.00000
0.33333 1.00000
U=
3.00000 4.00000
0.00000 0.66667
P =
0 1
1 0

Vandermondova matice sestavena podle slozek vektoru z:

>> vander (x)
ans =
1 1

Vytvofeni blokové matice (A | C):

>> [A~C]
ans =
1 2 1 0 2
4 0 1 0

Problémy

3.1. Bud A € R™", b € R™. Navrhnéte co nejefektivnéjsi zpiisob vypoctu AFb v zavislosti na k,n,
méiime-li efektivitu po¢tem aritmetickych operaci s ¢isly (pro jednoduchost pocitejte jen souciny
Cisel).

3.2. Ukaite, ze asymptoticka slozitost vypocétu inverzni matice k matici A € R™ ™ je 2n3. Hint: Vyuzijte
Gaussovu eliminaci a zpétnou substituci. UkaZte, Ze obé ¢asti potfebuji fadové n operaci, pokud
upravujeme aktualné vzdy jen tu ¢ast matice, ktera se potencidlné méni.

3.3. Dokaite, Ze soustava Az = b ma feSeni pravé tehdy kdyz ATy = 0, Ty = 1 nema feleni.

3.4. Na feSeni soustavy rovnic Az = b s regularni matici se mizeme divat jako na funkci (A | b) —
x = A~'b, ktera vstupnim hodnotam, reprezentovanym prvky matice A a vektoru b, piifadi feseni
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3.5.

3.6.

soustavy. Znate-li pojem derivace, spocitejte derivaci této funkce podle a;;.

Bud A € R™" a ozna¢me jako A; levou horni podmatici A velikosti 4, tj. vznikne z A odstranénim
poslednich n — ¢ fadkd a sloupci. Ukazte, Ze matici A lze upravit na RREF tvar bez vymény
fadkt (to mj. znamena, Ze existuje LU rozklad matice A) pravé tehdy, kdyZz matice Aq,..., A, jsou
regulérni.

(Souboj o regularitu) René a Simona hraji hru s matici fadu n > 2. René pfifadi néjakému policku
libovolné realné ¢&islo, pak Simona prifadi jinému policku ¢islo atd. dokud se nezaplni celd matice.
René vyhraje, pokud je vysledna matice regularni, a Simona vyhraje, pokud je singularni. Ma
nékdo vitéznou strategii? A jaka bude situace, kdyz zacne Simona?
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Kapitola 4

Grupy a télesa

Tato kapitola je vénovana zékladnim algebraickym strukturam jako jsou grupy a télesa. Jsou to abstraktni
pojmy zobechujici dobfe znamé obory realnych (racionalnich, komplexnich aj.) ¢isel s operacemi s¢itani a
nésobeni.

Pro hlubsi informace a souvislosti doplnéné mnoha nazornymi vizualizacemi doporucuji knihu [Carter
[2009].

4.1 Grupy

Grupa je velmi abstraktni algebraicka struktura. Jedné se v zdsadé o mnozinu s binarni operaci, ktera
musi splhiovat nékolik zakladnich vlastnosti. Jak nahlédneme v sekci 2] pomoci grup se popisuji symetrie
(nejen geometrickych) objekti. Diky jejich obecnosti a abstraktnosti muzeme grupy najit mnoha v riznych
oborech: fyzika (Lieovy grupy), architektura (Friezovy grupy), geometrie a molekularni chemie (symetrické

grupy) aj.

Definice 4.1 (Grupa). Bud o: G?> — G binarni operace na mnoziné G. Pak grupa je dvojice (G, o)
spliiujici:

(1) Ya,b,c€ G:ao(boc)=(aob)oc (asociativita),
(2) Je€e GVaceG:eoa=aoce=a (existence neutralniho prvku),
(B3) Vae GIbeG:aob=boa=¢e (existence inverzniho prvku).

Abelova (komutativni) grupa je takova grupa, ktera navic spliuje:

(4) Ya,be G:aob=boa (komutativita).

V definici grupy je implicitné schovana podminka uzavienosti, aby vysledek operace nevypadl ven

z mnoziny G, tedy aby pro kazdé dva prvky a,b € G platilo aob € G. Pokud je operaci o s¢itani, vétsinou

se zna¢i neutralni prvek 0 a inverzni —a, pokud jde o nasobeni, neutralni prvek se oznacuje 1 a inverzni
-1
a .

Poznamka 4.2 (Definice konstrukei vs. axiomy). Matematicky objekt lze zavést bud konstrukei z né-
jakych jiz vytvorenych objekti, nebo specifikaci vlastnosti (axiomi), které ma spliiovat. Definice grupy
spada do druhé skupiny, podobné jako definice télesa v sekci 3] ¢i vektorovych prostori v kapitole [l
Grupou pak je jakykoli objekt, ktery spliiuje dané vlastnosti. Axiomatickd definice ma tu vyhodu, Ze nés
nesvazuje s jednim konkrétnim objektem — jakoukoli vlastnost, kterou odvodime pro axiomaticky defi-
novany objekt potom automaticky plati pro kazdy konkrétni pripad. Mnoho konkrétnich piikladda grup
ukazujeme v nasledujicim odstavci.

Priklad 4.3. Priklady grup:

e Dobie znamé obory celych ¢isel (Z, +), racionalnich ¢isel (Q, +), redlnych ¢isel (R, +) a komplexnich
¢isel (C, +). Neutralnim prvkem je 0, inverznim prvkem k prvku a je —a. Komutativita a asociativita
s¢itani zjevné plati.

63
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Grupy matic (R™*" +). Neutralnim prvkem je nulovi matice 0 rozméru m x n, inverznim prvkem
k matici A je —A. Komutativita a asociativita s¢itani plati s ohledem na tvrzeni

Kone¢na grupa (Z,,+), kde mnozina Z,, = {0,1,...,n — 1} a s¢itani se provadi modulo n. Neut-
ralnim prvkem je 0, inverznim prvkem k prvku a je —a mod n.

Ciselné obory s nasobenim, napt. (Q \ {0},-), (R \ {0},-). Nulu musime vynechat, protoze nema

inverzni prvek. Neutralnim prvkem je nyni 1, inverznim prvkem k prvku a je a™!.

Mnozina realnych polynomi proménné z se s¢itanim (pro zakladni operace s polynomy viz sekce [[3]).

Vyse zminéné grupy jsou Abelovy. Dva dulezité piiklady neabelovskych grup jsou:

Zobrazeni na mnoziné s operaci skladani, napf¥. rotace v R"™ podle pocatku nebo pozdéji probirané
permutace (sekce 2). Rotace v roving R? jsou jesté komutativni, ale ve vyssich dimenzich komuta-
tivitu ztracime. Neutralnim prvkem je otoceni o nulovy thel, inverznim prvkem je otoceni o opacny
thel zpét.

Regularni matice pevného fadu n s ndsobenim (tzv. maticova grupa). Neutralnim prvkem je I,,, in-
verznim prvkem k matici A je inverzni matice A~!. Asociativita maticového sou¢inu byla nahlédnuta
ve tvrzeni

Priklady negrup:

(N7+)7 (Za_)v (R\{0}73)7 O

Tvrzeni 4.4 (Zakladni vlastnosti v grupé). Pro prvky grupy (G,o) plati ndsledujici vlastnosti.

(1) aoc=boc implikuje a =0> (tzv. krdceni),

(2) neutrdlni prvek e je uréen jednoznacné,

(8) pro kazdé a € G je jeho inverzni prvek uréen jednoznacné,

(4) rovnice aox = b md prdvé jedno FeSent pro kaZdé a,b € G,

(5) (@) =a,
(6) (aob)™t=b"loa L

Driikaz. UkadZeme jen nékolik vlastnosti.

(1)

aoc=boc / oc™! zprava
ao(coc )y =bo(coc™)
ace=boe

a=">

(2) Existuji-li dva rizné neutralni prvky e, es, pak e; = e; 0 ea = ey, coZ je spor.

(3) Existuji-li k prvku a € G dva rtzné inverzni prvky aj,aq, pak aoa; = e = a o ay a z vlastnosti

kraceni dostavame a; = ag, coZ je spor.

(4) Vynésobime rovnost a o z = b zleva prvkem a~! a dostaneme jediného kandidata x = a=! o b.

Dosazenim ovéfrime, Ze rovnost spliiuje. ]

Tak jako mnoziny doprovazi pojem podmnozina, tak nelze mluvit o grupéch a nezminit podgrupy.

Definice 4.5 (Podgrupa). Podgrupa grupy (G, o) je grupa (H, o) takova, ze H C G a pro v8echna a,b € H
plati a o b = a©b. Znaleni: (H,¢) < (G, o).

Jinymi slovy, se stejné definovanou operaci spliwuje H vlastnosti uzavienost a existence neutralniho a
inverzniho prvku. To jest, pro kazdé a,b € H je aob € H, dale e € H, a pro kazdé a € H jea™! € H.

Priklad 4.6.

e Kazda grupa (G, o) ma dvé trividlni podgrupy: sama sebe (G, o) a ({e}, o).
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e (N,+) £(Z,+) < (Q+) <R, +) < (C, +). O

Piiklad 4.7. Ukazte, ze podgrupy jsou uzaviené na prunik, ale ne na sjednoceni. Jinymi slovy, ukazte,
ze prunik dvou podgrup grupy (G, o) je opét jeji podgrupa a najdéte piiklad, kdy sjednoceni podgrup jiz
podgrupa neni. O

4.2 Permutace

Dalsim piikladem grup je takzvana symetricka grupa permutaci, proto si povime néco vice o permutacich.
Piipomenme, Ze vzajemné jednoznacné zobrazeni f: X — Y je zobrazeni, které je prosté (zadné dva rizné
prvky se nezobrazi na jeden) a ,na“ (pokryje celou mnozinu Y').

Definice 4.8 (Permutace). Permutace na koneéné mnoziné X je vzajemné jednoznaéné zobrazeni p: X —

X.

Vétsinou budeme uvazovat X = {1,...,n}. Mnozina vSech permutaci na mnoziné {1,...,n} se pak
znaci Sy,. Zadani permutace je mozné napiiklad:

e Tabulkou, kde nahofe jsou vzory a dole jejich obrazy

(1 2 3 45 6
P=\2 135 6 4
e Grafem vyznacujicim kam se ktery prvek zobrazi
6. k\.f)

le \1\04

¢« G
2 3

e RozloZenim na cykly
p=(1,2)3)(4,5,6),

kde kazda zavorka uvadi seznam prvki v jednom cyklu. Tedy (a1, ..., ar) znamena, Ze a; se zobrazi
na ae, as se zobrazi na ag, atd. aZ ai_1 se zobrazi na ay a nakonec ay, se zobrazi na aq. Z definice je
patrné, Ze kazdou permutaci lze rozlozit na disjunktni cykly. V nasledujicim textu budeme nejcastéji
pouzivat redukovany zapis

p= (17 2)(47 5, 6)7

ve kterém vynechavame cykly délky 1.

Prikladem jednoduché, ale netrivialni, permutace je transpozice, coz je permutace t = (i,7) s jednim
cyklem délky 2 prohazujici dva prvky. Jednodussi uz je jenom identita id zobrazujici kazdy prvek na sebe.
Inverzni permutace a sklddani permutaci je definovéino stejné jako pro jiné zobrazeni:

Definice 4.9 (Inverzni permutace). Bud p € S,. Inverzni permutace k p je permutace p~! definovana
p~'(i) = j, pokud p(j) = i.

Priklad 4.10. (i,5)"! = (3,7), (i,4,k)"' = (k, j,9), ... O
Definice 4.11 (Skladani permutaci). Budte p,q € S,,. SloZend permutace p o q je permutace definovana

(poq)(i) = p(q(i)).

Piiklad 4.12. idop=poid=p, pop t=p!

op=id, ... ]
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Skladani permutaci je asociativni (jako kazdé zobrazeni), ale komutativni obecné neni. Napiiklad pro
p=(1,2), ¢=(1,3,2) mame poq = (1,3), ale gop = (2,3).
Vyznamna charakteristika permutace je tzv. znaménko.

Definice 4.13 (Znaménko permutace). Necht se permutace p € S, sklada z k cykla. Pak znaménko
permutace je &islo sgn(p) = (—1)"7*.

Priklad 4.14. sgn(id) =1, sgn((i,7)) = —1, ... O

Znaménko je vzdy 1 nebo —1. Podle toho se téz rozdéluji permutace na sudé (ty, co maji znaménko
1) a na liché (ty se znaménkem —1).

Véta 4.15 (O znaménku sloZzeni permutace a transpozice). Bud p € S,, a bud t = (i,j) transpozice. Pak
sgn(p) = —sgn(top) = —sgn(pot).

Diikaz. Dokazeme sgn(p) = —sgn(t o p), druha rovnost je analogickd. Permutace p se sklada z nékolika
cyklia. Rozlisme dva piipady:
Necht i,j jsou Casti stejného cyklu, oznacme jej (i,uy,...,ur,j,v1,...,0s). Pak

(1,7) 0 (4, U1y vy Upy 01y e e oy Us) = (G Uty ey Uy )(Jy 01,00y Vs),

tedy pocet cykli se zvysi o jedna. Viz obrazek, kde ¢erné Sipky znazornuji ptivodni cyklus a plné Sipky
nové dva cykly:

a1

] [ ]
e Y
I )
| )
' )
\ /
o< o

J / Vs
oL 7.

vy
Necht 4, j nalezi do dvou ruznych cykla, nap¥. (i,uq,...,u,)(J,v1,...,0s). Pak

(1,7) o (Gyuty ooy ur)(Jy 1y o s Us) = (G Uty vy Upy Jy 0T, ey Us),

tedy pocet cykli se snizi o jedna.

V kazdém pripadé se pocet cykli zméni o jedna, a tudiz i vysledné znaménko. O
Véta 4.16. Kazdou permutaci lze rozloZit na sloZeni transpozic.

Diikaz. RozloZime na transpozice postupné vSechny cykly permutace. Libovolny cyklus (ug,...,u,) se
rozlozi
(Uty ... up) = (ug,ug) o (ug,ug) o (ug,ug) o ... 0 (Up_1,up). O

Poznamenejme, Ze rozklad na transpozice neni jednoznacény, dokonce ani pocet transpozic ne. Pouze
jejich parita zistane stejné.
Vyse zminéné vlastnosti maji fadu disledkt ohledné znaménka permutaci.
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Disledek 4.17. Plati sgn(p) = (—=1)", kde r je pocet transpozic pii rozkladu p na transpozice.

Diikaz. Je to dusledek véty LI5l Vyjdeme z identity, kteréd je suda. Kazda transpozice méni znaménko,
tedy vysledné znaménko bude (—1)". O

Dausledek 4.18. Bud p,q € S,. Pak sgn(p o q) = sgn(p)sgn(q).

Diikaz. Necht p se da rozlozit na rq transpozic a ¢ na r transpozic. Tedy pogq lze slozit z ry 41y transpozic.
Pak sgn(po q) = (1) = (-1)"(=1)" = sgn(p) sgn(q). O

Diisledek 4.19. Bud p € S,,. Pak sgn(p) = sgn(p~!).

1

Diikaz. Plati 1 = sgn(id) = sgn(p o p™') = sgn(p) sgn(p~!), tedy p,p~! musi mit stejné znaménko. O

Poznamka 4.20. Kromé poctu cykli a poc¢tu transpozic jde znaménko permutace p zavést také napiiklad
pomoci poc¢tu inverzi. Inverzi zde rozumime uspofadanou dvojici (i,j) takovou, Ze i < j a p(i) > p(j).
Oznacime-li pocet inverzi permutace p jako I(p), pak plati sgn(p) = (—1)/®),

Poznamka 4.21 (Symetrickd grupa). Vratme se zpét ke grupam. MnoZina permutaci S,, s operaci skla-
déni o tvori nekomutativni grupu (Sy, o), tzv. symetrickou grupu. Dé se ukazat, ze kazda grupa je isomorfni
néjaké podgrupé symetrické grupy (tzv. Cayleyova reprezentace, dokonce plati i zobecnéni na nekonecné
grupy). Podobnou roli hraji maticové grupy, protoze kazda kone¢na grupa je isomorfni n&jaké maticové
podgrupé (linearni reprezentace) s tim, Ze téleso, nad kterym s maticemi pracujeme, si mizeme dopiedu
zvolit.

Grupa (Sy,0) se nazyva symetrickd, protoZze ona a jeji podgrupy popisuji symetrie riznych objektu.
Kuprikladu rovnoramenny trojuhelnik dole na obrazku je symetricky podle svislé osy, a této symetrii
odpovida permutace (2,3). Uvazujeme-li jesté zakladni symetrii danou podobnosti trojuhelniku se se-
bou samym, které odpovidd permutace id, potom symetrie tohoto trojihelniku odpovidaji podgrupé

{id, (2,3)}.

2 3

Symetrie néasledujiciho objektu jsou rotace o 0°, 120° a o 240°. Tyto symetrie odpovidaji permutacim id,
(1,2,3) a (1,3,2) a popisuje je podgrupa {id, (1,2,3), (1,3,2)}.

Symetrie rovnostranného trojuhelniku jsou soumérnosti podle t&Znic, které odpovidaji permutacim (1,2),
(2,3) a (1,3), a déle otoceni o 0°, 120° a o 240°. VSechny symetrie tedy predstavuji celou grupu (Ss, o).

Naopak nesymetrickému trojihelniku jako na obrézku dole prislusi pouze identita, a proto jeho symetrie
predstavuji podgrupu {id}.
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2 3

U zrodu symetrickych grup stal francouzsky matematik Evariste Galois (1811-1832), kdyZ budoval
teorii TeSitelnosti hleddni kofenti polynomi. Pro kofeny polynomi stupné alesponi 5 neexistuje obecné
zadny vzorecek, viz poznamka[[2l Galoisova teorie ale dava navod, jak to otestovat pro konkrétni polynom,
tj. jestli korfeny daného polynomu jdou vyjadfit pomoci zékladnich aritmetickych operaci a odmocnin.
Piikladem situace, kdy to nelze, je polynom z° — 2z — 1.

Symetrie se studuji v mnoha dalsich védnich oborech. Napiiklad ve fyzice dokazaly predpovédét exis-
tenci nékolika elementarnich ¢astic jesté pred tim, nez se je podafilo objevit experimentalné. Znamou
ukézkou je predikce existence baryonu 27 americkym fyzikem Murray Gell-Mannem v roce 1962.

Piiklad 4.22 (Loydova patnéctka). Symetrické grupy a znaménko permutace se vyuZiji také pii analyze
hlavolamii jako je Loydova patnactka nebo Rubikova kostka. Rubikova kostka vyzaduje trochu hlubsi
rozbor, proto nahlédneme pod poklicku pouze Loydovy patnactky.

9 |10 11| 12

13|14 | 15
|

Loydova patnactka. Cilovy stav. [zdroj: Wikipedia|

Loydova patnéctka je hra, kterd sestava z pole 4 x 4 a z kachlikt oc¢islovanych 1 az 15. Jedno pole je
prazdné a presouvanim sousednich kachlikii na prazdné pole ménime rozlozeni kachlikii. Cilem je dospét
pomoci téchto presunti k vzestupnému usporadéni kachliki tak, jak je uvedeno na obréazku.

Otazka zni, které pocatecni konfigurace jsou reSitelné a které ne. Jestlize ocislujeme jednotliva policka
jako 1 az 16, pak konfigurace kachlikii odpovidé néjaké permutaci p € S a presun kachliku odpovidéa
sloZeni p s n&jakou transpozici. Ozna&ime-li (r, s) pozici prazdného pole, pak hodnota h = (—1)""* sgn(p)
zustava po celou hru stejna, protoZze kazdy posun kachliku zméni o jednicku bud r nebo s, ale zaroven
posun kachliku odpovida sloZeni p s odpovidajici transpozici, ¢ili i sgn(p) zméni znaménko.

Cilova konfigurace ma hodnotu h = 1, tedy pocate¢ni konfigurace s h = —1 TeSitelné byt nemohou.
Detailngéjsi analyza [Vyborny a Zahradnik, 2002] ukéaze, Ze vSechny pocateéni konfigurace s h = 1 uz
FeSitelné jsou. O

4.3 Télesa

Algebraicka télesa zobecnuji t¥idu tradic¢nich &iselnych oboru jako je tfeba mnoZina realnych cisel na
abstraktni mnoZinu se dvéma operacemi a fadou vlastnosti. To ndm umozni pracovat s maticemi (s¢itat,
nasobit, invertovat, fesit soustavy rovnic, ...) nad jinymi obory nez jen nad R.

Piiklad 4.23 (Motiva¢ni). Uvazujme soustavu linearnich rovnic Az = b s regularni matici A. Soustava
mé tudiz jediné feSeni. Jsou-li prvky matice (A | b) cela ¢isla, pak feSeni nemusi mit celociselné slozky,
protoze béhem uprav dochazi k déleni. Jsou-li ale prvky matice (A | b) racionalni ¢isla, pak FeSeni méa
také racionalni slozky, protoZe béznymi maticovymi tpravami provadime pouze aritmetické operace s ¢isly.
Mnozina racionalnich ¢isel Q méa tedy tu vlastnost, Ze béznymi maticovymi operacemi se nedostaneme
mimo Q. Podobnou vlastnost mé také napiiklad mnozina realnych ¢isel R a mnozina komplexnich ¢&isel C.

O
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Zatimco grupa pracovala s jednou operaci, téleso je spojeno se dvéma operacemi. Je to v souladu s tim,

7e na mnoziné realnych ¢isel R pouzivame bézné také dvé operace, s¢itdni a nasobeni, a tyto dvé operace
maji specifické vlastnosti (kazdéa zv1ast i spole¢né).

Definice 4.24 (Téleso). Téleso je mnozina T spolu se dvéma komutativnimi binarnimi operacemi + a -
splnujici

(1) (T,+) je Abelova grupa, neutralni prvek zna¢ime 0 a inverzni k a pak —a,

(2) (T\ {0},-) je Abelova grupa, neutralni prvek zna¢ime 1 a inverzni k a pak a~!,

(3) Va,b,ceT:a-(b+c¢c)=a-b+a-c (distributivita).

Definice télesa si zaslouzi nékolik poznamek. Kazdé téleso mé aspon dva prvky, protoze z definice nutné
vyplyva, ze 0 £ 1. Déle, operace + a - nemusi nutné predstavovat klasické séitani a nasobeni, ale mohou
byt definovany i jinak. Toto znaceni v8ak pouzivime pro korespondenci se standardnimi ¢iselnymi obory.
7 tohoto divodu budeme také zkracené psat ab namisto a - b.

Vlastnost inverzniho prvku v grupé (T,+) pfirozené zavadi operaci ,—* definovanou jako pfi¢teni
inverzniho prvku, tj. a —b = a+ (—b). Analogicky vlastnost inverzniho prvku v grupé (T \ {0}, -) pfirozené
zavadi operaci ,,/* definovanou jako nasobeni inverznim prvkem, tj. a/b = ab~!.

Pro¢ jsme v definici télesa pozadovali, aby operace byly komutativni, kdyz jejich komutativitu impli-
citné zahrnuje vlastnost Abelovych grup? Duvod je ten, Ze druha Abelova grupa nic nefika o prvku 0.
Musime proto néjakym zpiisobem dodat, Ze i nésobeni nulou je komutativni, tedy 0a = a0 pro kazdé
acT.

Téleso se obcas zavadi bez komutativity nésobeni a télesu s komutativnim nésobenim se pak tiké
komutativni téleso nebo pole, ale pro nase tcely budeme komutativitu automaticky predpokladat.

Podobné jako podgrupy muzeme zavést i pojem podtéleso jako podmnozinu télesa, kterd se stejné
definovanymi operacemi tvoii téleso. Formélni definici jiz neuvadime.

Priklad 4.25. Prikladem nekonec¢nych téles je napiiklad Q, R nebo C s bé&Zné pouzivanymi operacemi
s¢itani a nasobeni. Mnozina celych ¢&isel Z ale téleso netvori, protoze chybi inverzni prvky pro nasobent,
(napf. kdyz invertujeme celo¢iselnou matici, tak ¢asto vychazeji zlomky a tim padem se dostavame mimo
obor 7). Té&leso netvofi ani ¢isla reprezentovand na pocitai v aritmetice s pohyblivou desetinnou ¢arkou
— jednak nejsou operace s¢itani a nasobeni uzaviené (pokud by vysledkem bylo hodné velké ¢i hodné malé
¢islo), a jednak nejsou ani asociativni (diky zaokrouhlovani). Kone¢na télesa prozkouméame pozdéji. [
Piiklad 4.26 (Kvaterniony). Dalsim ptikladem téles jsou kvaterniony. Jedna se o zobecnéni komplexnich
¢isel pridanim dal8ich dvou imaginarnich jednotek j a k, jejichZz druha mocnina je —1, a které jsou navic
svazany vztahem ijk = —1. Zatimco sCitani se definuje prirozené, nasobeni je trochu komplikovanéjsi a
neplati uz pro néj komutativita. Kvaterniony pak tudiZ tvori nekomutativni téleso. Pomoci kvaterniontu
se dobfe popisuji rotace ve t¥irozmérném prostoru a nasly vyuziti i v robotice nebo ve fyzikalni kvantové
teorii. Vice viz napf. Barto a Tama [2018]. O

Radu zékladnich vlastnosti zdédi téleso z vlastnosti pifslusnych grup (T,+) a (T \ {0},-). Napiiklad
distributivita zprava (b 4+ ¢)a = ba + ca plyne z levé distributivity a komutativity nasobeni. Nékteré
specifické vlastnosti uvadime v nasledujici vété.

Tvrzeni 4.27 (Zakladni vlastnosti v télese). Pro proky télesa plati ndsledugjici vlastnosti.
(1) 0a =0,
(2) ab =0 implikuge, Ze a = 0 nebo b =0,
(3) —a=(—1)a.
Diikaz.
(1) Odvodime

0a = (0+ 0)a = 0a + Oa / + (=0a)
(—0a) 4+ 0a = (0 + 0)a = (—0a) + 0a + Oa

0=0+0a

0=0a
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(2) Je-li @ = 0, pak véta plati. Je-li a # 0, pak existuje a~'. Pronasobenim obou stran rovnice ab = 0
zleva prvkem a~! dostaneme a~'ab = a~'0, neboli 16 = 0.

(3) Mame 0 =0a=(1—1)a=1la+ (—-1)a =a+ (—1)a, tedy —a = (—1)a. O

Druha vlastnost (a jeji dikaz) pfedchozi véty mj. fikaji, Ze pfi rozhodovani, zda n&jaka struktura
tvori téleso, nemusime ovéfovat uzavienost nasobeni na mnoziné T \ {0} (Zzadné dva nenulové prvky se
nevynasobi na nulu), tato vlastnost vyplyva z ostatnich. Sta¢i tedy jen uzavienost na T.

Nyni se podivame na kone¢na télesa. Jiz v ptikladu 3] jsme zavedli mnozinu Z,, = {0,1,...,n — 1}.
Operace + a - na této mnoziné definujeme modulo n. Snadno nahlédneme, Ze Zs a Zg jsou télesy, ale Zy
uZ neni, nebot prvek 2 nem4 inverzi 27!, Tento vysledek miZeme zobecnit.

Lemma 4.28. Bud n prvocislo a bud 0 # a € Z,,. Pak pfi pouZiti nasobeni modulo n plat{
{0,1,...,n—1} ={0qa, la,...,(n —1)a}.

Pozndmka. V mnoziné {0a, la,...,(n — 1)a} se tedy postupné objevi v8echna ¢isla 0,1,...,n — 1 (ne
nutné v tomto poradi) a kazdé z nich pravé jednou.

Diikaz. Sporem predpokladejme, Ze ak = af pro néjaké k,l € Z,, k # (. Pak dostavame a(k — ¢) = 0,
tudiz bud a nebo k — £ je délitelné n. To znamena bud a = 0 nebo k — ¢ = 0. Ani jedna moZnost ale
nastat nemiize, coz je spor. O

Véta 4.29. 7Z,, je téleso pravé tehdy, kdyzZ n je prvocisio.

Diikaz. Je-li n slozené, pak n = pq, kde 1 < p,q < n. Kdyby Z,, bylo téleso, pak pg = 0 implikuje podle
tvrzeni [£27 bud p = 0 nebo ¢ = 0, ale ani jedno neplati.
Je-li n prvodislo, pak se snadno ovéri vSechny axiomy z definice télesa. Jediny pracnéjsi mize byt

existence inverze a~! pro libovolné a # 0. To ale nahlédneme snadno z lemmatu .28l Protoze {0,1,...,n—
1} ={0a, 1a,...,(n — 1)a}, musi byt v mnoziné napravo prvek 1, a tudiz existuje b € Z,, \ {0} takové, Ze
ba = 1. Proto b = a™". U

Priklad 4.30 (Téleso Zs). Pro ilustraci uvadime v tabulkach dole explicitni vyjadfeni obou operaci nad
télesem Zs:

+(10 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0|0 1 2 3 4 00 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

V tabulkach se odrazi nékteré zakladni vlastnosti téles: Komutativita se projevuje jako symetrie tabulek,
neutralni prvek kopiruje zéhlavi tabulky do pfislusného radku a sloupce, a nasobeni nulou dava nulu.
Vlastnost inverzniho prvku se pak projevuje tak, Ze v kazdém fadku a sloupci (kromé nasobeni nulou) je
uveden kazdy prvek télesa pravé jednou.

Inverzni prvky télesa Zs jsou pak:

z [0 1 2
-z |0 4 3

2 1 m*l‘—1324 .

Piiklad 4.31 (Téleso Zsy a bity). Téleso Zy ma pro informatiky obzvlasté velky vyznam, protoZze pracuje
se dvéma prvky 0 a 1, na které miZeme nahliZet jako na pocitacové bity. Mnoho béZnych operaci s bity
pak lze pretlumocit v feci operaci v télese Zo. Je snadné pak nahlédnout, Ze operace s¢itani v Zs odpovida
pocitacové operaci XOR a nasobeni odpovida operaci AND. Podobné i ostatni logické operace muzeme
vyjadrit pomoci operaci v télese Zo. Tim padem jakykoliv logicky ¢len digitalniho obvodu reprezentuje
néjaky aritmeticky vyraz nad Zs. O
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Poznamka 4.32. Soustavy rovnic a operace s maticemi jsme zavadéli nad télesem realnych ¢isel. Nicméné
nic ndm nebrani rozgifit tyto pojmy a pracovat nad jakymkoli jinym télesem. Je-li T téleso, pak T"*"
bude znacit matici fadu m x n s prvky v télese T. Jediné vlastnosti redlnych ¢isel, ktery jsme pouzivali,
jsou presné ty, které se vyskytuji v definici télesa; nepotfebovali jsme ¢isla odmocnovat ani mezi sebou
porovnavat ani nic podobného. Proto veskeré postupy a teorie vybudované v predchozich kapitolach
a [3 zistanou v platnosti. Mtzeme tak napiiklad Tesit soustavy linearnich rovnic nad libovolnym télesem
pomoci Gaussovy eliminace, hovofit o regularité matice z T™*™ ¢ hledat jeji inverzi.

Priklad 4.33 (Vypocet inverzni matice nad Zs).

1 23[100 123100 10 2/0 30
(A[Is) = (2 0 4{0 1 0]~ (0 1 3|{3 1 0]~ [0 1 3[310]n~
33 4/0 0 1 020[201 00 4|1 31
102/030 100[2 42
~1013[310f~[010]|103]=(34"
00 1[4 2 4 00 1|4 2 4 O

Poznamka 4.34 (Jak najit inverzi). Pfirozena otézka pii pocitani nad télesem Z, zni, jak najit inverzni
prvek k prvku z € Z, \ {0}. Pro malé hodnoty p mohu zkusit postupné 1,2,...,p — 1 dokud nenarazim
na inverzni prvek k x. Pokud p je hodné velké prvocislo, tento postup uz neni efektivni a postupuje se
tzv. rozsirenym FEukleidovym algoritmem, ktery najde a,b € Z takova, Zze ax + bp = 1. Z rovnice vidime,
7e hledanou inverzi ~! je prvek a, bereme-li jeho zbytek po déleni p.

Nyni vime, Ze existuji télesa o velikostech odpovidajicich prvoéislim. Existuji vSak télesa jinych veli-
kosti?

Véta 4.35 (O velikosti kone¢nych téles). Existuji koneénd télesa prdvé o velikostech p™, kde p je prvocislo
an>1.

Dtikaz vynechame, ale ukdZeme zékladni myslenku, jak sestrojit téleso o velikosti p™. Takové téleso se
znactd] symbolem GF(p") a jeho prvky jsou polynomy stupné nanejvys n — 1 s koeficienty v télese Z,,
tedy

GF(p") = {apn_12" ' + ... + a1z + ag; ag,...,an_1 € L}

Snadno nahlédneme, Ze polynomu je spravny pocet, tedy p”. S¢itani je definovino analogicky jako pro
readlné polynomy; viz sekce BéZnym néasobenim bychom vSak mohli dostat polynomy vyssich stupnt
nez n— 1. Proto nejprve zvolime libovolny pevny ireducibilni polynom stupné n, to znamené nerozlozitelny
na soucin dvou polynomi stupné aspoii jedna (takovy polynom vzdy existuje). Nasobeni se nyni provadi
tak, Ze polynomy vynéasobime bé&Znym zptusobem a pak vezmeme zbytek pii déleni timto ireducibilnim
polynomem.

Dalsi zajimava vlastnost je, Ze kazdé konecné téleso velikosti p™ je isomorfni s GF(p™), to znamena, Ze
takova télesa jsou v zasadé stejné az na jiné oznaceni prvkda.

Piiklad 4.36 (Téleso GF(8)). MnoZina ma za prvky polynomy stupiii nanejvys dva s koeficienty v Zs
GF(8)={0,1, z, z+1, 2%, 2 +1,2° +z, 2> + z + 1}.
S¢itani je definované
(a22® + a1z + ag) + (bo® + br + bo) = (ag + ba)a® + (a1 + b1)z + (ag + bo),

napt. (z + 1) + (22 + x) = 2% + 1. Uvazme ireducibilni polynom, napt. 3 + z + 1. Pak nésobfme modulo
tento polynom, napt. 2 -z = —x — 1 =2+ 1, nebo 22 - (2> + 1) = —x = x. O

D GF = Galois field, tedy Galoisovo téleso.
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Definice 4.37 (Charakteristika télesa). Charakteristika télesa T je nejmensi n takové, ze

1+1+...4+1=0.
N———

n

Pokud takové n neexistuje pak ji definujeme jako 0.
Kuprikladu nekonecna télesa Q, R ¢i C maji charakteristiku 0, téleso Z, méa charakteristiku p.
Tvrzeni 4.38. Charakteristika télesa je bud nula, nebo prvocisio.

Diikaz. Protoze 0 # 1, charakteristika nemiiZze byt 1. Pokud by byla charakteristika slozené ¢&islo n = pq,
pak

O=1+14...+1=0+...+1)(1+...+1),

~
n=pq p q

tedy soucet p nebo ¢ jedni¢ek d& nulu, coZ je spor s minimalitou n. O

Poznamka 4.39. Jestlize charakteristika télesa T neni 2, tak miZzeme zavést néco jako prumér. Oznac¢me
symbolem 2 hodnotu 1+ 1 a pak pro libovolné a,b € T mé ¢islo p = %(a + b) méa vlastnost a —p = p — b,
je tedy stejné ,vzdalené“ od a jako od b. (Viz dukaz véty [[.4] ¢i disledek [12.91)

Téleso s charakteristikou 2 je Zgs nebo obecnéji jakékoliv téleso GF(2"), kde n € N. V téchto télesech
tedy prumér 0 a 1 nelze zadefinovat, zatimco napiiklad v télese Zs je priumér &isel 0 a 1 ¢islo 3.

Mald Fermatova vét,pouil’vané napi'. pro pravdépodobnostni test prvociselnosti velkych ¢&isel, se
Casto uvadi ve znéni a?~! = 1 mod p, tedy, Ze &isla aP~! a 1 maji stejny zbytek pii déleni prvoécislem p.
V jazyce konec¢nych téles vétu formulujeme takto:

Véta 4.40 (Mald Fermatova véta). Bud p prvocislo a bud 0 # a € Z,. Pak aP~! =1 v télese Z,.

Diikaz. Podle lemmatu L.28 je {0,1,...,p — 1} = {0qa, 1a,...,(p — 1)a}. Protoze 0 = Oa, tak dostavame
{1,...,p—1}={la,...,(p—1)a}. Tudiz1-2-3-...- (p—1) = (1la) - (2a) - (3a) - ... (p — 1)a. Zkracenim
obou stran &sly 1,2,...,p — 1 ziskime pozadovanou rovnost 1 =a-...-a = a?~ L. ]

Priklad 4.41. Jaka je hodnota 2'! v t&lese Z1;? Podle Malé Fermatovy véty je 210 = 1, tudiz i 2110 = 1.
Proto 2111 — 2110+1 — 211021 — 9. O

4.4 Aplikace

Kone¢na télesa se pouzivaji napiiklad v kédovani a Sifrovani. Na zavér této kapitoly ukazeme praktické
vyuziti téles pravé v kodovani, viz [Barto a Ttma, 2018, sekce 5.8] [Tiuna, 2003, kap. 11]. Jinou ukazkou
pouziti je tzv. ,,Secret sharing®, viz |[Tma, 2003, kap. 4].

Piiklad 4.42 (Samoopravné kody — Hammingiv kod (7,4, 3)). Uvazujme problém pienosu dat, ktera
jsou tvorena posloupnosti nul a jednic¢ek. Zatimco tlohou Sifrovani je transformovat data tak, aby je nikdo
nepovolany nepfecetl, Glohou kédovani je zlepsit jejich prenosové vlastnosti. Tim myslime zejména umét
detekovat a opravit chyby, které pii prenosu pfirozené vznikaji.

Kodovani vesmés funguje tak, ze odesilatel rozdéli bindrni posloupnost na tseky o délce k. Kazdy tsek
pak ur¢itou metodou pretransformuje na tsek délky k', ktery pak odesle. Piijemce dat pak transformuje
kazdy tsek na puvodni hodnoty. Podle zvolené metody je pak schopen detekovat nebo i rovnou opravit
uréity pocet chyb, které v tseku vznikly. Pokud je v8ak pocet chyb prili§ vysoky, puvodni tsek dat neni
schopen zrekonstruovat.

DMala Fermatova véta byla formulovéna francouzskym pravnikem a amatérskym matematikem Pierre de Fermatem roku
1640. Pro srovnani, Velka Fermatova véta z roku 1637 pak fika, Ze neexistuji pfirozena ¢isla x, y, z spliiujici rovnici 2" +y" = 2"
pro n > 2. Tato véta zustavala dlouho jako otevieny problém bez dilkkazu. Dokazal ji az britsky matematik Andrew Wiles
roku 1993.
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Jednoduchy piiklad. Pokud kédujeme tak, ze zdvojime kazdy bit, tedy napft. dsek v = 010 zakédujeme
na v’ = 001100, tak jsme schopni detekovat maximalné jednu chybu v kazdém tuseku. Nicméné, neumime
data opravit. Pokud budeme kédovat tak, ze kazdy bit ztrojime, tedy napf. tsek v = 010 zakédujeme na
v/ = 000111000, tak uZz jsme schopni nejen detekovat, ale i opravit jednu chybu. Pokud piijemce dostane
usek 000111010, vi, ze puvodni tsek byl 000111000, anebo doslo aspon ke dvéma pfenosovym chybam.
Tento zptisob kdédovani je znacné neefektivni, ukazeme Sikovnéjsi zpusob.

Hamminguv kod (7,4, 3) spociva v rozdéleni prenosovych dat na tseky o ¢tyfech bitech, které zakodu-
jeme na sedm bitd. Tento kdéd umi detekovat a opravit jednu pfenosovou chybu. Kédovani a dekdédovani
jde elegantné reprezentovat maticovym néasobenim. Usek étyf biti si predstavime jako aritmeticky vektor
a nad télesem Zo. Kédovani probihd vynasobenim vektoru a takzvanou generujici matici H € Z;“,

11 01 1

1 0 1 1 0 1

10 00 1 0
napf.:. Ha= |0 1 1 1 1= 0l =0b

01 00 0 1

0 01 0 1

0 0 01 0

Prijemce obdrzi tsek reprezentovany vektorem b. Bity ptivodnich dat jsou na zvyraznénych pozicich
bs, bs, bg, b7, ostatni bity by, bo, by jsou kontrolni. K detekci a opravé chyb pouziva pfijemce detekéni matici
D e Z;’”. Pokud Db = 0, nedoslo k zadné chybé v pienosu (nebo nastaly vice nez dvé chyby). V opatném
pripadé nastala prenosova chyba a chybny bit je na pozici Db, bereme-li tento vektor jako binarni zapis
prirozeného ¢isla.

1
1
0001111 0 0
napf.. Db=101100 11 0l=1(0] ...v poradku.
1010101 1 0
1
0
1
1
0001111 0 1
napt.. Db={01 10011 0Of=11] ...chyba na pozici 1102 = 6.
1010101 1
0

0

Jak to, Ze chybny bit najdeme tak snadno? Protoze vektor Db = (1,1,0)” je obsazen v matici D
v Sestém sloupecku, staci zménit Sesty bit vektoru b a uz bude platit rovnost Db = 0. VSimnéme si, Ze
matice D obsahuje ve sloupcich vSechny nenulové vektory, tedy vSechny mozné vysledky souc¢inu Db jsou
pokryty. Navic sloupce matice D vyjadiuji v binarnim zapisu ¢isla 1 az 7, proto uréime index pokazeného
bitu pomoci dvojkového vyjadieni vektoru Db.

nékolik podrobnosti k matici D zminime v piikladu B.75] U

Problémy

4.1. Bud G koneéna grupa a H jeji podgrupa. Dokazte, Ze velikost G je délitelna velikosti H. Pti ditkazu
mozné vyuzijete nasledujici mezikroky:

(a) ozna¢me aH := {ah; h € H,
(b) pro kazdé a,b € G plati bud aH = bH, anebo aH NbH = (),
(c) pro kazdé a € G plati, ze velikost aH je stejna jako velikost H.

$)Tato mnozina se nazyva levy koset.
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4.2.

4.3.
4.4.
4.5.

Pro permutaci p € S,, definujme matici P € R” tak, ze P;; = 1 pokud p(i) = j a nula jinak.
Ukazte, Ze tato definice je ekvivalentni definici permutacni matice ze sekce B4l Déle zjistéte, jak
vypada permutacni matice inverzni permutace a permutacni matice sloZzeni dvou permutaci.

Dokazte vlastnost z poznamky [4.20]
Spoditejte prumérny pocet cykli v n-prvkové permutaci.

Urcete pravdépodobnost, Ze u ndhodné zvolené permutace p € S, je ten cyklus, ktery obsahuje
prvek 1, dlouhy pfesné k.
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Kapitola 5

Vektorové prostory

Vektorové prostory (v nékterych odvétvich oznacované také jako linedrni prostory) zobeciuji dobfe znamy
prostor aritmetickych vektort R™. Stejné jako u grup a téles je zadefinujeme pomoci abstraktnich axiomdu.

Prvni myslenky na zavedeni vektort pochézi od Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646-1716). Solidni
teorii v8ak vybudoval az némecky ucitel, lingvista a filosof Hermann Grassmann (1809-1877) poté, co jej
roku 1845 o tomto problému (a o cené za rozvinuti Leibnizovych myslenek) informoval August Ferdinand
Mobius (1790-1868). Pojmy, se kterymi se sezndmime, jako naptiklad podprostor ¢i linearni zéavislost,
stejné jako axiomatizaci pomoci komutativity, asociativity a distributivity, zavedl pravé Grassmann. Vy-
budovana teorie vSak byla tézka na pochopeni a ve své dobé se nesetkala moc s pochopenim. S vyjimkou
Williama Rowana Hamiltona (1805-1865), ktery téz prispél k budovani teorie vektorovych prostori a
povazoval Grassmanna za génia, upadl Grassmann trochu v pozapoméni, nez ho ,znovuobjevil® italsky
matematik Giuseppe Peano (1858-1932). Soucasna verze definice vektorovych prostorii pochazi od némec-
kého matematika Hermanna Weyla (1885-1955).

5.1 Zakladni pojmy

Priklad 5.1 (Motiva¢ni). Usporadana n-tice realnych ¢isel v = (v1,...,v,) méa v eukleidovském n-
dimenziondlnim prostoru R™ dvé mozné interpretace a obé budeme pro geometrickou predstavu pouzivat.
MiiZeme se na ni divat jako na jeden konkrétni bod nebo jako na vektor. Vektor udava smér od pocatku
(0,...,0) k bodu (vy,...,v,). S vektory umime nésledujici operace:

e Scitdni. Sou¢tem vektortu je opét vektor, pro u,v € R" je u 4+ v = (ug + v1,..., Uy + vy). SCitani je
komutativni a asociativni.

e Ndsobeni ¢islem. Nasobek vektoru je opét vektor, pro a € R, v € R" je aw = (awy, ..., av,). Nasobek
vektoru udava stejny smér (pokud « > 0) nebo opaény smér (pokud a < 0). Jsou splnény zakladni
vlastnosti jako napiiklad distributivita vii¢i séitani.

7
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vvvvv

S redlnymi aritmetickymi vektory jsou mozné jesté dalsi operace, ale ty prozatim neuvazujeme. V nasi
snaze zobecnit pojem vektoru a prostoru vektorti budeme prirozené pozadovat podobné vlastnosti, které
jsme zminili nahote. Tedy abychom vektory uméli séitat a nasobit skalarem (¢islem) a aby tyto operace
splitovaly zakladni axiomy. O

Definice 5.2 (Vektorovy prostor). Bud T téleso s neutralnimi prvky 0 pro séitani a 1 pro nasobeni.
Vektoroviym prostorem nad télesem T rozumime mnozinu V s operacemi séitani vektort +: V2 = V, a
nésobeni vektoru skalarem -: T x V — V spliujici pro kazdé o, 8 € T a u,v € V:

(1) (V,+) je Abelova grupa, neutralni prvek znacime o a inverzni k v pak —v,

(2) a(fv) = (af)v (asociativita),

(3) v =,

4) (a4 B)v=av+ pv (distributivita),
(5) a(u+v)=au+av (distributivita).

Prvkim vektorového prostoru V tikame vektory a budeme je znaéit latinkou. Vektory piSeme bez Sipek,
tedy v a ne U. Prvkum télesa T pak fikame skaldry, a pro odliSeni je budeme znacit feckymi pismeny.

Priklad 5.3. Piiklady vektorovych prostorti:

e Aritmeticky prostor R nad R, ¢ obecnéji T" nad T, kde T je libovolné téleso; n-tice prvki z télesa
T sc¢itame a nasobime skaldrem po slozkdch podobné jako u R”. Axiomy z definice vektorového
prostoru pak vyplyvaji z vlastnosti télesa.

e Prostor matic R™*™ nad R, ¢i obecngji T™*™ nad T. Axiomy z definice vektorového prostoru se
snadno nahlédnou z vlastnosti matic a téles.

e Prostor vSech realnych polynomt proménné z nad télesem R, znacime jej P.

e Prostor vSech realnych polynomii nad R proménné x stupné nanejvys n, ktery zna¢ime P". Operace
jsou definovany standardnim zpusobem:

— Sé&itani:
(anx™ + 12" 4+ ar+ ag) + (bpa™ + by12" Y 4 b+ by) =
= (an + bp)2™ + (an_1 4+ bp_1)z" 4+ ...+ (ay + b))z + (ag + bo)

— Nasobeni skaldrem a € R:

™ 4 ap 12" F L ayr +ag) =

= ()" + (aan_1)z" t + ...+ (aay)z + (aag)

— Nulovy vektor: 0.
— Opaény vektor:

— (apz™ + 12" N+ agz + ap) =

= (—ap)z" + (—ap_1)z" L+ ...+ (—ay)x + (—ap)
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e Prostor vSech redlnych funkei f: R — R, ktery zna¢ime F. Funkce f,g: R — R s¢itdme tak, ze
se¢teme piislugné funkéni hodnoty, tedy (f + g)(z) = f(z) + g(x). Podobné funkci f: R — R
nasobime skalarem a € R tak, Ze vynasobime vSechny funkéni hodnoty, tj. (af)(z) = af(z).

9(x)
Y Yy
3f(z)
f(x)
(f+9)(x)
L/ X X
f(z)
Soucet vektort. Vynasobeni vektoru skalarem.

e Prostor viech spojitych funkei f: R — R, ktery znac¢ime C. Prostor vSech spojitych funkei f: [a,b] —
R na intervalu [a, b] pak znacime C, ;). Operace jsou definoviny analogicky jako pro F.

Pokud nefekneme jinak, prostory R™ a R™*™ budeme nadale implicitné uvazovat nad télesem R. O

Tvrzeni 5.4 (Zakladni vlastnosti vektorta). V prostoru V' nad télesem T plati pro kaZdy skalir « € T a
vektor v € V:

(1) Ov = o,
(2) ao = o,
(3) av = o implikuje, Ze o« = 0 nebo v = o,

(4) (=Dv = —v.

Diikaz. Analogicky jako u vlastnosti v télese. O

5.2 Podprostory a linearni kombinace

Definice 5.5 (Podprostor). Bud V vektorovy prostor nad T. Pak U C V je podprostorem prostoru V,
pokud tvori vektorovy prostor nad T se stejné definovanymi operacemi. Znaceni: U € V.

Jak ukazuje nésledujici tvrzeni, ekvivalentni definice podprostoru je, Ze musi obsahovat nulovy vektor
a byt uzavieny na obé operace.

Tvrzeni 5.6. Bud U podmnoZina vektorového prostoru V- nad T. Pak U je podprostorem V prdvé tehdy,
kdyZ plati:

(1) o€ U,

(2) Vu,veU:u+veU,

(3) Va e TVueU:auel.

Diikaz. Pokud je U podprostorem V', pak musi spliiovat pozadované t¥i vlastnosti z definice vektorového
prostoru.

Predpokladejme naopak, ze U spliuje zadané tii vlastnosti. Ostatni vlastnosti z definice vektorového
prostoru (jako je komutativita, asociativita, distributivita) pak plati také, protoze plati pro mnozinu V', a
tudiz automaticky plati i pro kazdou jeji podmnozinu. To, Ze je mnozina U uzaviena na opac¢né vektory,
vyplyva z uzavienosti na nasobky, nebot podle tvrzeni 5.4l je —v = (—1)v. O

Priklad 5.7. Priklady vektorovych podprostorii:

e Dva trivialni podprostory prostoru V jsou: V a {o}.



80 Kapitola 5. Vektorové prostory

Libovolna pifmka v roviné prochazejici po¢atkem je podprostorem R?, jina ne.
PrePeCerF.

e MnoZina symetrickych realnych matic fadu n je podprostorem prostoru R™*".

Q™ nad Q je podprostorem prostoru R™ nad Q, ale neni podprostorem prostoru R™ nad R, protoze
pracuje nad jinym télesem.

Nékteré vlastnosti vektorovych podprostorii:
e Jsou-li U,V podprostory prostoru W a plati-li U C V', pak U € V.
e Pro vlastnost ,byti podprostorem® plati transitivita, ¢ili U € V € W implikuje U € W. O

Nyni ukadZeme, Ze prinik libovolného systému (i nekonecného nespocetného) podprostori je zase pod-
prostor. Pro sjednoceni tato vlastnost obecné neplati (najdéte protipiiklad).

Tvrzeni 5.8 (Pranik podprostort). Bud V' wvektorovy prostor nad T, a méjme V;, i € I, libovolny systém
podprostori, V.. Pak (\;c; Vi je opét podprostor V.

Diikaz. Podle tvrzeni sta¢i ovéfit t¥i vlastnosti: Protoze o € V; pro kazdé ¢ € I, musi byt i v jejich
priniku. Uzavienost na scitani: Bud u,v € (;c; Vi, tj. pro kazdé i € I je u,v € V;, tedy i u+v € V.
Proto u + v € (,c; Vi. Analogicky uzavienost na nasobky: Bud a € T a v € (;¢; V;, tj. pro kazdé i € 1
jev eV, tedy i av € V;. Proto av € (,c; Vi. O

Tato vlastnost nés opraviiuje k nasledujici definici, ktera formalné zavadi nejmensi podprostor, obsa-
hujici danou mnozinu vektort.

Definice 5.9 (Linearni obal). Bud V vektorovy prostor nad T, a W C V. Pak linedrni obal W, znaceny
span(W), je prinik vSech podprostorii V' obsahujicich W, to jest span(W) = .y cpey U-

Linearni obal mnoziny vektori W je tedy nejmensi prostor obsahujici W v tom smyslu, ze jakykoli
jiny prostor obsahujici W je jeho nadmnozinou.

Piiklad 5.10. Piiklady linearnich obalii ve vektorovém prostoru R?:
e span{(1,0)”} je p¥imka, konkrétné osa x1.
e span{(1,0)7,(2,0)T} je totéz.
e span{(1,1)7,(1,2)T} je celd rovina R2.
e span{} = {o}. O
S linedrnim obalem se vaze jesté nékolik pojmi, které budeme pouZivat.

Definice 5.11 (Generatory a kone¢né generovany prostor). Necht prostor U je linedrnim obalem mnoziny
vektora W, tedy U = span(W). Pak fikame, ze W generuje prostor U, a prvky mnoziny W jsou generdtory
prostoru U. Prostor U se nazyva konecné generovany, jestlize je generovany néjakou koneénou mnozinou
vektorii.

Piiklad 5.12. Uvazujme vektorovy prostor R? a jeho podprostor U reprezentovany osou 1. Tento pod-
prostor lze vygenerovat vektorem (1,0)7, nebo Ize vygenerovat vektorem (—3,0)7, anebo jakymkoli jinym
tvaru (a,0)7, kde a # 0. Nicméng, U lze vygenerovat i mnozinou vektora {(2,0)7,(5,0)7}. Vidime, Ze
tato mnozina neni miniméln{ — jeden vektor lze odstranit a zbyly vektor stale generuje podprostor U. Tato
snaha o minimalni reprezentaci a odstranéni redundanci povede pozdéji k pojmu baze (sekce [5.4]). ]

Vektory umime sé¢itat a nésobit skalarem. Opakovanim téchto operaci na vektory vy, ..., v, vytvaiime
takzvané linearni kombinace vektord vy, ..., vy,.

Definice 5.13 (Linearni kombinace). Bud V vektorovy prostor nad T a vy,...,v, € V. Pak linedrni
kombinaci vektora vy, ..., v, rozumime vyraz typu Z?:l Q;v; = aqv1 + ... + apvn, kde aq, ..., a, € T.
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Poznamka 5.14. Zde je potieba zdiraznit, Zze uvazujeme pouze linearni kombinace kone¢né mnoha
vektori. To pro naSe ucely plné postacuje, protoze vesmés budeme pracovat s koneéné generovanymi
vektorovymi prostory. Nekoneéné linearn{ kombinace je mozné také v nékterych piipadech zavést, ale
potiebovali bychom silnéjsi predpoklady (napf. pracovat nad R) a silnéjsi aparat (limity, konvergenci, .. .)

Poznamka 5.15. Linearni kombinaci I1ze chapat dvéma zptisoby. Prvni zptisob je chapat ji jako vyraz
Yo, a;v; a druhy zpisob je uvazovat jeji konkrétni hodnotu, tedy vysledny vektor. Budeme pouzivat oba
tyto pohledy.

Poznamka 5.16. Oznaceni typu vy, ..., v, jsme doposud pouZzivali vyhradné pro jednotlivé slozky arit-
metického vektoru v = (v1,...,v,). Nicméné, nyni ho budeme pouZivat spise pro n néjakych vektort.
Vyznam by v8ak mél byt vZdy jasny z kontextu.

Pomoci linearnich kombinaci miZeme vygenerovat cely linearni obal koneéné mnoziny vektoru.

Véta 5.17. Bud V wvektorovy prostor nad T, a mé&me v1,...,v, € V. Pak

span{vi, ..., v} = {d 1 avi; aq,..., 0y € T}. (5.1)
Diikaz. Inkluze ,,0%. Linearni obal span{vi,...,v,} je podprostor V obsahujici vektory vy,...,v,, tedy
musi byt uzavieny na nésobky a sou¢ty. Tudiz obsahuje i ndsobky ayv;, ¢ = 1,...,n, a také jejich soucet

Z?:l QU5

Inkluze ,,C“. Stac¢i ukizat, Ze mnozina linearnich kombinaci
— n e
M T {Zizl QUi Oy ..ny Oy S T}

je vektorovy podprostor V' obsahujici vektory vi,...,v,, a proto je jednou z mnozin, jejichz prinikem
span{vy, ..., v, } vzniklo. Pro kazdé i je vektor v; v mnoziné M obsaZen, sta¢i vzit linearni kombinaci s a; =
laa; =0,j # i Nulovy vektor rovnéz obsahuje, vezméme linearni kombinaci s nulovymi koeficienty.
UzavTenost na soucty: Vezméme libovolné dva vektory u = > 1" | Bivi, v = > " | Blv; z mnoziny M. Pak
utu =30 Bivi+ > Bl = >0 (Bi+ Bl)vi, coz je prvek mnoziny. Podobné pro nasobky, bud « € T,
pak au = ad ;| Bivi = > (afi)vi, coz opét nalezi do mnoziny M. d

Priklad 5.18. Linearni obal jednoho vektoru v je dan mnoZinou vSech jeho linearnich kombinaci, tedy
jeho nasobk:

span{v}
2v

Lineérni obal dvou vektorti u,v (s riznymi sméry) v prostoru R? piedstavuje rovinu:

span{u, v}
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O

Prekvapivé miizeme pomoci (kone¢nych) linearnich kombinaci vygenerovat linearni obal i nekonecné
mnoziny vektoru.

Tvrzeni 5.19. Bud V vektorovy prostor nad T a bud M C V. Pak span(M) je tvoren vsemi linedrnimi
kombinacemi kazdé konecné soustavy vektori z M.

Diikaz. Analogicky dukazu véty 517 nechédvame na cviceni. O

Poznamka 5.20 (Trochu jiny pohled na soustavu rovnic Az = b). Vyraz Az = Zj xjA; je vlastné

linearni kombinace sloupcti matice A (srov. poznamka [3.19), takze fesit soustavu Az = b znamena hledat
linearni kombinaci sloupci, ktera se rovna b. ReSeni tedy existuje pravé tehdy, kdyz b nalezi do podprostoru
generovaného sloupci matice A, tedy b € span{A,1,..., A }.

Poznamka 5.21 (Trochu jiny pohled na soucin matic AB). Predchozi tvahu miZeme pouZit i pro ma-
ticové nasobeni. Uvazujme A € T™*P B € TP*™. Zaméfime se nejprve na sloupce vysledné matice AB.
Libovolny j-ty sloupec vyjadiime (AB).; = AB,; = > }_; bij Ak, je tedy linearni kombinaci sloupci
matice A. Schematicky:

blj
bgj

bpj
| | | |
Aa Aw ... Ay . (AB)*j
| | | |

Kazdy sloupec matice AB je tudiZ tvofen linearni kombinaci sloupcti matice A.

Podobné lze interpretovat maticové nasobeni jako vytvareni linedarnich kombinaci fadku. Libovolny
i-ty fadek vysledné matice AB vyjadifme jako (AB);x = AuB = > % _; 4By, a tedy predstavuje line-
arni kombinaci fadkt matice B. Na elementarni fadkové apravy matice B se pak muzeme divat jako na
vytvareni linedrnich kombinac{ fadkd a nahrazovani ptivodnich fadki témito kombinacemi.

Poznamka 5.22 (Jesté jiny pohled na sou¢in matic AB). Sou¢in A € T"*P B € TP*™ lze vyjadiit jesté
jinym zptsobem jako AB =7 _, A,;By,. Kazdy ¢len sumy predstavuje vngjsi soucin dvou vektort, coz
vytvori matici hodnosti nanejvys 1. Timto predpisem jsme tedy rozepsali matici na sou¢et maximéalné k
matic hodnosti 1. Nahlédnout toto vyjadieni souc¢inu matic je snadné, nebot porovnanim prvka na pozici
i,j mame

(AB)ij = >0 _| A By,
(>hes A*kBk*)ij = > b _(AkBis)ij = > v AitBrj.

Ktera z uvedenych forem maticového souéinu se pouziva v praktickych implementacich Na to nenf
jednoduché odpovéd. Pokud jsou matice A, B velké, rozdéluji se na mensi bloky a na nejvyssi drovni
se nékdy pouziva forma soucinu z této poznédmky. Pro soucin jednotlivych bloki se pak pouziva forma
z poznamky [5.211 Oproti standardni definici B.7 maticového soudinu mé vyhodu v tom, Ze 1épe hospodaii
s na¢itanim hodnot matice do riznych trovni paméti. Vice podrobnosti viz |Goto and Geijn [2008§].

Y Specifikace rozhrani pro zékladni maticové operace jsou dané v knihovné BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms).
Nejedna se o konkrétni knihovnu, ale spiS§ o popis standardu. Jednotlivych implementaci je pak celd fada a pouzivaji vnitiné
razné algoritmy mj. v zavislosti na cilové architektufe.
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5.3 Linearni nezavislost

Kone¢né generovany prostor typicky mize byt generovan riznymi mnozinami vektort. Motivaci pro tuto
sekei je snaha najit mnozinu generéatori, ktera bude minimélni co do po¢tu i co do inkluze (tedy zZadna ostra
podmnoZina uz prostor negeneruje), srov. piiklad (.12l To pak povede i k pojmim jako béaze, soufadnice
a dimenze.

Definice 5.23 (Linearni nezévislost). Bud V' vektorovy prostor nad T a méjme vektory vy,...,v, € V.
Pak vektory vy, ...,v, se nazyvaji linedrné nezdvislé, pokud rovnost » ., o;v; = o nastane pouze pro
ay =...=a, = 0. V opaéném piipadé jsou vektory linedrné zdvislé.

Tedy vektory wvy,...,v, jsou linedrné zavislé, pokud existuji ai,...,qa, € T, ne vSechna nulovi a
takova, ze Y ;| v = o.

Pojem linearni nezavislosti zobecnime i na nekonené mnoziny vektorti, nicméné s nekoneény byva
trochu potiZ (napf. co by se myslelo nekoneénou linearni kombinaci?), proto se to definuje takto:

Definice 5.24 (Linearni nezavislost nekone¢né mnoziny). Bud V' vektorovy prostor nad T a bud M C V
nekone¢né mnozina vektort. Pak M je linedrné nezdvisla, pokud kazda koneéna podmnozina M je linedrné
nezavisla. V opacném pripadé je M linedrné zdvisld.

Piriklad 5.25. Piiklady linearné (ne)zavislych vektori v R?:

e (1,0)7 je linearn& nezavisly,

(1,0)T, (2,0)T jsou linearné zavislé,

(1,1)7, (1,2)" jsou linearné nezévislé,

(1,007, (0, ), (1,1)T jsou linearné zavislé,

(0,0)7 je linearné zavisly,

e prazdnd mnozina je linedrné nezavisla. O
Priklad 5.26. Neni tézké nahlédnout, Ze dva vektory tvori linearné zavisly systém pokud jeden z nich je
nésobkem druhého. Pro vice vektort vSak linearni zavislost neni tak snadno vidét. Jak prakticky zjistit,
zda dané aritmetické vektory, napi. (1,3,2)7, (2,5,3)7, (2,3,1)T, jsou linearné zavislé ¢i nezavislé? Podle
definice hledejme, kdy linedrni kombinace vektori da nulovy vektor:

1 2 2 0
al3]l+8|5]+v[3] =10
2 3 1 0

Toto vyjadiime ekvivalentné jako soustavu rovnic s neznamymi «, 3, v, kdy prvni rovnice odpovida rovnosti
vektort v prvni sloZce, a podobné pro dalsi dvé:

la+ 2842y =0,
3a+568+3y=0,
20+ 38+ 1y = 0.

Soustavu vyTeSime upravenim matice soustavy na odstupfiovany tvar

1 2 210 1 0 —4]0

35 3|0l~101 3]0

2 3 1|0 00 010
Soustava mé nekone¢né mnoho feSeni a urcité najdeme néjaké nenulové, napt. « = 4, = -3, v = 1. To
znamend, Ze dané vektory jsou linearné zavislé. (Jesté jiné postupy uvedeme pozdéji v sekei 5.0l ) O

Priklad 5.27. Definice linedrni nezavislosti trochu pfipomina definici regularity (definice B.26]). Neni
to ndhoda, sloupce regularni matice (a potazmo i fadky) predstavuji dalsi piiklad linedrné nezavislych
vektori. Podle definice je ¢tvercova matice A regularni, pokud rovnost > y A,jx; = o nastane pouze pro
T = 0, a toto presné odpovid4 linearni nezavislosti sloupcti matice A. ]
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Véta 5.28. Bud V wvektorovyj prostor nad T, a mé&jme vy, ...,v, € V. Pak vektory vy, ..., vy, jsou linedrné
zavislé pravé tehdy, kdyz existuje k € {1,...,n} takové, Ze vy, = Z#k ;v pro néjaké aq, ... o, €T, to
jest vy, € span{vy, ..., Vk_1,Vk41,---,Un}.

Diikaz. Implikace ,,=“. Jsou-li vektory vq,...,v, linearné zavislé, pak existuje jejich netrividlni linearni
kombinace rovna nule, tj. > Biv; = o pro Bi,...,B, € T a B # 0 pro ng&jaké k € {1,...,n}. Zde
muzeme zvolit libovolné k takové, ze B, # 0. Vyjadiime k-ty ¢len Srvp = =), 2k Biv; a po zkraceni
dostavame pozadovany piedpis vy =, ¢k(—ﬁ];1 Bi)v;.

Implikace ,,<=“. Je-livg, = >, 2k Qi pak vy —> . 4k QiU = 0, COZ je pozadovana netrivialni kombinace
rovna nule, nebot koeficient u v je 1 # 0. O

Dusledkem je jesté jind charakterizace linearni zavislosti. Ta m)j. Fiké, Zze vektory jsou linedrné zévislé
pravé tehdy, kdyz odebranim néjakého (ale ne libovolného, viz piiklad [E30) z nich se jejich linearni
obal nezmensi. TudiZz mezi nimi je néjaky nadbyteény. U linedrné nezavislého systému je tomu naopak:
Odebréanim libovolného z nich se jejich linedrni obal ostfe zmensi, neni mezi nimi tedy zadny nadbytecny.

Disledek 5.29. Bud V wvektorovy prostor nad T, a méjme v,...,v, € V. Pak vektory vi,...,v, jsou
linedrné zdvislé pravé tehdy, kdyz existuje k € {1,...,n} takové, Ze
span{vi,...,v,} = span{vy, ..., V1, V41, .-, Un}- (5.2)

Diikaz. Implikace ,,=*. Jsou-li vektory wvi,...,v, linedrné zavislé, pak podle véty B.2§ existuje k& €
{1,...,n} takové, ze vy = Z#k a;v; pro néjaké aq,...,a, € T. Inkluze DO v (5.2)) je splnéna trivialné,
zaméfime se na tu opacnou. Libovolny vektor u € span{vy,...,v,} se da vyjadfit jako linedrni kombinace

u=>_ i =Bro+ Y _ Bivi = 5k<z Oéz‘vz‘) + 3 Bivi =Y (Brai + Bi)vi.
i—1 i#k i#k ik ik

Tedy u € span{vy,...,Uk_1, Vkt1,---,Vn}t & mame dokdzanou inkluzi ,C“ v ([B.2)).
Implikace ,,<*“. Pokud plati rovnost (5.2]), tak

v € span{vy, ..., v, } = span{vy, ..., Vk_1,Vk41,---,Un}
a podle véty B.28] jsou vektory vy, ..., v, linedrné zavislé. U

Pi#iklad 5.30. Vektory (2,3)7,(2,1)7,(4,2)T € R? jsou linearné zavislé, tudiz jejich linedrni obal lze
vygenerovat i z vlastni podmnoziny téchto vektori. Mtizeme odstranit napfiklad druhy, anebo tieti vektor
(ale ne oba zaroveil) a vysledné dva vektory porad budou generovat stejny prostor R?. Nicméné, prvni
vektor odebrat nelze, zbylé dva vektory uz R? nevygeneruji! U

5.4 Baze

Definice 5.31 (Béaze). Bud V vektorovy prostor nad T. Pak bdzi rozumime jakykoli linedrné nezavisly
systém generatord V.

V definici pod pojmem systém rozumime uspofadanou mnozinu, Casem uvidime, pro¢ je usporadani
dulezité (pro soufadnice atp.). Nicméné pro jednoduchost znaceni budeme bézi, skladajici se z kone¢né
mnoha vektort vy, ..., vy, znacit {vy,...,v,}.

Baze je tedy podle definice takovy systém generdtort prostoru V', ktery je minimélni ve smyslu in-
kluze. Kazdy z generatori mé sviij smysl, nemtzeme zadny vynechat, jinak bychom nevygenerovali cely
prostor V.

Priklad 5.32. Priklady bazi:
e V R? mame bézi napt. e; = (1,0)7, ex = (0,1)T. Jina baze je (7,5)7, (2,3)T.

e VRR" méame napi. bazi ey, . . ., e,, fika se ji kanonickd a znaci se kan. Kazdy vektor v = (v1,...,v,)7 €
R" se da vyjadrit jako linearni kombinace vektorii baze jednoduse jako v = Y"1 | vie;.
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e V P je bazi napt. 1,z,22,...,2". Kazdy polynom p € P" v zékladnim tvaru p(z) = a,z™ + ... +
a1z + ag jiz je vyjadreny jako linearni kombinace bazickych vektori (v opaéném poradi).

Toto je na prvni pohled nejjednodussi baze, nikoliv vS8ak jedind moznéa. Bernsteinova baze se sklada
z vektori (?) 2'(1— )" “ proi=0,1,...,n a pouziva se pro riizné aproximace, napi. ve vypocetni
geometrii pro aproximaci kiivek prochazejicich nebo kontrolovanych danymi body (tzv. Bézierovy
kiivky, pouzivaji se tieba v typografii pro popis fonti). O

e V P je bazi napf. nekoneény ale spodetny systém polynomi 1, xz, z2,

e V prostoru Cj, 5 také existuje baze, ale nenf jednoduché zédnou explicitné vyjadrit.

Véta 5.33. Necht vy, ...,v, je bdze prostoru V. Pak pro kaZdy vektor w € V' existuji jednoznacné urcené
koeficienty au, ..., o € T takové, Ze u ="y ;" | a;v;.

Diikaz. Vektory vi,...,v, tvoii bazi V, tedy kazdé u € V se da vyjadiit jako u = )" ; a;v; pro vhodné

skalary aq,...,a, € T. Jednozna¢nost ukazeme sporem. Necht existuje i jiné vyjadient u = Y 1 | S;v;.
Potom " | ajv; — Y iy Biv; = u — u = o, neboli Y " | (a; — f;)v; = 0. Protoze vi,..., v, jsou linearné
nezavislé, musi «; = 5; pro kazdé i = 1,...,n. To je spor s tim, Ze vyjadieni jsou rizna. ]

Diky zminéné jednoznacnosti mizeme zavést pojem soufadnice.

Definice 5.34 (Soufadnice). Necht B = {vy,...,v,} je baze prostoru V a necht vektor v € V ma
vyjadfeni u = """ | a;v;. Pak soufadnicemi vektoru w € V vzhledem k bazi B rozumime koeficienty
ai,...,a, a vektor soufadnic znacime [u]g == (a1,...,an)T.

v

Pojem soufadnic je dilezitéjsi, nez se na prvni pohled zda. Umoznuje totiZz reprezentovat tézko ucho-
pitelné vektory a (koneéné generované) prostory pomoci soufadnic, tedy aritmetickych vektort. Kazdy
vektor ma urcité soutfadnice a naopak kazda n-tice skalart dava soutadnici néjakého vektoru. Existuje tedy
vzajemné jednozna¢ny vztah mezi vektory a soufadnicemi, ktery pozdéji (sekce B3] vyuzijeme k tomu,
abychom Fadu, napf. pocetnich, problému z prostoru V prevedli do aritmetického prostoru, kde se pracuje
snadnéji.

Piiklad 5.35. Soufadnice vektoru vzhledem k bazi v prostoru R2.

Y Y
(2,37 1 (-2,3)7 ]
€2t L T
A (_3’ 1)T (L]-)
%1 x T x
Soufadnice vektoru (—2,3)” vzhledem ke Soutadnice vektoru (—2,3)7 vzhledem k bazi
kanonické bazi: [(—2,3)" Jian = (—2,3)7. B={(-317),(1,1)"}: [(-2,30)]s = (5, DT.
O
Pi#iklad 5.36. Pro kazdé v € R" je [v)ian = v, nebot vektor v = (v1,...,v,)T ma vyjadieni v =
Z?:l Vi€;. |
Piiklad 5.37. Uvazujme bazi B = {1, z,22} prostoru P2. Pak [32% — 5] = (—5,0,3)7. Obecné kazdy
polynom p € P" v zakladnim tvaru p(z) = ap,2™+...+a12+ag ma vzhledem k bazi B = {1, z, 22 "}
soutadnice [p|p = (ag,a1,...,a,)".

Pi#iklad 5.38. Bud B = {v1,...,v,} baze prostoru V. Potom [vi]g = (1,0,...,0)T = ey, [1a]p = €2, ...,
[vn]B = €n. O
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Piiklad 5.39. Nahlédnéte nasledujici pozorovani pro vektorovy prostor V:

o Jelivy,...,v, € V systém generatori V, pak kazdy vektor u € V lze vyjadfit jako linedrni kombinaci
vektoru vy, ..., v, alespon jednim zptisobem.

e Jsou-li vq,...,v, € V linedrné nezavislé, pak kazdy vektor u € V lze vyjadrit jako linearni kombinaci
vektorl vy, ..., v, nejvyse jednim zptisobem.

o Jeli vy,...,v, € V baze V, pak kazdy vektor u € V lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
V1,...,U, pravé jednim zpusobem. O

Tvrzeni 5.40. Pro libovolnou bizi B konecné generovaného prostoru V nad T, vektory u,v € V a skaldr
a €T plati

[u+v]p = [u]s + [v]B,
[av]p = alv]p.
Diikaz. Necht baze B sestava z vektorii z1,. .., zp, necht u = > 7" | B;z a necht v = > | 7;2z;. Potom
u+v =371 (B + i)z a tedy
[ulp+ [v]ls=(Br,-- . B)" + (0, m) = Br+71, - Ba+ )" = [u+1]B.

Podobné pro nasobek afu|p = a(B1,...,B.)" = (B, ..., aB,)T = [au]s. O

Vlastnost z tvrzeni miZeme zobecnit: Soufadnice libovolné linearni kombinace vektori jsou rovny
té samé linedrni kombinaci jejich soufadnic. Soutradnice tedy zachovéavaji jistou strukturu a vazby mezi

vektory (linearni zavislost aj.). Pozdéji v kapitole [@ uvidime, Ze diky této vlastnosti dokaZeme efektivné
vyjadfovat souradnice.

Véta 5.41 (O existenci baze). Kazdy vektorovy prostor md bdzi.

Driikaz. Diikaz provedeme pouze pro kone¢né generovany prostor V. Pro ty ostatni je dikaz slozitéjsi a je
potfeba ur¢ité poznatky z teorie mnozin (tzv. Zornovo lemma).

Bud vi,...,v, systém generatort prostoru V. Jsou-li vektory linearné nezévislé, tak uz tvori béazi.
Jinak podle dusledku existuje index k tak, Ze

span{vy, ..., v} = span{vy, ..., Vk_1, Vgt1,---,Un}-

Tedy odstranénim v, bude systém vektort stale generovat V. Je-li nyni systém vektoru linedrné nezavisly,
tvofi béazi. Jinak postup opakujeme dokud nenajdeme bazi. Postup je kone¢ny, protoze méme konecnou
mnozinu generatori, tudiz bazi najit musime. O

Nyni sméfujeme k tomu, Ze pro dany kone¢né generovany prostor jsou vSechny jeho béze stejné velké,
coz povede k zavedeni pojmu dimenze. K tomuto tucelu nejprve ukidZzeme pomocné tvrzeni, které rika, kdy
mohu v systému generatorii vektorového prostoru vyménit néjaky z generatora za tuplné jiny vektor.

Lemma 5.42 (O vyméné). Bud y1,...,Yn Systém generdtori vektorového prostoru V a necht vektor
xz €V md vyjddieni x =Y ;| auy;. Pak pro libovolné k takové, Ze ay # 0, je Y1, .., Yk—1, %, Ykt1s - - - Yn
systém generdtori prostoru V.

Dikaz. Ze vztahu x = )" | oyy; vyjadiime yy
1
Yk = a—k(w - Z%‘Zﬁ)-
£k

Chceme dokazat, ze vektory yi,...,Yk—1,%, Yk+1, - - -, Yn generuji prostor V. Vezméme libovolny vektor
z € V. Pro vhodné koeficienty §; miizeme vektor z vyjadfit jako

n
Bk
z = E Bivi = Bryr + E ﬁiyz‘:a—k<$— E Oéz‘yi) + § Biyi =
i=1 itk itk itk

= g—zﬂ? + ; (@' - i—iai)yi- O
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Pi#iklad 5.43. V prostoru R? uvazujme vektory y; = (1,2)7, y2 = (3,5)7, = = (2,4)T. Vektory y1,yo
generuji cely prostor a vektor x ma vyjadieni x = 2y; + Oyo. Proto mizeme vyménit y; za x a stale plati

span{z,ys} = R2. Vektor yo za z ale jiz vyménit nelze. O
Véta 5.44 (Steinitzova véta o V}?mén). Bud V' wvektorovy prostor, bud x1,...,xy linedrné nezdvisly
systém ve V', a necht y1,...,yy je systém generdtord V. Pak plati

(1) m <nmn,

(2) existuji navzdjem rizné indexy ki, ..., kn_m takové, Ze T1,...,Tm, Yk, -, Yk,_,, LVOTL systém ge-

nerdatoru V.

Drikaz. Diikaz provedeme matematickou indukei podle m. Je-li m = 0, pak tvrzeni plati trivialné. Pfejdéme
k indukénimu kroku. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro m — 1 a ukéZeme, Ze plati i pro m.

Uvazujme vektory x1,...,Zm—1. Ty jsou linearné nezavislé, a podle indukéniho predpokladu je m—1 <
n a existuji navzajem rizné indexy f1,...,0, i1 takové, Ze T1,...,Tm—1,Yes -+ Yoy, generuji V.
Kdyby m — 1 = n, pak by vektory x1,...,%,_1 byly generdtory prostoru V, a dostali bychom x,, €
V =span{z1,...,Tm—1}, coZ je spor s linearni nezéavislosti x1, ..., z,,. Tudiz jsme dokazali prvni tvrzeni
m < n.

Pro dtikaz druhé ¢asti uvazujme linearni kombinaci z,, = ZZWQI oz + )" + Bjye,, coz si mizeme
dovolit diky tomu, Ze vektory v sumé generuji V. Kdyby 81 = ... = Bh_m+1 = 0, pak dostavame spor
s linedrni nezavislosti 1, . .., xy,. Proto existuje k takové, ze 3 # 0. Podle lemmatu[b.42]1ze vyménit y,, za
T a vysledné vektory Ti,...,Tm, Yoy« Ytu_1> Y1+ s Ybu_mss budou opét generovat prostor V. [

Disledek 5.45. Vsechny bdze koneéné generovaného vektorového prostoru V' jsou stejne velké.

Ditkaz. Budte z1,...,Zm a y1,-..,yn dvé baze prostoru V. Specialng, x1,...,Z,, jsou linearné nezavislé
a Y1,...,Yn jsou generatory V, tedy m < n. Analogicky naopak, y1,...,y, jsou linedrné nezavislé a
T1,-..,Tm generuji V, tedy n < m. Dohromady dostavame m = n. U

Tvrzeni se da zobecnit na prostory, které nejsou konecéné generované, s tim, Ze vSechny béze maji
stejnou mohutnost.

5.5 Dimenze

Kazdy kone¢né generovany prostor mé bézi (véta [B41]) a vSechny baze jsou stejné velké (dusledek [545),
coz ospravedliuje zavedeni dimenze prostoru jako velikosti (libovolné) béze.

Definice 5.46 (Dimenze). Dimenze koneéné generovaného vektorového prostoru je velikost néjaké jeho
béze. Dimenze prostoru, ktery neni koneéné generovany, je co. Dimenzi prostoru V znac¢ime dim V.

Priklad 5.47. Priklady dimenzi:
e dimR"” = n, dimR™*"™ = mn, dim {0} =0, dim P" =n + 1,
e realné prostory P, F, a prostor R nad Q nejsou kone¢né generované, maji dimenzi oo (viz pro-
blém [5.1]). O

Nadale budeme uvazovat pouze kone¢né generované vektorové prostory.

Tvrzeni 5.48 (Vztah poc¢tu prvki systému k dimenzi). Pro vektorovy prostor V' plati:

(1) Necht x1,...,xm € V jsou linedrné nezdvislé. Pak m < dimV. Pokud m = dimV, potom
T1,...,Tm je baze.

(2) Necht y1,...,yn jsou generdtory V. Pakn > dimV. Pokud n = dim V', potom yi, ...,y je bdze.

AV angli¢ting replacement theorem, autorem je matematik Ernst Steinitz (1871-1928) z dfive némeckého, dnes polského
Slezska.
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Diikaz. Ozna¢me d = dim V' a necht zy, ..., z4 je baze prostoru V', tedy jeho linedrné nezavislé generatory.

(1) ProtoZe x1, ..., X, jsou linedrné nezavislé a z1, .. ., zq generatory V', tak podle Steinitzovy véty [5.44]
je m < d. Pokud m = d, pak podle stejné véty lze systém x1,...,x,, doplnit o d — m = 0 vektort na
systém generatort prostoru V. Tedy jsou to nutné generatory a tim i béze.

(2) Protoze y1, ..., yn jsou generatory prostoru V' a z1,..., z4 linedrné nezavislé, tak podle Steinitzovy
véty .44l je n > d. Necht n = d. Jsou-li y1,...,y, linedrné nezéavislé, pak tvori bazi. Pokud jsou line-
arné zavislé, pak lze jeden vynechat a ziskat systém generatort o velikosti n — 1 (dusledek [(5.29). Podle
Steinitzovy véty by pak ale platilo d < n — 1, coz vede ke sporu. O

Prvni ¢ast tvrzeni (.48 mj. k4, Ze na bazi se da nahliZzet jako na maximalni linedrné nezavisly systém.
Druh4 ¢ast véty pak fika, Ze baze je minimalni systém generatori (co do inkluze i co do poctu).

Véta 5.49 (Rozsifeni linearné nezavislého systému na bazi). Kazdy linedrné nezdvisly systém vektorového
prostoru V' lze rozsivit na bdzi V.

Diikaz. Necht x1,. .., x,, jsoulinedrné nezavislé a z1, .. ., z4 je baze prostoru V. Podle Steinitzovy véty [5.44]
existujf indexy k1, ..., kq—, takové, Ze x1,...,2m, 2k, .. ., 2k,_,, JjSOU generatory V. Jejich pocet je d, tedy
podle tvrzeni [5.48] je to baze V. O

Véta 5.50 (Dimenze podprostoru). Je-li W podprostorem prostoru V', pak dim W < dim V. Pokud navic
dimW =dimV, tak W =V.

Diikaz. Definujme mnozinu M := (). Pokud span(M) = W, jsme hotovi. V opa¢ném pifpadé existuje
vektor v € W\ span(M ). Pfidame vektor v do mnoZiny M a cely postup opakujeme. ProtoZze M je linearné
nezéavisla mnozina vektori, podle tvrzeni [(.48] je velikost M shora omezena dimenzi prostoru V. Proces je
tedy kone¢ny. Protoze span(M) = W, mnozina M tvoii bazi prostoru M, a proto dim W < dim V.
Pokud dim W = dim V', tak mnozina M musi podle tvrzeni [5.4] tvofit bazi V, a proto W = V. U

Piiklad 5.51. Najdéme vSechny podprostory prostoru R2:
e dimenze 2: to je pouze R? (z véty (.50),
e dimenze 1: ty jsou generovany jednim vektorem, tedy jsou to vSechny piimky prochézejici pocatkem,

e dimenze 0: to je pouze {o}. O

Priklad 5.52 (Struktura podprostori). K tomu, abychom ilustrovali strukturu podprostorii, nejprve
uvazujme v8echny podmnoziny mnoZiny {1,...,n} a relaci ,,byti podmnoZzinou*, neboli inkluzi C. Né&které
podmnoziny jsou neporovnatelné co do inkluze a jiné zase jsou. Inkluze je tedy ¢asteéné usporadani a
miizeme ji znézornit tzv. Hasseovym diagramem, kde spojnice zna¢i ,sousedni” podmnoziny v inkluzi:

{1,2,3}

PN

{1,2} {1,3} {2,3}

\><}><\

{1} {2 {3}

L

Podobnym zplisobem muzeme znazornit i strukturu podprostorti prostoru V' dimenze n, protoze relace
,,byti podprostorem® je také ¢astecné usporadani. Diagram bude mit n 4+ 1 hladin, pri¢emz na i-té hla-
diné budou podprostory dimenze i. Ty jsou mezi sebou neporovnatelné ve smyslu inkluze ¢i ve smyslu
,,byti podprostorem*, nicméné nékteré vektory mohou sdilet. Mezi jednotlivymi hladinami pak opé&t vede
spojnice mezi podprostory, z nichz jeden je podprostorem druhého. Nasledujici obrazek ilustruje struk-
turu podprostort prostoru R3; narozdil od ptedchoziho pifpadu se v prostiednich hladinach vyskytuje
nekonecné mnoho objektii.
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dim 3 Rr’

s

g
~ L
{o}

Vime, Ze sjednoceni podprostori obecné podprostor netvoii. Nicméné muizeme sestrojit linedrni obal
sjednoceni, tomu se Tiké& spojeni podprostori a ma nasledujici ekvivalentni predpis.

dim 0
O

Definice 5.53 (Spojeni podprostori). Budte U,V podprostory vektorového prostoru W. Pak spojeni
podprostori U,V je definovano jako U +V :={u+v; u € Ujv € V}.

Tvrzeni 5.54 (Spojeni podprostori). Budte U,V podprostory vektorového prostoru W. Pak
U+V =span(UUV).

Diikaz. Inkluze ,C*: je trivialni, nebot prostor span(U U V') je uzavieny na soucty.

Inkluze ,,O%: Stac¢i ukazat, ze U + V obsahuje prostory U,V a Ze je podprostorem W. Prvni ¢ast je
ziejmé, pro druhou uvazujme z1,x2 € U + V. Vektory se daji vyjadfit jako x1 = uy + v, up € U, v1 € V,
a Tg = ug + vy, ug € U, vy € V. Potom x1 + x9 = uy + v1 +ug + vy = (ug +uz) + (v1 +v2) € U+ 'V, coZ
dokazuje uzavienost na séitani. Pro uzavienost na nasobky uvazujme r =u+v e U+ V,ueU,veV a
skalar . Pak ax = a(u +v) = (au) + (aw) e U + V. O

Priklad 5.55.
e R? = span{e;} + span{es},
e R3 =span{e;} + span{es} + span{es},
e R3 =span{ey, ez} + span{es},
e R? = span{(1,2)7} + span{(3,4)T},
e ale i R? = span{(1,2)7} + span{(3,4)”} + span{(5,6)7}. O

Pro dimenzi podprostori a jejich spojeni a priniku plati podobny vztah jako znamy vztah pro velikost
kone¢nych mnozin a jejich sjednoceni a priuniku (princip inkluze a exkluze).

Véta 5.56 (Dimenze spojeni a pruniku). Budte U,V podprostory vektorového prostoru W. Pak plati
dim(U +V)+dim(UNV) =dimU + dim V. (5.3)

Diikaz. UNV je podprostor prostoru W, tedy méa konecnou bazi z1, . .., z,. Podle véty [5.49]ji mtzeme rozsi-
fit na bazi U tvaru z1, ..., 2p, 21, ..., Tn. Podobné ji miZeme rozsirit na bazi V tvaru z1,...,2p, Y1, -, Yn-
Staci, kdyz ukazeme, Ze vektory z1,...,2p, T1,...,Tm, Y1,-..,Yn dohromady tvoii bazi U + V, a rovnost
(53)) uz bude platit. Nejprve ukdzeme, Ze to jsou generatory, a pak, Ze jsou linedrné nezavislé.

U+V
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,Generujicnost. Bud z € U+ V, pak z = u+ v, kde u € U,v € V. Vektor u lze vyjadiit u =
SP iz + > ie1Bjrj a podobné v = S vz + Y op—q Ok Potom z = u+v = >0 (o + i)z +
> 7e1 Biwj + D k1 OkYk, tedy vektor 2 je linedrni kombinact nasich vektori.

~Linearni nezéavislost.“ Bud »°* | a5z + > je1 Bimi + >k Yk = o, chceme ukdzat, ze vSechny
koeficienty musi byt nulové. Ozna¢me z == Y ©_, a;z + Z;n:1 Bixj = — Y p_q YkYk- Ziejmé z € UNV,
tedy lze vyjadrit jako linearni kombinaci z = > ¢ §;z;. Tim dostavame z = Y 0 6;zi = — > 01 VkYks
neboli Y ¥ 8;z;+> p_q Vkyr = o. Jedina linearni kombinace linearng nezavislych vektort, ktera da nulovy
vektor, je trividlni, proto J; = 0 pro v8echna i a v = 0 pro v8echna k. Dosazenim do ptuvodni rovnosti
dostaneme Y P | a;z; + Z;n:1 Bjxj = o, a tudiz z linearni nezavislosti mame «; = 0 pro vSechna i a 8; =0
pro vSechna j. O

Piiklad 5.57. Uvazujme nasledujici podprostory prostoru matic R3*3. Podprostor U je tvofen symet-
rickymi maticemi a podprostor V hornimi trojihelnikovymi maticemi. Snadno nahlédneme, Ze dimenze
obou podprostort je 6. Jejich prunik pak tvofi podprostor diagonalnich matic, jehoz dimenze je 3. Dimenzi
spojeni spoc¢itame podle vzorecku (5.3) jako dim(U +V) =dimU +dimV —dim(UNV) =6+6—-3 = 9.
Podle véty je pak nutné U +V = R3*3, spojenim obou podprostort je tedy cely prostor matic. V du-
sledku to také znamena, ze kazdou matici z R3*3 lze vyjadiit jako soucet symetrické a horni trojahelnikové
matice. U

Poznamka 5.58 (Direktni soucet podprostorii). Je-li UNV = {o}, pak spojeni podprostorai W = U +V
se nazyva direktni soucet podprostori U, V a znacise W = U@ V. Podle véty B.50lje dim(U@V) = dim U+
dim V. Podminka U NV = {o} pak navic zpusobi, Ze kazdy vektor w € W lze zapsat jedinym zpisobem
ve tvaru w = u + v, kde u € U a v € V (viz problém [E.2). Nyni jsou napt. R? = span{e;} @ span{es},
R? = span{(1,2)7} @ span{(3,4)”} nebo R? = span{e;} @ span{es} @ span{ez} direktnimi souéty, ale
R? = span{(1,2)”} @ span{(3,4)7} @ span{(5,6)”} neni.

5.6 Maticové prostory

Nyni skloubime teorii matic s vektorovymi prostory. Oba obory se vzajemné obohati: Vektorové prostorovy
pohled nam umozni jednoduse odvodit dalsi vlastnosti matic, a naopak, postupy z maticové teorie ndm
poskytnou néstroje na testovani linedrni nezévislosti, ur¢ovani dimenze atp.
Definice 5.59 (Maticové prostory). Bud A € T™*". Pak definujeme

(1) sloupcovy prostor S(A) := span{A,1,...,Awm},

(2) tadkovy prostor R(A) = S(AT),

(3) jadro Ker(A) := {x € T™; Ax = o}.

Sloupcovy prostor je tedy prostor generovany sloupci matice A, a je to podprostor T™. Podobné
radkovy prostor je prostor generovany fadky matice A, ale jedné se o podprostor T™. Jadro Ker(A) pak je

tvoreno vSemi feSenimi soustavy Ax = o a jedné se také o podprostor T, nebot jsou splnény tii zakladni
vlastnosti:

e Jadro obsahuje nulovy vektor: Ao = o.

e Jadro je uzaviené na souCty: Jsou-li vektory x,y € T" feSenim soustavy, pak Az = o, Ay = o.
Souctem rovnic dostaneme A(x + y) = o, tedy i vektor x 4+ y nalezi do jadra.

e Jadro je uzaviené na nasobky: Je-li vektor x € T™ feSenim soustavy, pak Ax = o. Pro libovolné
a € T plati A(az) = a(Az) = o = o, tedy i vektor ax nalezi do jadra.

111
A‘(o 1 0>‘

Pak jeji sloupcovy prostor je S(A) = R? a jeji fadkovy prostor je R(A) = span{(1,1,1)7,(0,1,0)T}.
Jadro matice A urCime vyfeSenim soustavy Ax = o. Matice A jiz je v odstuphiovaném tvaru, proto

Priklad 5.60. Uvazme reilnou matici
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pomoci volné proménné xs popiSeme mnozinu feSeni jako {(z3,0, —xg)T; x3 € R}. Jadro ma tedy tvar
Ker(A) = span{(1,0,—1)T}.
Vypocet baze jadra matice v Matlabu / Octave:

>> null([1 1 1;0 1 0])
ans =
-0.7071
0.0000
0.7071

O

Diky vété [B.17 mtzeme maticové prostory ekvivalentné charakterizovat pomoci linearnich kombinaci,
coz vede na nasledujici tvrzeni. Porovnejte s interpretaci sou¢inu Az u tvrzeni BI§(5)]

Tvrzeni 5.61. Bud A € T™*"™. Pak
(1) S(A) = {Az; z € T"},

(2) R(A) ={ATy; y € T™}.
Diikaz. Ziejmy z toho, ze Ax = 2?21 x;Asj predstavuje linearni kombinaci sloupcii matice A. V druhé
¢asti analogicky ATy predstavuje linearni kombinaci fadki matice A. O

Maticové muzeme reprezentovat libovolny podprostor V' prostoru T™. Staci vzit néjaké jeho generatory
U1,...,Unp a sestavit matici A € T™*", jejiz fadky tvori pravé vektory vi,...,v,. Pak V = R(A).
Podobné V' muzeme vyjadfit jako sloupcovy prostor vhodné matice z T™*™. Dokonce muZeme prostor V
reprezentovat i jako jadro vhodné matice z T™*™ — to jiz neni zfejmé a pozdé&ji ve tvrzeni [[.7] odvodime
obecnéjsi vysledek. Ziskali jsme tedy néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.62. Bud V podprostor prostoru T™ . Pak
(1) V = S(A) pro vhodnou matici A € T™"*™,
(2) V =TR(A) pro vhodnou matici A € T™*",
(3) V =Ker(A) pro vhodnou matici A € T™*™.
Pokud tedy dokaZzeme dobfe manipulovat s maticovymi prostory, umozni ndm to zachézet i s pod-

prostory T™. Jak ukadZeme pozdé&ji v sekei [6.3] miizeme takto s pomoci souradnic pracovat s libovolnymi
kone¢né generovanymi prostory.

Poznamka 5.63 (Geometricky pohled na maticové prostory). Uvazujme zobrazeni z +— Az s matici
A € T™*" Jadro matice A je tedy tvoreno vSemi vektory z T", které se zobrazi na nulovy vektor.
Sloupcovy prostor S(A) matice A pak zase predstavuje mnozinu vSech obrazii, neboli obraz prostoru
T"™ pii tomto zobrazeni. Jak pozdéji ukdzeme, tyto prostory hraji klicovou roli pro analyzu geometrické
struktury tohoto zobrazeni.
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Podivejme se, jak se méni maticové prostory, kdyZ matici nasobime zleva néjakou jinou matici (to
vlastné déla Gaussova eliminace).
Tvrzeni 5.64 (Prostory a nasobeni matici zleva). Bud A € T™*", Q € TP*™. Pak
(1) R(QA) je podprostorem R(A),
(2) Pokud A = ZﬁékajA*j pro néjoké k € {1,...,n} a néjakd o € T, j # k, pak (QA)«, =
> ik G (QA);.
Diikaz.
(1) Staci ukizat R(QA) C R(A). Bud = € R(QA), pak existuje y € TP takové, ze x = (QA)Ty =
ATQTy = AT(QTy) € R(A).
(2) (QA)*k = QA*k = Q(Z];ﬁk ajA*j) = 2];&14: anA*j = Z];ﬁk Oéj(QA)*j, kde jsme Vylliﬂi tvr-
zeni [3T8(3) O
Véta 1ika, ze fadkové prostory jsou porovnatelné pfimo — po pronésobeni libovolnou matici zleva
dostaneme podprostor. To se snadno nahlédne i z toho, Ze kazdy fadek matice QA je vlastné linearni

kombinaci fadka matice A (viz poznamka [B.27]), a vybranymi linearnimi kombinacemi lze vygenerovat
pouze podprostor. Konkrétné, i-ty fadek matice QA ma vyjadieni (QA);. = Z;ﬂzl ¢ijAjx, schematicky

— Al* -
- AQ* I
) :
‘ odpovida Am
Q ‘ QRA
qit 492 --- Qim — z;n:1qijAj*_

Sloupcové prostory z principu porovnavat nelze, protoZe jsou to podprostory ruznych prostoria (T™ a
TP). Nicméné, jak ¥ika bod tvrzeni [B.64] mezi sloupci se zachovava jakasi linearné zavislostni vazba:
Je-1i i-ty sloupec matice A zavisly na ostatnich, potom i-ty sloupec matice QA je zavisly na ostatnich
se stejnou linearni kombinaci (pozor, linearni nezavislost se nemusi zachovavat). Tuto vlastnost muZzeme
nahlédnout i geometricky. UvaZzujme linearni zobrazeni x — Qx. Pak sloupce matice A se zobrazi na
sloupce matice QA, nebot podle [B1)) je

| |
| |

TudiZ stejna geometrickd transformace x — Qx se aplikuje na vSechny sloupce matice A, a proto zavislosti
mezi sloupci zstanou zachovany i pro vyslednou matici QA.

Priklad 5.65. V matici A je druhy sloupecek je dvojnasobkem prvniho a tato vlastnost ztstane i pro

vysledny soudin QQA:
1 2 4
1 2 -1 4 8 7
a-(3 2B
2 1 1 1 9 7 1 2 4

V matici A’ je tieti sloupecek je souctem prvnich dvou a tato vlastnost opét ztistane i pro vysledny
soucin QA’:
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Jestlize nasobime zleva regularni matici, coz je typicky pripad, tak miizeme odvodit silnéjsi tvrzeni.

Tvrzeni 5.66 (Prostory a nasobeni regularni matici zleva). Bud @ € T™*™ requldrni a A € T™*™. Pak
(1) R(QA) = R(A),
(2) Rovnost Awx =3 ;1 ajAs; plati prave tehdy, kdyz (QA)w = > ;4 @ (QA)«, kde k € {1,...,n}
aa; €T, j#k.
Diikaz.

(1) Podle tvrzeni 5.64] je R(QA) C R(A). Aplikujeme-li tvrzeni na matici (QQA) nasobenou zleva
Q™! tak dostaneme R(Q'QA) C R(QA), tedy R(A) C R(QA). Dohromady méme R(QA) =
R(A)

(2) Implikaci zleva doprava dostaneme z tvrzeni (.64l Obracenou implikaci dostaneme z tvrzeni [£.64]

aplikovaného na matici (QA) nasobenou zleva Q1. O

Dusledkem predchozi véty je, Ze pokud nékteré sloupce matice A jsou linearné nezavislé, tak ztustanou
i po vynasoben{ reguldrni matici zleva.

Piiklad 5.67. Jak se zméni prostory R(A) a S(A) pokud matici A nasobime matici () zprava namisto
zleva? A jak se zméni jadro matice? Konkrétné, pro matice A € T™*P, B € TP*" jaky je vztah prostori

Ker(A), Ker(AB) a Ker(B)? O
Tvrzeni (.66l naAm také usnadni dokézat stézejni vysledek o maticovych prostorech.

Véta 5.68 (Maticové prostory a RREF). Bud A € T™ " q bud A" jeji RREF tvar s pivoty na pozicich
(L,p1),...,(r,pr), kde r = rank(A). Pak

(1) nenulové vadky AR, tedy vektory AR ... AE  tvori bazi R(A),

(2) sloupce Asp,, ..., Asp, tvori bdzi S(A),

(3) dimR(A) =dimS(A) =

Diikaz. Vime z véty B30 ze A% = QA pro né&jakou regularni matici Q.
(1) Podle tvrzeni (.66l je R(A) = R(QA) = R(AF). Nenulové fadky AF jsou linearné nezavisle, tedy
tvori bazi R(AR) i R(A).
(2) Nejprve ukazeme, Ze sloupce A*pl, . ,Af}h tvoii bazi S(AR). Tyto vektory jsou jisté linearnd
nezavislé (jsou to jednotkové vektory). Generuji S(A®), nebot libovolny nebézicky sloupec se da
vyjadrit jako linearni kombinace téch bazickych:

m T

R R R 4R

=D _ajjei =) ajei= Za AL
i=1 i=1

Nyni pouzijeme tvrzeni B.60, kterd zaruci, ze i Ay, ..., Asp, jsou linedrné nezavislé a generuji
ostatni sloupce, tedy tvoii bazi S(A).

(3) Hodnota dim R(A) je velikost baze R(A), tedy r, a podobné dim S(A) je velikost baze S(A), také r.
Navic r = rank(A). O

Zdiraznéme, Ze bazi fadkového prostoru R(A) najdeme v fadcich matice A, zatimco bazi sloupcového
prostoru S(A) najdeme ve sloupcich pivodni matice A.
Tieti vlastnost véty .68 dava velmi netrividlni disledek pro hodnost matice a jeji transpozice, nebot

rank(A4) = dimR(A) = dimS(A) = dim R(AT) = rank(AT).

Dostavame tedy nasledujici vétu, kterou jsme v kapitole [3 jesté nezminovali, protoZe k jejimu dokazani
jsme potfebovali netrivialni poznatky z vektorovych prostoru.

Véta 5.69. Pro kazdou matici A € T™ " plati rank(A) = rank(AT).
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Véta rovnéz nabizi ekvivalentni charakterizaci hodnosti matice jako dimenzi fadkového nebo
sloupcového prostoru. Tim potvrzuje korektnost definice hodnosti z definice [2.14], alternativné k v&té
o jednoznac¢nosti RREF tvaru matice.

Vétab.68 dale dava navod, jak zjistit urcité charakteristiky prostorii pomoci RREF tvaru matice. Staci
dat aritmetické vektory do matice, pfevést do RREF tvaru a z néj pak vy¢ist danou informaci. Jestlize
vektory nejsou z aritmetického prostoru T, pak je potfeba na to jit oklikou, pomoci tzv. isomorfismu

(sekee [6.3)).

Piiklad 5.70. Uvazujme prostor
V =span{(1,2,3,4,5)7, (1,1,1,1,1)7, (1,3,5,7,9)7, (2,1,1,0,0)"} € R®.

Nejprve sestavme matici A, jejiz sloupce jsou rovny danym generatorim V, tedy V = S(A), a upravime
ji na redukovany odstupnovany tvar:

111 2 10 20
21 3 1 01 -1 0
A=13 15 1| ®*F (o 0 o0 1
4170 00 00
519 0 00 00

Z RREF tvaru vidime, ze dim(V) = rank(A) = 3 a baze V je napiiklad (1,2,3,4,5)7, (1,1,1,1,1)T,
(2,1,1,0,0)T. Tieti z generatorii je zavisly na ostatnich, konkrétné je roven dvojnasobku prvniho minus
druhy (koeficienty vidime ve tfetim sloupci matice v RREF tvaru).

Nyni dejme generujici vektory do fadka matice, tedy V = R(AT):

1 2 3 45 100 -1 -1
AT — 11111 RREF 010 1 0
135 79 001 1 2
21100 000 0 O

Opét z RREF tvaru vyéteme, ze dim(V) = rank(A”) = 3, dostaneme ale jinou bazi: (1,0,0,—1,—1)7,
(0,1,0,1,0)7, (0,0,1,1,2)"" =

Poznamka 5.71. Uvazujme soustavu linearnich rovnic Az = b. Resitelnost soustavy vlastng znamené,
Ze vektor pravych stran b se da vyjadiit jako linearni kombinace sloupcti matice A (srov. poznamka [5.20).
TudiZ soustava je fesitelna pravé tehdy, kdyz b € S(A), neboli S(A) = S(A4 | b). Véta 568 pak primo dava
znéni Frobeniovy véty z poznamky 2.27]

Nésledujici vzorecek vyjadiuje dimenzi jadra matice A, tedy mnoZiny feSeni soustavy Az = o. Dimenzi

mnoziny feSeni obecné soustavy Ax = b se budeme zabyvat pozdéji a analogicky vzorecek uvedeme ve
tvrzeni [(. 12

Véta 5.72 (O dimenzi jadra a hodnosti matice). Pro kaZdou matici A € T™*™ plati
dim Ker(A) 4 rank(A) = n. (5.4)

Diikaz. Bud dim Ker(A) = k. Necht vektory vq,...,v; tvori bazi Ker(A), coZ mj. znamena, 7e Avy =
... = Avi = o. Roz8ifme vektory vy, ..., v na bazi celého prostoru T™ doplnénim o vektory vgi1,...,Un.
Stac¢i ukazat, ze vektory Avgii,...,Av, tvoii bazi S(A), protoze pak rank(A) = dimS(A) =n—k a
rovnost z véty je splnéna.

~Generujicnost.“ Bud y € S(A), pak y = Az pro néjaké x € T". Toto z lze vyjadiit z = > ;" | oyv;.

Dosazenim
n

n n
y=Ax = A(Z%’W) = ZaiAvi = Z a;(Av;).
i=1 =1 i=k+1
»Linearnf nezavislost.“ Bud Y1 | | a;Av; = o. Pak platf A(Y 1, ouvs) = o, &li Y10, 1 vy patid
do jadra matice A. Proto Z:‘L:k+1 QU; = Zle Biv; pro néjaké skalary (1,..., 0. Pfepsdnim rovnice

dostavame Z:‘L:k+1 o;0; + Zle(—ﬁi)vi = 0 a vzhledem k linearni nezévislosti vektora vy, ..., v, je a1 =
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Poznamka 5.73 (Geometricky pohled na vétu B.72). Uvazujme zobrazeni x — Az s matici A € T"™*",
viz pozndmka [5.631 Prostor T" se zobrazi na prostor S(A), jehoz dimenze je r = rank(A). TudiZ zobrazeni
zobrazuje n-dimenzionalni prostor na r-dimenzionalni prostor. Préavé ten deficit n—r > 0 je podle vzorecku
(54]) roven dimenzi jadra matice A. Pro regularni matici je jadro trividlni (Ker(A) = {o}), a proto
zobrazuje T" na celé T Cim je viak jadro v&tsi, tim mensi je obraz prostoru T™. Dimenze jadra tedy
popisuje miru ,,degenerace zobrazeni. Nicméné i jadro samotné popisuje zpusob této degenerace, protoze
Ker(A) obsahuje pravé ty vektory, které se zobrazi na o.

Priklad 5.74. Uvazujme matici a jeji RREF tvar

9 4 4 10 —6 —4
A=-3 —4 2 of ®FF (o 1 4 3
5 7 —2 1 00 0 0

Tedy dim Ker(A) = 4—2 = 2. Prostor Ker(A) predstavuje vSechna feSeni soustavy Az = o a ta jsou tvaru
(623 + 4xy, —da3 — 3x4,m3,x4)T, r3, 24 € R,

neboli
23(6,—4,1,007 + 244, -3,0, )T, 23,24 € R.

Tudiz vektory (6,—4,1,0)T, (4,—3,0,1)T tvoii bazi Ker(A). Tyto vektory nalezneme i piimo tak, Ze za
jednu nebézickou proménnou dosadime 1, za zbylé nuly a dopocitAme hodnoty béazickych proménnych.
Konkrétné vektor (6, —4,1,0)7 ziskime dosazenim x3 = 1, 4 = 0 a vektor (4, —3,0,1)7 ziskime dosazenim
xr3 = 0, T4 = 1.

Tento postup plati univerzalné pro kazdou matici. Vypocitanych vektort je stejné jako je nebazickych
proménnych, tedy n —rank(A). Tato hodnota ale udava dimenzi Ker(A). Protoze vypocitané vektory jsou
generatory jadra a je jich stejny pocet jako je jeho dimenze, musi to byt baze Ker(A) (srov. tvrzeni [5.48]).

]

Dalsi vlastnosti maticovych prostort ukazeme v dtsledku [8.50]

5.7 Aplikace

Piiklad 5.75 (Jesté ke kodovani). Navazeme na piiklad o Hammingové kodu (7,4, 3). Ke kodovani
jsme pouzivali generujici matici H rozméru 7 x 4 jednoduse tak, Ze vstupni tisek a délky 4 se zakoéduje na
usek b := Ha délky 7. VSechny zakédované tseky tak predstavuji sloupcovy prostor matice H. Protoze H
mé linearné nezavislé sloupce, jedna se o podprostor dimenze 4 v prostoru Z3.

Detekce chyb prijatého tiseku b probfha pomoci detekéni matice D rozméru 3 x 7. Pokud Db = o,
nenastala chyba (nebo nastaly alesponn dvé). Po detekéni matici tedy chceme, aby (pouze) vektory ze
sloupcového prostoru matice H zobrazovala na nulovy vektor. Tudiz musi S(H) = Ker(D). Nyni jiz
vidime, pro¢ mé matice D dané rozméry — aby jeji jadro byl ¢tyfdimenzionalni podprostor, musi mit
podle véty hodnost 3, a proto 3 linearné nezévislé fadky postacuji.

Priklad 5.76 (Rozpoznavani obliceju |Turk and Pentland, 1991]). Detekce a rozpoznavani obliceju z di-
gitalniho obrazu je moderni uloha poditacové grafiky. Je to piili§ slozity problém, abychom mohli vysveétlit
vSechny detaily tspésnych algoritmu, ale zkusime objasnit jejich podstatu z hlediska vektorovych prostori.

Digitalni obraz reprezentujeme jako matici A € R™*", kde a;; udava barvu pixelu na pozici 1, j.
Mnozinu obrazkt s obli¢eji si muZeme s jistou mirou zjednodusSeni predstavit jako podprostor prostoru
vSech obrazku R™*™. Baze tohoto podprostoru jsou tzv. eigenfaces, ili urc¢ité zakladni typy nebo rysy
obliceji, ze kterych skladame ostatni obliceje.

Pokud chceme rozhodnout, zda obrizek odpovida obliceji, tak spocitame, zda odpovidajici vektor lezi
v podprostoru obli¢ejii nebo v jejich blizkosti. Podobné postupujeme, pokud chceme rozpoznat zda dany
obrézek odpovida ngjakému znamému obliceji: Ve vektorovém prostoru R™*™ zjistime, ktery z vektori
odpovidajicich znAmym tvafim je nejblize vektoru naseho obrazku.

Nékolikrat jsme pouzili pojem ,vzdalenost® vektort. Eukleidovskou vzdalenost ¢tendr patrné zna,
podrobnéji a obecnégji viak tento termin rozebirame v kapitole Bl U
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Piiklad 5.77 (Lagrangetv interpolacni polynom). Vratme se nyni k problému interpolace bodi polyno-
mem. Mé&me v roving n + 1 bodt (zo,Y0), (1,Y1)s -+, (Tn,Yn), kde x; # x; pro i # j. Ukolem je najit
polynom p(z) prochéazejici témito body. V piikladu jsme ukazali, jak najit interpola¢ni polynom v za-
kladnim tvaru p(z) = a,x™+. ..+ a1x+ ap vyfeSenim soustavy rovnic s Vandermondovou matici. Na tento
problém muZeme nahlizet pohledem vektorovych prostorii. Polynomy 1,x,z2, ..., 2" tvoii standardni bazi
vektorového prostoru P", a nasim cilem vlastné je najit soufadnice ag,ai,...,a, hledaného polynomu
p(z) vzhledem k této bazi.

Nyni se nabizi otazka, jestli bychom nenasli polynom snadnéji, kdybychom zvolili jinou bézi pro-
storu P"? Odpovéd zni ,,ano“. Zvolime néasledujici bazi prostoru P". Pro ¢ = 0,1,...,n definujeme

polynom
n

nw) = [I ——G-a)
i=0.g#i
Tento polynom mé v bodé z; hodnotu 1 a v ostatnich bodech x;, j # 4, hodnotu 0. Je snadné nahlédnout,
Ze tyto polynomy jsou linearné nezavislé: zadny polynom p;(z) neni linedrni kombinaci ostatnich, protoze
ostatni polynomy maji v bodé z; hodnotu 0. Tudiz polynomy po(x),...,pn(z) tvoii bazi prostoru P".
Interpolacni polynom p(z) se tak da jednozna¢né vyjadfit jako linearni kombinace téchto polynomi a
soufadnice tvofi pravé funkéni hodnoty wo,...,%,. Tim dostavame explicitni vyjadieni interpolacniho
polynomu v tzv. Lagrangeové tvaru

pla) =Y ypil(@).
=0

Tento vysledek déva rovnéz alternativni zdivodnéni, Ze interpola¢ni polynom je urcen jednoznacné. [

Problémy

5.1. Ukaite, ze prostor realnych polynomii P, prostor redlnych funkci F a prostor R nad Q nejsou
kone¢né generované.

5.2. K direktnimu sou¢tu podprostort (poznamka [5.58)):

(a) Ukazte, ze pokud W = U @ V, pak kazdy vektor w € W lze zapsat jedinym zpusobem ve
tvaruw =u+wv, kdeuw e U aveV.

(b) Budte By, By baze podprostoru U, V prostoru W. Ukaizte, ze W = U @ V pravé tehdy, kdyz
béze By, By jsou disjunktni a jejich sjednocenim dostaneme bazi W.

5.3. Dokazte, Ze hodnost matice A € T™*" se da ekvivalentné definovat jako:

(a) velikost nejvétsi regularni podmatice (podmatice vznikne odstranénim urc¢itého, klidné i nu-
lového, poé¢tu Fadku a sloupci).

(b) nejmensi z rozméra matic B, C ze vSech moznych rozkladi A = BC.

5.4. Pro matice A € R™*"™ B € R™*P zduvodnéte nasledujici odhady pro hodnost jejich sou¢inu

rank(A) + rank(B) — n < rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.

5.5. Bud A € R™*" a k € N. Dokazte rank(A*) — rank(A*+1) > rank(A**1) — rank(A¥+2).
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Kapitola 6

Linearni zobrazeni

S lineArnimi zobrazenimi jsme se jiz letmo setkali v poznamkach 320, [3.43] B.63] a [5.73] jako se zobrazenimi
typu z — Ax, kde A € T™*™, Nahlédli jsme, Ze zobrazeni je bijekci pravé pro regularni matice a inverzni
zobrazeni méa popis y +— A~ly. Déle vime, Ze prostor T" se zobrazi na prostor S(A), jehoz dimenze je
r = rank(A). Rozdil dimenzi n — r vzoru a obrazu pak odpovida dimenzi jadra matice A.

Pro linearni zobrazeni x — Az ziejmé také plati

(x+y) = Az +y) = Az + Ay,
(az) — Alax) = a(Az).

Pravé tuto vlastnost pouzijeme jako definici linearniho zobrazeni pro obecné prostory. Jinymi slovy tato
vlastnost fiké, Ze obraz souc¢tu dvou vektori je roven souctu jejich obrazi a analogicky pro nasobky. Tim
padem obraz linearni kombinace vektort se da vyjadfit jako linearni kombinace jejich obrazti. Linearni
zobrazeni tedy zachovava vztah mezi vektory: linearné zavislé vektory se zobrazi na linedrné zéavislé obrazy
(ale ne naopak!); vektor, ktery je zavisly na jinych vektorech se zobrazi na vektor zavisly na jejich obrazech
pri stejné linedrni kombinaci atp.

V celé kapitole uvazujeme pouze kone¢né generované vektorové prostory.

6.1 Linearni zobrazeni mezi obecnymi prostory

Definice 6.1 (Linearni zobrazeni). Budte U,V vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni f: U — V
je linedrni, pokud pro kazdé z,y € U a o € T plati:

o flz+y)=flx)+fy),

o flox) = af(z).

Linearni zobrazeni se téz nazyva homomorﬁsmu. Pro toho, koho by zajimala zoologie latinsko-
feckych nazvi druht zobrazeni, poznamenejme, Ze prosté zobrazeni je injektivni, zobrazeni ,na‘“ je surjek-
tivnd, injektivni homomorfismus je monomorfismus, surjektivni homomorfismus je epimorfismus, homomor-
fismus mnoziny do sebe sama je endomorfismus, surjektivni a injektivni homomorfismus je isomorfismus,
a isomorfni endomorfismus se nazyva automorﬁsmus

Piiklad 6.2 (Priklady linearnich zobrazeni v roving). Jiz v ptikladu B:21] jsme ukazali nékolik line4rnich
zobrazeni danych predpisem z +— Az, kde A € R?*2. Tato zobrazeni piedstavovala rtizné transformace
v roviné, konkrétné preklopeni podle osy, natdhnuti podle osy a otoceni kolem pocatku. Projekci jako
linearni zobrazeni jsme uvedli v poznamce B.43l Pro ilustraci zde pfiddme nékolik dalsich piikladi.

Linearni zobrazeni s matici A = (%1 1?2 ) predstavuje gkalovani, které natahuje vi-krat ve sméru osy x;
a vo-krat ve sméru osy xa. Konkrétné pro hodnotu v = (0.6,0.6)7 dostaneme zobrazeni, které rovnomérné

zmensuje objekty:

DHomomorfismus je obecné zobrazeni, které zachovava n&jakou podstatnou strukturu. V teorii vektorovych prostort
jsou zakladni operace soucet vektort a jejich nésobek, a potazmo je tedy zadkladni strukturou vyjadfeni vektoru jako linearni
kombinace jinych vektort. Proto homomorfismus v teorii vektorovych prostort znamené zachovéni linearné-zavislostni vazby,
coz se dé elementarné vyjadrit jako zachovéani struktury operaci sou¢tu a nasobkt vektort.

2V teorii kategorii maji pojmy jako monomorfismus a dalif jest& trochu obecngjsi vyznam.
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T2

0 ) o1 ol 1

Pro hodnotu v = (2,1)” dostaneme zobrazenti, které dvakrat roztahuje ve sméru osy z1, ale ve sméru osy
xo nijak neroztahuje:

B

T2

2|

0 x1
Obecné linearni zobrazeni v roviné x — Az je kombinaci pfeklopeni, nataZeni a rotaci kolem pocatku:

‘”T

T2

=

I

O

Piiklad 6.3 (Matice rotace). V tomto piikladu odvodime vyjadieni linedrniho zobrazeni, které repre-
zentuje otoeni v roving kolem poc¢atku o thel a proti sméru hodinovych rucicek. Bod (z1,z2)7 € R?
ztotoznime s komplexnim ¢&islem z = x; + izg a oznac¢ime komplexni ¢islo r = cos(«) + isin(a). Jak
vime ze sekce [[L4] nasobeni ¢islem 7 reprezentuje otoceni o thel a. TudiZz komplexni &slo z se otodi na
komplexni ¢islo

r-z = (cos(a) + isin(a)) - (x1 + ix2)
= cos(a)x1 — sin(a)xy + ¢ (sin(a)z1 + cos(a)xs) .
Pokud zpéatky ztotoznime komplexni ¢isla s body v roving, tak dostavame, Ze bod (z1, Q?g)T se zobrazi na

bod (cos(a)z; — sin(a)zs, sin(a)z; + cos(a)za)?. Tudiz otoceni tvoii linearni zobrazeni a jeho maticové

vyjadieni je x — Az, kde
A cos(a) —sin(a)
~ \sin(a)  cos(a)
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je pifslugna matice rotace; srov. piiklad 3211 Specialng, vektor e; = (1,0)7 se zobrazi na vektor (cos(a), sin(a))”

a vektor es = (0,1)7 se zobrazi na vektor (—sin(a),cos(a))?, viz obrazek:

T2 \
(—sin(a), cos(a))” LA
(cos(a),sin(a))”
| sin(a)
—:1 0 cos(a) >1 1

Konkrétné matice otoceni o 90° a matice otoc¢eni o 180° maji tvar

CY ()

Matici rotace snadno zobecnime na pfipad rotace v prostoru R", pokud se omezime pouze na otoceni
o tthel a v roviné os z;, z;. Schematicky (prazdné misto odpovida nulam):

1
cos(a) — sin(«)
I
sin(«) cos(a)
I
S touto matici se setkdme jesté pozdéji v prikladu R74 O

Priklad 6.4 (Dalsi piklady linearnich zobrazeni).

e Jiz jsme zminili v vodu, Ze typickym piikladem linedrniho zobrazeni je f: R™ — R™ definované
f(x) = Az, kde A € R™*"™ je pevna matice. Jak uvidime pozdéji v disledku [6.20] tak zadné jiné
linearni zobrazeni mezi prostory R™ a R™ neexistuje.

e Trivialni zobrazeni f: U — V definované f(x) = o je zjevné linearni.
e Identita je zobrazeni id: U — U definované id(x) = z a je dalsim piikladem lineadrniho zobrazeni.

e Zobrazeni f: T™*" — T™ ™ dané piedpisem f(A) = AT je linearni diky vlastnostem maticové
transpozice (tvrzeni B.13)).

e Derivace z prostoru realnych diferencovatelnych funkci do prostoru realnych funkci F pfedstavuje
také linearni zobrazeni, protoze spliuje vlastnosti (f +g) = f'+ ¢ a (af) = af’ pro kazdé dvé
funkce f, g a skalar a € R. O

Tvrzeni 6.5 (Vlastnosti linearnich zobrazeni). Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak
(1) fOOoi i) = > aif(x;) pro kaZdé oy € T, x; €U, i=1,...,n,
(2) f(0) = o.

Diikaz.

(1) Z definice linearniho zobrazeni méame f(ayxy + agze) = aqf(x1) + aof(x2) a zbytek dostaneme
roz8ifenim matematickou indukei pro libovolné pfirozené n.

(2) flo)=f(0-0)=0-f(0) =o. O
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Linearni zobrazeni tedy zobrazuje linedrni kombinace vzord na linearni kombinace obrazi. To v di-
sledku znamené, Ze je-li vektor y linearné zavisly na vektorech x4, ..., z,, pak jeho obraz f(y) je linearné
L, e 1. .. v . . n n . . .
zévisly na obrazech f(x1),..., f(zy). Specialné, je-li y = > 7" | ayx;, pak f(y) = > ;" a; f(x;). Linearni
zobrazeni tudiz zachovava linearni zéavislost (véetné koeficientii). Na druhou stranu, linearni nezévislost
zachovavat nemusi.

Poznamka 6.6. Jedna z geometrickych vlastnosti linedrnich zobrazeni je ta, Ze zobrazuji piimku na
pfimku nebo na bod. Pfimka (viz str. [[20) ur¢en& dvéma riznymi vektory vy,vs je mnoZina vektora
tvaru Av; + (1 — A)vg, kde A € T. Obrazem této mnoziny pfi linedrnim zobrazeni f je mnoZina popsana
FQor + (1 = Nwva) = Af(v1) + (1 — X) f(va), coz je opét pfimka nebo bod (je-li f(v1) = f(v2)). Pozor,
opacnym smérem tvrzen{ neplati, ne kazdé zobrazeni zachovévajici pfimky je linedrni. Napiiklad posunuti
je nelineérni zobrazeni, ale zobrazuje pfimky na pfimky.

Ke kazdému linedrnimu zobrazeni se vztahuji dva vektorové prostory, obraz a jadro (téZ nazyvané
nulator).

Definice 6.7 (Obraz a jadro). Bud f: U — V linearni zobrazeni. Pak definujeme
e obraz f(U) = {f(x); z € U},
e jadro Ker(f) :={x € U; f(x) = o}.

Obraz mé pfirozeny vyznam jako obor hodnot zobrazeni. Definici miZeme rozsifit na obraz jakékoli
podmnoziny M C U takto: f(M) = {f(z); x € M}.

Jadro popisuje urcité rysy linearniho zobrazeni. Jak uvidime, trivialni jadro (tj. Ker(f) = {o}) znadi,
Ze zobrazeni je prosté a tim padem dimenze vzoru U i obrazu f(U) jsou stejné. Naopak, ¢im vétsi je jadro,
tim vice zobrazeni degeneruje, vice vektorii se zobrazi na tu samou hodnotu, a tim mensi mé obraz f(U)

dimenzi vzhledem k dimenzi vzoru U (viz dusledek [6.43).

Schematické znazornéni obrazu a jadra (srov. poznamka [5.63).

Poznamka 6.8. Jadro matice a jadro linedrniho zobrazeni spolu tizce souvisi. Definujeme-li zobrazeni f
predpisem f(x) = Az, potom Ker(f) = Ker(A) a f(U) = S(4).

Pi¥iklad 6.9 (Obraz a jadro). Uvazujme linearni zobrazeni = +— Az, kde A € R?*2] viz piiklad
e Pro matici A = (Bl (1)) piedstavuje zobrazeni pieklopeni podle osy xo. Obraz je f(R?) = R? a jadro
je Ker(f) = {o}.
e Pro matici A = (}J) dostavame projekci na osu x1. Obraz je nyni f(R?) = span{(1,0)T}, tedy
osa 1, a jadro je Ker(f) = span{(0,1)T}, tedy osa 5. O

Snadno nahlédneme, Ze obraz predstavuje podprostor prostoru V' a jadro podprostor prostoru U.

Tvrzeni 6.10. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak:
(1) f(U) je podprostorem V,
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(2) Ker(f) je podprostorem U,
(3) pro kazdé xq,...,x, € U plati: f(span{zy,...,x,}) = span{f(z1),..., f(zn)}.
Diikaz.

(1) Staci ovérit, ze f(U) obsahuje nulovy vektor a je uzavieny na soucty a nasobky vektorii. Protoze
f(o) = o, mame o € V. Pokud vi,ve € f(U), tak existuji uy,us € U takové, Ze f(u1) = vy a
f(ug) = vo. Potom f(uy + u2) = f(ur) + f(uz) = v1 + v, tudiz i v1 + vy € f(U). Kone¢né pokud
v e f(U), tak existuje u € U : f(u) = v. Pak pro libovolné a € T je f(au) = af(u) = av € f(U),
z ¢ehoz je aw € f(U).

(2) Analogicky, ponechavame za cviceni.

(3) Ozna¢me W := span{zy,...,x,}.

Inkluze ,,C¢. Kazdy vektor w € W lze vyjadiit ve tvaru w =Y ;" | a;x; pro néjaké oy, ..., ay, € T.
Z linearity zobrazeni f pak f(w) =", a;f(x;) € span{f(z1),..., f(zn)}.

Inkluze ,O¢. Protoze x1,...,x, € W, tak f(x1),..., f(z,) € f(W). Nakonec pouZijeme toho, Ze
f(W) je podprostor, ¢ili s vektory f(z1),..., f(x,) obsahuje i jejich linearni obal. O

Bod tvrzeni zéroven dava navod jak urcovat obraz podprostoru W prostoru U: uréime obrazy
baze (nebo obecné generatorti W), a ty tvoii generatory obrazu f(W).

Pfipomenme dva druhy zobrazeni, prosté a ,na“. Linearni zobrazeni f: U — V je ,na“, pokud f(U) =
V. Jinymi slovy, pro kazdy vektor y € V existuje vektor x € U, ktery se na né&j zobrazi, tj. f(z) = y.
Rozhodnout, zda je zobrazeni f ,na“, lze snadno podle bodu tvrzeni Staci zvolit generatory
prostoru U a ovérit, jestli jejich obrazy generuji prostor V.

Disledek 6.11. Linedrni zobrazeni f: U — V' je ,na“ prdvé tehdy, kdyzZ se néjaké generdtory prostoru
U zobrazi na generdtory prostoru V.

Linearni zobrazeni f: U — V je prosté, pokud f(z) = f(y) nastane jenom pro z = y. Jinymi slovy,
pro kazdé dva vektory =,y € U, x # y, plati f(z) # f(y). Nasledujici véta charakterizuje, kdy je linearni
zobrazeni prosté.

Véta 6.12 (Prosté linearni zobrazeni). Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici jsou ekviva-
lentni:

(1) f je prosté,
(2) Ker(f) = {o},

(3) obraz libovolné linedrné nezdvislé mnoZiny je linedrné nezdvisld mnoZina.

Diikaz. Dokazeme implikace (1) = (2) = (3) = (1).

e Implikace (1) = (2)“. Protoze f(o) = o, tak o € Ker(f). Ale vzhledem k tomu, Ze f je prosté
zobrazeni, tak jaddro uz jiny prvek neobsahuje.

e Implikace ,(2) = (3)¢. Budte z1,...,x, € U linearné nezavislé a necht » . ; a;f(x;) = o. Pak
S o) = o, ¢ili Yo7 aga; nélezi do jadra Ker(f) = {o}. Tudiz musi >I', oz, = 0 a
z linearni nezavislosti vektortt mame «; = 0 pro v8echna 1.

e Implikace ,,(3) = (1)“. Sporem piredpokladejme, Ze existuji dva riuzné vektory x,y € U takové, ze
f(z) = f(y). Potom o = f(x) — f(y) = f(x —y). Vektor o predstavuje linearné zavislou mnoZinu
vektort, tedy x —y musi byt podle pfedpokladu (3) také linearné zavisla mnozina, a tudiz z —y = o,
neboli x = y. To je spor. O

Priklad 6.13 (Prosté linearni zobrazeni). Uvazujme linearni zobrazeni z ptikladu [6.9] tedy x — Ax, kde
A e R¥¥2,

e Promatici A = ( _01 ?) predstavuje zobrazeni pieklopeni podle osy x5. Protoze jadro je Ker(f) = {o},
zobrazeni je prosté.
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e Promatici A = () pfedstavuje zobrazeni projekei na osu z1. Protoze jadro je Ker(f) = span{(0,1)7},
nejednd se o prosté zobrazeni. O

Specialné, bod véty ik, Ze prosté linedrni zobrazeni f: U — V zobrazuje bazi prostoru U na
bazi f(U). Tim padem prosté zobrazeni splituje dimU = dim f(U). Pozdé&ji (dusledek (6.43) uvidime, ze
tato rovnost plné charakterizuje prosté zobrazeni.

Ani prosté linearni zobrazeni nemusi byt vzdy ,na“, o ¢emz svédéi kupiikladu zobrazeni vnoreni R"
do R™*! definované piedpisem (v1,...,v,)T = (v1,...,v,,0)7T.

U vektorovych prostort vime, Ze je kazdy (kone¢né generovany) podprostor jednozna¢né uréeny néjakou
bézi. Takovouto miniméln{ reprezentaci bychom chtéli i pro lineédrni zobrazeni. Jak uvidime, jista analogie
plati i u linearnich zobrazeni, protoze kazdé linearni zobrazeni je jednoznacné urceno tim, kam se zobrazi
vektory z baze.

Piriklad 6.14. Uvazujme linearni zobrazeni f: R? — V. Pokud zname pouze obraz vektoru x # o, pak
miizeme ur¢it obrazy vSech jeho nasobkd, tj. vektort na piimce span{z}, jednoduse ze vztahu f(azx) =
af(z). Nedokdzeme vsak zrekonstruovat celé zobrazeni. K tomu potfebuje znat jesté obraz néjakého jiného
(linedrné nezavislého) vektoru y. Potom umime dopocitat obrazy nejen vSech nasobkii vektoru x a y, ale
i jejich sou¢tu a viech linearnich kombinaci, tedy vSech vektort prostoru R? ze vztahu f(ax + By) =
af(z) + Bf(y). Tudiz linearni zobrazeni f je charakterizovano pouze obrazy dvou linedrné nezavislych
vektort, tedy baze. O

Véta 6.15 (Linearni zobrazeni a jednozna¢nost vzhledem k obraztim baze). Budte U,V prostory nad T a
T1,...,Ty bdze U. Pak pro libovolné vektory yi,...,yn € V existuje prdave jedno linedrni zobrazeni takové,
Ze f(x)) =y, i=1,...,n.

Diikaz. ,Existence*. Bud x € U libovolné. Pak « = " | oyx; pro néjaké skalary ai,...,a, € T. Defi-
nujme obraz z jako f(x) = >, a;y;, protoZe linearni zobrazeni musi spliiovat

fz) = f(gaﬂz) = gaz‘f(iﬂi) = gaiyi-

To, ze takto definované zobrazeni je linearni, se ovéii uz snadno.
,Jednozna¢nost.* Méjme dvé rizna linearni zobrazeni f a g spliwjici f(z;) = g(x;) = y; pro vSechna

i=1,...,n. Pak pro libovolné = € U, které vyjadiime ve tvaru z = > | o;x; pro jisté oy, ..., a, € T, je
n n n n n
flx) = f<zaﬂz‘> = aif(z) =) i =Y aigla) = 9(2 Oéi%’) = g(x).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Tedy f(z) = g(x) Vo € U, coZ je ve sporu s tim, Ze jsou to rizna zobrazeni. O

6.2 Maticova reprezentace linedrniho zobrazeni

Kazdé linearni zobrazeni mezi (konefné generovanymi) vektorovymi prostory jde reprezentovat maticové
Protoze vektory mohou byt rozlicné objekty, je vyhodné je popisovat v Feéi soufadnic. Potom s nimi
muZeme operovat jako s aritmetickymi vektory, coZ je ¢asto pohodlné&jsi. Nez piejdeme k vlastni definici,
ukazeme nékolik motiva¢nich prikladi.

Pi#iklad 6.16 (Uvod k matici linearntho zobrazeni). Uvazujme linearni zobrazeni f: T® — T™. Potom
pro libovolné x € T™ plati

f@)=f <Z xi@‘) = zif(es).
=1 =1

3) Maticové jde reprezentovat i linedrni zobrazeni mezi nekone¢né-dimenzionalnimi prostory, avSak matice se bude skladat
z nekonec¢né mnoha fadki a sloupcii. Takové matice se vyskytuji napiiklad v kvantové mechanice. V tomto textu ale o nich
nepojednéavame.
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Oznacime-li matici se sloupci f(ey),..., f(en) jako

A= f(|el) f(|en) :

pak ziejmé f(z) = Axz. Kazdé linearni zobrazeni f: T" — T lze tedy reprezentovat maticové jako
f(x) = Az. Toto pozorovani nahlédneme jesté jednou jinym zpisobem v disledku

Uvazujme nyni linearni zobrazeni f: U — T™ a bazi B = {v1,...,v,} prostoru U. Necht vektor x € U
ma vyjadieni z = > ", oy, tedy [x]p = (a1,...,0,)T. Potom

fl)=f (Z Oéz'vz) = Zaif(vi)'
=1 i—1

Ozna¢ime-li matici se sloupci f(v1), ..., f(v,) jako

pak ziejmé f(x) = A - [z]p. Narozdil od pfedchoziho pfipadu nésobime matici vektorem soufadnic [z]|p
vektoru z, a ne vektorem samotnym. Pokud zménime i druhy prostor T"*, budeme muset pracovat v sou-
fadnicich i z hlediska matice A a obrazu f(x). O

Definice 6.17 (Matice linearniho zobrazeni). Bud f: U — V linearni zobrazeni, By = {z1,...,x,} baze
prostoru U nad T a By = {y1,...,Ym} baze prostoru V nad T. Necht f(z;) =", ai;y;. Potom matice
A e T"™" s prvky a5, @« = 1,...,m, j = 1,...,n, se nazyva matice linedrniho zobrazeni f vzhledem
k bazim By, By a znaci se g [flp, -

Jinymi slovy, matice linearniho zobrazen{ vypada tak, Ze jeji j-ty sloupec je tvofen souifadnicemi obrazu
vektoru x; vzhledem k bazi By, to jest

Priklad 6.18 (Matice linearniho zobrazeni). Uvazujme linedrni zobrazeni f: R? — R? s predpisem f(x) =

Az, kde
1 2
A= <3 _4>.

Zvolme baze By = {(1,2)T,(2,1)T}, By = {(1,-1)7,(0,1)T} a najdéme matici zobrazeni f vzhledem
k bazim By, By .

Obraz prvniho vektoru baze By je f(1,2) = (5,—5)T, a jeho soufadnice vzhledem k béazi By jsou
[£(1,2)]B, = (5,0)T. Podobné, obraz druhého vektoru baze By je f(2,1) = (4,2)T, a jeho soufadnice
vzhledem k bézi By jsou [f(2,1)]5, = (4,6)T. Tudiz

s fls, = (5 5): .

Vyznam matice linedrniho zobrazeni vyjadiuje nasledujici véta. PovS§imnéme si v ni mnemotechniky ve
znaceni matice linearniho zobrazeni p [f] B, - Ta Tika, Ze na vstupu je vektor souradnic vzhledem k bazi
By a na vystupu vektor soufadnic obrazu vzhledem k béazi By .

Véta 6.19 (Maticova reprezentace linearniho zobrazeni). Bud f: U — V linedrni zobrazeni, By =
{z1,...,2,} bdze prostoru U, a By = {y1,...,ym} bdze prostoru V. Pak pro kaZdé x € U je

[f@)sy, = 1B, - 25, (6.1)
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Diikaz. Oznatme A= p [flp . Bud z € U, tedy x = 3 I, a;z;, neboli [z]p, = (au,. .. ,an) T Pak
n n n m
fz) = f(ZOZj%') = ajf(z;) = Zaj<zaijyi> =
j=1 j=1 j=1 i=1
n m m n
=3 e =3 (Y Ju
j=1i=1 i=1 N j=1

Tedy vyraz ) 7_; aja;; reprezentuje i-tou soufadnici vektoru [f(z)]s,, ale jeho hodnota je > 7, aja;; =
(A - [2]By )i, coz je i-ta slozka vektoru g [flg, - [z]p, - O

Matice linedrniho zobrazeni tedy pfevadi soufadnice vektoru vzhledem k dané bazi na soufadnice
jeho obrazu. Plné tak popisuje linearni zobrazeni a navic obraz libovolného vektoru miZeme vyjadrit
jednoduchym zptsobem jako nasoben{ matici.

Pfipomenme, Ze symbol kan zna¢i kanonickou bézi, tj. tu sklddajici se z jednotkovych vektoru.

Dausledek 6.20. Kazdé linedrni zobrazent f: T — T™ se dd vyjadiit jako f(x) = Ax pro néjakou matici
A e Tmxn,

Diikaz. Pro kazdé x € T™ je

Tedy f(z) = Az, kde A = [f] O

kan °

Mgjme linearni zobrazeni f: U — V a baze By, By prostora U, V. Vime, Ze matice A = By [fl5
spliuje

U

F@)p, = A [2]g, Vrel.
Ukazeme, Ze zadné jind matice tuto vlastnost nemé.

Véta 6.21 (Jednoznacnost matice linearniho zobrazeni). Bud f: U — V linedrni zobrazeni, By bdze
prostoru U a By bdze prostoru V. Pak jedind matice A splniugici (61]) je A = By [f]BU .

Diikaz. Necht baze By sestava z vektoru zi, ..., z,. Pro spor predpokladejme, Ze linearni zobrazeni f ma
dvé maticové reprezentace (6.1 pomoci matic A # A’. Tudiz existuje vektor s € T" takovy, ze As # A’s;
takovy vektor lze volit napiiklad jako jednotkovy vektor s jedni¢kou na takové pozici, ve kterém sloupci
se matice A, A’ lisi. Definujme vektor z = Y_" | s;z;. Pak [f(z)|p, = As # A's = [f(z)]B,, coZ je spor
s jednoznacnosti soufadnic (véta [5.33)). O

Poznamka 6.22. Nejenze kazdé linearni zobrazeni jde reprezentovat maticové, ale i naopak kazdé matice
predstavuje matici n&jakého linearniho zobrazeni. Budte By, By béze prostorti U, V dimenzi n, m a méjme
A € T™". Pak existuje jediné linedrni zobrazen{ f: U — V takové, Ze A = p [f]p  ; ve sloupcich matice
A vy&teme soufadnice obrazii vektori baze By, coz plné urcuje zobrazeni f dle véty To znamena, ze
existuje vzajemné jednoznac¢na korespondence mezi linedrnimi zobrazenimi f: U — V a prostorem matic
T™*"™, Pozdé&ji v sekcilB.dlnahlédneme, Ze mnozina linearnich zobrazeni f: U — V tvoii vektorovy prostor.

Specialnim pripadem zobrazen{ je identita, kterou budeme znaéit id. Jeji matici pak nazyvame matici
piechodu, protoze umoznuje prechézet od jednoho souradného systému k jinému.

Definice 6.23 (Matice pfechodu). Bud V vektorovy prostor a By, By dvé jeho baze. Pak matici prechodu
od By k By nazveme matici g, [id]g, .

Matice prechodu méa pak podle maticové reprezentace tento vyznam: Bud z € U, pak
I:x:lBQ = By [Zd]Bl ’ [x]Bl7

tedy pouhym maticovym nasobenim ziskavame soufadnice vzhledem k jiné béazi. Ziejmé plati glid]z; = I,
pro libovolnou bézi B.
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Priklad 6.24. Najdéte matici pfechodu v R? od baze
B ={(1,1,-D".(3,-2,0)",(2, -1, )"}

k bazi
By ={(8,—4,1)",(=8,5,-2)",(3,-2,1)"}.
Regen: spocitame
[(17 17 _1)T]B2 = (27 37 3)T7
[(37 -2, O)T]B2 = (_17 —4, _7)T7
[(2,—1,1)T]5, = (1,3,6)T.

Tedy
2 -1 1
Blidlg =3 —4 3
3 -7 6

Vime-li napiiklad, Ze soufadnice vektoru (4, —1,—1)7 vzhledem k bazi By jsou (1,1,0)7, pak soufadnice
vzhledem k By ziskdme

[(4’ -1, _]‘)T]BQ = By [id]Bl ’ [(4’ -1, _1)T]Bl = By [id]Bl ’ (1’ 1’0)T = (1’ -1, _4)T' 0

Piiklad 6.25. Bud B baze prostoru T". Podle maticové reprezentace linearniho zobrazeni pak specialné
dostaneme pak

[x]B = B[id]kan ’ [m]kan = B[id]kan T L.
Soutadnice libovolného vektoru tudiz ziskame jednoduSe vynasobenim matice prechodu s vektorem x. [
Podstatnou roli v teorii linedrnich zobrazeni hraje jejich vzajemné sklddani. Pfipomenme, Ze pro

zobrazeni f: U — V a g: V — W je sloZené zobrazeni go f je definované predpisem (go f)(x) := g(f(x)),
rzeU.

gof

Tvrzeni 6.26 (SloZené linearni zobrazeni). Budte f: U — V', g: V. — W linedrni zobrazeni. Pak sloZené
zobrazeni g o f je zase linedrni zobrazend.

Diikaz. Podle definice ovérime pro libovolné z,y € U a a € T
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Uvazujme dvé linearni zobrazeni f: T™ — TP a g: TP — T™ reprezentovand maticové f(x) = Az,
g(y) = By pro urc¢ité matice A € TP*" B € T™*P. Potom sloZené zobrazeni mé piedpis

(9o f)(x) = g(f(2)) = B(Az) = (BA)z.

Je to tedy linearni zobrazeni reprezentované matici BA (viz poznamka [3.20).

Tato vlastnost plati obecnéji, matice sloZzeného linearniho zobrazeni je rovna soucinu matic pfislusnych
zobrazeni. Zakladatelé teorie matic, jako napt. A. Cayley, definovali (kolem roku 1855) nésobeni matic
pravé tak, aby mélo pozadované vlastnosti pro skladani zobrazeni. TakZe i kdyZ vyznam nasobeni matic
daleko pfeséhl ptivodni myslenky, jeho kofeny je tfeba hledat zde.

Véta 6.27 (Matice slozeného linearniho zobrazeni). Budte f: U — V a g: V. — W linedrni zobrazent,
bud By bdze U, By bdze V a By bdze W. Pak

Bw[gof]BU = BW[Q]BV ) Bv[f]BU' (6.2)
Diikaz. Pro kazdé x € U je

[(g o N@)Bw = 9(f@)Bw = 9], - [[@]By = By l9lB, - B, - [2lBy-

Diky jednoznacnosti matice linearniho zobrazeni (véta6.21) je g, [9]p, - p, [flp, hledand matice sloze-

ného zobrazeni. O
U Vv w
By [f]BU Bw [Q]BV
—_— —_—
Bw lgo f ]BU

Ve vzorecku (6.2]) se opét uplatni mnemotechnika ve znaceni matice linedrnich zobrazeni. Konkrétné,
matice zobrazeni g o f ma na vstupu stejnou bazi By jako matice zobrazeni f a na vystupu stejnou bazi
By jako matice zobrazeni g. Navic vystupni baze By matice zobrazeni f musi byt stejna jako vstupni
béze matice zobrazeni g.

Piiklad 6.28 (Skladani otoceni a sou¢tové vzorce pro sin a cos). Otoceni v roviné o tihel a proti sméru
hodinovych ruci¢ek mé vzhledem ke kanonické bazi matici

cosa —sina
sina  cosa )’
viz priklad Podobné otoceni o tthel 5. Matici otoceni o thel a + § miZeme ziskat pfimo dosazenim

hodnoty « + 8 do matice rotace nebo sloZenim otoceni o thel « a pak otoceni o tthel 5. Porovnanim
ziskAme souctové vzorce pro sin a cos:

cos(a+ ) —sin(a+f)) _ (cosf —sinf) (cosa —sina) _
( )= ( ) )

sin(a+ )  cos(a+f) sinf cosf) \sinaa  cosa
_ (cosacos B —sinasin8 —sinacos 3 — sin 3 cosa 0
~ \cosasinB +cosfsinae —sinasin 3+ cosacosfB)

Priklad 6.29. Necht méme ddnu matici linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim By, Ba, tj. p, [f] B
Jak urc¢it matici vzhledem k bazim Bs, By, tj. g, [f] B, { Podle véty o matici slozeného zobrazeni aplikované
na f =1ido f oid a prislusné baze mame

By [f]Bg - By [Zd]BQ : Bo [f]Bl : B1 [Zd]Bg °

Tedy veskerou praci vykonaji matice pfechodu mezi bazemi. U
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Poznamka 6.30 (Derivace vice proménnych a skladani zobrazeni). Uvazujme diferencovatelné funkce
f(@): R" — RP, g(y): RP — R™ a body z* € R" a y* = f(z*). Z kursu diferenciadlniho poctu vice
proménnych zndme formuli pro parcidlni derivace sloZeného zobrazeni

g‘°j? jg: 892 8]}

Oz 8yj " Ox,

V feci Jacobiho matic

of of

or1 " Ozn

Vi=1": :

Ofp Afp

or1 " Ozn
mé vySe zminéna formule tvar

V(go f)(@*) =Vg(y*) - Vf(z"). (6.3)

Jacobiho matice je matice linedrniho zobrazeni (lokalné nejlépe) aproximujicitho hladké zobrazeni. For-
mule (6.3]) Fika, Ze pii skladani hladkych zobrazeni se odpovidajicim zptisobem skladaji i jejich linearni
aproximace. Formule tim také ilustruje vétu [6.27 o matici sloZeného linearniho zobrazeni.

Priklad 6.31 (Posunuti jako linearni zobrazeni?). Bud v € R" pevné a uvazujme zobrazeni f: R" — R"
dané predpisem f(z) = x + v. Toto zobrazeni neni linearni, protoze nezobrazuje nulovy vektor na nulovy
vektor. Nicméné mtzeme ho jako lineadrni simulovat vyuzitim techniky z klasické projektivni geometrie
[éech, 1952]. Vnofime prostor R™ do prostoru o jednu dimenzi vétsiho tak, aby pro ur¢ité linedrni zobrazeni
g: R"t1 — R+ platilo

g1, ..., xn, 1) = (21 + v1,..., Ty + Up, 1).

Dodefinujeme g pro ostatni body tak, aby tvorilo linearni zobrazeni

9(x1, .. T, Tpt1) = (T1 + V1%pg1s oo T+ UnTpg1, Tntl)-
Tlustrace vnoreni:
Tn+1
LA Matice zobrazeni:
1 0 ... 0 (%
1 ...
/, —> —> 0 0 V2
> ; h :
/ v 00 ... 1 v,
o0 ... 0 1

0 T

vvvvv

6.3 Isomorfismus

Definice 6.32 (Isomorfismus). Isomorfismus mezi prostory U, V nad télesem T je vzajemné jednoznacné
linearni zobrazeni f: U — V. Pokud mezi prostory U, V existuje isomorfismus, pak fikdme, ze U, V jsou
isomorfni.

Jak nahlédneme v této sekci, isomorfni prostory se chovaji z pohledu linearni algebry stejné. Isomor-
fismus zobrazuje linedrné zavislé vektory na linearné zavislé se stejnymi vztahy (protoze jde o linearni
zobrazeni), zobrazuje linearné nezéavislé vektory na linedrné nezavislé (protoze jde o prosté zobrazeni),
zachovava dimenzi, zobrazuje bazi na bazi atp.
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P¥iklad 6.33. Piikladem isomorfismu je tieba gkalovani, pieklapéni v R? (piiklad B.2) nebo otacent
(priklad [6:2]]). Prikladem linearniho zobrazeni, které neni isomorfismem, je projekce (piiklad [6.2)).
Piikladem isomorfnich prostorti je napiiklad P™ a R**! kdy vhodnym (a nikoliv jedinym) isomorfis-
mem je
anz" 4+ ... +ar1x 4+ ag — (an,...,a1,a0),

Ran

Jinym piikladem isomorfnich prostoru je a R™" kdy vhodnym isomorfismem je napiiklad

A (an,...,aln,agl,...,agn,...,aml,...,amn).

Vektorovy prostor C" nad R je isomorfni prostoru R?” nad R. Konkrétni isomorfismus je napiiklad
zobrazeni, které vektor (aj + by, a, + ib,)T € C™ zobrazuje na vektor (ay, by, ..., an,b,) R?",

Isomorfismus najdeme i mezi nékterymi nekone¢né-dimenzionalnimi prostory, napfiklad mezi prosto-
rem polynomi P a prostorem realnych posloupnosti s koneéné mnoha nenulovymi prvky. Isomorfismem
je pak tfeba zobrazeni a,z™ + ...+ a1z + ag — (ag,a1,...,a,,0,...). O
Tvrzeni 6.34 (Vlastnosti isomorfismu).

(1) Je-li f: U — 'V isomorfismus, pak f~1: V — U existuje a je to také isomorfismus.

(2) Jsou-li f: U —V ag:V — W isomorfismy, pak go f: U — W je také isomorfismus.

(8) Linedrni zobrazeni f: U — V je isomorfismem prdvé tehdy, kdyZ libovolnd bdze prostoru U se

zobrazuje na bdzi prostoru V.

(4) Je-li f: U — V isomorfismus, pak dimU = dim V.
Diikaz.

(1) Zobrazeni f je vzijemné jednoznacné, tedy f~! existuje a je také vzajemné jednoznaéné. Zbyva
dokazat linearitu. Bud vi,v2 € V a necht f~'(vy) = u; a f~'(va) = ug. Pak f(ui + up) =
flur) + f(u2) = v1 +v9, tedy f1(v1 +v2) = us +ug = f~1(v1) + f~(v2). Podobné pro nasobky:
Necht v € V a f~}(v) = u, pak f(au) = af(u) = av, tedy f~!(av) = au = af~1(v).

(2) Snadné z tvrzeni [6.20]

(3) Bud z1,...,x, baze U. Protoze f je prosté, dle véty [6.12(3)|jsou obrazy f(x1),..., f(zy) linearné
nezévislé. Protoze f je na, generuji vektory f(x1),..., f(z,) dle tvrzeni [G.I0(3)| prostor f(U) = V.
Tedy vektory f(x1),..., f(zy) tvoii bazi V.

Naopak, bud zi,...,z, baze U a f(x1),..., f(x,) baze V. Pak zobrazeni f je zfejmé& na. To,
Ze zobrazeni f je prosté, nahlédneme sporem: Pfedpokladejme, Ze jadro Ker(f) obsahuje nenu-
lovy vektor. Tudiz pro né&jakou netrivialni linearni kombinaci plati f(3>"1 | auz;) = o. Z linearity
zobrazeni dostavame » " ; «; f(z;) = o, coZ je spor s linearni nezavislosti vektorit f(z1),..., f(zy).

(4) Plyne z predchoziho bodu. O
Nyni prichézi na fadu slibené dusledky véty o matici sloZzeného linedrniho zobrazeni.

Tvrzeni 6.35. Bud f: U — V isomorfismus, By bize U a By bdze V. Pak

Diikaz. Protoze f~'o f =id, dostavame

BU[fil]BV “pylflg, = BU[filof]BU = p,lidlg, =1.
Jelikoz g [flp, Je podle véty B34(4)] ctvercovd, je By [ffl]BV jeji inverzni matice. O

Matice isomorfismu ma matici inverzni, tedy musi byt regularni. Toto tvrzeni plati i naopak: Je-li
matice linearniho zobrazeni f regularni, pak je f isomorfismem, protoze inverzni matice déava piredpis pro
inverzni zobrazeni f~1.

Tvrzeni 6.36. Linedrni zobrazeni f: U — V je isomorfismus prdavé tehdy, kdyz néjakd (libovolnd) matice
reprezentugici f je requldrng.
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Dalsi diisledek tvrzeni [6.35] dostaneme specialné pro matici prechodu mezi bédzemi By a By, a to

Piiklad 6.37 (Mnemotechnika poc¢itani matic prechodu). Pro poé¢itani matice pfechodu v R™ od béaze
By do béaze By, tj. g [id]pg,, , lze pouzit nasledujici mnemotechniku:
RREF .

(Bv | Bu) ~ (In ‘ BV[Zd]BU ) .
Prvni matice ve sloupcich obsahuje bazi By a pak bazi By, coZ jsou vlastné matice ,,[id]z, a y,,lid]g, -
Prevedenim na RREF tvar dostaneme napravo hledanou matici pfechodu. Duvod prameni ze vztahu
B lidlp, = p,lidln * 1enlidlp, = xanlid] ]_;i " kanlidl g, - Plevedeni matice na RREF tvar lze vyjadiit
vynasobenim matici |, [id] E;é zleva.

Konkrétné, pro piiklad [6.24] dostaneme

8 -8 3| 1 3 2 100]2 -1 1
4 5 —2| 1 —2 —1| ¥ 1o 1 0|3 —4 3]. O
1 -2 1|-1 0o 1 00 13 -7 6

Nyni se obratime od matic zpét k prostorim mezi nimiz existuje isomorfismus. Jiz vime z véty [6.34)(4)}
7e isomorfni prostory maji stejnou dimenzi. Plati to i naopak?

Tvrzeni 6.38. Bud V wvektorovy prostor nad télesem T dimenze n s bizi B. Pak zobrazeni x — [x|p je
isomorfismus mezi prostory V. a T™ nad T.

Diikaz. Necht baze B sestava z vektori vy, ..., v,. Snadno se nahlédne, Ze zobrazeni = — [z]|p je linearni,
Ze je prosté a Ze je ,na‘. Linearitu zobrazeni jsme dokézali ve tvrzeni [5.40. Prostota plyne z jednoznac-
nosti soufadnic, véta [5.33] Dale, zobrazeni je ,na“, protoze kazda n-tice (aq,...,a,) € T™ predstavuje
souradnice né&jakého vektoru, konkrétné vektoru Y1 | a;v;. O

Véta 6.39 (Isomorfismus n-dimenzionalnich prostori). Viechny n-dimenziondlni vektorové prostory nad
telesem T jsou mavzdjem isomorfni.

Diikaz. Podle tvrzeni[6.38] jsou v8echny n-dimenzionélni vektorové prostory nad télesem T isomorfni s T"
nad T, a tim padem i navzajem mezi sebou, nebot sloZeni isomorfismu je zase isomorfismus. O

Véta 1ika, Ze v8echny n-dimenzionélni prostory nad stejnym télesem jsou navzajem isomorfni. To zna-
mené, Ze jsou z urcitého pohledu stejné. Prestoze kazdy méa sva specifika, zvlastni operace atp., vykazuji
podobnou strukturu a mtzeme k nim pfistupovat jednotnym zpisobem. Tudiz pii hledani dimenze, ové-
Fovani linearni nezavislosti atp. sta¢i prejit isomorfismem do prostoru T” nad T, kde se pracuje mnohem
lépe. Isomorfismus totiz zachovava linearni nezévislost vektori, zachovava linearni zavislost vektort, a také
zachovava dimenzi obrazu podprostoru.

Priklad 6.40. Uvazujme polynomy
2x3+x2+x+3, x3+2x2+3x+1, x3—x2—2x+2, 4o — 2?2 — 3z + 7

jako vektory prostoru P3. Jsou linearné nezavislé? Jakou dimenzi mé prostor jimi generovany? Jaka je jeho
baze? Na tyto otazky snadno odpovime pi¥i pouziti isomorfismu agz® + asz? + a12 + ag = (as, as, a1, ag).
Takto se polynomy zobrazi na vektory

2,1,1,3)7, 1,2,3, )7, (1,-1,-2,2)T, (4,-1,-3,7)T.

Nyni jiz standardnim zptsobem (pfiklad B.70) zjistime, Ze vektory (a tedy i polynomy) jsou linearné
zévislé, generuji dvoudimenzionalni podprostor a béazi tvoii napiiklad prvni dva. U

Pro linearni zobrazeni f: R"™ — R™ definované piedpisem f(x) = Az plati Ker(f) = Ker(4) a
f(R™) = S(A). I v obecném piipadé je tzky vztah mezi jadrem linearniho zobrazeni a jadrem prislusné
matice a podobné mezi obrazem a sloupcovym prostorem matice.
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Véta 6.41 (O dimenzi jadra a obrazu). Bud f: U — V linedrni zobrazeni, By bdze prostoru U a By
baze prostoru V. Oznacme A= g [flp, . Pak:

(1) dimKer(f) = dim Ker(A),
(2) dim f(U) = dim S(A) = rank(A).

Diikaz. (1) Podle véty [6.34(4)| staci sestrojit isomorfismus mezi prostory Ker(f) a Ker(A). Isomorfismem
muze byt napt. zobrazeni x € Ker(f) — [z]p,. Z tvrzeni [6.38 vime, Ze je linearni a prosté. Zbyva ukézat,
ze [z]p, € Ker(A) a ze zobrazeni je ,na“. Bud x € Ker(f), pak

0= [O]BV = [f(x)]Bv = Bv[f]BU ’ ['T]BU’

tedy [z]p, nalezi do jadra matice A. Také naopak, pro kazdé [z]p, € Ker(A) je f(z) = o.

(2) Ozna¢me dim U = n, dim V' = m. Opét sestrojime isomorfismus, nyni mezi f(U) a S(A), a to takto
y € f(U) — [y]B,- A opét, zobrazeni je linearni a prosté. Dale, pro y € f(U) existuje z € U takové, ze
f(z) =y. Nyni [ylp, = [f(x)]B, = A-[z]|B,, tedy [y] B, nalezi do sloupcového prostoru S(A). A naopak,
pro kazdé b € S(A) existuje a € T" takoveé, ze b = Aa. Cili pro vektor z € U takovy, Ze [z]B, = a, plati
y = f(z) € f(U) a zaroven [y, = [f(z)]B, = A" [z]p, = Aa=be S(A). O

Poznamka 6.42. Dukaz véty je konstruktivni — ik4 nejen jak spocitat dimenzi jadra a obrazu f, ale
také jak najit jejich baze. Je-li x1, ...,z baze Ker(A), pak tyto vektory tvofi souradnice (vzhledem k bazi
By) baze Ker(f). Podobné, je-li y,...,y, baze prostoru S(A), pak tyto vektory predstavuji soufadnice
béaze prostoru f(U) vzhledem k By .

Jako disledek véty [6.41] dostavame nasledujici zobecnéni rovnosti z véty [6.34(4)|, nebot pro isomorfismus
mame dim Ker(f) = 0.

Disledek 6.43. Bud f: U — V linedrni zobrazent, pak dimU = dim Ker(f) + dim f(U).

Diikaz. Podle véty plati pro matici A typu m x n rovnost n = dim Ker(A) + rank(A). Specialné, pro
A= p [flp, dostavime hledanou identitu, nebot n = dimU, dim Ker(f) = dimKer(A) a dim f(U) =
rank(A). O

Jiz na strané jsme nahlédli, Ze jadro linedrniho zobrazeni popisuje jak moc zobrazeni degeneruje.
Disledek [6.43] pak vyjadiuje miru degenerace Ciselné. Dimenze jadra udéava rozdil mezi dimenzi prostoru U
a dimenzi jeho obrazu.

S ohledem na véty a pak dostavame, Ze linedrni zobrazeni f: U — V je prosté pravé tehdy,
kdyz dimU = dim f(U), neboli dimU = rank( g [f]p, ). Nutnd a postacujici podminka pro to, aby f
bylo prosté, tedy je, aby matice zobrazeni f vzhledem k libovolnym bézim méla linearné nezavislé sloupce.

Jak pozname, Ze linearni zobrazeni f: U — V je ,na“? Tuto situaci mizeme vyjadiit podminkou
dim V' = dim f(U), neboli dim V' = rank( 5 [f]p, ). Ekvivalentné tedy matice f vzhledem k libovolnym
bézim musi mit linedrné nezavislé fadky. Dostavame tedy nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.44. Bud f: U — V linedrni zobrazeni, By bdze prostoru U a By bdze prostoru V. Pak:
(1) f je prosté prave tehdy, kdyz g [flp, md linedrné nezdvislé sloupce,

(2) f je ,na® pravé tehdy, kdyz g [flg, md linedrné nezdvislé Tdadky.

Priklad 6.45. Mé&jme linearni zobrazeni f: R® — P? dané matici

—_— N

1 1
Bv[f]BU :A: 3 0 )

0 3
kde

BU = {(152’ 1)T? (0’ 15 1)Ta (1’254)T}’
By = {2* —22+3,  — 1, 22% + z}.
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Protoze rank(A) = 2, dostavéame ihned, ze dim Ker(f) = 3 — rank(A4) = 1 a dim f(R3) = rank(A) = 2.
Jelikoz ma jadro kladnou dimenzi a je tudiz netrivialni, podle véty to znamena, Ze zobrazen{ f neni
prosté. Jelikoz mé obraz dimenzi 2, ale prostor P? mé dimenzi 3, tak zobrazeni f neni ,na“.

Baze Ker(A) je (2,—3,1)T, coz reprezentuje soufadnice hledaného vektoru v bazi Byr. Tedy baze Ker(f)
je tvorena vektorem

2(1,2, )7 = 3(0,1, )7 +1(1,2,97 = (3,3,3)".

Baze S(A) je (1,3,0)7, (1,2,1)7, coz opét reprezentuje soufadnice hledanych vektort. Tudiz bézi
obrazu f(R?) tvoii dva vektory

1(2? =22+ 3)+3(x — 1) +0(22% + z) = 2 + =,
(a2 =2z +3)+ 2@ —1)+1(22% +2) =322 + x4+ 1. O

6.4 Prostor linearnich zobrazeni

Neni tézké nahlédnout, Ze mnozina linedrnich zobrazeni z prostoru U nad T dimenze n do prostoru V nad
T dimenze m tvoii vektorovy prostor: soucet linearnich zobrazeni f,g: U — V je opét linearni zobrazeni
(f+9): U — V a nasobek af linedrniho zobrazeni f: U — V je také linearni zobrazeni. Nulovym
vektorem je zobrazeni u — oy, Vu € U.

Navic, protoze kazdé linearni zobrazeni je jednoznacné uréeno matici vzhledem k danym béazim, je
tento prostor linearnich zobrazeni isomorfni s prostorem matic T"*" a ma tedy dimenzi mn. Pfislusnym
isomorfismem pak muze byt zobrazeni f — p [f]p, , kde By je libovolnd pevnd baze prostoru U a By
je libovolna pevné baze prostoru V. Linearita tohoto zobrazeni plyne jednoduse (diky linearité soutfadnic)
z vlastnosti

Bv[f+g]BU = Bv[f]BU + BV[g]BU’

Bv[af]BU = aBV[f]BU .
Dtlezity pripad prostoru linearnich zobrazeni je pro V = T.

Definice 6.46. Bud V vektorovy prostor nad T. Pak linedrni forma (nebo téz linearni funkcionél) je
libovolné lineérni zobrazeni z V do T. Dudlni prostor, znaceny V*, je vektorovy prostor vSech lineadrnich
forem.

Priklad 6.47. Linearni formou na prostoru R™ nad R je naptiklad zobrazeni f(x1,...,x,) = % Yo

nebo zobrazeni g(z1,...,T,) = 1. O

Nic ndm nebrani uvazovat dualni prostor k dudlnimu prostoru. Je to tedy prostor V** vSech linearnich
zobrazeni F': V* — T. Jinymi slovy, F' kazdou linearni formu na V zobrazi na skalar z télesa T. Napiiklad,
bud v* € V pevny vektor a uvazujme zobrazeni, které linearni formu f zobrazi na jeji funkéni hodnotu
f(v*). Pravé jsme definovali zobrazeni Fy,» € V** dané prepisem Fy«(f) = f(v*). Ke kazdému vektoru
v* € V jsme takto nasli vektor Fy« € V**. Zobrazeni v* — F,« se nazyva kanonické vnorend prostoru V
do prostoru V**. D4 se ukazat, Ze je to prosté linearni zobrazeni, viz napf. Bec¢vai [2005].

Je-li dimV = n, pak také dim V* = n. Je-li v1,...,v, baze V, pak dudlni prostor ma napiiklad bézi
fi,---, fn, kde f; je urceno obrazy béaze fi(v;) =1 a fi(v;) = 0 pro i # j. Tato béaze se nazyva duélni
k bazi vi,...,v,.

Pro kone¢né generovany prostor je tedy V isomorfni s dudlnim prostorem V*, s dudlem k dualnimu
prostoru V** atd. Pro nekone¢né-dimenzionélni prostory uz to pravda obecné neni. Nicméné vzdy existuje
kanonické vnoteni V' do V** tak, jak jsme ho popsali nahote. Pokud navic plati, ze V a V** jsou isomorfni,
tak V' ma urcité pékné vlastnosti.

Dalsi podrobnosti odkryva obor zvany funkcionélni analyza. I kdyZ se matematika za tim muze zdat
hodné naro¢né, pomaha fesit tak slozité problémy jako je nalezeni rovnovazné pozice membrany vychylené
néjakou prekazkou, problémy ve zpracovini a analyze signalt ¢ obréazki, ve strojovém uceni, nemluvé
o fyzikalnich problémech (tfeba kvantové mechaniky) a mnoha jinych.
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6.5 Aplikace

Linearni zobrazeni maji Siroké uplatnéni v pocitacové grafice pro vizualizaci dat, animaci, modelovani 3D
scén atp. Protoze linedrni zobrazeni umoziuje pomoci jednoduchych maticovych operaci provadét zakladni
transformace (8kalovani, otaceni, projekce, ...), dostdvame tim elegantni zpisob jak zobrazovat dvou a
tfidimenzionalni objekty.

Priklad 6.48 (Vizualizace trojrozmérnych objekt). Uvazujme objekt pro vizualizaci; v praxi to mize
byt napriklad 3D obraz lidského organu pomoci magnetické rezonance nebo CT, ktery chceme z urc¢itého
pohledu a v urcitém méritku zobrazit. Objekt je umistény v zadaném soufadném systému. V naSem
pripadé uvazujme objekt ve tvaru valce se stfedem podstavy v pocatku.

z

Nejprve je nutné objekt preskalovat, aby mél pozadovanou velikost. To provedeme transformaci x — Az
s diagonalni matici A = diag(a, ay, ;). V ose = Skilujeme s koeficientem «, a podobné pro ostatni osy.
Pfi rovnomérném skalovani je A = als, v naSem pfipadé o = 1.7:

z

T

Dale je potieba objekt umistit na spravné misto a natoc¢it ho do spréavné pozice. Kazdé otoceni v prostoru
R3 1ze slozit ze t¥i rotaci kolem soufadnych os. Podle pitkladu mé matice rotace kolem osy y o thel ¢

tvar
cos(p) 0 —sin(p)
0 1 0

sin(p) 0  cos(y)

Zde valec oto¢ime o ¢ = —36° kolem osy y.
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Nakonec provedeme projekci objektu na piislusnou rovinu priamétny. Projekce budeme probirat podrobnéji
v sekci B4 ale neni t&zké nahlédnout, Ze naptiklad projekce na rovinu os x, z je reprezentovand matici
diag(1,0,1). To odpovida pozorovateli, ktery diva ze sméru osy y.

Vysledny obrézek pro vykresleni vzniknul pomoci nékolika linearnich transformaci a cely postup jde tedy
reprezentovat maticové sou¢inem prislusnych matic linearnich transformaci. O

Problémy

6.1. Ukazte, ze pro lineadrni zobrazeni f: U — V existuji baze prostori U a V takové, Ze matice
zobrazeni f vzhledem k témto bazim ma schematicky tvar

(5 o)

6.2. Bud f: U — V linearni zobrazeni. Dokazte, Ze existuje W & U takovy, ze f(W) = f(U) a
W NKer(f) = {o}. To znamena, ze pokud omezime defini¢ni obor zobrazeni f pouze na W, tak
dostaneme isomorfismus mezi W a f(W) (srov. véta [[3.29)).

6.3. Uvazujme linearni zobrazeni x — Dx, kde D € R™*" je regularni. Bud A € R™*™ a b € R™.
(a) Co je obrazem mnoziny {z € R"; Ax = b}?

(b) Co se zobrazi na mnozinu {z € R"; Az = b}?

Jak se zméni predchozi vysledky kdyz D nebude regularni?
6.4. Dokazte, Ze line4rni zobrazeni f: U — V je
(a) prosté pravé tehdy, kdyz existuje linearni zobrazeni g: V' — U takové, 7e go f =id (na U).
(b) ,mna‘ pravé tehdy, kdyz existuje linearni zobrazeni g: V' — U takové, Ze f o g =id (na V).
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Kapitola 7

Afinni podprostory

Toto je letmy tivod do afinnich podprostori. Podrobnéji o afinnich prostorech pojednavé napiiklad Barto
a Tama [2018]; Bican [2009)].

Vektorové prostory a podprostory jsou omezeny tim, ze musi obsahovat nulovy vektor. Afinni podpro-
story zobechuji pojem podprostoru a vyhybaji se této restrikci. Afinnim podprostorem v R3 tak mize byt
jakékoli pfimka ¢ rovina, ne jenom ta prochézejici pocatkem.

7.1 Zakladni pojmy

Afinni podprostor je moZzno definovat axiomaticky podobné jako vektorovy prostor, ale pro nase tucely se
omezime na specialni typ.

Definice 7.1 (Afinni podprostor). Bud V vektorovy prostor nad T. Pak afinni podprostor je jakékoli
mnozina M C V tvaru
M=U+a={u+a;uecU},

kde a € V a U je vektorovy podprostor V.
Afinni podprostor (pouZiva se i pojem afinni prostor ¢ afinni mnoZina se stejnym vyznamem) je tedy

jakykoli podprostor U ,,posunuty* né&jakym vektorem a.

U+a

~ 0

Protoze 0 € U, je a € M. Tento reprezentant a neni jednozna¢ny, muzeme zvolit libovolny vektor z M.
Naopak, podprostor U je u kazdého afinniho podprostoru uréeny jednoznacné (problém [7.1]).

Piiklad 7.2. Bud V vektorovy prostor. Kazdy jeho vektorovy podprostor U je zaroven jeho afinnim
podprostorem, nebot 1ze volit a = o, ¢&imz U = U + o je tvaru afinniho podprostoru.

Dale, pro kazdy vektor a € V je mnozina {a} jednoprvkovy afinni podprostor ve V. Ten dostaneme
volbou U := {0}, protoze potom U + a = {a}. O

Poznamka 7.3 (Dlazdéni afinnimi podprostory). Bud V' vektorovy prostor a U jeho podprostor. Pak
afinni podprostory tvaru U + a, U + a’ jsou bud shodné & disjunktni. Navic kazdy vektor v € V lez
v néjakém afinnim podprostoru tohoto tvaru, napiiklad v afinnim podprostoru U + v. Tudiz prostor V lze
rozlozit na disjunktni sjednoceni afinnich podprostori tvaru U + a pro vhodné volby vektori a.
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U+a
U+d
U—{-CL”

Afinni kombinace

Zatimco vektorové podprostory jsou takové mnoziny vektori, které jsou uzaviené na linearni kombinace,
afinni podprostory jsou takové mnoziny vektori, které jsou uzaviené na tzv. afinni kombinace.

Bud V prostor nad télesem T'. Afinni kombinace dvou vektoru z,y € V je vyraz (vektor) ax+(1—a)y,
kde o € T. Afinni kombinaci lze piepsat do tvaru az + (1 — o)y = y + a(x — y), coz je parametricky
popis piimky s bodem y a smérnic{  — y. Jinymi slovy, afinni podprostor s kazdymi dvéma body musi
obsahovat i pfimku, ktera jimi prochézi:

{az + (1 — a)y; a € R}

/ 0

Véta 7.4 (Charakterizace afinniho podprostoru). Bud V' vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky
rizné od 2, a bud ) # M C V. Pak M je afinni podprostor prdve tehdy, kdyz pro kazdé x,y € M a o € T
plati ax + (1 — )y € M.

Diikaz. Implikace ,,=“. Necht M je tvaru M = U +a. Bud x,y € M, tedy jsou tvaru z = u+a, y = v+a,

kde u,v € U. Potom az + (1 —a)y=a(u+a)+ (1 —a)(v+a)=au+ (1 —a)v+a€U+a= M.
Implikace ,,<*. UkaZzeme, Ze staci zvolit a € M libovolné pevné a U = M —a = {x —a; x € M}.

Musime ovéfit, ze M = U + a a Ze U je vektorovy podprostor. Rovnost M = U + a je vidét z definice U,

takze se zaméFime na druhou ¢ast a ukdzeme o € U a uzavienost U na nasobky a soucty. Ziejmé o € U.
Uzavienost na nasobky: Bud a € T a u € U, tedy u = x — a pro néjaké x € M. Pak

au=ar—a)=(ax+(1—-—a)a) —aeM—-a=U,

nebot ax + (1 — a)a je afinni kombinace vektori x,a € M.
Uzavrenost na soucty: Budte u,u’ € U, tedy jsou tvaru u = x — a, v’ = 2’ — a pro ngjaké z, 2’ € M.
Jejich sou¢tem dostaneme

utu =@—a)+ (' —a)=(z+2' —a) —a.

Staci ukazat, Ze x + 2’ — a € M. Protoze z, 2’ € M, také jejich afinni kombinace %x + %x/ € M. Protoze
(2 + 12'),a € M, také jejich afinnf kombinace 2(3z + 12/) + (1 —2)a =z + 2’ —a € M. O

Implikace ,,=* plati vzdy, ale obracena implikace nemusi platit nad télesem charakteristiky 2. Staci
vzit za priklad prostor Z5 nad Zsg, v némz je kazda mnozina vektorti uzaviena na afinni kombinace dvou
vektort.
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Vétu muzeme zobecnit i na télesa charakteristiky 2, musime ale rozsifit pojem afinni kombinace na
vétsi pocet vektoru. Vektorovy podprostor je uzavieny na linearni kombinace dvou vektort, a tim padem
i na linearni kombinace libovolného koneéného poc¢tu vektort. Tato vlastnost uz pfimocarou analogii pro
afinni kombinace nemé4, proto musime uvazovat afinni kombinace vice vektora zv1ast.

Afinni kombinace vektoru x1,...,x, € V je vyraz (vektor)

n n
Zaixi, kde «o; €T, Zai =1.
i=1 i=1

Jedné se o takovou line4drni kombinaci, u které je soucet koeficientti roven 1. Pro dva vektory dostavame
ptuvodni definici. Geometricka interpretace pro tii vektory (body) fik4, Ze jejich afinni kombinace popisuji
rovinu, kteréa je témito body urcena. Analogicky pro afinni kombinace vice vektort.

Tvrzeni 7.5. Bud V wvektorovyj prostor nad télesem T a bud O # M C V. Pak M je afinni podprostor
prave tehdy, kdyz M je uzaviené na afinni kombinace.

Ditkaz. Analogicky ditkazu véty [l Dtikaz uzavienosti mnoziny U na soudty vyplyva piimo z toho, Ze
x + a2’ —a € M, protoze se jedna o afinni kombinaci t¥{ vektort x,z’,a (jejich koeficienty se sec¢tou
na 1+ 1—1=1). Proto neni potfeba nikde délit dvéma a lze uvazovat libovolné téleso. O

7 dukazu vidime, Ze staci, aby mnozina M byla uzaviené na afinni kombinace t¥i vektord. Pak uz je
uzaviend na afinni kombinace libovolného kone¢ného poétu vektori.

Afinni podprostory a soustavy linearnich rovnic

Je velmi tésny vztah mezi afinnimi podprostory a mnozinou feSeni soustav linearnich rovnic.

Véta 7.6 (Soustavy linearnich rovnic a afinni podprostory). MnoZina Teseni soustavy rovnic Az = b je
prdzdnd nebo afinni. Je-li neprdzdnd, miZeme tuto mnozZinu FeSent vyjadrit ve tvaru Ker(A) + xo, kde xg
je jedno libovolné fesend soustavy.

Diikaz. Pokud z je FeSenim, pak lze psat x1 = x1 —xo + x¢. Stadi ukazat, ze 1 —xg € Ker(A). Dosazenim
Az — o) = Ay — Azg = b— b = 0. Tedy x1 € Ker(A) + xg. Naopak, je-li zo € Ker(A), pak xs + xq je
feSenim soustavy, nebot A(ze + x¢) = Azg + Axg =0+ b=0. O

UkéZzeme, Ze plati i obracené implikace, tedy kazdy afinni podprostor prostoru T™ nad T lze popsat
pomoci soustavy rovnic. Pro obecné vektorové prostory koneéné dimenze tato vlastnost také plati, ale
soustava rovnic popisuje soufadnice vektort afinniho podprostoru, nikoliv vektory samotné [Barto a Ttuna,
2018; Bican, 2009].

Tvrzeni 7.7 (Afinni podprostory a soustavy linearnich rovnic). Bud U + a afinni podprostor prostoru
T™ nad T. Pak existuje matice A € T™*™ q vektor b € T™ takové, Ze mnoZina Feseni soustavy linedrnich
rovnic Az = b je rovna U + a.

Diikaz. Bud v1,...,v, € T" baze podprostoru U. Sestavime matici C' € T**™ jejiz fadky jsou vektory
Viy...,Vk:

Podle véty 572 o dimenzi jadra a hodnosti matice je dim Ker(C') = n—rank(C) = n—k. Bud wy,...,w,_k
baze Ker(C). Plati tedy Cw; = ... = Cw,_j = o, ¢ili specialné pro fadky matice C' dostaneme vZ-ij =0
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proi=1,...,k, j =1,...,n — k. Nyni sestavime matici A € T=k)xn tak, ze jeji fadky jsou tvoreny
vektory wi, ..., Wn_g:
R
T
—w o
A= .2
T
— wl,
Dimenze jejiho jadra je dimKer(A) = n —rank(A) = n — (n — k) = k. Protoze w?vi = vl'w; = 0, plati
Avy = ... = Av, = o. Protoze jsou vektory vq,...,v; linedrné nezavislé a je jich spravny pocet, tvoii bazi

Ker(A). Tudiz Ker(A) = U. Zbyva urcit vektor b € T"~* tak, aby vektor a byl fesenim soustavy Az = b.
Staci tedy zvolit b := Aa. Podle véty [(.6] je mnozina FeSeni soustavy Az = b rovna Ker(A)+a =U+a. O

Piiklad 7.8 (Soustava linearnich rovnic pii zméné pravé strany). Véta dava nasledujici geometricky
pohled na soustavy rovnic pri perturbaci pravé strany. Necht Az = b je feSiteln4, tedy popisuje afinni
podprostor Ker(A) 4+ zp. Zménime-li pravou stranu soustavy b na ', pak budto soustava prestane mit
feSeni, nebo se afinni podprostor posune na Ker(A) + zf, kde z, je jedno vybrané feseni. Jsou-li fadky
matice A linearné nezavislé, pak soustava je TeSitelna pro jakoukoli pravou stranu, a tudiz se mnozina
FeSeni pfi zméné pravé strany pouze posouva né&jakym smérem. Jsou-li fadky matice A linearné zavisleé,
pak pro néktera b je soustava Fesitelna a pro nékteré neni. Pro ty hodnoty b, pro néz je soustava resitelna,
je opét mnozina feSeni stejnd az na posunuti.
Pro konkrétnost uvazujme soustavu linearnich rovnic s obecnou pravou stranou
1 1 3|b;

A = .

(A1) (2 11 bg)
Radky matice A jsou linearné nezavislé a pro kazdé b = (by, by)” ma mnozina feseni tvar span{(2, —5,1)7 }+
(—=by + bg, 2by — b, 0). Je to tedy pifmka vZzdy se stejnou smérnici.

Nyni uvazujme soustavu linearnich rovnic s linedrné zavislymi radky matice A
1 2 3|b;

Alb) = .

(A1) (2 4 6 bg)
Pokud by # 2b1, feSeni neexistuje. Pokud by = 2by, mnozina FeSeni je rovina popsané rovnici x1 + 2z9 +
3z3 = by a jejl normala nezavisi na pravé strané. O

Dimenze afinniho podprostoru

Definice 7.9 (Dimenze afinniho podprostoru). Dimenze afinniho podprostoru M = U + a je definovéna
jako dim(M) := dim(U).

Protoze kazdy vektorovy podprostor prostoru V je zaroven jeho afinnim podprostorem, definice tedy
zobecnuje pojem dimenze, zavedeny pro vektorové prostory. Definice pfirozené zavadi dimenzi bodu jako
nula, dimenzi pifimky v R” jako jedna a dimenzi roviny jako dva.

Také umoznuje definovat piFimku p v libovolném vektorovém prostoru V nad T jakoZzto afinni pod-
prostor dimenze jedna. Jinymi slovy, p = span{v} + a, kde a,v € V a v # 0. Odsud dostavame i znamy
parametricky popis piimky p = {av + a; o € T}.

Nadrovinou v prostoru dimenze n rozumime pak libovolny afinni podprostor dimenze n — 1. Tedy
napiiklad v R? jsou to piimky, v R? roviny, atd.

Priklad 7.10. Mnozina {e* + asinz; a € R} je pfimka v prostoru funkei F. U

Piiklad 7.11. Pro jakékoli a € R™\ {o} a b € R je mnozina popsana rovnici a’z = b nadrovinou v R™.

A naopak, kazda nadrovina v R™ se da popsat rovnici a’z = b pro uréité a € R" \ {o} a b € R. O

Tvrzeni 7.12. Bud A € T™*", b € T™. Je-li mnoZina veSeni soustavy rovnic Ax = b neprdzdnd, pak ji
tvori afinni podprostor dimenze n — rank(A).

Diikaz. Podle tvrzeni jde mnozina feSeni vyjadrit ve tvaru Ker(A) 4+ xg, kde xg je jedno libovolné
feSeni soustavy. Jeji dimenze je tedy rovna dimenzi jadra, coz je podle véty 572 rovno dimKer(A) =
n —rank(A). O
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Afinni nezavislost

Linearni nezéavislost vektort x1,...,x, znamenala, Zze podprostor, ktery tyto vektory generuji, se neda
vygenerovat néjakou vlastni podmnozinou téchto vektor. Zédny z nich tedy neni v jistém smyslu zbytecny.
Chteéli bychom analogickou vlastnost mit i pro afinni podprostory, tedy umeét charakterizovat nejmensi
mnozinu vektori, jenz jednoznacné urcuji dany afinni podprostor. Toto vede na pojem afinni nezavislost.
Afinni podprostor jsme definovali jako U + a, tedy vektorovy podprostor U posunuty o vektor a. Nabizi
se tedy definovat afinni nezéavislost vektori tak, Ze je posuneme zpét a po vyslednych vektorech budeme
pozadovat linearni nezavislost.

Definice 7.13 (Afinni nezévislost). Vektory zg,z1,..., 2, vektorového prostoru jsou afinné nezdvislé,
pokud x1 — xq, ..., x, — xo jsou linearné nezavislé. V opacném piipadé vektory nazyvame afinné zdvislé.
Pi#iklad 7.14. Vektory (1,1)7,(2,2)T,(1,2)T € R? jsou sice linedrné zavislé, ale afinné nezavisleé. O

Priklad 7.15. Dva riizné body v R” jsou afinné nezavislé a nejmensi afinni podprostor, ktery je obsahuje,
je primka. Nicméné, tii body na pfimce uz jsou afinné zavislé, protoze piimka je jednoznacné urcena jen
dvéma body. O

Neni tézké nahlédnout, Ze afinni nezavislost nezévisi na poradi vektori, a tedy ani na volbé xy (do-
kaztel!).

Afinni nezavislost navic umoznuje jednoduSe formalizovat to, co znadme pod pojmem ,,Mé&me body
v obecné poloze“: Mnozina bodi z1,...,z,, € R" je v obecné poloze, kdyz kazd4 jeji podmnozina velikosti
nanejvys n + 1 je afinné nezéavisla. Tedy napiiklad v rovingé R? jsou dané body v obecné poloze pokud
Zaddné t1i nelezi na spole¢né pifmce.

Afinni obal

Afinni obal je analogii linearniho obalu z teorie vektorovych prostoria. Afinni obal neprazdné mnoziny
A C V je nejmensi afinni podprostor, ktery obsahuje A. Formalnéji, afinni obal mnoziny A je prinik
v8ech afinnich podprostort, obsahujicich A. Pranik afinnich podprostora je prazdnéd mnozina nebo afinni
podprostor, tudiz afinni obal mnoziny A # () je skutecné afinni podprostor.

Alternativné mizeme afinni obal mnoziny A definovat jako mnozinu vSech koneénych afinnich kombi-
naci vektori z A. Tim, Ze do mnoziny A pfidame v8echny afinni kombinace, dostaneme mnozinu, ktera
jiz bude na afinni kombinace uzaviené, a proto dle tvrzeni bude tvofit afinni podprostor.

Dva razné body v R™ urcuji pfimku, coZ je v nasi terminologii jejich afinni obal. Podobné t¥i body
v obecné poloze urcuji rovinu, jejich afinni obal. Obecné, n 4+ 1 afinné nezavislych vektori urcuje n-
dimenzionélni afinni podprostor.

Tvrzeni 7.16. Budte xg,...,x, € V afinné nezdvislé vektory a definujme U = span{zi—xq,...,Tp—x0}.
Pak plati:

(1) afinni obal mnoZiny {xo,...,xn} je n-dimenziondlni afinni podprostor U + x,

(2) kazdy vektor v € U + xq se dd jednoznacné vyjadiit jako afinni kombinace vektori xo, ..., Ty.
Diikaz.

(1) Z predpokladu jsou vektory zy — xg,...,x, — zo linedrné nezavislé, z ¢ehoz dimU = n. Bez
Wjmy na obecnost miizeme afinni obal mnoziny {xo,...,z,} vyjadiit ve tvaru U’ 4 z¢, kde U’ je
podprostor V. Protoze U’ musi obsahovat vektory x1 — xg,...,z, — xg, plati U C U’. ProtoZe
U + z¢ je afinni podprostor, obsahujici vektory xq,...,x,, a protoze U’ + x( je prinikem vsech

takovych afinnich podprostort, dostavame U’ C U.
(2) ,Existence.“ Kazdy vektor v € U + xq lze vyjadiit

v =120+ y i i(w — o) = (1= D00 o) mo + D7 .

To je afinni kombinace vektor zo,...,z,, nebot soucet koeficienti jest roven 1 — > 7" a5 +

2= 1.
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,Jednoznacnost.” Uvazujme libovolny vektor v € U + z, je tedy tvaru v = v+ zg, kde u € U. Pro

spor pfedpokladejme, Ze existuji jeho dvé rizné vyjadreni jako afinni kombinace vektora zg, . .., Ty,:

n n

u+xo= Zaz‘ﬂ?z‘ = Zﬁzﬁﬂz

i=0 i=0
Protoze Y ,a; = 1, z prvni rovnice odvodime u = —xzg + Y ;" oix; = >4 o;(z; — o). Analo-
gicky odvodime u = —zg + > Bixi = Yy Bi(x; — ). Tim padem méame dvé riznéa vyjadient
vektoru u € U pomoci bazickych vektori podprostoru U. To je ve sporu s jednozna¢nosti sourad-
nic. ]

K popisu afinniho podprostoru M = U + a staci znat vektor a € V a bazické vektory vq,...,v,
podprostoru U. Kazdy vektor € M se pak da jednoznacéné vyjadiit ve tvaru z = a+ Y ;- ; a;v;. Vektory

a,v,...,v, tedy predstavuji kone¢nou reprezentaci afinniho podprostoru M. Tvrzeni [.16] dava jinou
kone¢nou reprezentaci M pomoci n + 1 afinné nezavislych vektora xg, ..., x,. Kazdy vektor x € M se da

jednoznad¢né vyjadrit jako jejich afinni kombinace.

Souradnice v afinnim podprostoru

Bud M = U + a afinni podprostor a B = {vy,...,v,} baze podprostoru U. Pak kazdé = € M se da
jednoznac¢né zapsat ve tvaru x = a+ Y ;- o;v;. Tedy systém vektora S = {a, v1,...,v,} lze povazovat za
soutadnyj systém a vektor [x]s =[x —alp = (a1, ..., )T za piislusné souiadnice.

Pi#iklad 7.17. Bud v = (2,1)7, a = (1,2)7 a uvazujme piimku span{v} + a. Uvazujme déle soufadny
systétm S = {a,v}. Potom bod x = (5,4)T lze vyjadiit jako = a + 2v, a proto jeho soufadnice jsou
[7]s = (2).

span{v} + a

~ 0

UvaZzujme nyni jiny vektor a’ = (—1, 1)T. Potom se vyjadfeni vektoru z zméni na x = a’ + 3v, a proto
jeho soufadnice v systému S’ = {a’, v} budou [z]g = (3). O

K prechodu mezi soufadnymi systémy pak miizeme pouzit nasi zndmou matici pfechodu presné tak,
jak jsme zvykli. V pfipadé, Zze ménime i vektor a, objevi se navic konstantni aditivni ¢len.

Tvrzeni 7.18. Bud M = U + a afinni podprostor a B = {vy,...,v,}, B = {v],...,v},} dvé bize U.
(1) Pro dva dané soufadné systémy S = {a,v1,...,v,} a S ={a,v],...,vl,} mdame

[z]sr = pilidlg - [z]ls, VreU+a.
(2) Pro dva dané souiadné systémy S = {a,v1,...,v,} a 8" ={d’,v},..., v} mdme
2] =[a—d|p + glidlg - [z]s, YreU+a.
Drikaz.
(1) Necht x € U + a je tvaru © = u + a. Pak
[z]s: = [ulp = plidlp - [ulp = plid]p - [2]s.
(2) Necht z € U+a je tvaru z =u+a, tj. = (a — d’) + u+a’. Pak

als = (e — ) +ulp = la— ) + [y = la— o + plid] - [als. 0



7.1. Zdkladni pojmy 123

Vztah afinnich podprostori

Afinni podprostory U + a, W + b jsou rovnobézné, pokud U € W nebo W & U; riznobézné, pokud nejsou
rovnobézné a maji neprazdny prinik; a mimobézné, pokud nejsou rovnobézné a maji prazdny prunik.

Priklad 7.19. Bud v libovolny vektor vektorového prostoru V. Pak afinni podprostor {v} je rovnob&zny
s kazdym afinnim podprostorem V. Stejnou vlastnost ma i cely prostor V. U

Afinni zobrazeni

Bud g: U — V linearni zobrazeni a méjme pevny vektor b € V. Potom afinni zobrazeni méa tvar f(u) =
g(u) + b. Jednoduchym piikladem afinniho zobrazeni je posunuti, tedy zobrazeni g: V' — V s popisem
f(z) =z +b,kde b € V je pevné.

Afinni zobrazeni nemusi zobrazovat nulovy vektor v U na nulovy vektor ve V', protoZe jsou obrazy
posunuté o aditivni ¢len b.

Priiklad 7.20. Bud U + a afinni podprostor dimenze k v prostoru V', a bud S soufadny systém v U + a.
Pak zobrazeni f(v) = [v]s je afinn{ zobrazeni zobrazujici isomorfné U + a na T*. O
Tvrzeni 7.21 (Vlastnosti afinniho zobrazeni).

(1) Obraz afinniho podprostoru pii afinnim zobrazeni je afinni podprostor.

(2) Slozenim dvou afinnich zobrazeni dostaneme opét afinni zobrazent.

(3) Bud f:U — V linedrni zobrazeni a vektor v € V. Pak dplny vzor vektoru v

7 w) = {u e U; f(u) = v}
je budto prdzdnd mnoZina, nebo afinng podprostor v U.

Diikaz.

(1) Bud f: U — V afinni zobrazeni ve tvaru f(u) = g(u) + b, kde g: U — V je linearni a b € V. Pak
obraz afinniho podprostoru W +a C U je f(W 4+ a) = gW +a) +b=g(W) + g(a) + b. Jedna se
tedy o afinni podprostor ve V', vznikly posunem podprostoru g(W) ve sméru vektoru g(a) + b.

(2) Mé&jme f1: U -V, fa: V. — W afinni zobrazeni ve tvaru fi(u) = g1(u) + b1, fa(v) = g2(v) + ba,
kde g1: U -V, go: V — W jsou linearni a by € V, by € W. Pak slozené zobrazen{ ma tvar

(fao fi)(w) = f2(f1(w) = g2(f1(u)) + b2 = g2(g1(u) + b1) + b
= 92(91(w)) + g2(b1) + b2 = (92 © 91)(u) + g2(b1) + b
Jedna se tedy opét o afinni zobrazeni, vzniklé z linearniho zobrazeni g o g1 posunem o aditivni
¢len gg(bl) + by.

(3) Budte U,V prostory nad télesem T a budte ug,...,u, € f~(v). Uvazujme jejich afinni kombinaci
S aiug, kde aq,. .o o € Ta )l a; =1. Pak

f Oy caws) = 300 aif (wi) = 3250, aiv = v.
Tudiz > 1 au; € f~H(v), coz ukazuje, Ze mnozina f~1(v) je uzavena na afinnf kombinace. [

Bod [(3)| tvrzeni [[.2T] m4 analogii s FeSenim soustav linearnich rovnic. Uvazujme linearni zobrazeni
f: R™ — R™ vyjadiené maticové f(x) = Ar a mé&jme dané b € R". Potom hledat vSechna feSeni soustavy
Az = b vlastné znamena najit uplny vzor vektoru b, tedy mnozinu

FH0) = {z € R™; f(z) = b}
= {z € R"; Az = b}.

7 véty pak vime, Ze mnoZina feSeni soustavy Axr = b je prazdnéa nebo afinni podprostor.

Jesté jiny pohled na bodtvrzem’IIZ[I je pomoci jadra linearniho zobrazeni. Podobné jako ve vété[7.0]
muzeme Uplny vzor vektoru v vyjadrit jako afinni podprostor Ker(f) + u, kde u € U je jeden pevny vzor
vektoru v.
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Piiklad 7.22. Uvazujme linearni zobrazeni f: R? — R? s predpisem f(z) = Az, kde A = (}3). Vime
z poznamky B.43] Ze toto zobrazeni predstavuje projekci na osu x1. V piikladu jsme nahlédli, ze jadro
tvoii osa a9, tedy Ker(f) = span{(0,1)7}. Obrazem je osa z1, ¢ili f(R?) = span{(1,0)7}. Uplny vzor
vektoru v € f(R?) je potom piimka f~1(v) = v +span{(0,1)7}. Na obrazku dole je vyobrazen tplny vzor
vektoru v = (2,0)T a vektoru v’ = (5,0)7.

T2

2t ) 1@

7.2 Aplikace

Priklad 7.23 (Rovnice ano, ale nerovnice?). V minulych kapitolach jsme studovali soustavy linearnich
rovnic Az = b, tudiZ je prirozend otézka zabyvat se i soustavou linearnich nerovnic Ax < b. Nerovnost
mezi vektory znamené nerovnost v kazdé slozce, tedy (Az); < b; pro vSechna i. Déle, omezime se jen na
téleso R, kde mame definovano usporadéni.

Zatimco jedna rovnice vyty¢uje v prostoru nadrovinu a soustava rovnic pak néjaky afinni podprostor,
tak jedna nerovnice vymezuje v prostoru poloprostor a soustava nerovnic pak prinik poloprostorii, coz je
konvexnt polyedr (mnohostén).

Piiklad v R2. Piiklad v R3.
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Pro konkrétnost uvazujme soustavu linearnich nerovnic

1+ 229 <9,
r1 — w2 < 3,
—x1 + 229 < 3,

—T1 — X9 S —3.
Tato soustava popisuje ¢tyfthelnik vykresleny na obrazku

3

V2

0

Ctyfahelnik se sklad4 ze &yt vrchold, ¢tyf hran a vnittku. Vrchol vy = (5,2)T lezi v praniku nadrovin
1+ 229 =9 a x1 — 9 = 3. Je tedy feSenim odpovidajici soustavy rovnic a podle véty [0 je to afinni
podprostor dimenze nula. Hrana spojujici vrcholy vy, vs lezi na pfimce x1 + 2292 = 9. Je tedy urcena
jednodimenzionalnim afinnim podprostorem x1 + 2z = 9. Analogicky charakterizujeme dalsi vrcholy a
hrany.

Podobnym zpisobem pokracujeme ve vySSich dimenzich. Napfiklad t¥idimenzionalni polyedry, jako
je krychle, osmistén atp. maji nasledujici strukturu. Vrcholy jsou nula-dimenzionélni afinni podprostory
urcené prunikem tif nadrovin, tj. popsané tfemi rovnicemi. Hrany lezi v jednodimenzionalnim afinnim pod-
prostoru popsanym soustavou dvou rovnic. A kone¢né stény leZi v nadroving, tedy ve dvoudimenzionalnim
afinnim podprostoru, ktery je urcen jednou rovnici.

Konvexnimi polyedry se vice zabyvé napfiklad obor linedrni programovdni. Ten zkoumé nejen konvexni
polyedry, ale také nad nimi fesi optimaliza¢ni dlohy typu

min ¢’z za podminek Az < b,
kde c € R™", A € R™*™ a b € R™ jsou dané a x € R" je vektor proménnych. Linearni programovani tedy
hledd minimum linearni funkce na konvexnim polyedru. Tento problém je zakladni tlohou optimalizace
a objevuje se témér ve vSech tlohach, které s optimalizaci souvisi: naptiklad v rozvrhovani a planovani,
dopravnich tlohach (nalezeni nejkratsi cesty) nebo pii hledani optimalni strategie v teorii her. O

Priklad 7.24 (Afinni zobrazeni a fraktaly |Gareth, 2001, sekce 4.4]). Fraktal je sobépodobny geomet-
ricky dtvar na prvni pohled slozitého tvaru. UkédZeme na piikladu, Ze i pomérné slozity fraktal muze mit
jednoduchy popis pomoci afinnich zobrazeni.

Pomoci ¢tyr afinnich zobrazeni dokdZeme v roviné vykreslit slozity fraktal. Za¢neme v pocatku a
s danymi pravdépodobnostmi uvazujeme piechod podle prislusného afinniho zobrazeni.

0.86 0.03\ [z 0 - .
Ty (z,y) = (_0 03 0 86> ( ) + <1 5> s pravdépodobnosti 0.83
—0.25\ [z
o 21 0.23) \y

0.15 0.27\ [z 5 )
< 0.25 0. 26) y> + (0 45> s pravdépodobnosti 0.08
0 N 0

0 0. 17

< > s pravdépodobnosti 0.08

0 s pravdépodobnosti 0.01
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Navstivené body postupné vykresli tzv. Barnsleyho fraktal ve tvaru listu kapradiny.

6 4 2 0 2 4 6 s 4 = 0 2 4 6
2500 iteraci. 10000 iteraci. O
Piiklad 7.25 (Stewartova—Goughova platforma v robotice). Stewartova—Goughova platforma je tzv. pa-
ralelni manipulétor v oboru kinematické robotiky. Pevna zakladna je pfipevnéna nékolika (vétSinou Sesti)

pohyblivymi rameny k mobilni plosiné. Tyto platformy se vyuZivaji jako manipulatory, v simulacich (napf.
lett), nebo tieba v biomechanice kloubu k ovéfovani implantati mimo lidské télo.

Stewartova—Goughova platforma. [zdroj: Wikipedia|

Zakladna i mobilni plosina maji své vlastni sourfadné systémy, mezi kterymi mizeme pfechazet pomoci
afinniho zobrazeni. Napiiklad jsou-li z = (21, 22, 23)7 soufadnice bodu v systému ploiny, pak soufadnice
vici zakladne ziskdme jako 2’ = Pz + ¢, kde P matice reprezentujici naklonéni a ¢ je ngjaky pevny vektor
reprezentujici posun. Pochopitelné, P a ¢ nejsou pevné, ale zavisi na mife nataZzeni pohyblivych ramen.
Navic se da ukézat, ze matice P zavisi pouze na tfech parametrech, protoze systém ploSiny vzhledem
k zékladné je pouze natoceny a neni nijak deformovany (natahnuty, zkoseny atp.).

Uvazujme problém urceni délek pohyblivych ramen. Ozna¢me 2z, . .., (9 koncové body ramen u za-
kladny v soufadném systému zékladny a y(, ..., y©® koncové body na ploginé v soufadném systému
plosiny. Ty druhé pievedeme vySe zminénou transformaci do soufadného systému zékladny: y'V) =
Py ¢, ... y/® = Py® 4 ¢. Nyni mizeme jednoduse spocitat délku ramen jako vzdalenosti bodi
2@ ay@ proi=1,...,6.

Typicky ale problém zni opa¢né: délky ramen zname, protoze ty ovladame, a je potfeba spocitat pozici
plosiny, tj. koncovych bodu. Jinym problémem pak je tfeba zjistit vSechny pozice nebo omezit hranice, ve

kterych se muze ploSina nachéazet. To uz jsou tlohy nad rdmec tvodniho kurzu linearni algebry. O
Priklad 7.26 (Linearni klasifikitor a neuronové sité). Mé&me data reprezentovana vektory vy, ..., v, € R"

a pro kazdou hodnotu vime, zda patii do skupiny A ¢i B. Necht v; patfi do skupiny A pro i € A a
do skupiny B pro ¢ € B. Chceme sestrojit klasifikitor, ktery bude umét pro novou hodnotu v € R”
automaticky rozhodnout do které skupiny patii. Jednoduchy Kklasifikitor mizeme sestrojit na zakladé
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linearniho separatoru. Jeho podstata spo¢iva v tom sestrojit nadrovinu a’z = b takovou, aby vektory

skupiny A byly v jedné poloroviné a vektory skupiny B byly ve druhé, viz obrazek:

€2

z
Matematicky popsano, hledame a € R™, b € R tak, aby

alv;<b VieA,
a’v,>b VieB.

Jestlize takovou nadrovinu najdeme, klasifikace nového tdaje v € R™ funguje jednoduse. Pokud a’v < b,
pak hodnotu v povaZujeme za ¢lena skupiny A a v opa¢ném piipadé za Clena skupiny B. Pokud linearni
separator nenajdeme, je situace trochu slozitéjsi. Jedna z moznosti, jak se s tim vyporadat, je vnorit data
do prostoru vyssi dimenze, kde je vétsi Sance na tspéch.

Linearni klasifikdtory se vyuzivaji mj. v neuronovych sitich. Je to jeden ze zptisobii, jaky perceptronové
algoritmy uceni vyuzivaji k hledani vahovych koeficienti vazeb neuronti. Vice informaci viz Sima.a Neruda

[1996]. O

Problémy
7.1. Bud M = U + a afinni podprostor. Dokazte, Ze prostor U je dan jednozna¢né.

7.2. Ukazte, ze prunik afinnich podprostort je zase afinni podprostor nebo prazdné mnozina.

7.3. Budte afinni podprostory U + a a W + b rovnobézné. Ukazte, Ze pak jsou disjunktni pravé tehdy,
kdyza—-b& UUW.

7.4. (Analogie vét o isomorfismu vektorovych prostort.) Ukazte, Ze afinni prostory U + a, W + b maji
stejnou dimenzi pravé tehdy, kdyz existuje prosté afinni zobrazeni U + a na W + b.
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Kapitola 8

Skalarni souc¢in

Podle definice musime umét vektory sc¢itat a nasobit skalarem, ale nasobeni vektorti mezi sebou nebylo
zatim pozadovano. Nicméné zavedeni skaldrniho soucinu vektori umozni také prirozené zavést pojem
kolmosti, velikosti a vzdalenosti vektort (a tim i limity) atd.

8.1 Skalarni souc¢in a norma

Piiklad 8.1 (Motiva¢ni). Standardni skalarni soucin (str. @) vektori x,y € R™ je definovan jako

n
aly = Z TilYi
i=1

a pomoci néj snadno vyjadiime velikost vektoru nebo thel mezi dvéma vektory. Eukleidovskid norma
(velikost) vektoru = € R™ je definovana jako ||z| = vVaTz = /> | 22. Pochopitelné zde plati z7z > 0.
Jediny vektor, ktery ma nulovou normu, je nulovy vektor.

Geometricky vyjadiuje skalarni sou¢in vztah

aly = [|z] - yll - cos (), (8.1)

kde ¢ je thel mezi vektory x,y. Tedy ze znalosti vektori x, y snadno vypoc&itame tihel mezi nimi. Specialné,
x,7y jsou kolmé pravé tehdy, kdyz 2Ty = 0.

7 definice je ihned vidét, Ze skalarni soucin je symetricky, tedy 'y = yTx. Skalarni soucin je také
linearni funkci v prvni i druhé sloZce, ale ne v obou zéaroveii. To znamené, %e pro kazdé x,z’,y € R"™ a
a € R plati

(x+2") Ty =aly+a'Ty,
(az)y = a(z"y)
(a symetricky pro druhou slozku), ale obecné neplati napiiklad

(,I—FJT/)T(y—Fy/) — $Ty+$,Ty/.

Vyse zminéné vlastnosti jsou fundamentalni pro zavedeni skalarniho sou¢inu pro obecné vektorové prostory.

O

Skalarni soucin (stejné jako grupu, vektorové prostory aj.) zaviadime axiomaticky, tedy vyctem vlast-
nosti, které ma splihovat.

Definice 8.2 (Skalarni souc¢in nad R). Bud V vektorovy prostor nad R. Pak skaldrni soucin je zobrazeni
(-,-): V2 = R, splitujici pro viechna z,y,z € V a a € R:

(1) (z,z) > 0 a rovnost nastane pouze pro x = 0,

(2) (z+y,2) = (2,2) + (Y, 2),

129
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(3) (az,y) = afz,y),
4) (z,y) = (y, ).

Vlastnost vyzaduje uspoiradani, proto jsme zavedli skaldrni sou¢in nad télesem realnych ¢isel. Dole
v definici rozsifime pojem i pro téleso komplexnich ¢&isel.

Vlastnosti a fikaji, Ze skalarni soucin je linearni funkci v prvni sloZzce. Diky vlastnosti je
skalarni soucin symetricky, a proto je linearni funkci i ve druhé slozce. To znamené, ze pro kazdé x,y,z € V
a a, B € R plati

(z,ay + B2) = alz,y) + Bz, 2).

Pokud pouZijeme vlastnost s hodnotou a = 0, dostavame (o, x) = (x,0) = 0, tedy nasobeni jakéhokoli
vektoru s nulovym vektorem da nulu.

Nyni rozsifime definici i na téleso komplexnich ¢isel. Pfipomenme, Ze komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu
a + bi € C je definované jako a + bi = a — bi. Vzhledem ke ¢tvrté vlastnosti dole je nutné (z, z) = (z,z),
tudiz (x,z) je vzdy realné ¢islo a lze jej porovnavat s nulou.

Definice 8.3 (Skalarni souc¢in nad C). Bud V vektorovy prostor nad C. Pak skaldrni soucin je zobrazeni
{-,-): V? — C, spliwjici pro viechna z,y,z € V a a € C:

(1) (x,z) > 0 a rovnost nastane pouze pro z = 0,

(2) (z+y,2) = (2,2) + (y,2),

3) (az,y) = afz,y),

@) (z,y) = (y,2).

Druha a tfet{ vlastnost opét fikaji, Ze skalarni soucin je linearni funkci v prvni slozce. Jak je to
s druhou?

(T, y+2) =(y+2,2) = (y,2) + (2,7) = (z,y) + (z,2),
(z,y) = (ay,z) = a(y, z) = a(z,y).

Ve druhé slozce tedy komplexni skalarni souc¢in jiz nenf linearni.

Priklad 8.4 (Priklady standardnich skalarnich sou¢inu).
e V prostoru R™: standardni skalarni soucin (z,y) = 2Ty = 3" | zy;.
e V prostoru C™: standardni skalarni soucin (z,y) = 27y = Y1 | 2,7;.

e V prostoru R™*": standardni skalarni sou¢in (4, B) = 31", 370 a;;bi;.

V Clq 4, prostoru spojitych funkef na intervalu [a, b]: standardni skaldrni soucin (f, g) f f(z

Vysge zminéné skalarni souciny jsou pouze piiklady moznych zavedeni souéini na danych prostorech; Jako
skalarni souc¢in mohou fungovat i jiné operace. Pozdéji, ve véte [[1.20, popiSeme vSechny skalarni souciny
v prostoru R”.

Je dobré si uvédomit, Ze zobrazeni (z,y) = 2Ty v prostoru C" skalarni soucin netvoii, protoze napiiklad
pro vektor z = (i,i)” by bylo (x,z) = 2Tz = —2. O
Piiklad 8.5 (Standardni skalarni sou¢in v R™ a matice). Standardni skalarni sou¢in b&zné pouzivame pii
maticovém nasobeni. Budte A € R™*P, B € RP*"™ pak

p
k=1

Prvek na porzici (,j) vysledné matice AB je tedy skalarnim sou¢inem i-tého fadku matice A a j-tého
sloupce matice B.

Analogicky miiZzeme nahliZet na soustavu linearnich rovnic Ax = b. Jeji i-t4 rovnice ma tvar A,z = b;,
kde leva strana je skalarnim souc¢inem i-tého fadku matice A a vektoru neznamych x. O
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Piiklad 8.6 (Piiklady nestandardnich skaldrnich souc¢inti v R?). Kazdy kladny nasobek standardniho
skalarniho souc¢inu je skalarnim souc¢inem, tedy napiiklad

(x,y) = 12327y
piedstavuje skalarni sou¢in v R2. Jinym piikladem je
(r,y) = 2z1y1 + T1Y2 + Tay1 + 27290, O

Poznamka 8.7. Vime, Ze kazdé linearni zobrazeni je jednoznaéné uréeno obrazy baze (véta [6.15). Plati
analogie pro skalarni sou¢in? Bud B = {z1,...,2,} béaze prostoru V nad R a uvazujme libovolné dva
vektory z,y € V. Ty maji vyjadieni x = 377 | a2z, y = > Bjzj pro uréité aq,...,an,B1,..., B, € R.
Pak

(v,y) = (QCiy iz D o5—1 Bizg) = D00y D oj—1 @iz, 25).

Tudiz i skalarni soucin je jednozna¢né ur¢eny hodnotami soucini vech dvojic bazickych vektort (z;, z;) pro
1,7 = 1,...,n. Narozdil od linedrniho zobrazeni ale musime dbét na ostatni axiomy z definice skaldrniho
sou¢inu a nemtizeme hodnoty (z;, z;) nastavit libovolné.

Nadale uvazujme vektorovy prostor V nad R ¢i C se skaldrnim sou¢inem. Nejprve ukazeme, Ze skalarni
soucin umoziuje zavést normu, neboli velikost vektoru.

Definice 8.8 (Norma indukovana skalarnim sou¢inem). Norma indukovand skaldrnim soucinem je defi-

nované ||z| == /(z,z), kde x € V.

Norma je dobie definované diky prvni vlastnosti z definice skalarniho sou¢inu, a je to vzdy nezaporna

hodnota. Pro standardni skalarni soucin v R” dostavame eukleidovskou normu ||z| = vVaTz = /S| 2.

Jak jsme pripomnéli v piikladu BJ] pro standardni skalarni sou¢in v R"™ plati, Ze x, y jsou kolmé prave
tehdy, kdyz (x,y) = 0. V jinych vektorovych prostorech takovyto geometricky nahled chybi, proto kolmost
zavedeme pravé pomoci vztahu (z,y) = 0.

Definice 8.9 (Kolmost). Vektory z,y € V jsou kolmé, pokud (z,y) = 0. Znaceni: = L y.

Priklad 8.10 (Priklady kolmych vektoru pro standardni skalarni souciny).
e V prostoru R3: (1,2,3)T 1 (1,1,-1)7.
e V prostoru R”: i-ty fadek regularni matice A € R™*™ a j-ty sloupec matice A~! pro libovolné i # j.

e V prostoru C|_ rj: sinz L cosz L 1. ]

Véta 8.11 (Pythagorova). Pokud x,y € V jsou kolmé, tak |z + y||* = ||z||* + ||y

Dikaz. ||z +y|* = (x+y,z+y) = (z,2) + (,9) + (y,2) +{y,y) = (z,z) + (y,9) = |lz||* + |ly||*. O
=0 =0

Poznamenejme, Ze nad R plati i opaéné implikace, ale nad C obecné nikoli (viz problém [R.2)).

Poznamka 8.12 (Polariza¢ni identita). Vztahem |z| = \/(x,x) umime vypocitat normu vektoru na
zékladé hodnoty skalarniho soucinu. Nyni ukadZeme opacny postup. Pro jednoduchost pfedpokladejme
realny skalarni sou¢in a podobné jako v dikazu Pythagorovy véty odvodime

lz +yl* = (z +y, 2 +y) = (z.2) + (@) + {y.2) + {y.9) = llz]* + |yl* + 2z, y).
7 této rovnice vyjadiime
1 2 2 2
(y) = 5 (lz +yI” = Il = llyl) -

Z hodnoty norem vektort x,y, z + y tedy umime vypocitat hodnotu skalarniho soucinu (x,y).
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Véta 8.13 (Cauchyho—Schwarzova nerovnos). Pro kazdé x,y € V plati

(@) < ]l - llyll-

Pozndmka. Pro standardni skalarni soucin v R™ se Cauchyho-Schwarzova nerovnost snadno nahlédne
ze vzorecku (8J]), protoZe | cos (¢)| < 1. Pro obecné prostory musime postupovat jinak.

Diikaz. (Realna verze) Nejprve ukdZeme redlnou verzi, protoZze mé elegantni dikaz. Pro y = o plati
nerovnost trivialng, tak predpokladejme y # o. Uvazujme realnou funkci f(¢t) = (v +ty,x +ty) > 0
proménné t € R. Pak

f) = (@, z) + tlz,y) + t{y,z) + *(y,y) = (z,2) + 2{z,y) + t*(y,y).

Jedné se o kvadratickou funkci, kterd je vSude nezédporna, nemuze mit tedy dva rtzné kofeny. Proto je
piislusny diskriminant nekladny:

4z,y)* - 4z, 2)(y, y) < 0.
7 toho dostavame (z,y)? < (z,z){y,y), odmocnénim |[{z,y)| < |lz| - [|y||. O

Diikaz. (Komplexni verze) Pro y = o plati tvrzeni trivialné. Bud y # o a bez Gjmy na obecnost pied-
pokladejme, Ze ||y|| = 1. Pfenésobenim vektoru y realnou kladnou konstantou se prendsobi obé strany
nerovnosti. Tudiz pokud platnost nerovnosti ukidZeme pro znormovany vektor HTlﬂy velikosti 1, potom
nerovnost plati i pro y.

Nerovnost, kterou chceme dokazat, ma nyni tvar |(z,y)| < ||z||. Definujme skalar o == (x,y), vektor
2 = x — ay a upravime

0<(22) =(z—ay, z— ay) = (z,z) — A(z,y) — a(y,z) + aa(y, y).
Protoze a@ = |a|?, (y,9) =1 a a = (z,y), dostavame
0 < (z,2) —@a — aa + aa = (r,z) — |af.
Tudiz |a|? < (z,z) a odmocnénim obou stran mame |(z,y)| < ||z||. O

Uvidime pozdéji v sekeci B3] Ze vektor ay = (x,y)y z diikazu komplexni verze reprezentuje projekci
vektoru x na piimku uréenou vektorem y. Vektor z je kolmy na vektor y, viz obrazek dole. Cauchyho—
Schwarzova nerovnost tedy geometricky popisuje to, ze vzdalenost vektoru x od jeho projekce na span{y}
je nezaporné. Z tohoto pohledu je také ziejmé, ze Cauchyho—Schwarzova nerovnost se nabyde jako rovnost
pravé tehdy, kdyZ z = o, neboli kdyz vektory x,y jsou linearné zavislé.

8

Obcas se Cauchyho-Schwarzova nerovnost uvadi v ekvivalentni podobé

[z, y)|* < (2, 2)(y,y).

Cauchyho—Schwarzova nerovnost se pouziva pro odvozovéani dalsich vysledkt na obecné bézi, nebo i pro
konkrétni algebraické vyrazy. Napiiklad pro standardni skalarni sou¢in v R™ dostaneme nerovnost

i=1
V oblasti kvantové fyziky vede aplikace Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti k pfimocarému odvozeni zna-
mého Heisenbergova principu neuréitosti. Dalsi vyuziti viz napt. [Krisl [2008]; [Steele [2004]. My pouZijeme
Cauchyho—Schwarzovu nerovnost hned v nésledujicim k odvozeni trojuhelnikové nerovnosti.

DNerovnost se také nékdy nazyva jen Schwarzova, nebo Cauchyho-Bunjakovského, popf. Cauchyho-Schwarzova—

Amandus Schwarz (1880) a Viktor Jakovlevi¢ Bunjakovskij (1859).
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Y T +y

o

>
X

I

Dausledek 8.14 (Trojuhelnikova nerovnost). Pro kaZdé x,y € V' plati ||z + y|| < ||z] + [|y||-

Diikaz. Nejprve pfipomenime, Ze pro kazdé komplexni ¢islo z = a + bi plati: z +Z = 2a = 2Re(z), a dale
a < |z|. Nyni muZeme odvodit:

lz +yl?> = @ +y,z+y) = (&, 2) + (y,9) + (&, 9) + (y,z) =
= (z,7) + (y,y) + 2Re((z,y)) < (z,2) + (y,y) + 2[{z,y)| <
<zl + lyl* + 2zl - lyll = (=l + llyl)?,

kde posledni nerovnost plyne z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. Tedy méame ||z + y||? < (||z|| + ||ly]|)? a
odmocnénim ziskdme hledany vztah. O

Norma obecné

Norma indukovanéa skalarnim sou¢inem je jen jednim typem normy, pojem normy je ale definovan obecnéji.
My budeme vesmés pracovat s normou indukovanou skalarnim sou¢inem, takze nasledujici oddil je pouze
malou odbockou.

Definice 8.15 (Norma). Bud V vektorovy prostor nad R nebo C. Pak norma je zobrazeni || -|: V — R,
splnujici:

(1) |||l > 0 pro vSechna x € V, a rovnost nastane pouze pro x = 0,

(2) |lax| = |a| - ||x|| pro v8echna x € V, a pro vSechna a € R resp. a € C,

B3) llz +yll < [lzll + lyll-
Tvrzeni 8.16. Norma indukovand skaldrnim soucinem je normou.

Diikaz. Vlastnost je splnéna diky definici normy indukované skaldrnim soucinem. Vlastnost je
ukazana v disledku BI4l Zbyva vlastnost

lozll = v/{ax, az) = Voa(z,z) = Vaay/(z, ) = |al - ||z]. O

Piiklad 8.17 (Priklady norem v R™). Specialni t¥ida norem jsou tzv. p-normy. Pro p = 1,2,... definujeme
p-normu vektoru x € R" jako

1
lzllp = (35 |2l?) 7.
Specialni volby p vedou ke zndmym normam:

e pro p = 2: eukleidovska norma ||z|j2 = /> | 22, coZ je norma indukovana standardnim skaldrnim

soucinem,

e pro p = 1: souctova norma |z|; = Y. |z;|; nazgva se manhattanskd norma, protoZe odpovida
redlnym vzdalenostem pii prochazeni pravouhlé sité ulic v mésté,

e pro p = oo (limitnim prechodem): maximova (CebySevova) norma ||z ||ee = max;—y, _n |2;|.
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Vypocet eukleidovské, souc¢tové a maximové normy vektoru v Matlabu / Octave:

>> x=[1 2 2 4]; norm(x), norm(x,1), norm(x,Inf)

ans = 5
ans = 9
ans = 4

O

Piiklad 8.18 (Jednotkova koule). Jednotkové koule je mnozina vektort, které maji normu nanejvys 1 a
tedy jsou od pocatku vzdaleny maximélné 1. Formélné definujeme jednotkovou kouli jako

{zeV;flz <1}

Tento pojem umoziuje normu geometricky vizualizovat. Uvazujme pro konkrétnost rovinu R? a t¥i zakladni
normy z predchoziho piikladu BI7l Jednotkova koule ma tvar:

T2 T2 A L2 3
1 1 1
-1 0 1 71 -1 0 JR -1 0 1 1
-1 -1 -1
eukleidovska norma souftova norma maximova norma

Jiné normy maji za jednotkovou kouli jiny geometricky objekt. Kazda jednotkova koule v R™ ale musi
byt mnoZina, ktera je uzaviend, omezend, symetricka dle poc¢atku, konvexni (tj., s kazdymi dvéma body
obsahuje i jejich spojnici) a po¢atek lezi v jejim vnitiku. Plati i opacné tvrzeni — kazd4 mnoZina spliujici
tyto vlastnosti predstavuje jednotkovou kouli néjaké normy. O

Piiklad 8.19 (Ptiklady norem v Cl,p). Normu spojité funkce f: [a,b] — R lze zavést analogicky jako
pro eukleidovsky prostor:

e analogie eukleidovské normy: || f||2 = \/fab f(z)%dx,

e analogie souc¢tové normy: || f|l1 = fab |f(z)|dz,

e analogie maximové normy: | f|ec = max,e(qp |f ()],

e analogie p-normy: || f||, = (f; |f($)|pd£ﬂ)% O

Poznamka 8.20 (Rovnobé&znikové pravidlo). Pro normu indukovanou skalarnim sou¢inem plati tzv. rov-
nobéznikové pravidlo:
2 2 2 2
[l = ylI" + llz +ylI” = 2[}]* + 2[ly[".

Dikaz. ||z —y|* + [l + y[* = (@ — y,x —y) + (z +y,2 +y) = 2(z,2) + 2(y, y) = 2[|z[* + 2[|y|]*. O
Diky tomu snadno nahlédneme, Ze sou¢tova a maximovéa norma nejsou indukované zadnym skalarnim
soucinem. Napiiklad pro z = (1,0)T a y = (0,1)7 totiz nesplinji rovnobé&znikové pravidlo.
Plati dokonce silnéjsi tvrzeni: Pokud pro normu plati rovnobéznikové pravidlo, pak je indukovana
néjakym skalarnim soucinem; viz \Horn and Johnson [1985].

Norma umoziuje zavést vzdalenost (neboli metriku) mezi vektory x,y jako ||z — y||. A pokud méme
vzdalenost, mizeme zavést limity, etc. Ctenafe by jiz nemélo prekvapit, Ze i metriku lze zavést axiomaticky.
Navic k definici metriky nepotfebujeme ani vektorovy prostor, staci libovolnad mnozina.

Poznamka 8.21 (Metrika). Metriku na mnoziné M definujeme jako je zobrazeni d: M? — R, spliwjici:
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(1) d(x,y) > 0 pro vSechna x,y € M, a rovnost nastane pouze pro z = y,
(2) d(z,y
(3) d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) pro vSechna z,y,z € M.

) = d(y,x) pro v8echna z,y € M,

Kazda norma ur¢uje metriku predpisem d(z,y) := ||[x—y|, tedy vzdalenost vektori z, y zavadi jako velikost
jejich rozdilu. Opaénym smérem to ale obecné neplati. Existuji prostory s metrikou, ktera neni indukovana
zddnou normou, napf. diskrétni metrika d(z,y) = [||x —y||2], nebo diskrétni metrika definovana d(z,y) =

1 prox #yad(z,y) =0 prox=y.
Priklad 8.22 (Klasifikace psanych ¢islic). UkaZeme pouZiti vzdéalenosti na vytvoreni jednoduchého kla-
sifikdtoru pro automatickou identifikaci ru¢né psanych &islic. Uvadi se |Chartier, 2015], Ze jen v roce 2012
bylo v USA postou doruceno 160 miliard dopisii. Automatizace pak znamena zrychleni a zlevnéni ce-
lého procesu dorucovani dopisti. Prvni program pro detekci ¢&islic byl spustén v roce 1997 a prestoze mél
uspésnost pouze 10%, znamenal vyrazny posun kupredu.

Predpokladame, ze kazda ¢islice je zadana jako obrazek, reprezentovany matici A € R™*™ tedy pixel
obrazku na pozici (4, j) méa barvu s ¢islem a;;. Jako vzory pouzijeme zprimérované hodnoty z databéaze

MNIST (http://yann.lecun.com/exdb/mnist/):

Nyni uvazujme nésledujici obrazek, ktery chceme klasifikovat jako ¢islici:

Na prostoru matic proto musime zavést metriku. K tomuto ucelu adaptujeme klasickou eukleidovskou
vzdalenost a vzdéalenost matic A, B € R™*" definujeme jako

|A— B|| = ZZ% bij)

i=1 j=1

Pokud spocitame vzdalenost mezi matici reprezentujici klasifikovany obrazek a jednotlivymi vzory, pak
dostaneme hodnoty:

0: 1957.44 1: 2237.30 2: 2015.79 3: 1816.23 4: 1868.78
5: 1771.64  6: 2038.57 7: 2090.51 8: 1843.22  9: 1900.81

Vidime, Ze nejmensi vzdalenost je k obrazku ¢islo 5, proto klasifikujeme dany obrazek spréavné jako
¢islo 5. Takovyto jednoduchy klasifikdtor se ale snadno miize splést. Nas klasifikator nedokaze rozpoznat
tvary Car (znaménko ki¥ivosti atp.), a tudiz je mala vzdalenost je i tfeba k obrazku &islo 3. O
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Piiklad 8.23 (Information retrieval). Ziskdvdni informaci je moderni odvétvi informatiky, spocivajici
v nalezeni relevantniho zaznamu ve velké databazi dokumentu |Zobel and Moffat, 2006]. Databéazi muze
byt napiiklad katalog filmu ¢ knih, anebo celosvétova sit Internet. Relevantni zdznam znamené zéznam,
ktery co nejvice odpovida zadanému dotazu. Pro ziskavani informaci existuje fada modelt. Takzvany
model vektorovijch prostori spo¢iva v tom, Ze jednotlivé zaznamy i dotazy na nalezeni zdznamu asociujeme
s vektory ve vektorovém prostoru R™. Potom zaznam u € R" je nejrelevantnéjsi pro dotaz v € R", pokud
vektory u,v sviraji nejmensi ahel (pro tento problém je to lepsi metrika neZ porovnavani eukleidovské
vzdalenosti ||u — v||). Proto hledame zaznam u € R™ s nejmensi hodnotou

ulv
(p = arccos | ———— |,
[l - ol

UT’U

neboli s nejvétsi hodnotou

0s(9) = el

Namisto formalniho popisu ilustrujeme postup na zjednoduSeném piikladu. Necht se pracovni slovnik
skladé z klicovych slov:

e pes, kousat, ¢lovek, pritel, potiz, zralok, lachtan
Uvazujme dotaz zadany vétou
e Pes pokousal ¢lovéka.
Dale uvazujme databézi tii zdznamu:
1. Pokud je nejlepsim ptitelem ¢lovéka jeho pes, tak se ten pes dostal do potizi. [Edward Abbey]|

2. Zralok si ukousl prilis velké sousto, udusil se lachtanem. [novinova zprava/

3. Mam radé&ji psy nez lidi. Ti mé na rozdil od lidi nikdy nekousli. [Marilyn Monroe|

Dotaz reprezentujeme vektorem v = (1,1, 1,O,O,O,O)T, obsahujicim frekvence kli¢ovych slov v dotazu.
Prvni zéznam reprezentujeme vektorem u; = (2,0,1,1,1,0,0)7, protoZe v zéznamu je dvakrat slovo
»pes“, jednou ,clovek" atp. Analogicky dalsi dva zaznamy reprezentujeme vektory us = (0,1,0,0,0,1,1)7
aug = (1,1,2,0,0,0,0)7 s tim, Ze jsme zahrnuli i negaci slova ,kousat a mnozné ¢islo ,lidi“ od slova
,Cloveék®. Spocitame thly mezi vektory u; a vektorem wv:

i| 1 2 3
p | 49.12° 70.53° 19.47°

Vidime, Ze dotazu nejvice odpovida tieti zdznam. O

8.2 Ortonormalni baze, Gramova—Schmidtova ortogonalizace

Kazdy vektorovy prostor mé bézi. U prostoru se skalarnim soucinem je prirozené se ptat, zda existuje
béze slozené z navzajem kolmych vektori. V této sekci ukédzeme, Ze je to pravda, ze takova baze ma radu
pozoruhodnych vlastnosti a také odvodime algoritmus na jeji nalezeni.

Definice 8.24 (Ortogonalni a ortonormalni systém). Systém vektort zi,...,z, je ortogondlni, pokud
(2i,2j) = 0 pro vSechna i # j. Systém vektortd z1,..., z, je ortonormdlni, pokud je ortogonalni a ||z;|| =1
pro vSechna ¢ =1,... ,n.

Je-li systém z1, ..., 2, ortonormélni, pak je také ortogonalni. Naopak to obecné neplati, ale neni pro-
blém ortogonalni systém zortonormalizovat. Jsou-li z1, . .., z, nenulové a ortogonalni, pak ”2—11”,21, ey ||z—1n||Z"
je ortonormaélni. Dikaz: ||||z_11||22|| = mHzZH =1

Piiklad 8.25. V prostoru R™ se standardnim skalarnim soucéinem je ortonormalnim systémem napiiklad
kanonicka baze ey,...,e,. Specialné v roviné R? tvoii ortonormalni bazi vektory (1,0)”, (0,1)T. Jiny
piiklad ortonormalni baze v R? je napiiklad: @(1, nr, @(—17 nr.
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x2 x2

\ AT
. ) ) 5

;1 0 >1 1 -1 0 1 1
Ortonormalni béze (1,0)7, (0,1)7. Ortonormaln{ baze ¥2(1,1)T, 2(-1,1)T. O
Tvrzeni 8.26. Je-li systém vektori zi, ..., 2z, ortonormdlni, pak je linedrné nezdvisly.
Diikaz. Uvazujme linearni kombinaci . | a;z; = o. Pak pro kazdé k = 1,...,n plati:
n
0= (o, zk) <Z a,z,,zk> = Zai<zi,zk> = o (2K, 2k) = Q. O

i=1

Ortonormalita vektori tedy znamena jejich linearni nezavislost plus néco navic — jejich kolmost. A pravé
tato vlastnost umozni nékteré problémy resit efektivné. Zrovna nésledujici véta 1ik4, jak jednodusSe spocitat
soutfadnice vudci bazi, ktera je ortonormalni.

Véta 8.27 (Fourierovy koeficienty). Bud z1,...,z, ortonormdlni bize prostoru V. Pak pro kaZdé x € V
plati x =" (@, 2) 7.

Dikaz. Vime, ze © = Y ;| a;z; a soufadnice «,...,q, jsou jednozna¢né (véta [0.33). Nyni pro kazdé
k=1,...,n plati
n
(@, 2k) <Z R Zlc> =iz, ) = arlzr, 2) = g O
=1
Vyjadieni & = Y7 | (x, z;) z; se nazyva Fourieriv rozvoj, a skalary (z, z;), i = 1,...,n se nazyvaji Fou-

rierovy koeficienty?). Geometricky vyznam Fourierova koeficientu (x, z;) je ten, Ze (z, z;)z udava projekei
vektoru z na pfimku span{z;}. Jinymi slovy, (z, z;)z; je vektor na piimce se smérnici z;, ktery je nejblize
vektoru z. Potom vektor x lze slozit z téchto dil¢ich projekei jednoduchym souétem x = >0 (z, zi)z;
(vice o projekcich budeme hovotit v sekciB3)). Jak ilustruje obrazek dole, pokud by béaze z1,. .., z, nebyla
ortonormalni{, pak by tato vlastnost uz obecné neplatila.

(x, 20) 22 (x, 21)21 + (T, 22) 22

x = {(x,21)21 + (x, 29)20

S
->

1 (@, z1)21 e (x,21)21

Vektory z1, zo ortonormaélni. Vektory z1, zo délky 1, ale ne ortogonalni.

Jak sestrojit ortonormalni bazi néjakého prostoru? Nasledujici procedura, Gramova—Schmidtova orto-
gonalizaéni metoda, za¢ne s libovolnou bazi a postupnym nakolmovanim vektorid vytvori bazi, ktera je
ortonormalni. Nakolmovéani v kroku Bl funguje tak, Ze od vektoru x; odec¢teme jeho projekci do prostoru
generovaného vektory x1,...,xx_1; tak bude kolmy na vSechny predchozi. O projekci budeme pojednavat
vice v sekci B3l

2) Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francouzsky matematik a fyzik. Rozvoj pouzil kolem roku 1807 pro feSeni
problému vedeni tepla v pevnych latkach.
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s Y3
T
Y2
A
22
™ span{z1, x2}
22
- 21 xr1 o - 21
Nakolmeni druhého vektoru. Nakolmeni tfetiho vektoru.
Algoritmus 8.28 (Gramova—Schmidtova ortogonalizac).
Vstup: linearné nezévislé vektory z1,...,z, € V.
1: for k:=1ton do
k—1
2: Yk = T — Z(mk, 2§)%j, //vypocitame kolmici
j=1
1 - .
3: Z = e — Yk, / /normalizujeme délku na 1
Yk
4: end for
Vystup: 21, ..., 2, ortonormalni baze prostoru span{xi,...,x,}.

Diikaz. (Spravnost Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace.) Matematickou indukei podle n dokazeme, Ze
Z1,...,2n je ortonormélni baze prostoru span{xi,...,z,}. Pron =1 je y; = x1 # o, vektor z; = ”35—11”381

je dobfe definovany a span{z;} = span{z }.

Indukéni krok n <— n—1. Pfedpokladejme, Ze 21, . .., 2,1 je ortonormalni baze prostoru span{zy, ..., z,_1}.

Kdyby bylo y, = o, tak x,, = Z?:_ll(xn,zj>zj a x, € span{z1,...,2,—1} = span{z1,...,&n_1}, coZ by
byl spor s linearni nezavislosti vektora x1,...,%,. Proto y, # o a z, = IIylnlly” je dobre definovany a mé
jednotkovou normu.

Nyni dokdZeme, Ze z1,..., 2, je ortonormélni systém. Z indukéniho predpokladu je z1,...,2,_1 orto-
normalni systém a proto (z;,z;) je rovno 0 pro ¢ # j a rovno 1 pro i = j. Staci ukazat, ze z, je kolmé na

ostatni z; pro ¢ < n:

1 n—1
(zn, 2i) = ﬂ(yn,zi> < Z T, 2 zj,zl> =
Yn gt

[yl
1 1 1 1
= ——(zp, 2) (Tn, 2j) (25, 2i) = 77— (@, 2i) — 7—(@Tn, 2i) = 0.
lynll ||yn\| Z B 7 R A T
Zbyvéa ovétit span{zy,...,z,} = span{z1,...,x,}. Z algoritmu je vidét, Ze z, € span{z1,...,2p—1,%n} C
span{zi,...,x,}, a tedy span{z1,...,2,} C span{z1,...,x,}. ProtoZe oba prostory maji stejnou dimenzi,

nastane rovnost (véta [5.50). O

Piiklad 8.29 (Gramova-Schmidtova ortogonalizace). Pii standardnim skalarnim sou¢inu chceme najit

ortonormalni bazi prostoru generovaného vektory

z1=(1,0,1,0)7, z,=(1,1,1,1)7, 23=(1,0,0,1)T

3)Metoda pochazi od danského finanéniho matematika Jorgen Pedersen Grama z roku 1883, explicitni vzorec publikoval
roku 1907 némecky matematik Erhard Schmidt. Jak uz to byva, nezavisle na nich a dfive objevili postup také P.S. Laplace
(1816) nebo A.L. Cauchy (1836).
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Postupujeme piesné podle algoritmu:

Y1 = 21,

1 V2 T
21 = 7 —y1 = —— 150,150 9
T = 2 LOL0)

2
Yo = X9 — <$2,21>21 = (1, 1’ 1, 1)T _ \/5\/7—(1,0, 1,0)T = (0, 1,0, 1)T’

1 2 T
29 = Y2 = _(07 1707 1) )
lly2|| 2
y3 = x3 — (3, 21)21 — (T3, 22)22
242 22
:(1’0,0’1)T_\/_—£ \/_—£
2 2 2 2

1
(1,0,1,0)7 — (QLQUTzim—L—LU?

1 1 .
23 = Y3 = _(17_17_171) .
llysll 2

Vysledné ortonormélni baze se sklada z vektort zy, 22, 23.
Matlab / Octave pouZivaji jinou metodu, proto vydavaji jinou ortonormalni bazi:

>> orth([1 01 0;1111;100 1]?)
ans =
-0.6635 -0.0000 0.5565
-0.3035 0.0000 -0.8111
-0.4835 -0.7071 -0.1273
-0.4835 0.7071 -0.1273

O

Poznamka 8.30 (Vypocetni slozitost). Pro analyzu vypocetni slozitosti algoritmu B.28 uvazujme vektory
Z1,...,Ty € R™. Skalarni soucin dvou vektort z prostoru R™ vyzaduje fadové 2m aritmetickych operaci.
Krok 2l méa tudiz asymptotickou slozitost 4m(k — 1) operaci a v kroku Bl je to 3m. V sou¢tu dostaneme

. 1
Z(4mk —m) = 4m§n(n +1) — mn,
k=1

coz fadové dava vypodcetni slozitost 2mn?.

Gramova—Schmidtova ortogonalizace méa tu prednost, Ze je pouzitelna v kazdém prostoru se skaldrnim
sou¢inem. Specialné pii standardnim skaldrnim sou¢inu v R"™ muZeme ortogonalizaci vyjadfit maticové (viz
poznamka [[3.9), ale na druhou stranu v tomto piipadé existuji i jiné metody, které maji lepsi numerické
vlastnosti; srov. sekce [[3.3

Disledek 8.31 (Existence ortonormalni baze). KaZdy koneéné generovany prostor (se skaldrnim souci-
nem) md ortonormdlni bdzi.

Diikaz. Vime (véta5A1]), Ze kazdy konecné generovany prostor mé bazi, a tu mizeme Gramovou—Schmidtovou
metodou zortogonalizovat. O

Pro nekoneéné-dimenzionalni prostory tvrzeni véty neplati — existuji prostory se skaldrnim soucinem,
které nemaji ortonormalni bazi; viz [Becvai [2005].

Disledek 8.32 (Rozsifeni ortonorméalniho systému na ortonormalni bazi). KaZdy ortonormdlni systém
vektori v konecné generovaném prostoru lze rozsitit na ortonormdlni bdzi.

Diikaz. Vime (véta [5.49), ze kazdy ortonormalni systém vektort 21, . .., 2, lze rozsifit na béazi z1, ..., zm,
Tm4ls- - -, Ty, atumizeme Gramovou—Schmidtovou metodou zortogonalizovat na 21, ..., Zm, Zmi1, - -« 2n-
Ortogonalizaci se totiz prvnich m vektort nezméni. U
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V nasledujicich tvrzenich nahlédneme, zZe eukleidovskd norma a standardni skalédrni soucin vlastné
nejsou tak specialni, jak by se mohlo zdat.

Tvrzeni 8.33. Bud B = {z,...,2,} baze prostoru V. Pak

(@,y) = [e]El]p

piedstavuje skaldrni soucin a B je v tomto skaldrnim soucinu ortonormdini bdzi.

Diikaz. Nejprve ovéfime axiomy z definice skalarniho soucinu. Cislo (x,z) = [m]gmB je ziejmé ne-

zaporné a nulové pouze pro [z]p = o, tedy z jednozna¢nosti soufadnic jen pro z = o. Linearita v prvni
slozce vyplyva z linearity souradnic (tvrzeni[5.40]). Symetrie pak plyne ze symetrie standardniho skalarniho
soucinu o

(x,y) = [2]E vl p = WLl = (v, ).

Ortonormalitu baze B nahlédneme z vyjadieni (z;, z;) = [2i]5[2;] 5 = eTe], coZ je nula pro i # j a jednicka
pro i = j. 0

Zvolme V = R™ a oznatme A := glid],,, matici pfechodu od kanonické baze do baze B.
Protoze [z]p = plidliuy - [*lan 2 W] = Blidlan * [V]kan, dostavame
(2,y) = [2]5y]p = [lan - plidlan * pliday - Wlan = 2"ATAy.
Uvidime pozdé&ji v kapitole [T}, Ze matice, které jdou vyjadiit ve tvaru ATA, se nazyvaji positivné definitni
a maji specifické vlastnosti. U
Nahlédneme, Ze vlastnost tvrzeni B33 plati i opacnym smérem.
. Bud’ B ortonormdlni baze prostoru V' se skaldrnim soucinem. Pak pro kazdé x,y € V plati
9r= Bl s:
Diikaz. Bud B = {z1,...,2,}. Podle véty B2 je [z]p = ((x,21),. .., {z,2,))T. Nyni

(,y) = (Z?:1<$,Zj>zj,y> = Z?:l_(wvzj><zj7y>

=21 (@ 20y, ) = [2l5 ] p- =

Dostéavame tedy, Ze zobrazeni (-,-) je skalarnim sou¢inem na prostoru V pravé tehdy, kdyz se da
vyjadiit jako (x,y) = [x]:g@B pro néjakou (¢ pro libovolnou) ortonormélni bazi B. Kazdy skalarni sou¢in
je tedy standardnim skalarnim sou¢inem pfi pohledu z libovolné ortonorméalni baze.

Stejné vlastnost plati analogicky i pro normu indukovanou skalarnim soucinem. V jakémkoli kone¢né
generovaném prostoru V se norma libovolného x € V' da vyjadrit jako standardni eukleidovska norma jeho
vektoru souradnic:

Izl = llz]sll2 = y/[2]E[2]p, (8.2)
kde B je ortonormalni baze prostoru V. K tomuto vyjadieni normy uvedeme jesté dvé rozsifujici vlastnosti.

Véta 8.36. Bud z1,...,z2, ortonormdlni systém ve V a bud x € V. Pak plati:

(1) Besselova nerovnost: ||z||* > > i1 |(z, 2) %,

(2) Parsevalova rovnost: ||z||* = > =1, zi)|? prdvé tehdy, kdyz x € span{z1,..., 2, }.
Driikaz.

(1) Vyplyva z tpravy

0§<x—2xz]z], ixz] >
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(2) Vyplyva z predchoziho, nebot rovnost nastane pravé tehdy, kdyz x = Z?:1<x, 2)%;. O

Besselova nerovnost iké, Ze norma vektoru x nemuze byt nikdy mensi nez norma jeho projekce do
libovolného podprostoru, zde vyjadieného jako span{zi,..., 2z, }.

Parsevalova rovnost zobeciuje vyjadieni (82]). Dale ukazuje, Ze pro vektory blizké pocatku musi i
jejich souradnice byt dostate¢né malé. Parsevalova rovnost se da zobecnit i pro nekone¢né-dimenzionélni
prostory jako je C[_ ], coZ mj. znamend, Ze Fourierovy koeficienty v nekone¢ném rozvoji musi konvergovat
k nule.

8.3 Ortogonalni doplnék a projekce

V této sekci odvodime metodu na spoéitani vzdalenosti bodu od podprostoru (napiiklad bodu od ptimky,
bodu od roviny, ...) a také na urceni toho bodu podprostoru, ktery je danému bodu nejblize. To umozni
feSit jak ryze geometrické tlohy, tak i tilohy, které zdénlivé s geometrii nesouvisi.

Definice 8.37 (Ortogonalni doplnék). Bud V vektorovy prostor a M C V. Pak ortogondlni dopinék
mnoziny M je M+ := {z € V; (z,y) =0 Vy € M}.

Ortogonalni doplnék M~ tedy obsahuje takové vektory x, které jsou kolmé na vsechny vektory z M
(nékdy zkracené Fikéame, Ze x je kolmé na M). Ziejmé plati {o}* =V a V+ = {o}.

Piiklad 8.38. Ortogonalni doplnék k vektoru (2,5)7 je piimka span{(5, —2)”}. Ortogonalni doplnék
k celé pifmce span{(2,5)7} je rovn&z pifmka span{(5, —2)7}. O

Tvrzeni 8.39 (Vlastnosti ortogonalniho doplitku mnoziny). Bud V vektorovy prostor a M, N C V. Pak
(1) M* je podprostor V,
(2) je-li M C N pak M+ D N*t,
(8) M+ = span(M)* .
Diikaz.
(1) Ovéfime vlastnosti podprostoru: o € M* trivialné. Nyni budte z1,z9 € M*t. Pak (x1,y) =
(x9,y) = 0 Vy € M, tedy i (x1 + x2,y) = (x1,y) + (x2,y) = 0. Nakonec, bud = € M*, tedy
(x,y) = 0 Yy € M. Pak pro kazdy skalar « je (azx,y) = a(z,y) = 0.
(2) Bud 2 € N*, tedy (z,5) = 0Vy € N. Tim spis (z,y) =0Vy € M C N, a proto z € M.
(3) M C span(M), tedy dle pfedchoziho je M+ D span(M)+. Dikaz druhé inkluze spociva v tom,
ze je-li vektor x kolmy na urcité vektory, pak je kolmy na jejich linedrni kombinace, a tim padem
na jejich linearni obal. Formélné: bud 2 € M*, tedy (z,y) = 0 Vy € M. Specialng, (x,y;) = 0,
kde y1,...,yn € M je baze span(M). Pak pro libovolné y = > | a;y; € span(M) jest (x,y) =
(, 30 cayi) = 20 @i, yi) = 0. O

Vlastnost tika, Ze ortogonalni doplnék prostoru nebo jeho béze je ten samy. To uleh¢i praci pro
praktické hledani ortogonalniho dopliiku, protoze stacéi ovérit kolmost jen na bazické vektory.

Zatimco predchozi véta se tykala ortogonalniho doplitku libovolné mnoziny vektort, nyni se zamérime
na ortogonalni doplnék podprostoru. Povsimnéme si, ze diikaz prvni ¢asti je pomérné konstruktivni a dava
navod jak ortogonalni doplnék (resp. jeho bézi) spocitat.

Véta 8.40 (Vlastnosti ortogonalniho dopliiku podprostoru). Bud U podprostor konecné generovaného
vektorového prostoru V. Potom plati:
(1) Je-li z1,. .., zy ortonormdlni bize U, a je-li 21, ..., Zm, Zm41, - - - » 2n jeji T0280Fent na ortonormdlni
bizi V, pak zZmit, ..., 2 je ortonormdlng baze U-L.
(2) dimV = dimU + dim U+,
(3) V=U+U",
(4) UNU+ = {o},
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(5) (U =U.
Diikaz.
(1) Z¥ejmé Zmi1,. .., 2n je ortonormalni systém v V, a tudiz staci dokézat span{z,1,...,2,} = U™L.

Inkluze ,,0“. Kazdy = € V ma Fourieriv rozvoj = S 1, (7, 2;)z;. Je-li ¥ € UL, pak (z, ) = 0,

i=1,...,m,atudiz x=>1" (%, 2)z € span{zmi1,. .., 20}
Inkluze ,C*. Bud x € span{zyi1,..., 20}, pak w = D10 (w, 2i)z = D00 02+ 0 (0, 20) 2
7 jednoznacnosti soufadnic dostavame (z,z) =0,i=1,...,m, a tim x € U~*.

(2) Z prvni vlastnosti mame dimV = n, dimU = m, dimU+ = n —m.

m n
(3) Z prvni vlastnosti mame x = Z(m, zi)zi + Z (x,2)2; €U+ UL
i=1 i=ml
cU cUL
(4) Z ptedchoziho a podle véty [5.56] o dimenzi spojeni a priniku je dim(U N UL) = dimV — dimU —
dimU+ = 0.
5) Z prvni vlastnosti je Zm41,...,2, ortonormalni baze UL, tedy zi,..., 2y je ortonormalni béze
Jr
U O

Piiklad 8.41. Ilustrace podprostoru U a jeho ortogonalniho dopliku U-:

UJ_

Z3
21

22

O

Dalsi z péknych vlastnosti ortonormélnich systému je, Ze umoziuji jednoduSe spocitat projekci x;;
vektoru z do podprostoru U, coz je ten vektor z U, ktery je nejblizsi k 2 Jak ilustruje obrazek dole,
a jak ukdZeme formalné v nésledujicich vétach, projekce x;; je jednoznacna a je to takovy vektor z U,
pro ktery je x — x;; kolmé na U, tedy v — x;; € U L. Diky této kolmosti se mluvi o ortogondlni projekci.
Vzhledem k tomu, Ze jiné typy projekci neuvazujeme, budeme nékdy zkracené pouZivat pouze pojem
projekce.

Ty

o

Pro lepsi nazornost projekce v R™ je mozna lep$i interpretovat vektory z R™ jako body. Potom pifedstava projekce bodu
x € R™ do podprostoru U jako nejblizstho bodu x; € U k bodu z je intuitivné pochopiteln&jsi.



8.3. Ortogondlni doplnéek a projekce 143

Definice 8.42 (Ortogonalni projekce). Bud V' vektorovy prostor a U jeho podprostor. Pak projekci
vektoru x € V' do podprostoru U rozumime takovy vektor x;; € U, ktery spliiuje

T — z;7|| = min ||z — yl|.
| ull yeUII yl|

Intuitivné projekce x;; vznikne jako prusecik kolmice, vedené od bodu z do podprostoru U. Nejprve
v tvrzeni B.43] ukdZzeme, Ze pokud takovy prusecik existuje, tak je to hledana projekce a je jednoznacné.
Potom ve vété B44] ukdzeme, Ze prisecik (a tedy i projekce) vzdy existuje a jak ho vypocitat.

Tvrzeni 8.43 (O kolmici). Bud U podprostor vektorového prostoru V. Bud x € V a y € U takové, Ze
r—yeUL. Pak

o =yl <llz ==zl VzeU\{y}.
Tedy vektor y je jednoznacnou projekci vektoru x do podprostoru U .

Diikaz. Bud z € U \ {y}. Z predpokladu vime (z —y) L (y — 2), viz obréazek:

Iz~ vl I\\\f\\
[N

z

i
ly — 2\l

Pouzijeme Pythagorovu vétu, ktera iika
Iz = 2[* = llz = ylI* + lly — 2[* > [|l= — y||*.
Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz ||y — z||?> = 0, ¢ili kdyz y = =. O

Nasledujici véta ukazuje, ze kazdy vektor mé jednoznacnou projekci, a tim véta také opraviiuje k za-
vedeni projekce jakozto zobrazeni V' — U definované x — x;;. Pojem projekce tedy budeme pouzivat jak
pro zobrazeni x — x;;, tak pro obraz z;; konkrétniho vektoru x.

Véta 8.44 (O ortogonalni projekci). Bud U podprostor konecné generovaného vektorového prostoru V.
Pak pro kazdé x € V exmistuje pravée jedna projekce xy; € U do podprostoru U. Navic, je-li z1,...,zm
ortonormdlng bdaze U, pak

m
Ty = Z(x, i) Zj. (8.3)
i=1
Ditkaz. Bud z1,. .., Zm, Zm41, - - - , 2 rozsifeni na ortonormalni bazi V. Zadefinujeme y := Y /" | (z, ;)2 €
U a ukdZeme, Ze je to hledana projekce x;;. Odvodime
T—y=y (@ z)z— > (T, 2z = Z?:mH(x, 2)z € UL, (8.4)
Nyni mame z —y € UL, Podle tvrzeni 843 je tedy y = xy; hledana projekce a je jednoznacna. O

Pokud vektor = naleZi do podprostoru U, pak jeho projekci do U je on sam, a vzorecek (83]) odpovida
Fourierové rozvoji z véty B27l RovnéZ je snadné nahlédnout, ze nalezi-li vektor  do podprostoru U+, pak
jeho projekei do U je o. Piedpis (83) navic ukazuje, Ze zobrazeni x — x;, které vektor x € V' zobrazuje
na jeho projekci do podprostoru U, je linedrnim zobrazenim.

Tvrzeni B.43] a véta [R44] dohromady davaji:
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Disledek 8.45. Vektor y € U je projekci vektoru = € V' do podprostoru U pravé tehdy, kdyz x —y € U=,

Priklad 8.46. Chceme najit projekci x;; vektoru x = (1,2, 4, 5)T do podprostoru U generovaného vektory
z1 = (1,0,1,007, x5 =(1,1,1,1)7, z3=(1,0,0,1)7

a urcit vzdalenost x od U pri standardnim skaldrnim soudinu.
Nejprve najdeme ortonormélni bazi podprostoru U. To jsme jiZz uéinili v piikladu 829 a ortonorméalni
bézi tvori vektory

V2

T2

V2

1
2 = 7(1,0, L,0)T, =z 0,1,0,1)T, 23 = 5(1, —1,-1,1)T.

Nyni najdeme projekci dle vzorce

3
1
zy = Z@c,zim = 55,7577,
=1
Hledana vzdalenost je ||z — zy|| = \\%(—37 -3,3,3)7|| = 3. =

Priklad 8.47 (Projekce na ptimku). Bud a € R™ nenulovy vektor a uvazujme projekci vektoru =z € R™
na pfimku se smérnici a, ¢ili projekci do podprostoru U = span{a}. Ortonormalni baze prostoru U je

vektor z = ma a podle vzorce (83]) ma projekce vektoru z tvar
1 zTa
xy = (z,2)z = W(x,a)a =—p_a O

Poznamka 8.48. Projekci jsme jiz implicitné pouzili nékolikréat jesté diive, nez jsme ji formalné zavedli:

e V dikazu komplexni verze Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti (véta BI3]). Vektor (z,y)y vyjadioval
projekci vektoru x na p¥imku span{y} a vektor z predstavoval rozdil x a jeho projekce.

e Fouriertiv rozvoj z véty B.27] je vlastné rozlozeni vektoru x na soucet projekci na jednotlivé piimky
span{z;}, i=1,...,n.

e Gramova—Schmidtova ortogonalizace v k-tém cyklu algoritmu B.2§ konstruuje projekci vektoru xy
do podprostoru span{zy,...,zx_1}. Odectenim projekce od vektoru zj, ziskdme hledany nakolmeny
vektor yy.

Poznamka 8.49. Vzhledem k vlastnostem avétylﬂ]se da prostor V vyjadrit jako direktni soucet
podprostortt U a U+, tedy V = U @ U~ (viz poznamka [5.58). To mj. znamena, Ze kazdy vektor v € V
ma jednoznaéné vyjadieni v = v+ v/, kde w € U a v/ € U*. Podle véty B44] je navic vektor u projekei
vektoru v do U, a vektor ' projekci v do U*.

Priklad 8.50 (Legendreovy polynomy). UvaZujme prostor polynomi P™. Jaky pro néj zavést skalarni
sou¢in? Prvni nipad je vyuzit isomorfismu s R™*! a pro polynomy p(z) = an,z"™ + ... + ag, q(v) =
b,x™ + ... 4 by zavést skalarni soucin jako

(p,q) = Z aib;
i=1

a vektory 1,z, 22, ..., 2" pak budou tvoiit ortonormalni systém. To je sice v pofadku, ale neni to jediny
mozny zpusob. Pokud si uvédomime, Ze P" je podprostorem prostoru spojitych funkef C, ), tak mizeme
na P" pouzit standardni skalarni soucin prostoru Cy, 3. Pokud zortogonalizujeme Gramovou-Schmidtovou
metodou vektory 1,z,x2,... specialné na C[-1,1], pak dostaneme tzv. Legendreovy polynomy

po(xz) =1, p1(z) =z, pa(z) = %(33:2 —1), p3(z) = %(5:63 —3x), ...
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Technické detaily vypoctu presko¢ime. Ani explicitni vyjadieni neni piilis jednoduché, nebot n-ty ¢len ma

tvar
n n 2
INOEERDY (k,) (2= 1" * @+ 1)k,
k=0
Tyto polynomy jsou na sebe kolmé, ale z divodu urcitych aplikaci jsou znormovany tak, ze n-ty polynom
mé normu 2/(2n + 1).

Legendreovy polynomy miZeme pouZit tfeba k aproximaci funkce polynomem, srov. metodu v sekci 3.0
Pokud funkci f chceme aproximovat polynomem n-tého stupné, tak spoc¢itame projekci f do podprostoru
P™ v tomto skalarnim souc¢inu. Projekci spoc¢itame podle véty 44l a za ortonormalni bazi P™ pouZzijeme
Legendreovy polynomy. Vysledna projekce ma tifeba tu vlastnost, Ze ze vSech polynomi stupné n je
nejblize k f v normé indukované danym skalarnim soucinem, coz zhruba odpovida snaze minimalizovat
plochu mezi f a polynomem. Historicky byly Legendreovy polynomy poprvé pouzity ve fyzice k vyjadieni
urcitych operatoru a feSeni diferencialnich rovnic. O

Ptiklad 8.51 (Ortonormalni systém v prostoru funkei). V prostoru C|_, - existuje spocetny ortonormélni
systém z1, 22, ... sestavajici z vektortu

1 1 1 1 . 1 .
cos , sin z, €os 2x, —=sin 2z, —= cos 3z, —=sin 3z,

V2r \/_ NG NG vz v R
I kdyZ to neni baze v pravém slova smyslu, kazdou funkci f € C|_; ) lze vyjadiit jako nekonecnou radu
f(x) =322, (f, zi)zi. Poznamka: zde trochu zjednodusujeme a nezabyvame se konvergenci nekone¢ného
souctu, ale pro intuitivni pochopeni to snad postacuje.

Vyjadfeni nékolika prvnich ¢lent f(z) ~ Zle (f, zi)zi, coZ je vlastné projekce do prostoru span{zy, ..., zx}
dimenze k, dava dobrou aproximaci funkce f(z). Takovato aproximace se pouziva hojné v oblasti zpraco-
vani signalt (napf. zvuku).

Konkrétné, spocitejme Fouriertuv rozvoj funkce f(z) = x na intervalu [—, 7]

xR~ ag+ Z(ak sin(kx) + by, cos(kx)),
k=1

kde
1 1 (7
apg = — f() ldx:% x dzr =0,

—T

ar = 1 f(:v) sin(kz) dz = 1 /W xsin(kzx) dx = (—1)k+1%,

1 (7 1 (7
by, = — f(z)cos(kx) de = —/ x cos(kx) dx = 0.

A fl@) =z

aproximace Y y_;(—1)"12 sin(kx)

O

Je mozné spocitat projekci bez nutnosti mit ortonorméalni bézi podprostoru? Ano, pomoci feSeni sou-
stavy s tzv. Gramovou matici.
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Véta 8.52 (Gramova matice). Bud U podprostor redlného vektorového prostoru V. Necht U md bdzi
B = {w,...,wn}. Oznacme jako Gramovu matici G € R™ ™ matici s proky Gij = (w;,w;). Pak G je
reguldrni matici a vektor soutadnic s = [xy|p projekce xy libovolného vektoru x € V' do podprostoru U
je Tesenim soustavy

Gs = ((w1,z),. .., (wn,z))T. (8.5)

Diikaz. Pro ditkaz regularity G bud s € R™ fegeni soustavy Gs = o. Pak i-ty fadek soustavy rovnic mé
tvar Y300, Gigsj = (wi, D10y sjw;) = 0, €ili Y500 sjw; € ULNU = {o}. Z linearni nezavislosti w1, . . ., wp,
nutné s = o.
L, o . . . . . . L m » A

Vime, Ze xy existuje a je jednoznacna a lze psat ve tvaru xy = ijl ajw; pro vhodné skalary «;.
Protoze x — xy € U™, dostavame specialné (w;, r — zyy) = 0, pro viechna i = 1,...,m. Dosazenim za xy
ziskdme (w;, z — > | a;w;) = 0, neboli

(2] ]:1 RtV )

Za] (ws, wj) = (wg,xz), i=1,...,m.

Tedy s == [zy]lp = (ai,...,am)T Tesi soustavu (B3). Z regularity G pak existuje pouze jediné feSeni
soustavy a odpovida dané projekci. O

V dikazu jsme nahlédli, ze Gramova matice G je regularni. Neni tézké nahlédnout, Zze pokud by

generatory wi, ..., w,, podprostoru U byly linedrné zévislé, pak by matice G byla singularni. Tudiz G je
regulérni pravé tehdy, kdyz vektory w1, ..., w,, jsou linedrné nezavislé.

8.4 Ortogonalni doplnék a projekce v R"

Ortogonalni doplnék. 7 minulé sekce vime, jak pocitat ortogonélni doplnék a projekci pro libovolny
koneéné generovany vektorovy prostor se skalarnim soucinem, a to pomoci ortonormélni béze. Nyni uké-
zeme, ze v R™ pro standardni skalarni soucin lze tyto transformace vyjadrit explicitné a piimo bez pocitani
ortonormaélni béaze.

Nasledujici véta tika, jak spocitat ortogonélni doplnék libovolného podprostoru R™, zname-li jeho bézi
nebo kone¢ny systém generatort (predstavuji fadky matice A).

Véta 8.53 (Ortogonalni doplnék v R"). Bud A € R™*". Pak R(A)' = Ker(A).

Diikaz. 7 vlastnosti ortogonalniho doplitku (tvrzeni B3U3)) vime R(A): = {A1s, ..., Ams}t. Tedy x €
R(A)* pravé tehdy, kdyZz z je kolmé na Fadky matice A, neboli Ajz = 0 pro viechna i = 1,...,m
Ekvivalentné, Az = o, to jest x € Ker(A). O

Piiklad 8.54. Bud V prostor generovany vektory (1,2,3)7 a (1,—1,0)”. Chceme-li uréit V*, tak sesta-
vime matici
1 2 3
A= <1 —1 0> ’

protoze V = R(A). Nyni jiz staci nalézt bazi V+ = Ker(A), kterou tvoif napiiklad vektor (1,1, —1)7.
Vypoéet ortonormalni baze V*, ¢&ili jadra matice A, v Matlabu / Octave (srov. pitklad [5.60):

>> null([1 2 3;1 -1 0])
ans =

-0.5774

-0.5774

0.5774

S ohledem na poznamku B.49 ihned mame néasledujici disledek.

Disledek 8.55. Bud A € R™*". Pak R(A) @ Ker(A) = R™.
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Charakterizace ortogonalniho doplitku ma i dalsi teoretické disledky, napiiklad vztah matice A a
matice ATA. Pozor, pro sloupcové prostory analogie neplati!

Disledek 8.56. Bud A € R™*". Pak
(1) Ker(ATA) = Ker(A),
(2) R(ATA) = R(4),
(3) rank(ATA) = rank(A).

Diikaz.
(1) Je-li z € Ker(A), pak Az = o, a tedy také ATAx = ATo = o, ¢imz = € Ker(ATA). Naopak, je-li
r € Ker(ATA), pak ATAz = o. Pronisobenim z’ dostaneme x7ATAz = o, neboli ||Az|?> = o.
Z vlastnosti normy musi Az = o a tudiz x € Ker(A).
(2) R(ATA) = Ker(ATA)* = Ker(A)+ = R(A).
(3) Trivialné z predchoziho bodu. O

Maticové prostory a linearni zobrazeni. Pokud linearni zobrazeni dané predpisem f(z) = Az, kde
A € R™ ™ je prosté, tak muZeme zavést inverzni zobrazeni z prostoru f(R") = S(A) do prostoru R"™.

(=

Pokud linearni zobrazeni f(x) neni prosté, tak dim f(R"™) < n. Jedind moZnost, jak zkonstruovat néco
jako inverzni zobrazeni, je zvolit vhodny podprostor U prostoru R™ tak, aby dim U = dim f(R"™) a zaroven
f(U) = f(R™). Potom zobrazeni f(z) na omezeném defini¢nim oboru U piedstavuje isomorfismus mezi U
a f(R™), a tim padem k nému existuje inverzni zobrazeni.

Podprostor U tedy reprezentuje nejmensi podprostor prostoru R”, ktery se jesté zobrazi na celé f(R™).
Volba podprostoru U neni jednozna¢né. Nasledujici véta ukazuje, Ze za U lze zvolit fadkovy prostor R(A).
Pozdéji ve vété 13.29] nahlédneme jak vypadé predpis piislusného inverzniho zobrazeni.

Tvrzeni 8.57 (Maticové prostory a linearni zobrazeni). UvaZujme linedrni zobrazeni f(x) = Ax, kde
A € R"™* ™. Pokud definiéni obor f(x) omezime pouze na prostor R(A), tak dostaneme isomorfismus mezi

R(A) a f(R").



148 Kapitola 8. Skaldrni soucin

Diikaz. Bud x € R™. Protoze podle dusledku je R(A)* @ Ker(A) = R", lze podle poznamky B.49
vektor x rozlozit jako x = 2% + 2K kde ' € R(A) a 2 € Ker(A). Pak

f(z) = Ax = A(z® + 2%) = A2 + 42" = Az,

Kazdy vektor z f(R"™) je tudiZ obrazem néjakého vektoru z R(A), neboli f(R(A)) = f(R™). Protoze oba
prostory R(A) a f(R™) maji stejnou dimenzi (rovnou rank(A)), predstavuje zobrazeni f(x) isomorfismus.

O

Ortogonalni projekce. Nyni odvodime explicitni vzorec pro projekci vektoru x do podprostoru U.
Pokud vektory baze podprostoru U ddme do sloupcti matice A, tak projekci vektoru x do U lIze formulovat
jako projekci z do S(A).

Véta 8.58 (Ortogonélni projekce v R™). Bud A € R™*™ hodnosti n. Pak projekce vektoru x € R™ do
sloupcového prostoru S(A) je o' = A(ATA)~1 ATy,

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze 2’ je dobie definované. Matice ATA ma dimenzi n (disledek ,
tedy je regularni a ma inverzi. Podle diisledku staéf nyni ukézat, 7e 2/ € S(A) a x — 2’ € S(A)~.
Prvni vlastnost plati, nebot 2’ = Az pro z = (ATA)~' ATz. Pro druhou vlastnost staci ovéfit, ze z — 2’ €
S(A)*t = R(AT)+ = Ker(AT), a to plyne z vyjadieni

AT(z — 2"y = AT (x — A(ATA)1ATx) = ATx — ATA(ATA) ATy = Ao — ATz = 0. O

Priklad 8.59. Uvazujme problém z piikladu 846 spocitani projekce x, vektoru = = (1,2,4, 57 do
podprostoru U generovaného vektory

z1=(1,0,1,0)7, z,=(1,1,1,1)7, z3=(1,0,0,1).

ProtoZze pracujeme se standardnim skalarnim soufinem, miZeme projekci spocitat alternativné podle
véty [B.58 Sestavime matici

s
I
o= o

1
1
1
1

_ o O =

jejiz sloupce jsou tvoreny vektory x1,xo,x3, a projekce se spocita dle vzorce
1
xy = AATA) ATy = 5(5.7,5, .

Zde navic
P = A(ATA) AT = |

predstavuje matici projekce jakozto linedrniho zobrazeni do podprostoru U. Takze pokud ji mame takto
explicitné vyjadrenou, projekce xy vektoru x se spocita snadno jako xy = Px. U

Vime, 7e projekce je linearni zobrazeni. Podle véty B58 a piedchoziho pitkladu je P = A(ATA)~tAT
jeho matice (vzhledem ke kanonické bazi). Navic tato matice ma nékolik specialnich vlastnosti:

e Matice P je symetricka.

e Plati P? = P. Tuto rovnost miZeme nahlédnout algebraicky dosazenim, ale ukaZeme zd@ivodnéni
z vyznamu matice. Projekce vektoru x je vektor Pz. Vektor Pz jiz nalezi do podprostoru S(A),
a proto jeho projekce je on sam: P2z = Px. ProtoZe tato rovnost plati pro kazdé z € R™, musi
P? =P.
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e Protoze P reprezentuje projekci do S(A), plati S(P) = S(A). Hodnost matice P je tedy rovna
dimenzi prostoru, do kterého projektujeme, ¢ili rank(P) = rank(A). Matice P je tak regularni pouze
v piipadé, kdyz m = n, tj. S(A) = R™.

Prvni dvé vlastnosti jsou nejenom nutné, ale i postacujici pro to, aby matice P byla matici projekce.
Tvrzeni 8.60. Matice P € R™" je matici projekce pravé tehdy, kdyz je symetrickd a P = P2.

Diikaz. Jeden smér jsme jiz nahlédli, takZe nyni pfedpokladejme, Ze P je symetricka a splije P = P? a
chceme ukézat, Ze je matici projekce na prostor S(A4). Jinymi slovy, chceme ukazat, ze pro kazdy vektor
x € R"™ je Pz jeho projekce do S(A). Podle disledku sta¢i ukazat, 7e x — Pr € S(A)‘. Tedy
x — Px = (I, — P)x musi byt kolmé vSechny vektory z S(A), a ty maji tvar Py, kde y € R™. To se ale
snadno ovér{ rozepsanim jejich skalarniho soucinu

(I, — P)x)' Py = 2T(1, — P)T Py =27 (P - P*)y = 0. O

Poznamka 8.61 (Projekce s ortonormalni bazi). Ozna¢me jako zi,..., z, sloupedky matice A € R™*"
a necht tvorf ortonormalni systém. Potom (ATA);; = (z;,2;) a tudiz ATA = I,,. Matice projekce P do
sloupcového prostoru S(A) ziskava jednodussi tvar P = A(ATA)~1AT = AAT. Zde si mizeme viimnout
paralely s pfedpisem projekce (8.3)), protoZe projekce vektoru = € R™ je

| RWEE

T
25T

I ) \Ta

n

= Z(lex)zz = Z(m, 2i)Zi-
i=1

i=1

Rekapitulace: Necht matice A ma ortonormalni sloupce. Potom AA” ptedstavuje matici projekce do S(A)
a obecné AAT # I,,, ale soucin v opaéném potadi da ATA = I,,.

Priklad 8.62 (Projekce na ptimku podruhé). Specialné, matice projekce na jednodimenzionélni podpro-

stor (pffmku) mé tvar P = a(a’a)"'a’, kde a € R" je smérnice piimky. Projekce vektoru x na pifmku
je pak vektor Pz = a(a’a) 'aTx = %a (srov. piiklad BA4T). Pokud navic smérnici normujeme tak, aby

T T

lall2 = 1, potom a’a = 1 a tudiz matice projekce ziska jednoduchy tvar P = aa” .

Véta 8.63 (Ortogonalni projekce do doplitku). Bud P € R™ ™ matice projekce do podprostoru V € R™.
Pak I — P je matici projekce do V.

Diikaz. Podle véty B.4Q] 1ze kazdy vektor x € R™ jednoznacné rozlozit na soucet t =y + 2, kde y € V a
z € V+. Z pohledu véty B4 je y projekce & do V a z projekce x do V+*. Tedy 2z =z —y = & — Pz =
(I - P)a. O

Priklad 8.64 (Matice projekce do Ker(A)). Véta R63] umoziuje elegantné vyjadfit projekci do jadra
matice A € R™*". Piedpokladejme, 7e rank(A) = m. Protoze Ker(A)t = R(A) = S(AT), tak matice
projekce do Ker(A) je dana predpisem I — AT (AAT)"1 A, kde AT(AAT)~1 A je matice projekce do S(AT).

U

Poznamka 8.65 (Vzdalenosti podprostort). Jednim z elegantnich vyuziti projekci v geometrii je urceni
vzdalenosti afinnich podprostori — vzdalenost bodu od primky, vzdalenost dvou p¥imek, vzdalenost bodu
od roviny atp. Vzdalenosti dvou afinnich podprostori U + a, V + b pak rozumime nejmensi vzdalenost
|z — yl||, kde 2 € U + a, y € V + b. Bez diikazu uvadime, Ze nejmensi vzdalenost se vzdy nabyde.
Univerzélni postup je nasledujici. Méjme U + a, V + b dva afinni podprostory prostoru R”, kde U =
span{uy,...,uyn} a V = span{vy,...,v,}. Necht nejmensi vzdalenost se nabyde pro body = € U + a,
y € V +b; tyto body jdou vyjadrit jako x = a+ > " auu;, y = b+ 27:1 Bjvj. Vzdalenost téchto dvou
bodt je stejné jako vzdalenost bodu a od bodu b—i—Z?zl Bivi—Y i . Cili hledanou vzdalenost miizeme
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ekvivalentné vyjadiit jako vzdalenost bodu a od afinniho podprostoru U + V' + b. Posunutim ve sméru —b
pak vzdélenost spocitame jako vzdalenost bodu a—b od podprostoru U+V = span{ui, ..., Um,v1,..., 05}
To uZ je standardni tloha, kterou vyFesime pomoci véty B.44l resp. véty jakozto vzdalenost bodu a —b
od své projekce do prostoru U + V.

Uvazujme pro konkrétnost dvé p¥imky span{u;} + a, span{vi} + b, kde u; = (1,1,4)T a = (3,3,3)T,
v1 = (1,0,2)T, b = (1,2,6)T. Jejich vzdalenost je tedy stejna jako vzdalenost bodu a — b = (2,1, —3)7
od span{uy,v;}. Podle véty BES je projekce bodu a — b na podprostor span{u,v;} rovna (0,1, —2)7.
Tudiz hledana vzdalenost je ||(2,1,-3)T — (0, —1,-2)T|| = ||(2,2, -1)T| = 3.

Vyse zminénym postupem miizeme napiiklad spoéitat, Ze vzdalenost nadroviny uréené rovnici a’z = b
od poc¢atku v prostoru R™ je |b|/||a|| a bod nadroviny, ktery je nejblize pocatku, je x = a—%a. Podobnou

T,

tilohou je uréeni vzdalenosti nadrovin a’x = b, a’x = ¢, ktera vychéazi |b — c|/|al|.

Poznamka 8.66 (Vypodetni slozitost). Jaka je slozitost vypoctu matice projekce A(ATA)™1AT pro A €
R™*"? Podle poznamek [3.24 a[3.45 stoji vypocet matice ATA fadové 2mn? operaci, jeji inverze 3n3 operaci
a zbylé dva maticové souciny 2n’m + 2nm? operaci. Celkova asymptoticka sloZitost je pak 3n3 + 4n’m +
2nm?.

Pokud nas zajima pouze projekce vektoru x € R™, tak vyraz A(ATA)~' ATz 1ze vyhodnotit efektivngji
uzavorkovanim A((ATA)~*(ATx)). Spoéiténi matice (ATA)™! ma opét slozitost Fadové 2mn? + 3n?, ale
pro soudin ATz dostavame pouze 2mn, a pro zbytek 2n% + 2nm. Celkem mame Fadové 2mn? + 3n>
operaci, coZ je vyrazné méné nez pro matici projekce, zejména pokud m je mnohem vétsi nez n. Nicméné
pokud chceme spocitat pouze projekci jednoho vektoru, je vypocetné jesté trochu vyhodnéjsi Gramova—
Schmidtova ortogonalizace, ktera podle poznamky stoji asymptoticky pouze 2mn? operaci. Samotné
projekce pri znalosti ortonormalni baze pak slozitost asymptoticky nezhorsi.

Poznamka 8.67 (Projekce a Gramova matice). Ptedpis pro projekci lze odvodit i z véty o Gramoveé
matici. Pokud si jako wy, . .., w, ozna¢ime bazi S(A) danou ve sloupcich matice A € R"™*", tak (w;, w;) =
(ATA);;. Gramova matice je nyni ATA a rovnice (85) mé tvar ATAs = ATz. Z rovnice vyjadiime s =
(ATA)=1 ATz, coZ je vektor soufadnic hledané projekce 2’. Tudiz

7= Z siw; = As = A(ATA) "1 ATy,

i=1
8.5 Metoda nejmensich ¢tverci

Metoda nejmensich ¢tverci ilustruje dalsi pouziti véty o projekci. Uvazujme soustavu Ax = b, ktera nema
feSeni (typicky, kdyZ m je mnohem vétsi nez n). V tom piipadé bychom chtéli néjakou dobrou aproximaci,
tj. takovy vektor x, Ze leva a prava strana jsou si co nejblize. Formélné,

min ||[Ax — |
r€R™
Tento pristup se studuje pro rizné normy, ale pro eukleidovskou dostavame

min ||Az — b2,
rER?

coZ je vzhledem k monotonii druhé mocniny ekvivalentni s tlohou
n
min ||Az — b|3 = min E (Ajex — bj)?.
r€eR”™ TER™ 4 7
]:

Odtud nazev metoda nejmensich ctverci. S vyuzitim véty o projekci najdeme feSeni jednoduse. Nasledujici
véta T1ka, ze FeSeni metodou nejmensich ¢tverca jsou zaroven fesenimi soustavy rovnic

ATAz = ATh. (8.6)

Tato soustava se nazyvéa soustava normdlnich rovnic. Zajimavé je, ze tuto soustavu dostaneme z puvodni
soustavy Az = b pouhym pienasobenim matici AT .
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Véta 8.68 (Mnozina feSeni metodou nejmensich ¢tverci). Bud A € R™ ™. Pak mnoZina piibliznich
reSent soustavy Ax = b metodou nejmengich ctverci je neprdazdnd a rovna mnoZiné feseni normdlnich

rovnic (8.0]).

Diikaz. Hledame vlastné projekci vektoru b do podprostoru S(A), a tato projekce je vektor tvaru Awx,
kde 2 € R™. Podle disledku 45 je Az projekei pravé tehdy, kdyz Az — b € S(A)*+ = Ker(AT). Jinymi
slovy, musi platit A7 (Az — b) = 0, neboli ATAx = ATb. Tato soustava mé FeSeni, protoZe projekce musi
existovat. ]

Snadno nahlédneme, Ze pokud soustava Ax = b je FeSitelna, potom kazdé jeji feSeni je zaroven FeSenim
metodou nejmensich ¢tvercid, a naopak, kazdé FeSeni metodou nejmensich ¢tvercd je skuteénym reSenim
soustavy.

Jednoznaénost feSeni nejmensich ¢tverci nastane, méa-li matice A linearné nezévislé sloupce. Pak totiz
podle disledku je matice ATA regularni a soustava normalnich rovnic tak mé pravé jedno fedeni.
To je typicky pripad.

Disledek 8.69. Bud A € R™*™ hodnosti n. Pak priblizné feSeni soustavy Ax = b metodou nejmendsich
ctvercii je x* = (ATA)7LATbH, a je jednoznacné.

Je-li matice A regularni, pak feSeni soustavy Az = bje x = A~1b. Je-li matice A obdélnikova s linearné
nezavislymi sloupci, pak feSeni soustavy Az = b metodou nejmensich étverci je x = (ATA)~tATb. Na
matici (ATA)71AT se mizeme divat jako na zobecnénou inverzni matici (vice viz sekce [[3.6). Skute¢nd,
pokud ji vynasobime matici A zprava, tak dostaneme (ATA)~'AT A = I,,. V opaéném poradi tato vlastnost
neplati, ¢ili (ATA)~tAT predstavuje pouze tzv. levou inverzi k A.

Metoda nejmensich étverc ma uplatnéni v fadé obori, zejména ve statistice pfi linearni regresi. Ta
studuje chovani a odhaduje budouci vyvoj riznych veli¢in, napf. globalni teploty, HDP, ceny akcii ¢ ropy
v Case. Setkame se s ni ale skoro ve vSech védnich oborech. Napiiklad ve fyzice tzv. Hooketuv zékon fika, ze
nataZzeni materialu je pfimo tumérné piusobici sile. Chceme-li odhadnout konstantu timérnosti, provedeme
velké mnozstvi pozorovani a z nich vypocitame hodnotu metodou nejmensich ¢tverci.

Priklad 8.70 (Linearni regrese: vyvoj svétové populace). Data vyvoje svétové populace jsou nésledujici:

rok | 1950 1960 1970 1980 1990 2000
populace (mld.) | 2519 2982 3.692 4.435 5.263 6.070

Chceme najit zavislost velikosti populace na ¢ase. Piedpokladejme, Ze zavislost je linearni. (To neni viitbec
samoziejmé, tfeba Fibonacciho zjednoduseny model ristu populace kralikii byl exponencialni.) Obrazek
dole, ilustrujici data, v zasadé linearni zavislost naznacuje. Linearni vztah popiSeme piimkou y = px + ¢,
kde = je cas a y velikost populace. Nezndmé parametry p,q vypocitame. Po dosazeni dat do rovnic by
parametry p, ¢ mély spliovat podminky

2.519 = p- 1950 + ¢

6.070 = p - 2000 + g

Presné TeSeni neexistuje ale feSeni metodou nejmensich ¢tverca je p* = 0.0724, ¢* = —138.84. Grafické
znézornéni{ zavislosti:

) Metoda nejmensich ¢tvercit byla vyvinuta Gaussem kolem roku 1801 pro astronomickd pozorovani. Tehdy se objevil
asteroid Ceres, aby vzapéti zase zmizel. Gauss metodou popsal jeho dréhu a predpovédél, kdy se znovu objevi.
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y = 0.0724x — 138.84

1950 1960 1970 1980 1990 2000 <

Vyslednou zavislost 1ze vyuZit pro predikce na nasledujici roky. Odhad pro rok 2010 je 6.6943 mld. obyvatel,
ve skutecnost jich bylo 6.853 mld. Ov8em pozor, mé smysl vytvaret pouze kratkodobé odhady — v roce
1900 urcité nebyla velikost populace zadporna.

Vypocet FeSeni a predikce v Matlabu / Octave:

>> A7= [1950 1960 1970 1980 1990 2000;1 1 1 1 1 1 ]°;

>> b = [2.519 2.982 3.692 4.435 5.263 6.070]’;
>> x = (A’*xA) \ (A’%*Db),
x =
0.0724
-138.83565

>> x’%[2010; 1]
ans = 6.6943

Reseni miizeme spocitat rovnéz piikazem

>> x = A\Db,
x =

0.0724
-138.8355

protoze pro obdélnikové matice se vraci feSeni metodou nejmensich ¢tverc. O

8.6 Ortogonalni matice

Uvazujme linearni zobrazeni v prostoru R™. Jaké toto zobrazeni (potazmo jeho matice) musi byt, aby
nijak nedeformovalo geometrické objekty? Otoceni kolem osy ¢i pfeklopeni podle nadroviny jsou piiklady
takovych zobrazeni, ale chtéli bychom je prozkoumat podrobnéji a néjakym zpisobem popsat. UkaZeme,
7e tato vlastnost souvisi s tzv. ortogonalnimi maticemi. Ty ale maji dalekosahlejsi vyznam. Protoze maji
dobré numerické vlastnosti (viz sekce [[3] a B.5), setkdvame se s nimi ¢asto v nejriznéjsich numerickych
algoritmech.

I v této sekci uvazujeme standardni skalarni soucin v R™ resp. C" a eukleidovskou normu.

Definice 8.71 (Ortogonélni a unitarni matice). Matice Q@ € R™ ™ je ortogondini, pokud QTQ = I,,.
Matice Q € C™*™ je unitdrni, pokud @TQ =1,.

Pojem unitarni matice je zobecnéni ortogonalnich matic pro komplexni ¢isla. Nadéle ale budeme vesmés
pracovat jen s ortogonélnimi maticemi.

Tvrzeni 8.72 (Charakterizace ortogonalnich matic). Bud @ € R™ ™. Pak ndsledujici jsou ekvivalentni:
(1) @Q je ortogondlni,
(2) Q je regularni a Q= = Q7
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(3) QQT = I,

(4) QT je ortogondini,

(5) Q7! existuje a je ortogondlnt,

(6) sloupce Q tvoFi ortonormdlni bazi R™,

(7) Fadky @Q tvori ortonormdlni bazi R™.
Diikaz. Strucné. : Je-li @ ortogonalni, pak QTQ = I a tedy Q! = QT; podobné naopak. Dle
vlastnosti inverze mame i QQ” = I, neboli (QT)TQT = I, tedy Q' je ortogonalni.

@: 7 rovnosti Q7'Q = I dostavame porovnanim prvki na pozici i, j, Ze (Q.;, Q+;) =1, pokud i = j,
a (Q+i, Q+j) = 0, pokud i # j. Tedy sloupce @ tvoii ortonormalni systém. Analogicky naopak. O

Vzhledem k vlastnosti @ by se spis sluselo fikat ,,ortonormélni matice“, ale termin ortogonalni matice
je jiz zazity.
Tvrzeni 8.73 (Soucin ortogonalnich matic). Jsou-li Q1, Q2 € R™ "™ ortogondlni, pak Q1Q2 je ortogondlni.
Diikaz. (Q1Q2)"Q1Q2 = Q3Q1Q1Q2 = Q3 Q2 = I, O
Piiklad 8.74 (Priklady ortogonalnich matic).

e Jednotkova matice I,, nebo k ni opacéna —1I,.

e Householderova matice: H(a) := In—a—?paaaT, kde o0 # a € R™. Jeji geometricky vyznam je nasledujici.
Necht 2/ je projekce bodu z na pifmku span{a}, a uvazujme linearni zobrazeni otoceni bodu z dle
primky span{a} o thel 180°. Pomoci véty B58 o projekei dostavame, Ze bod z se zobrazi na vektor

T
z 42 —x) =22 — 2 =2a(a’a) tale — 2z = <2% - I> x.

Tedy matice otocenti je %aaT—In. Uvazujme nyni zrcadleni dle nadroviny s normélou a. To miizeme

reprezentovat jako otoceni o 180° dle a, a pak preklopeni dle poc¢atku. Tedy matice tohoto zobrazeni
T

je In — 297 = H(a).

Z2
T2
A [ ] > Q
-~
-~
° a K\//
\ ~
P -~
- o
x -
I
o
Tl o
Otoceni kolem primky a o 180°. Zrcadleni dle nadroviny s normaélou a.

Navic se da ukéazat, ze kazdou ortogonalni matici fadu n lze rozlozit jako soucin nanejvys n vhodnych
Householderovych matic. Tudiz linearni zobrazeni s ortogonalni matici geometricky reprezentuje
sloZeni nanejvys n zrcadleni. Dalsi vlastnosti Householderovych matic poodkryjeme v sekeci 1311

o Givensova matic: Pro n = 2 je to matice otoceni o thel ¢ proti sméru hodinovych rucicek

cosp —sing
sinp  cosp/’

Je to tedy matice tvaru (¢ %), kde ¢® + s* = 1 a kazda takovito matice odpovidd néjaké matici

otoceni. Obecné pro dimenzi n je to matice reprezentujici otoceni o thel ¢ v roviné os x;, x;, tedy

%) James Wallace Givens (1910-1993), Jr., americky matematik.
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schematicky

Gi,j (C, S) = I

Také z Givensovych matic lze slozit kazdou ortogonélni matici, ale je jich potfeba v soucinu az (g)
a piipadné navic jedna diagonélni matice s +1 na diagonéle. Geometricky to znamena, Ze kazdé
linearni zobrazeni s ortogonalni matici reprezentuje sloZzeni nanejvys (g) jednoduchych otoceni a
pripadné jedno zrcadleni ve sméru soufadnych os. O

Priklad 8.75 (Ortogonélni matice fadu 2). Chceme popsat vSechny ortogonalni matice fadu 2. Vyjadiime
takovou matici ve tvaru
c 7
(- 2)

kde prvni sloupec je obecny vektor (¢, s)” a druhy dopoéitame. Aby mél prvni sloupec jednotkovou velikost,
musi ¢? + s2 = 1. Aby byl druhy sloupec kolmy na prvni, musi byt nisobkem vektoru (—s,c)?, a aby
mél jednotkovou velikost, musi to byt bud (—s,c)”, nebo (s, —c)T. V prvnim piipadé dostavame matici
(¢2), coz je matice rotace o tihel ¢, splijici ¢ = cos ¢, s = sin . V druhém pfipadé dostavame matici

(£ )= )0 4)

kterd reprezentuje sloZeni pieklopeni podle osy zo a predchozi rotaci o thel . Souhrnem tedy kazda
ortogonalni matice fadu 2 predstavuje matici rotace, pripadné sloZzenou s matici preklopeni podle osy x».

O

Véta 8.76 (Vlastnosti ortogonalnich matic). Bud @ € R™*"™ ortogondlni. Pak:

(1) (Qz,Qy) = (x,y) pro kazdé x,y € R™,
(2) ||Qx|| = ||z|| pro kaZdé x € R",
(3) 1Qij| <1 a ]Q;jl\ <1 prokazdéi,j=1,...,n,

T

(4) <(1) o@) je ortogondlni matice.

Diikaz.
(1) (Qz,Qy) = (Q2)"Qy =2"Q"Qy = "Iy = 2Ty = (2, y).
(2) 1Qz] = V(Qu,Qu) = /(z,z) = |||
(3) Vzhledem k vlastnosti [(6)] z tvrzeni B72 je ||Q+;]| = 1 pro kazdé j = 1,...,n. Tedy 1 = ||Q.;||? =

Yoy q?j, z &ehoz qi2j <1, a proto |g;;| < 1. Matice Q! je ortogondlni, takZe pro ni tvrzen{ plati
takeé.

: 1 oM\ (1 of 1 of
(4) Z definice <0 Q> <0 Q>:<0 QTQ>: nel- O

Divame-li se na matici ) jako na matici pfislusného linedrniho zobrazeni z +— Qx, pak vlastnost
véty iika, ze pfi tomto zobrazeni se zachovavaji thly, a vlastnost zase Tika, ze se zachovéavaji délky.
Tvrzeni plati i naopak: Matice zobrazeni zachovéavajiciho skalarni sou¢in musi byt nutné ortogonalni (srov.
véta B.78]). Dokonce i matice zobrazeni zachovavajiciho eukleidovskou normu musi byt ortogonalni, coZ
v zasadé vyplyva z poznamky o polariza¢ni identité |[Barto a Tuma, 2018].

Vlastnost je zase cenéna v numerické matematice, protoze Q a Q! maji omezené velikosti slozek.
Dilezitou vlastnosti pro numerické pocitani je také |(2)l protoZe pii nasobeni s ortogonalni matici prvky
(a tedy i zaokrouhlovaci chyby) nemaji tendenci se zvétSovat. To lze nahlédnout néasledujicim zpisobem.
Bud z € R” bud Q € R™ "™ ortogonalni. Necht & € R"™ je pfiblizné spocitani hodnota vektoru z, tedy
x = I + err, kde err je chyba pfi vypoctu. Pak Qz = Q(Z + err) = Q% + Qerr. Po vynasobeni s matici
@ je nova chyba Qerr a jeji velikost je stejna ||Qerr|| = |lerr].
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Poznamka 8.77 (Ortogonalni matice a Fourierovy koeficienty). Ortogonalni matice davaji trochu jiny
pohled na Fourierovy koeficienty z véty Bud z,..., 2, baze prostoru R"™ a bud v € R™. Soutradnice
vektoru v vzhledem k dané bézi jsou dané vztahem v = )" | x;z;. Soufadnice jsou tedy FeSenim soustavy
Qx = v, kde sloupce matice ) jsou tvoreny vektory baze, tedy Q.; = z; pro i = 1,...,n. Pokud je baze
ortonormalni, je matice () ortogonélni a mizeme jednodusSe psét

2 — 2o

1 T ZQT — zgv
r=Q v=Q v= : v| =

' — 2y

Opét tedy dostavame, ze i-ta souradnice x; vektoru v méa hodnotu (z;,v) = z;fv.

Na zéavér ukazme néktera zobecnéni vyse zminénych vlastnosti na libovolny skalédrni soucin a libovolné
line4rni zobrazeni.

Véta 8.78 (Ortogonalni matice a linearni zobrazeni). Budte U,V prostory nad R s libovolngm skaldrnim
soucinem a f: U — V linedrni zobrazeni. Necht By resp. By je ortonormdlni bize U resp. V. Pak matice
zobrazeni g [flp, je ortogondlni prave tehdy, kdyz (f(x), f(y)) = (x,y) pro kaZdé x,y € U.

Drikaz. Podle tvrzeni [8.35] a vlastnosti matice zobrazeni je

(x,y) = [2]h, - [W]B,
(f(@), f@W) = [f @By - [fW]sy = (5, sy - [#8,)" - 5, f]B, - We, =
= MgU : Bv[f]g,] ) BV[f]BU '[y]BU-

Tudiz, je-li p [f]p, ortogondlni, pak (f(z), f(y)) = (z,y). Naopak, pokud rovnost (f(z), f(y)) = (z,y)
plati pro kazdé x,y € U, plati rovnost specidlné pro vektory, jejichZ soutradnice jsou jednotkové vektory.
Dosadime-li za = a y konkrétné i-ty a j-ty vektor baze By, mame [z]|g, = e;, [y]B, = €j, a proto

(In)ij = €] ¢; = [alh, - W, = (2,9) = (f(@), f(v) = [elb, - 5, [fE, - 5, By - WlBy =

T T
Timto po slozkich dostavédme rovnost I, = p [ f]gU B, O

Tvrzeni 8.79 (Ortogonalni matice a matice prechodu). Bud V' prostor nad R s libovolngm skaldrnim
soucinem a By, By dvé jeho bdze. Jakékoli dvé z ndsledujicich vlastnosti implikuji tu treti:

(1) By je ortonormdlni baze,

(2) Bz je ortonormdini bdze,

(3) p,lidlg, je ortogondlni matice.

Diikaz.

Implikace ,(1),(2) = (3)“. Plyne z véty BT8] nebot identita zachovava skalarni soucin.

Implikace ,,(2), (3) = (1)“. Bud By = {z1,...,2,}. Z definice jsou sloupce p [id]p, tvoleny vektory
[zi]B,, které jsou (diky ortogonalité matice pfechodu) ortonormélni pii standardnim skaldrnim sou¢inu
v R". Podle tvrzenf B30 pak (z;, ;) = [xi]], [2;]p,, coZ je 1 proi = j a 0 jinak.

Implikace ,,(3), (1) = (2)“. Plati z pfedchoziho ze symetrie, nebot g [id]z, = p, [id]gll . O

Problémy
8.1. Stopa matice A € R™™ je &islo trace(A) = >_1 | a;;. Ukazte, Ze (A, B) = trace (AT B) je skalarni
soudin na prostoru matic R,

8.2. Dokazte, ze nasledujici tvrzeni plati pro realny vektorovy prostor, ale pro komplexni uz obecné ne:
Vektory x,y € V jsou kolmé pravé tehdy, kdyz ||z + y||? = ||z]|* + ||y||>.
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8.3. Porovnejte velikost (normu) vektoru x € V' s velikosti jeho projekce do podprostoru U € V.
8.4. Urcete explicitnim vzoreckem vzdalenost ¢ € R™ od
(a) nadroviny a’z = b, kde o Za € R* a b € R.
(b) pfimky p = b+ span{a}, a # o.
8.5. Ukazte, Ze projekce vektoru x do podprostoru U se da vyjadrit jako jednoznacny bod v priniku
podprostoru U a afinntho podprostoru U+ + .
8.6. Bud P matice projekce do U @ R"™. Dokazte, Ze rank(P) = trace(P).

8.7. Odvodte vzorecky pro ortogonalni projekci v R™ (véta RE8) a pro metodu nejmensich ¢tverca

(dusledek B.69) pomoci Gramovy matice (véta [852).

8.8. Uvazujme soustavu rovnic Az = b, kde A € R™*™ m4a hodnost m. Existuje tedy vzdy aspon jedno
feSeni. Najdéte to TeSeni, které ma nejmensi eukleidovskou normu.

8.9. Mize byt soucet ortogonalnich matic zase ortogonalni matice?

8.10. Budte U,V prostory nad R se skalarnim soudinem a f: U — V zobrazeni zachovévajici skalarni
soucin, tj. (f(z), f(y)) = (z,y) pro v8echna x,y € U. UkaZte, Ze f je linearni a prosté.
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Kapitola 9

Determinanty

Determinanty byly vyvinuty pro Gcely feSeni ¢tvercové soustavy linearnich rovnic a dévaji explicitni vzorec
pro jejich FeSeni (viz véta [0.106]). Za autora determinantu se povazuje Gottfried Wilhelm Leibniz a neza-
visle na ném jej objevil stejného roku 1683 japonsky matematik Seki Kowa. Jejich piistup (v trochu jiné
podobé nez uvadime v definici) upadl trochu v zapomnéni a determinanty se staly popularni pro feseni
soustav rovnic az tak v letech 1750-1900, pak je vystiidaly jiné metody. Nicméné ukazalo se, Ze deter-
minant sdm o sobé je jista charakteristika ¢tvercové matice s fadou riznych uplatnéni. Samotny pojem
ydeterminant® pochazi od Gausse (Disquisitiones arithmeticae, 1801), i kdyZ jej pouzival v trochu jiném
smyslu. Vyznamnou mérou do teorie determinantt pfispéli také mj. A.L. Cauchy ¢ C.G.J. Jacobi.
Pfipomefime, Ze S,, zna¢i mnozinu vSech permutaci na mnoziné {1,...,n}, viz sekce [£2

Definice 9.1 (Determinant). Bud A € T"*". Pak determinant matice A je ¢islo

n

det(A) = Z sgn(p) Hai,p(i) = Z sgn(p)ay p(1) - - - Anp(n)-

pESn i=1 peSn
Znageni: det(A) nebo |A].

Co vlastné tika vzorecek z definice determinantu? Kazdy s¢itanec mé tvar sgn(p)aLp(l) < Gy p(n)s COZ
odpovida tomu, Ze v matici A vybereme n prvka tak, Zze z kazdého fadku a sloupce mame préavé jeden.
Tyto prvky pak mezi sebou vynasobime a jesté séitanci prifadime kladné ¢ zaporné znaménko podle toho,
jaké bylo znaménko permutace, kterd tyto prvky urcovala.

Priklad 9.2 (Determinant matice fadu 2 a 3). Matice fadu 2 ma determinant

det (011 @12)) _
et = a11a22 — A21012.
as1  asm

Matice fadu 3 ma determinant

a11G22033 + A21A32G13 + A31A12023
—a31022013 — (11032023 — 21012033. 0

ailp a2 ais
det | as1 a9 asg :{

azr asz2 as3

Pocitat determinanty z definice pro vétsi matice je obecné znacné neefektivni, protoze vyzaduje zpra-
covat n! s¢itanci. Vypocet je jednodussi jen pro specidlni matice. Takovou matici je napiiklad horni troj-
thelnikova matice, tj. matice A € T"*", pro kterou a;; = 0 pro ¢ > j. UkaZzeme nyni, Ze jeji determinant
je roven soudinu diagonélnich prvki. Jako dusledek pak specialné det(Z,,) = 1.

Tvrzeni 9.3 (Determinant trojahelnikové matice). Bud A € T™*™ horni trojuhelnikovd matice. Pak

det(A) = A1,p(1) - - - Qnp(n)-

Diikaz. 7 definice determinantu det(A) = ZpESn SgN(P)ai p(1) - - - An p(n) Uvazujme jeden clen

Sgn(p)al,p(l) s anfl,p(nfl)an,p(n)- (91)

159
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Protoze matice A je horni trojihelnikovd, tak cinitel a,, (,) je nenulovy pouze pokud p(n) = n. Aby byl
¢initel a,,_1 p(n—1) nenulovy, musi bud p(n — 1) = n nebo p(n — 1) = n — 1. Prvni moZnost je vyloucena
vzhledem k p(n) = n, tudiz p(n — 1) = n — 1. Opakovanim tohoto postupu dospé&jeme k tomu, Ze ¢len
(@) je nenulovy pouze pro permutaci identitu, viz schematické znazornéni:

A1n
0 |

0 ...0

Proto det(A) = ay p1) - - - Gpp(n)- O
Tvrzeni 9.4 (Determinant transpozice). Bud A € T™*". Pak det(AT) = det(A).
Diikaz.
det(AT) = Z sgn(p) HAZP(Z-) = Z sgn(p) Hap(i)vi = Z sgn(p Hazp 1) =
pESH i=1 PESH i=1 PESH
= Z sgn(p~!) Halﬁp_l() Z sgn(q l—IaZ qi) = det(A). O

Pro determinanty obecné det(A + B) # det(A) 4 det(B), ani neni zndm jednoduchy vzorecek na
determinant souc¢tu matic. Vyjimkou je nésledujici specidlni piipad fadkové linearity.

Véta 9.5 (Rédkovéu linearita determinantu). Bud A € T"*" b € T™. Pak pro libovolné i =1,...,n plati:

det(A + e;b?) = det(A) + det(A + ¢; (b7 — Ay)).

Jingma slovy,

ail e A1n all ... Qin all ... Qin
det a1 + bl coo Qi T bn = det a1 ... Qip | + det bl e bn
anl Gnn anl Ann anl Ann

Driikaz.

det(A + eibT) = Z sgn(p)al,p(l) .. (al-7p(i) + bp(l-)) Oy p(n) =

PESh
= Z sgn(p)al,p(l) e Qip(i) - A p(n) T Z sgn(p)al,p(l) by e Qppn) =
PESH PESH
= det(A) + det(A + ¢;(bT — A)) O

Obecnéji, pokud i-ty fadek matice A vyjadiime jako soucet k vektord, pak mizeme determinant matice
A vyjadrit jako soucet k determinanti matic, které maji postupné jednotlivé vektory na misté i-tého radku.
Vzhledem k tvrzeni je determinant nejen fadkoveé, ale i sloupcové linearni.
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9.1 Determinant a elementarni tpravy

Nasim planem je k vypoc¢tu determinantu vyuzit Gaussovu eliminaci. K tomu musime nejprve umét spoci-
tat determinant matice v odstupfiovaném tvaru, a védét, jak hodnotu determinantu ovliviuji elementarni
radkové tpravy. Na prvni otazku je jednoduchéi odpovéd, protoZe matice v odstuphovaném tvaru je za-
rovenr horni trojuhelnikova, a tudiz je jeji determinant roven sou¢inu diagonélnich prvki. Druhou otazku
zodpovime rozborem jednotlivych elementarnich tprav. Necht matice A’ vznikne z A n&jakou elementarni
ipravou:

1. Vynésobeni i-tého fadku &islem « € T: det(A’) = adet(A).

Diikaz.
/ /
det(A") Z sgn(p alp 7p(z) el p(n) =

PESH

= Z sgn(p)al,p(l) .. (aai,p(i)) Oy p(n) =
PESn

=« Z SEN(P)a1 p(1) - - - Uip(s) - - - App(n) = v det(A). O

PESn

2. Vyména i-tého a j-tého fadku: det(A’) = —det(A).
Diikaz. Ozna¢me transpozici t = (i, ), pak

!/ / / !/ /
det(A ) - Z Sgn(p)aLp(l) . e a/i’p(i) . e aj’p(j) . e a/n7p(n)7
PESH
kde pro vSechna k # i, j plati aj, (k) = Qhp(k) = Qs pot(k)- Pro i-ty fadek je a) () = Wip(i) = Gjpot(j)
a podobné pro j-ty rfadek. Souhrnné

det(A") = Z SEN(P) @1 pot(1) - - - Ajpot(j) - - - Vi,pot(i) - - - A pot(n) =

PESn
= Z sgn(p) Hai,pot(i) = - Z sgn(pot) Hai,pot(i) =
pESn =1 pOtESn =1
=— Z sgn(q) Hai7q(i) = —det(A). O
qESnh =1

Vysledek miizeme zobecnit. Kazda permutace je slozenim koneéné mnoha transpozic. Tudiz pokud
rfadky matice A zpermutujeme podle permutace p, tak se jeji determinant zméni podle znaménka
permutace p. Jinymi slovy, det(A’") = sgn(p) det(A).

Disledek 9.6. Pokud md matice A € T"*™ dva stejné tdadky, pak det(A) = 0.

Diikaz (pro télesa charakteristiky # 2). Prohozenim téchto dvou stejnych fadka dostaneme det(A) =
—det(A), a tedy det(A) = 0. O

Diikaz (pro obecnd télesa). Predchozi dikaz nelze pouzit pro télesa charakteristiky 2, protoZe napf.
v Zo je 1 = —1, a proto musime postupovat jinak. Definujme transpozici t := (4, ), kde 7, j jsou
indexy stejnych fadka. Necht S/, je mnozina sudych permutaci z S,,. Pak S, lze disjunktné rozlozit
na sjednoceni S;, a {pot; p € S},}. Tudiz

det(A) = Z sgn(p Haz,p + Z sgn(pot) Hazpot

PES, pES],

Z sgn(p Haz,p Z sgn(p) Hai,p(i) = 0. m
=1

pes!, pes!,
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3. Pri¢teni a-nasobku j-tého fadku k i-tému, pficemz ¢ # j: det(A’) = det(A).

Drikaz. 7 fadkové linearity determinantu, disledku a prvn{ elementarni Gpravy dostavame

At Aty
det(A") = det | Aix + @A s | = det(A) +det | adj, | = det(A4) + a0 = det(A). O
Ans Aps

Vy8e zminéna pozorovani maji nékolik dusledki: Pro libovolnou matici A € T™*" je det(ad) =
a det(A). Déle, obsahuje-li A nulovy Fadek nebo sloupec, tak det(A) = 0.

Hlavni vyznam vlivu elementarnich iprav na determinant je, Ze determinanty muZzeme pocitat pomoci
Gaussovy eliminace:

Algoritmus 9.7 (Vypocet determinantu pomoci REF). Preved matici A do odstupiiovaného tvaru A" a
pamatuj si pfipadné zmény determinantu v koeficientu ¢; pak det(A) je roven sou¢inu ¢! a diagonalnich
prvki matice A’.

Priklad 9.8. Vypocet determinantu matice A pomoci elementérnich fadkovych tprav

12 3 4 |12 3 4 12 3 4
afb 21 300 =2 o1 —1 -3
2 5 5 5 |01 -1 -3 00 -2 -1
02 -3 -4 |0 2 -3 —4 02 -3 —4
12 3 4 |12 3 4 [12 3 4
B I B B e PRI T B |
00 -2 -1 “jo0o 105 “joo 105
00 -1 2 Joo0o-1 2 00 025

Vypocet determinantu matice A v Matlabu / Octave:

>> det([1 234;1213;2555;02 -3 -4])
ans = 5

O

Poznamka 9.9 (Réadkova linearita determinantu). Zobrazeni A ~— det(A) neni lineArnim zobrazenim
ve smyslu, jaky zname z kapitoly [l Na druhou stranu, pokud zafixujeme viechny slozky matice kromé

i-tého fadku, pak uZ se o linearni zobrazeni bude jednat. Podrobné&ji, bud i € {1,...,n} pevné a necht
Ay = A+ ei(xT — A;) oznaluje matici A, ve které i-ty fadek nahradime vektorem x € T™. Nyni je

zobrazeni dané predpisem f(x) = det(A,) linearni, protoze podle véty je
flaty)=f@)+ fly) Vo,yeT"
a podle vlastnosti prvni elementarni tpravy je

flax) =af(z) VaeT, YoxeT".

9.2 Dalsi vlastnosti determinantu

Véta 9.10 (Kriterium regularity). Matice A € T"*™ je requldrni prdvé tehdy, kdyz det(A) # 0.

Diikaz. Prevedeme matici A elementarnimi tipravami na odstupiiovany tvar A’, ty mohou ménit hodnotu
determinantu, ale nikoli jeho (ne)nulovost. Pak A je regularni pravé tehdy, kdyz A’ ma na diagonale
nenulova ¢isla. ]
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Poznamka 9.11 (Mira regularity). Véta[0. 10 umoziuje zavést jakousi miru regularity. Cim je det(A) blize
k 0, tim je matice A bliz k n&jaké singularni matici. Pfikladem je Hilbertova matice H,, (viz ptiklad B.51]),
ktera je Spatné podminéné, protoze je ,skoro* singularni. Skutecné, jak ukazuje tabulka, determinant
matice je velmi blizko nule.

det(H,,)
~ 1077
~ 10718
~ 10733
10 ~ 1073

o o |3

Tato mira nen{ ale ideélni, protoze je hodné citliva ke skalovani. Uvazujme napiiklad matici 0.17,, pro niz
det(0.17,,) = 107 ". Pfestoze 10" muze byt libovolné malé ¢islo, samotna matice ma k singularni relativné
daleko. Lepsi mirou regularity bude napiiklad ta pomoci vlastnich nebo singularnich &isel (viz sekce [[3.0),

v

Véta 9.12 (Multiplikativnost determinantu). Pro kazdé A, B € T™*" plati det(AB) = det(A) det(B).

Diikaz. (1) Nejprve uvazujme specialni piipad, kdyz A je matice elementéarni Gpravy:

1. A = E;(«), vynasobeni i-tého fadku ¢islem «. Potom det(AB) = adet(B) a det(A)det(B) =

adet(B).

2. A = E;;, prohozeni i-tého a j-tého fadku. Pak det(AB) = —det(B) a det(A)det(B) = —1det(B).

3. A= E;j(«o), pricteni a-nasobku j-tého fadku k i-tému. Pak det(AB) = det(B) a det(A)det(B) =

1det(B).
Tedy rovnost plati ve vSech pripadech.

(2) Nyni uvazme obecny piipad. Je-li A singularni, pak i AB je singularni (tvrzeniB.30) a tedy podle
véty je det(AB) = 0 = 0det(B) = det(A)det(B). Je-li A regularni, pak jde rozlozit na sou¢in
elementarnich matic A = Ey ... Ey. Nyni postupujme matematickou indukei podle k. Pfipad & = 1 mame
vyfeSeny v bodé (1), takZze se vénujme indukénimu kroku. Podle indukéniho predpokladu a z bodu (1)
dostavame

det(AB) = det(E1 (E2 e EkB)) = det(El) det((Eg ca Ek)B) =
= det(El) det(EQ - Ek) det(B) = det(ElEQ ... Ek) det(B) =

= det(A) det(B). O
Diisledek 9.13. Bud A € T™*" requldrni, pak det(A~!) = det(A)~1L.
Diikaz. 1= det(I,) = det(AA™!) = det(A) det(A™1). O

Nyni ukdZzeme rekurentni vzorecek na vypocet determinantu.

Véta 9.14 (Laplacetiv rozvoj podle i-tého fadku). Bud A € T™*"™, n > 2. Pak pro kaZdé i = 1,...,n
plati

n
det(A) = Z(—l)”jaij det(AY),
j=1
kde AY je matice vznikld z A vyskrtnutim i-tého Fddku a j-tého sloupce.

Pozndmka. Podobné jako podle fadku miizeme rozvijet podle libovolného sloupce.

Diikaz. (1) Nejprve uvazujme ptipad A;, = e?, tj. i-ty radek matice A je jednotkovy vektor. Postupnym
vyméhnovanim Fadka (i,i+1), (i+1,i4+2), ..., (n—1,n) pfevedeme jednotkovy vektor do posledniho fadku.
Podobné postupujeme pro sloupce a j-ty sloupec pfevedeme na posledni. Vyslednou matici ozna¢me
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a znaménko determinantu se zméni koeficientem (—1)"=9+(=3) = (~1)"*J, Nyni méame

n

det(A) = (—1)"7 det(A") = (—1)"" > sgn(p) Haé’p(i) =

PESH i=1

n—1
= (=)™ > seu(p) [] iy = (1) det(AY).
i=1

p;p(n)=n

(2) Nyni uvazme obecny piipad. Z fadkové linearity determinantu a z piedchoziho dostavame

det(A):det apg 0 - O]l +...+det |0 -+ 0 ai | =

= az‘1(—1)i+1 det(Ail) .+ am(_l)z‘Jrn det(Am). .

Priklad 9.15 (Laplacetv rozvoj podle 4. fadku).

1 ; :1)’ ;1 2 3 4 1 3 4
=(-D*1.0-12 1 2[4+ (-D*2. 2.1 1 2|+
25 5 5 55 5 2 5 5
02 —4 —4
1 2 4 1 2 3
+ (=D (=41 2 24+ (- (-1 2 1] =
2 55 2 5 5
—042-4+4-2-4-2=8 O

Nasledujici véta dava explicitni vzorecek na feSeni soustavy s regularni matici. Matice A+ (b— A*i)eZT
ve vyrazu predstavuje matici A, ve které nahradime i-ty sloupec vektorem b.

Véta 9.16 (Cramerovo pravidlo). Bud A € T™*" reguldrni, b € T". Pak TeSeni soustavy Ax = b je ddno
vzorcem

o det(A+ (b — Ay)el)
L det(A)

, 1=1,...,n.

Diikaz. Bud x feSeni soustavy Az = b; diky regularité A Feeni existuje a je jednoznaéné. Rovnost roze-
piseme Z?Zl Ayjx; = b. Ze sloupcové linearity determinantu dostaneme

det(A + (b — Aw)el) = det(Aut ... [b]. .. [Aun) = det(Aui| ... | X0 Ayl |An) =

= det(Aa...[Ayl. .. [Au)z;.
j=1

Pro j # i je pfislusny séitanec v sumé nulovy, protoze pocitime determinant matice, kterd ma dva stejné
sloupce (i-ty a j-ty sloupec jsou rovny A,;). TudiZ z celé sumy zistane jediny ¢len, kdyz j = i, a proto

det(A + (b — Ay)el) = det(As] ... |Auil ... |[Awn)z; = det(A)z;.
Nyni sta¢i obé strany podélit ¢islem det(A) # 0. O

Cramerovo pravidlo z roku 1750 (i kdyZ bylo znamo uz diive) je pojmenovano po §vycarském matema-
tikovi Gabrielu Cramerovi. Ve své dobé to byl popularni nastroj na feSeni soustav linearnich rovnic. Dnes
se pro praktické vypocty jiz nepouziva, protoze vypocet feseni soustavy pomoci n 4+ 1 determinantti neni
prilis efektivni z hlediska vypocetniho ¢asu. Navic ma horsi numerické vlastnosti [Higham, [2002]. Vyznam
determinantu je spiSe teoreticky, mimo jiné ukazuje a dava:
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e Explicitni vyjadieni feseni soustavy linearnich rovnic.
e Spojitost feSeni vzhledem k prvkiam matice A a vektoru b.

Formalné, zobrazeni (A,b) — A~1b je spojité na defini¢nim oboru regularnich matic A. To je snadné
nahlédnout, protoze podle Cramerova pravidla po¢itdme jednotlivé slozky FeSeni pouze pomoci arit-
metickych operaci.

e Odhad velikosti popisu TeSeni z velikosti popisu vstupnich hodnot.
Potfebujeme-li k zapisu vstupnich hodnot soustavy Az = b (tj., k zapisu a;;, b;) celkem K bitd,
tak jeji feSeni ma zapis pomoci polynomialné€ mnoha bit vzhledem ke K. To da trochu vice prace
nahlédnout, ale vyznam pozorovani spociva v tom, Ze zarucuje rozumné omezenou velikost zapisu
reSeni.
Priklad 9.17 (Cramerovo pravidlo). Regeni soustavy rovnic

1 2 3|1
1 2 113
2 5 5|4

spocitame po slozkach

r1 =

N T e N
TN DN Ot N DN
Tl = W[ ot /= W
|
I
\.[\')
8
Do
|
O IO —p—
TN N[> W=
Ol = W[ Ot = W
I
N | DO
I
—
=
w
|
SO N S
LN N Ot DN DN
QU = Wk W=
|
[\

Resenim je tedy vektor z = (2,1, -1)T.

Tvrzeni 9.18. M¢éjme A € T™*", B € T™*™. Pak determinant blokové diagondini matice lze vyjddrit

det (6‘ g) — det(A) det(B).

Diikaz. Ponechidvame za cviceni. O

9.3 Adjungovani matice

Adjungovana maticd) tzce souvisi s determinanty a maticovou inverzi. Vyuzijeme ji pifi odvozovani
Cayleyho—Hamiltonovy véty (véta [[0.22)), ale ¢tenar se s ni miuze potkat napf. v kryptografii nebo pii
odvozovani vzorecku pro derivaci determinantu (poznamka [0.23)).

Definice 9.19 (Adjungovana matice). Bud A € T™*™ a n > 2. Pak adjungovand matice adj(A) € T™*"
ma slozky o B
adj(A)i; = (—1)" det(A7"), i,j=1,...,n,

kde A7% opét znadi matici vzniklou z A vyskrtnutim j-tého fadku a i-tého sloupce.
Véta 9.20 (O adjungované matici). Pro kaZdou matici A € T™*™ plati Aadj(A) = det(A)I,.
Diikaz. Odvodime

) " . " , - det(A), proi=j
Aadj(A);i =) Ajgadj(A)r: =Y Ajp(—1)F det(ATF) = ’ ’
(Aadj(A))q ];1 kadj(A)r; E k(—1) et(A7") {0, proi % J.

k=1
Zdavodnéni posledni rovnosti je, Ze pro i = j se jedna o Laplaceiv rozvoj det(A) podle j-tého radku. Pro
i # j se zase jedna o rozvoj podle j-tého fadku matice A, v niz ale nejprve j-ty fadek nahradime i-tym.
Tato matice bude mit dva stejné fadky a tim padem nulovy determinant. O

DV angli¢tiné adjugate, pop¥. adjoint.



166 Kapitola 9. Determinanty

Pro regularni matici A je det(A) # 0 a vydélenim det(A) dostaneme explicitni vzorecek pro inverzni
matici AL

Disledek 9.21. Je-li A € T™" requldrni, pak A~! = m adj(A).

Priklad 9.22 (Adjungovana matice). Bud

Pak:
2 3
adj(A)1p = (—1)'*? 5 5' =%

Celkem:

5 5 —4

adj(A) = <—3 -1 2)

1 -1 0

Tedy:

A*l

adj(A) =

) 5 —4
-3 -1 2.
1 -1 0

N |

~ det(A)

Vypocet adjungované matice v Matlabu / Octave:

>> adj([1 2 3;1 2 1;2 5 5])
ans =
5 5 -4
-3 -1 2
1 -1 0
O

Poznamka 9.23. Uvazujme determinant jako funkci R"*™ — R. Problém nyni zni urcit parcialni derivaci
det(A) podle a;; a sestavit matici parcialnich derivaci.

Pro tento tcel vyjdeme z Laplaceova rozvoje det(A) = S°1_ (—1)**a;;, det(A%) a jednoduse odvodime
%ty) = (—1)"*7 det(A%). Tudiz matice parcialnich derivaci je ddet(A) = adj(A4)T.

Pouzijeme-li konkrétné matici z piikladu @.22] tak det(A) = 2. Protoze adj(A)ss = 0, tak determinant
matice A se nezméni pii zméné prvku agz. Na druhou stranu, pfi malém zvétSeni prvku aq; se determinant
zveétsi vyrazné (protoze adj(A)11 = 5) a pii zvétSeni prvku aiz se determinant zvétsi méné vyrazné (protoze
adj(A)s; = 1). Vyzkousejte sami!

9.4 Aplikace

Determinant se objevuje v teorii grafii pro vyjadieni po¢tu koster grafu [Matousek a Nesetiil, 2009] a
v mnoha dalsich aplikacich. V této sekci zminime nékolik z nich.
Véta o adjungované matici dava nasledujici charakterizaci celo¢iselnosti inverzni matice.

Tvrzeni 9.24. Bud A € Z"*". Pak A~' md celociselné hodnoty prdavé tehdy, kdy? det(A) = £1.

Diikaz. Implikace ,=*“. Vime 1 = det(A)det(A™!). Jsou-li matice A, A~! celo¢iselné, pak i jejich deter-
minanty jsou celoc¢iselné a tudiz museji byt rovny =+1.

Implikace ,,<*“. Vime A;jl = detl(A) (—1)7*7 det(A7%). To je celo¢iselna hodnota, jestlize det(A4) = &1 a

det(A7?) je celé é&islo. O
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Dalsi ukazka pouzit{ determinantu je v polynomech. Determinant z nasledujici véty se nazyva rezultant
a pouziva se napfiklad k feSeni nelinearnich rovnic.

Tvrzeni 9.25. Polynomy p(x) = apz™ + ...+ a1z + ap, ¢(x) = bpx™ + ...+ bix + by maji spolecny koien
prave tehdy, kdyz

ap Ap—1 ag
Qnp, Ap—1 ce ag
an ap—1 ... ag| =0.
by b1 ... b1 b
bm bmfl bl bO

Diikaz. Polynomy p(z), q(x) maji spole¢ny kofen pravé tehdy, kdyz existuji (ne oba trivialni) polynomy
r(x), s(x) stupntt nanejvys m — 1,n — 1 takové, ze r(z)p(x) + s(z)q(z) = 0. Pokud si neznamé poly-
nomy vyjadiime jako r(z) = cpp_12™ L ... + 1z + co, s(x) = dp_12" 1 4 ...+ dix + do, tak rovnost
r(x)p(x) + s(z)q(x) = 0 muzeme piepsat jako homogenni soustavu m + n rovnic s m + n neznamymi
Cm—1,---,C0,dpn_1,-..,dy. Nenulové feSeni existuje pravé tehdy, kdyZ je matice singularni, neboli jeji de-
terminant nulovy. Ve vété je pak determinant transponované matice. U

Geometricka interpretace determinantu

Determinant ma pékny geometricky vyznam. UvaZzujeme-li linedrni zobrazeni x — Az s matici A €
R™ ™ pak geometrickd télesa méni v tomto zobrazeni sviij objem s koeficientem | det(A)|. Pojem ,,objem*
v prostoru R” nedefinujeme formalné a spoléhame na intuitivn{ predstavu. Objem béznych geometrickych
atvari v prostoru R' odpovida délkam, v prostoru R? odpovida obsahu a v prostoru R? odpovida objemu
v béZném vyznamu.

Uvazujeme nejprve specialn{ pfipad rovnobéznosténu. RovnobéZnostén s linedrné nezavislymi hranami
ai,...,anm definujeme jako mnozinu {z € R™; . = >, a;a;, 0 < oy < 1}

Véta 9.26 (Objem rovnobé&Zznosténu). Bud A € R™™ a wvaZujme rovnobéinostén s hranami dangmi
Yddky matice A. Pak jeho objem (jakozto m-dimenziondlniho ttvaru) je \/det(AAT). Specidlné, prom =n
je objem | det(A)|.

Pozndmka. Svou roli hraje nejen velikost determinantu A, ale také jeho znaménko; to souvisi s pofadim
hran rovnobé&znosténu jako fadki matice A. Specialng, pro A € R3*3 je det(A4) > 0 pokud fadky A tvori
pravoto¢ivou posloupnost vektori (tzv. pravidlo palce), a det(A) < 0 pokud tvofi levoto¢ivou posloupnost.

Diikaz. Dtkaz provedeme matematickou indukci podle m. Pro m = 1 je to zfejmé, postupme k indukénimu
kroku. Ozna¢me i-ty Fadek matice A jako vektor a! a definujme matici

ktera vznikne z A odstranénim posledniho fadku. Rozlozme a,, = by, +cpm, kde ¢, € R(D) a by, € R(D)*

podle poznamky 849 Ozna¢me

T
aj

A/ — .

’ T
mT— 1
bm

a

Nyni fadky matice D generuji rovnobéznostén mensi dimenze, jenz tvoii podstavu celkového rovnobéz-
nosténu a naléza se podprostoru R(D). Podle indukéniho predpokladu je obsah podstavy \/det(DDT).
Vektor by, je kolmy na podstavu a jeho délka odpovida vysce ||by, || rovnobéznosténu.
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am M,
R(D)
Cm
0
Rovnobéznostén ag, ag, . .., . Plocha zékladny: +/det(DDT), vyska: ||by,||.

Od A’ k A lze prejit pomoci elementarnich fadkovych tprav, nebot k poslednimu fadku stac¢i pricist
Cm, €OZ je linearni kombinace aq,...,a,—1. Tedy existuji elementarni matice E1,..., Ey tak, ze A =
E: ... E,A’; navic jejich determinant je 1 protoZe jen pric¢itaji nasobek fadku k jinému. Nyni

det(AAT) = det(E; ... ELAATEL ... ET) =
= det(Ey) . ..det(E;) det(A’AT)det(EY) ... det(ET) = det(A’AT).

D DDT Db DDT o
T m
AT (b%> (DT by,) = <b¥;DT b%bm> _ ( D b%bm>

Tedy podle tvrzeni @18 je det(A’AT) = (b b,,) det(DDT) a odmocnénim dostaneme

Dale,

\/det(AAT) = | /det(A'AT) = by,]|y/det(DDT).
To odpovida intuitivni predstavé objemu jako velikosti vysky krat obsah zakladny. O

Poznamka 9.27 (Objem rovnobéZnosténu a elementérni tpravy). Platnost véty lze nahlédnout
geometricky rozborem vlivu elementarnich dprav. V zasadé dikaz véty jen technicky zpracovava nésledujici
mySlenky:

Uvazujme rovnobéznostén generovany fadky matice A € R™*™ a chceme ukéazat, Ze jeho objem je
| det(A)|. Vime, Ze determinant se nezméni, pokud na matici provadime tfeti elementérni tipravu (pfic¢tent
nasobku jednoho fadku k jinému). Samotny rovnobéZnostén se ale zméni. Pochopit, pro¢ objem ztistava
zachovan, je snadné z geometrického nahledu: Pfi¢tenim nasobku fadku k jinému (napftiklad poslednimu)
znamena, ze se rovnobéznostén zkosi ¢i narovné, ale jeho zakladna i vyska zistane stejna.

Predstavit si ostatni elementarni tpravy je jeSté snazsi. Prohozeni fadka matice A znamena preklopeni
rovnobé&znosténu a jeho objem se proto nezméni. Vynésobeni fadku matice A Cislem « pak protahne
rovnobé&Znostén v jednom sméru, a tudiz se objem zméni a-krat. Vynasobeni celé matice A &islem «
protahne rovnobéznostén ve vSech smérech a objem se zméni o*-kréat.

Je-li matice A singularni, pak odpovidajici rovnobé&znostén lezi v néjakém podprostoru dimenze mensi
nez n, a tudiz je jeho objem nulovy. Je-li matice A regularni, pak ji elementarnimi dpravami prevedeme
na jednotkovou matici — odpovidajici rovnobé&znostén je jednotkova krychle, a ta mé objem 1.

Poznamka 9.28 (Vysvétleni definice determinantu). Pfedchozi pozndmka umoziuje alternativni zptusob
zavedeni determinantu a vysvétleni jeho definice. Kdybychom chtéli zavést determinant matice A jako
objem odpovidajiciho rovnobé&Zznosténu, narazime na problém znaménka, protoze objem je vzdy nezaporny.
Zavedeme tedy néco jako orientovany objem, a to pomoci zékladnich vlastnosti, které by objem meél
spliiovat:

1. Determinant jednotkové matice I, je roven 1, coZ odpovida objemu jednotkové krychle.

2. Vymeéna 1adkt zméni znaménko determinantu. To odpovida vlastnosti, Ze objem rovnobéznosténu
se nezméni zménou poradi hran, tedy pfeklopenim, nicméné zména znaménka zavede pravé urcitou
orientaci do definice determinantu.
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3. Vynéasobeni fadku matice A Cislem a € R zméni determinant s koeficientem «a. To odpovida prota-
zeni rovnobéznosténu ve sméru dané hrany, a tim padem odpovidajici zménu objemu.

4. Radkova linearita determinantu ve smyslu véty Dusledek této vlastnosti je napriklad to, Ze
zkoseni nezméni objem rovnobéznosténu, a proto i determinant ztistane stejny.

7 téchto zékladnich vlastnosti jiz jdou odvodit v8echny ostatni vlastnosti determinantu a vysvétlit i pt-
vodni definici

det(A) = ZpESn Sgn(p)al,p(l) “++ Qn,p(n)-

7 tadkové linearity determinantu muzeme podobné jako v Laplaceové rozvoji podle prvniho fadku psat

ail 0 0 0 aio ... 0 0 0 A1n

a1 a2 ... Qa2n a1 a2 ... QA92n a1 a2 ... Qa2n
det(A) = : : N : A

ap1 Ap2 ... Qpp anp1 An2 ... QApp ap1 An2 ... Qpp

Nyni kazdy z n determinantti napravo rozvineme podle druhého fadku a tak dale az podle posledniho
fadku. Tim nakonec dostaneme vyjadieni det(A) pomoci souc¢tu n"™ determinantt jednoduchych matic:

aijl 0O ... 0 ail 0 ... 0 0 ... 0 A1n

as 0O ... 0 0 asy ... 0 0o ... 0 a9
det(A)=| . 1+ A o]

[07°% ] 0O ... 0 [07°% ] 0 ... 0 0 ... 0 Apn

Kazdé z téchto jednoduchych matic ma v kazdém fadku nanejvys jedno nenulové ¢islo. Pokud tato &isla
nejsou v navzajem riznych sloupcich, je v matici nulovy sloupec a jeji determinant je nula. Tim pa-
dem z celkového pocétu n™ determinantt jednoduchych matic ztstane jen n! jednoduchych matic, jejichz
potencialné nenulové prvky jsou rozmistény podle néjaké permutace:

al 0 0 0 allr ... 0 0 0 A1p
0 as ... 0 a9 0 0 0 ... a9 0
det(4) =| . . N B S
0 0 ann 0 0 ann ann 0 0

Determinant kazdé takovéto jednoduché matice je pak roven soucinu téch n prvki, a jeho znaménko od-
povida znaménku pfislusné permutace p, podle které jsou rozmistény dané prvky (protoZe to je parita
poctu vymén sloupct, které pot¥ebujeme, abychom matici dovedli na diagonéalni tvar). TudiZ determi-
nant jednoduché matice je sgn(p)ai p(1) - - - @n p(n), @ souctem viech téchto hodnot dostaneme determinant
matice A.

Poznamka 9.29 (Objem jinych geometrickych téles). Bud A € R™*™. Jak jsme jiz zminili, objem geome-
trickych téles se pfi zobrazeni x — Ax méni s koeficientem | det(A)|. Krychle o hrané 1 se zobrazi na rov-
nobé&znostén o hranach, které odpovidaji sloupciim matice A, a jeho objem je proto | det(AT)| = | det(A)|.
Tuto vlastnost mizeme zobecnit na ostatni bézné pouzivani geometricka télesa, jako je koule, elipsoid,
mnohostén atp. Takové téleso lze totiZz pokryt krychlickami, a jeho obraz je tedy aproximovin rovno-
béZnostény a zména objemu je priblizné |det(A)|. Postupnym zjemiiovanim aproximace (zmenSovanim
krychli¢ek) dostaneme limitnim pfechodem vysledny pomér.

Piiklad 9.30 (Geometrické interpretace determinantu). Obraz jednotkové krychle pii zobrazeni x — Ax:
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AT A
(0,0,1) g4—"! e
-1
(1,0,0)
objem = 1 objem = |det(A)|

Obraz geometrického télesa pfi zobrazeni x — Ax:

objem =V objem = |det(A)| -V O

Poznamka 9.31 (Substituce u vicerozmeérnych integrali). Geometricka interpretace determinantu rovnéz
umoziuje snadno nahlédnout platnost véty o substituci ve vicerozmérnych integralech. Véta za celkem
obecnych predpokladu riké, ze

/ f(y) dy = / F((x)) - | det(Vip())] da,
(M) M

kde M C R” je oteviena mnozina, ¢: M — R"™ je prosta funkce se spojitymi parcialnimi derivacemi a
Vp(z) je Jacobiho matice parcidlnich derivaci funkce ¢(x) (viz poznamka [6.30), ktera musi byt regularni
pro vSechna z € M. Vysvétleni rovnosti je pak ziejmé z geometrického nahledu. Zobrazeni ¢(x) sice neni
linearni, ale lokalné lze linearizovat pravé Jacobiho matici V(x). Zobrazeni pak lokalné méni objemy
s koeficientem, ktery odpovida determinantu Jacobiho matice. TudiZ i integrél se méni se stejnym faktorem.

Determinanty se pouZivaji pii feSeni jesté mnoha dalsich geometrickych problému [Berger, [1987; Dat-
torro, 2011; Ratschek and Rokne, 2003]. Vypoctem determinantu tak napiiklad snadno rozhodneme, zda
dany bod v roviné lezi uvnitt ¢i vné kruznice zadané svymi tfemi body, a podobné ve vyssich dimenzich.

Zminme tlohu, kterd souvisi s objemem rovnobéZznosténu, a to uréeni objemu mnohosténu s n + 1

vrcholy v R™. Bez ijmy na obecnosti necht je jeden vrchol ag v po¢atku a ostatni maji pozice aq,...,a, €
R™. Definujme matici A € R™*™ tak, Ze jeji sloupce jsou vektory aq,...,a,. Pak objem mnohosténu je

L] det(A)|, &ili tvoif jen ¢ast rovnob&Znosténu danou faktorem 1 : nl.

Ptedchozi zplisob vypocétu objemu mnohosténu predpokladal, Ze zname pozice jednotlivych vrchola
v prostoru R™. V nékterych piipadech (napf. molekularni biologie) jsou ale zndmy pouze vzdélenosti
dij = ||a; — a;|| mezi jednotlivymi vrcholy, tj. délky hran mnohosténu. V tomto piipadé spocitame objem
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pomoci tzv. Cayleyho-Mengerova determinantu jako

0 1 1 | |
2 2 2
w 1 d%0 (; dis ... d%n
oo '
1 diy diy d;, ... O
Problémy

9.1. Dokazte multiplikativnost determinantu piimo ze sloupcové linearity determinantu.

9.2. Dokazte, ze v kazdém kroku Gaussovy—Jordanovy eliminace se kazdy nenulovy prvek matice da
vyjadrit bud jako determinant, nebo podil dvou determinantt podmatic ptivodni matice.
Specialng, bud A € R™™ a oznafme jako A; jeji levou horni podmatici velikosti 7 (tj. vznikne
z A odstranénim poslednich n — i fadku a sloupci). Jsou-li matice Ay, ..., A, regularni, pak vime
z problému [3.5] Ze matice A jde upravit na odstupiiovany tvar A’ bez vymény radka. Ukazte, Ze

. / / v . . N T ! det(Ai) .
pivoty ajq,...,a,, tohoto odstupiiovaného tvaru jdou vyjadrit jako a;; = Tot(A ) b= 1,...,n,
pri¢emz dodefinujeme det(A4y) = 1.

9.3. Bud S mnozina v8ech matic fadu n obsahujicich pouze prvky 0 a 1. UkaZte, Ze prumérny deter-
minant matice z S je roven 0.

9.4. Pomoci Cramerova pravidla odvodte vzorec pro inverzni matici a porovnejte jej s adjungovanou
matici.

9.5. Pomoci vty o adjungované matici odvod'te Cramerovo pravidlo.

9.6. Rozhodnéte, zda adj(AB) = adj(BA) pro libovolné matice A, B € R"*".
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Kapitola 10

Vlastni cCisla

Vlastni ¢isla (dfive téZ nazyvané ,charakteristicka ¢isla“), podobné jako determinant, predstavuji urdi-
tou charakteristiku matice. Poskytuji o matici a o odpovidajicim linedrnim zobrazeni mnoho dilezitych
informaci.

Definice 10.1 (Vlastni ¢isla a vlastni vektory). Bud A € C"*™. Pak A € C je vlastni ¢islo matice A a
x € C" jemu prislusny vlastni vektor, pokud Az = Az, x # o.

Zde je nutné zminit, Ze x # o je nezbytnad podminka, protoze pro & = o by rovnost byla trividlné
splnéna pro kazdé A € C. Na druhou stranu, A = 0 klidné muize nastat.

Povsimnéme si déle, Ze vlastni vektor pii daném vlastnim ¢isle neni urcéen jednoznac¢né — kazdy jeho
nenulovy nasobek je také vlastnim vektorem. Nékdy se proto vlastni vektor normuje tak, aby ||z|| = 1.

Prirozené, vlastni ¢isla a vektory lze definovat stejné nad jakymkoli jinym télesem. My zistaneme u R
resp. C. Jak uvidime pozdéji, komplexnim ¢&islim se nevyhneme i kdyz matice A je realna.

Vlastni ¢isla se daji zavést 1 obecné&ji. Bud V' vektorovy prostor a f: V' — V linearni zobrazeni. Pak A
je vlastni ¢islo a x # o pFislusny vlastni vektor, pokud plati f(x) = Az. My se v8ak vesmés budeme zabyvat
vlastnimi ¢isly matic, protoze vzhledem k maticové reprezentaci linearnich zobrazeni miZeme tlohu hledéni
vlastnich ¢isel a vektort linearnich zobrazeni na kone¢né generovanych prostorech redukovat na matice.

Priklad 10.2 (Geometricka interpretace vlastnich ¢isel a vektorti). Vlastni vektor reprezentuje invariantni
smér pii zobrazeni z — Ax, tedy smér, ktery se zobrazi opét na ten samy smér. Jinymi slovy, je-1i v vlastni
vektor, pak piimka span{v} se zobrazi do sebe sama. Vlastni ¢islo pak predstavuje skalovani v tomto
invariantnim sméru.

e Pieklopeni dle pfimky y = —x, matice zobrazeni A = ( 0 _1>:

-1 0
°* U\
[}
- vlastni &islo 1, vlastni vektor (—1,1)7,
°* YU\
[}
x - vlastni &islo —1, vlastni vektor (1,1)7.
L
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e Rotace o thel 90°, matice zobrazeni A = <§) _[1)>:

Y

/‘\.

zadna realna vlastni &isla.

Véta 10.3 (Charakterizace vlastnich ¢isel a vektori). Bud A € C"*™. Pak
(1) X € C je vlastnim cislem A prdvé tehdy, kdyZ det(A — A\I,) =0,
(2) © € C™ je vlastnim vektorem piislusngm k vlastnimu ¢islu A € C prdvé tehdy, kdyZ o # x €
Ker(A — \1,,).
Driikaz.

(1) X € C je vlastnim ¢islem A pravé tehdy, kdyz Az = Az, © # o, neboli (A — Al,)z = o, x # o,
coz je ekvivalentni singularité matice A — A\, a to zase podmince det(A — AI,,) = 0.

(2) Analogicky, z € C" je vlastnim vektorem k vlastnimu &islu A € C pravé tehdy, kdyz (A—\I,,)z = o,
x # o, tedy x je v jadru matice A — A\I,,. O

Dusledkem véty je, ze k danému vlastnimu ¢&islu A piislusi dim Ker(A — A\I,,) = n — rank(A — A\I,,)
linearné nezéavislych vlastnich vektord.

10.1 Charakteristicky polynom

Nejprve nahlédneme, Ze vlastni ¢isla trojuhelnikové matice jsou prvky na diagonale. To by nas mohlo
motivovat k tomu hledat vlastni ¢isla obecnych matic pomoci Gaussovy eliminace. BohuZel, elementéarni
tpravy méni vlastni ¢isla, a tak Gaussova eliminace pro vypocet vlastnich ¢isel neni obecné pouzitelna.

Tvrzeni 10.4 (Vlastni ¢isla trojuhelnikové matice). Necht A € C"*" je trojihelnikovd matice. Pak jeji
vlastni ¢isla jsou prvky na diagondle.

Diikaz. Matice A— A1, je také trojuhelnikové, a proto jeji determinant je roven soucinu prvki na diagonale:
det(A—AI,) = (a11—A) ... (apn —A). Podle véty [0.3jsou prvky aqq, ..., an, vliastnimi ¢isly matice A. O

Priklad 10.5.

e Jednotkova matice [, ma vlastni ¢islo 1, které je m-nasobné. Protoze Ker(A — AI,,) = Ker(0,),
mnozina piislusnych vlastnich vektoru je R™ \ {o}.

e Nulova matice 0,, mé vlastni ¢islo 0, které je n-nasobné. Mnozina pfislusnych vlastnich vektord je
R™\ {o}. O

1.5 0.75
0 1
stavuje skoseni a protahnuti v ose x1 0 50%, ve sméru osy x5 nijak neprotahuje. Tuto transformaci ilustruje

obrazek Stadleckého mostu dole

Priklad 10.6. Mé&jme matici A = < > Prislusné linearni zobrazeni x — Ax geometricky pred-
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puvodni obrazek obrazek po transformaci

Vlastni &isla matice A jsou 1.5 a 1, a jim pifslusejici vlastni vektory jsou (1,0)” a (—1.5,1). Prvni
vlastni ¢islo a vektor fikaji, Ze se obrazek protdhne o 50% ve sméru osy x1. Druhé vlastni ¢islo a vektor
fikaji, Ze se obrazek ve sméru vektoru (—1.5, 1)T nedeformuje. To se snadnéji nahlédne, pokud obrézek
umistime tak, aby jeho svisla hrana byla nato¢ena ve sméru vektoru v = (—1.5,1)7:

puvodni obrazek obrazek po transformaci ]

Prvni éast véty fik4, ze A € C je vlastnim &islem matice A pravé tehdy, kdyz matice A — A\,
je singularni, neboli det(A — AI,,) = 0. Pokud se na A divame jako na komplexni proménnou, tak najit
vlastni ¢islo je totéz jako najit feSeni rovnice det(A — AI,) = 0. Rozepsdnim determinantu z definice
dostane rovnice tvar

Z sgn(p) (aLp(l) - 5171)(1))‘) e (amp(n) - 5n,p(n))‘) =0,

PESH

kde 6;; = 1 je koeficient definovany takto: 6;; = 1 pro i = j a 6;; = 0 pro 7 # j. TudiZ leva strana rovnice
predstavuje polynom stupné nanejvys n v proménné A, coz nas vede k zavedeni nésledujiciho pojmu.

Definice 10.7 (Charakteristicky polynom). Charakteristicky polynom matice A € C"*" vzhledem k pro-
meénné A je pa(A) = det(A — \p,).

7 definice determinantu je patrné, Ze charakteristicky polynom se dé vyjadrit v zakladnim tvaru

pa(\) = det(A — AIL,) = (=1)" A" + ap A"+ ard + ag
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pro ur¢ité koeficienty ag,as,...,a,—1 € C. Snadno nahlédneme z vyjadieni det(A — AI,,), Ze koeficient
u mocniny A" je skute¢né roven (—1)", a proto mé polynom stupeii n. Podobné mizeme odvodit, Ze
an—1=(=1)""Ya11 + ...+ apn) a po dosazeni A = 0 ziskdme ag = det(A).

Podle zéakladni véty algebry (véta [[I]) mé tento polynom n komplexnich kofeni (véetné nasobnosti),
oznaéme je Ag,...,A,. Pak

pa(A) = (D" (A= A1) ... (A= An).

Podle véty M0.3(1)| kofeny polynomu p () odpovidaji vlastnim &isliim matice A. Vlastnich &isel je tedy n,
zapocCitame-li i jejich nasobnosti. Timto jsme odvodili nésledujici

Véta 10.8. Viastni cisla matice A € C™*" jsou prdvé kofeny jejiho charakteristického polynomu pa(X),
a je jich n véetné€ ndsobnosti.

0 -2

Priiklad 10.9. Mé&jme matici A = (2 0

>, obdobnou matici z prikladu 0.2l Pak

pa(N) = det(A — \I,,) = det (;A :i) =\ 4.

Kofeny polynomu, a tedy vlastnimi ¢isly matice A, jsou £2i. Vlastni vektor piislusny 2i je (1,—i)” a
vlastni vektor piislusny —2i je (1,)7.
Vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektora v Matlabu / Octave:

>> [V,D] = eig([0 -2;2 01)

Vo=
0.7071 + 0.00001 0.7071 - 0.00001i
0.0000 - 0.70711 0.0000 + 0.70711i
D =
0+ 2i 0
0 0 - 2i

Vlastni ¢isla jsou umisténa na diagonale matice D a vlastni vektory v odpovidajicich sloupcich matice V.
Charakteristicky polynom matice A spoéitame piikazem

>> poly([0 -2;2 0])
ans =
1.0000 0 4.0000

Funkce vrati vektor koeficienti polynomu (—1)"p4(\) sestupné podle mocniny u A. O

Pocitat vlastni ¢isla jako koteny charakteristického polynomu neni piilis efektivni. Jiz jenom urcit jed-
notlivé koeficienty tohoto polynomu neni trivialni iikol. Navic, jak vime ze sekce [LE pro kofeny polynomu
neexistuje zadny vzorecek ani kone¢ny postup a pocitaji se iterativnimi metodami. Totéz plati i o vlastnich
¢islech (uvidime ve véte [[0.20).

Definice 10.10 (Algebraicka a geometrickd nésobnost vlastniho ¢isla). Bud A € C vlastni ¢islo matice
A € C™*". Algebraickd ndsobnost X\ je rovna nasobnosti A jakozto kotfene p4(A). Geometrickd ndsobnost
A je rovna n — rank(A — A1), tj. po¢tu linedrné nezavislych vlastnich vektori, které odpovidaji A.

Algebraickd nésobnost je vzdy vétsi nebo rovna geometrické nasobnosti, coz vyplyne v sekci 0.4
Nadale budeme pojem néasobnost pouzivat pro algebraickou nasobnost.

Priklad 10.11.

e Matice (}{) mé vlastni ¢islo 1, které je dvojnasobné (algebraicky). Odpovidajici vlastni vektor je
jakykoli nenulovy vektor, proto je geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 1 také dva.

D Alternativni odvozeni existence a poc¢tu vlastnich ¢&isel bez pouZiti determinantu je k nalezeni napiiklad v ¢lanku |Axlex
[1995].



10.1. Charakteristicky polynom 177

e Matice (1) mé vlastni ¢islo 1, které je dvojnéasobné (algebraicky). Odpovidajici vlastni vektor je
az na nasobek pouze (1,0)7, proto je geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 1 pouze jedna. O

Pro néasledujici tvrzeni pfipomeiime pojem stopa matice A € C™*", viz problém Bl Stopa je definovana
jako soucet diagonalnich prvki A a znadi se trace(A), takze trace(A) = > 7" | ai;.
Tvrzeni 10.12 (Souéin a soucet vlastnich ¢isel). Bud A € C™*" s vlastnimi éisly Ay, ..., \n. Pak

(1) det(A) = A1... A\,

(2) trace(A) = A1 + ...+ Ay

Diikaz.
(1) Vime, ze det(A — AI,,) = (—=1)"(A — A1) ... (A — Ap). Dosazenim A = 0 dostavame det(A) =
(=1)™(=A1) -+ (=An) = A1+ Ans
(2) Porovnejme koeficienty u A" ! riiznych vyjadieni charakteristického polynomu. V rozvoji det(A —
Al,) dostavame, ze koeficient vznikne pouze ze sou¢inu (aj; — A)...(ann — A), a ma hodnotu
(=1)" a1 + ... + apn). Koeficient u A"~ v rozvoji (—1)"(A — A1)...(A — A,) je ocividné
(=1)"*(=A1 — ... — Ay). Porovnanim tedy (=1)""*(a11 + ...+ apn) = (=) (=A\1 —... = A,). O

Porovnénim koeficienti u dalSich ¢leni charakteristického polynomu dostaneme jesté jiné vztahy mezi
prvky matice A a vlastnimi Cisly, ale jiz trochu komplikovanéjsi.

Tvrzeni 10.13 (Vlastnosti vlastnich ¢isel). Necht A € C"*™ mad vlastni ¢isla Ay, ..., A, a jim odpovidajict
vlastni vektory x1,...,T,. Pak:

(1) A je reguldrni pravé tehdy, kdyz 0 nent jeji vlastni ¢islo,

(2) je-li A reguldrni, pak A~ md vlastni cisla )\fl, oMY a vlastnd vektory xq, ..., Ty,
(3) A% md vlastni cisla A3, ..., A2 a vlastni vektory x1,. .., 2y,

(4) aA md vlastni ¢isla ay,...,a\, a vlastni vektory 1, ..., Ty,

(5) A+ al, mad vlastni ¢isla \y + «, ..., Ay + « a vlastni vektory x1,. .., Ty,

(6) AT md vlastni éisla A1, ..., \n, ale vlastni vektory obecné jiné.

Drikaz. Dokézeme prvni dvé tvrzeni, ostatni nechdme ¢tenaii na rozmysleni.
(1) A ma vlastni ¢islo 0 pravé tehdy, kdyz 0 = det(A — 0I,,) = det(A), neboli kdyz A je singularni.

(2) Pro kazdé i = 1,...,n je Ax; = \jz;. Pfenasobenim A~! dostaneme z; = \;A~lx; a vydélenim
\i # 0 pak A lx; = )\;lxi. O

(02 5=(00)

Obé maji vSechna vlastni ¢isla nulova. Soucet matic

01
avs=(] )

10
o= )

mé vlastni ¢isla 0 a 1. Z tohoto jednoduchého piikladu se d& usuzovat, Ze s¢itanim a nasobenim matic se
vlastni ¢isla méni a nedaji se snadno odhadovat z vlastnich ¢isel puvodnich matic. Vlastni ¢isla A+ B i AB
muzou byt dokonce libovolné vétsi nez vlastni ¢isla A, B. Toto je zptsobeno jistou deficienci matic A, B.
Matice uréitého typu (napft. diagonalizovatelné probirané v sekci [[0.3)) se chovaji rozumnéji a souc¢tem ¢i
souc¢inem takovych matic nemtizou vlastni ¢isla nartst zcela libovolné. O

Priklad 10.14. Uvazujme matice

mé vlastni ¢isla —1 a 1. Soucin matic
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Poznamka 10.15 (Topologie mnoziny regularnich matic). Mnozina regularnich resp. singularnich matic
v prostoru R™*™ ma urcité topologické vlastnosti. Obrazek dole ilustruje mnoZinu singularnich matic
fadu 3 ve dvoudimenzionalnim afinnim fezu, ktery obsahuje matice tvaru

, x,y €R.

N R R
8 8 <
< 8 R

Pruseciky v bodech (0,0) a (2,2) reprezentuji matice hodnosti 1.

Mnozina regularnich matic je tzv. hustd mnoZina v prostoru R"*". To znamena, Ze kazda matice
A € R™" ge da vyjadrit jako limita vhodné posloupnosti regularnich matic. Snadno nahlédneme toto
pozorovani z vlastnosti tvrzeni [0.13] Pro regularni matici A je pozorovani ziejmé, stadi uvazovat
posloupnost sloZzenou pouze z matice A. Je-li A singularni, pak A + %In je regularni pro dost velké k,
nebot nebude mit nulové vlastni ¢islo. TudiZz mame posloupnost regularnich matic A + %In konvergujici
k matici A pro k — oo.

MnoZina regularnich matic je i tzv. oteviend mnoZina v prostoru R™*" (a tim paddem mnoZina singu-
larnich matic je uzaviena). Tato vlastnost fika, Ze pro kazdou regularni matici A € R™*" jsou i matice
v jejim okoli regularni. Tvrzeni nahlédneme z toho, Ze det(A) # 0 a Ze determinant je spojita funkce (viz
str. 065]). Tudiz det(A’) # 0 i pro matice A’ z dostatetné malého okoli kolem matice A.

Vime, Ze i redlna matice muze mit nékteréd vlastni ¢isla komplexni. Ta komplexni vlastni ¢isla ale vzdy
muzeme sparovat do dvojic navzajem komplexné sdruzenych cisel.

Tvrzeni 10.16. Je-li A € C wlastni ¢islo matice A € R™ ™, pak i komplexné sdruiené X\ je vlastnim
cislem A.

Diikaz. Vime, 7e ) je kofenem pa(A) = (—=1)"A" +a,, 1 A" "1 +...+ a1\ +ap = 0. Komplexnim sdruzenim
obou stran rovnosti mame (—1)"\" + a,HX"‘l + ...+ aiA+ap =0, tedy i X je kofenem pa (). O

Definice 10.17 (Spektrum a spektralni polomér). Necht A € C™*™ ma vlastni ¢isla A, ..., \,. Pak spek-
trum matice A je mnozina jejich vlastnich ¢isel {\1,..., A\, } a spektralnt polomeér je p(A) = max;—1,._n |\il.

Piiklad 10.18. Spektrum realné matice je tedy mnozina symetrickd podle realné osy v komplexni roviné.
Komplexni matice mtizou mit za spektrum jakychkoli n komplexnich ¢isel.
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Spektrum a spektralni polomér
redlné matice A

Re

O
Nyni ukdZeme, Ze vypocet koreni polynomu lze prevést na tlohu hledani vlastnich ¢isel urcité matice.

Definice 10.19 (Matice Spoleénic). Bud p(z) = 2" +a,_12" ' +... + a1z + ag. Pak matice spolecnice
polynomu p(z) je ¢tvercova matice fadu n definovana

0 0 —ag

1 - : —ay
Clp)=1o0 —a9

: .0 :

0 ... 0 1 —ap

Véta 10.20 (O matici spolecnici). Pro charakteristicky polynom matice C(p) plati pcpy(A) = (=1)"p(N),
tedy vlastni éisla matice C(p) odpovidaji korenim polynomu p(\).

Diikaz. Upravme

A ... ... 0 —ag
1 . : —aq
pep)(A) = det(Clp) = AMlp) =det [ o -0 0 —ay
: Y ;
0O ... O 1 —ap—1—A

Pri¢tenim A-nasobku posledniho fadku k pfedposlednimu, pak A-nasobku predposledniho fadku k pired-
predposlednimu, atd. dostaneme

o
o

—p(A)

[

Pc(p) ()‘) = det

o

. . 0 —Qp—2 — an,l)\ — )\2
0o ... 0 1 —Qp—-1 — A

Laplaceovym rozvojem podle prvniho fadku pak po(y)(A) = (=) (—p(N)) det(I,_1) = (=1)"p(N). O

Véta ma mj. za dusledek, Ze tloha hledani kofenu redlnych polynomii a vlastnich ¢isel matic jsou na
sebe navzajem prevoditelné: véta[I0.8 redukuje hledani vlastnich ¢isel matice na hledani kofent polynomu,
a véta [[0.201 to déla naopak. S ohledem na poznidmku to znamena, Ze vlastni ¢isla obecné miZzeme

AV angli¢tiné companion matriz. V Cestiné se pouzivaji rizné terminy, napf. také doprovodna matice polynomu, matice
pridruzena polynomu apod.
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pocitat pouze numericky, zadné vyjadien{ vzorcem s aritmetickymi operacemi a odmocninami neexistuje
(praktické numerické metody jsou ale efektivni). Zatimco vlastni ¢isla se pres kofeny charakteristického
polynomu v praxi nepo¢itaji, opaény postup pouzitelny je (i kdyz se vyuzivaji spis specializované metody).
Zajimavosti je, Ze naptiklad Matlab poéita charakteristicky polynom p4(A) matice A tak, Ze najde vlastni
isla A1,..., A, a pak roznasobi dvojéleny ve vyrazu pa(A) = (=1)"(A— A1) ... (A= Ap).

10.2 Cayleyho—Hamiltonova véta

Priklad 10.21. Abychom lépe porozuméli nasledujici vété, uvadime piiklad polynomialni matice a ma-

ticového polynomu
A2—X 2X2-3 5 (1 0 -1 2 0 -3
( 7 5>\2—4> =A (0 5>+A< 0 0>+<7 —4)'
Jsou to dva zapisy stejné matice s parametrem A, a muzeme jednodusSe pfevést jeden zapis na druhy.
V rtznych situacich byva vyhodny jeden ¢ druhy tvar. U

Nésledujici vétu formulujeme pro komplexni matice, ale jeji platnost je SirSi — plati nad libovolnym
télesem a dokonce jesté obecnéji nad tzv. komutativnimi okruhy [Horn and Johnson, [1985].

Véta 10.22 (CayleyhofHamiltonov). Bud A € C™" a pa(\) = (=1)"\" +a, A" 1 +...+ a1 ) +ap.
Pak
(—1)"A™ + a1 A" L+ +a1A+apl, =0.

Diikaz. Vime, ze pro adjungované matice plati (A — AI,,) adj(A — A\I,) = det(A — AI,)I,. Kazdy prvek
adj(A — AI,) je polynom stupné nanejvys n — 1 proménné A, takze se da vyjadfit ve tvaru adj(A — AI,) =
ANIB, 1+ ...+ AB; + By pro uréité B,_1,...,By € C"™". Dosazenim méame
(A= AL\ B, + ...+ AB; + By) = det(A — \I,)I,, =
= ((_1)11)\11 + an,l)\"fl 4+ ...+ al)\ + CL(])In.
Roznésobenim
— By \"+ (AB,,_1 — Bp_2)A" ' + ...+ (AB; — Bo)A+ ABy =
= (=1)"\"I, + an A A" 4 al N, + agl,.
Porovnanim koeficienta
—By—1 = (=1)"1,
ABj—ijlzajIn, jzl,...,n—l,
ABO = a(]In.
Vynéasobme prvni rovnici A", dalsi A7 a posledni A° = I,,. Se¢tenim pak ziskdme
—A"B,,_1 + (Aan,1 — An_an,Q) + ...+ (A231 — AB()) + ABy =
=0= (—1)”An—|—an,1An71 +... —|—CL1A—|—CL()In ]

Zkrécené muZzeme tvrzeni Cayleyho—Hamiltonovy véty vyjadiit jako pa(A4) = 0, tj. matice je sama
kotenem svého charakteristického polynomu. Piestoze véta miize piisobit jenom jako matematickd zaji-
mavost, mé netrivialni dusledky.

Dusledek 10.23. Bud A € C"*". Pak:
(1) Pro kazdé k € N je A* € span{I,,, A,..., A"}, tedy A* je linedrni kombinaci matic I,,, A, ..., A"~

3) Arthur Cayley objevil tuto identitu roku 1858, William Rowan Hamilton nezavisle na ném roku 1853, oba pouze pro
fad 3. Na vyssi fady ji zobecnil az Ferdinand Georg Frobenius roku 1878.
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(2) je-li A requldrni, pak A=' € span{l,, A,... A" 1}.
Diikaz.

(1) Staci uvazovat k > n. P¥i déleni polynomu A* polynomem p4()) se zbytkem tak vlastné polynom ¥
rozlozime A = () pa(\)+s()), kde 7(A) je polynom stupné k—n a s(\) = b, 1 A"t +...4+bi A +bg
je zbytek. Pak

AP = r(A) pa(A) + s(A) = 5(A) = b1 A"+ .+ b1 A + bl

(2) Vime pa(A) = (=1)"A" + a1 A" 1 + ...+ a1A + apl, = 0 a ag = det(A) # 0 z regularity A.

Tedy
—1 n _
I:_( )An_an 1An_1—,,,—ﬂA:
ao ag agp
- <_(_1)nA"1 —ledgo - ﬂh) .
ag ago ago

Tudiz vynasobenim A~! dostavame

1" _
P N ) S TS TS T B S 0
ag ag ag

Podle tohoto disledku lze velkou mocninu AF matice A spoéitat alternativné tak, Ze najdeme piislusné
koeficienty charakteristického polynomu a vyjadiime A* jako linearni kombinaci I,,, 4, ..., A"~ L.
Podobné mizeme vyjadiit i A™1, a tim padem vyjadiit feSeni soustavy Az = b s regularni matici jako
17 1 1 PN . e 2 . . o
A7 = ~(—(=1)"A""b — ... — arb). Podobny piistup se obcas pouziva pro FeSeni velmi rozmérnych
soustav rovnic (tzv. Krylovova metoda), ale tam se uvazuje trochu jiny polynom nizsiho stupné.

10.3 Diagonalizovatelnost

P1i feSeni soustav linedrnich rovnic pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace jsme pouzivali elementarni
rfadkové dpravy. Ty neméni mnozinu feSeni a upravi matici soustavy na tvar, ze kterého snadno vycteme
feSeni. Je prirozené hledat analogické, spektrum neménici, apravy i na problém pocitani vlastnich &isel.
Elementarni fadkové upravy pouZzit nelze, protoZze ty méni spektrum. Vhodnou transformaci je tzv. podob-
nost, protoze ta spektrum nemeéni. A pokud se nam podaii touto transformaci prevést matici na diagonalni
tvar, mame vyhrdno — na diagonale jsou hledana vlastni ¢isla.

Definice 10.24 (Podobnost). Matice A, B € C™*" jsou podobné, pokud existuje regularni S € C"*" tak,
7e A= SBS™L

Podobnost jde ekvivalentné definovat vztahem AS = SB pro néjakou regularni matici S. Timto
pfepisem muZeme i najit matici S, skrze kterou jsou A, B podobné (vice viz [Be¢vai [2005]).

(o) = (o)

Véta 10.26 (Vlastni ¢isla podobnych matic). Podobné matice maji stejnd vlastni ¢isla.

Priklad 10.25. Matice

jsou si podobné skrze matici S = (9}).

Diikaz. 7 podobnosti matic existuje regularni matice S takova, ze A = SBS~!. Pak

pa(\) = det(A — AI,,) = det(SBS™ — ASI,,S™!) = det(S(B — \I,)S™ ) =
= det(S) det(B — \,,) det(S™1) = det(B — AI,,) = pp(\).

Obé matice maji stejné charakteristické polynomy, tedy i vlastni ¢isla. O
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Priklad 10.27. Ukazte, ze podobnost jako binarni relace je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Tedy
jedna se o relaci ekvivalenci. O

Véta nefika nic o vlastnich vektorech, ty se ménit mohou. Co ale zlstava neménné, je jejich pocet,
tedy pocet linearné nezavislych vlastnich vektori.

Tvrzeni 10.28. Necht matice A, B € C™" jsou podobné a necht X\ je jejich vlastni cislo. Pak pocet
vlastnich vektori, odpovidajicich A, je stejny u obou matic.

Diikaz. Bud A = SBS~!. Dale vime, Ze pocet (linearn& nezavislych) vlastnich vektori, které odpovidaji
vlastnimu &islu A matice A, je roven dimenzi Ker(A — \I,,), tedy ¢&islu n —rank(A — AI,,). ProtoZe hodnost
matice se neméni prendsobenim regularni matici, tak dostavame

rank(A — \,,) = rank(SBS™! — AI,,) = rank(SBS™' — A\SS!) =
= rank(S(B — \I,)S™!) = rank(B — \I,,).

Tudiz dimenze jadra obou matic A — A\I,, a B — Al jsou stejné, a tim padem i podet vlastnich vektori. [J

Vlastni ¢isla se podobnostni transformaci neméni, tedy jestlize matici A prevedeme podobnostni trans-
formaci na diagonaln{ & obecnéji trojihelnikovou, tak na diagonale najdeme jeji vlastni ¢isla. Speciélné
ty matice, které jdou pfevést na diagonalni tvar, maji obzvlasté pékné vlastnosti.

Definice 10.29 (Diagonalizovatelnost). Matice A € C"*" je diagonalizovatelnd, pokud je podobna néjaké
diagonaln{ matici.

Diagonalizovatelna matice A jde tedy vyjadiit ve tvaru A = SAS™!, kde S je regularni a A diagonalni.
Tomuto tvaru se fika spektrdlni rozklad, a to proto, Ze na diagonale matice A je spektrum matice A.

Priklad 10.30. Ne kazda matice je diagonalizovatelné, napt.

0 1
= o)
neni. Jeji vlastni ¢&slo (dvojnésobné) je 0. Pokud by A byla diagonalizovatelna, pak by byla podobné

nulové matici, tedy A = S0S~! = 0, coz je spor. O

Véta 10.31 (Charakterizace diagonalizovatelnosti). Matice A € C"*™ je diagonalizovatelnd prdavé tehdy,
kdyZ ma n linedrné nezdvislych vlastnich vektori.

Diikaz. Implikace ,,=“. Je-li A diagonalizovatelna, pak mé spektralni rozklad A = SAS™!, kde S je
regularni a A diagonalni. Rovnost prepiSeme AS = SA a porovnénim j-tych sloupcti dostaneme

AS*J‘ = (AS)*J = (SA)*J = SA*] = SAjjej = AjjS*j,
coz muZzeme nazorné zapsat jako

| | | |
AS=A[Sa ... Sun| = | (A115:) ... (AmnSin) | = SA.

Tedy Aj; je vlastni ¢islo a S,; je piislusny vlastni vektor. Sloupce matice S jsou linearné nezavislé diky
jeji regularité.

Implikace ,,<=*. Analogicky opa¢nym smérem. Necht A mé vlastni éisla A1, ..., A, a jim pfislusi linearné
nezévislé vlastni vektory xy,...,x,. Sestavme regularni matici S = (z1 | --- | z,) a diagonalni A =
diag(A1, ..., Ay). Pak

(AS)*] = AS*] = ACC]' = )\jxj = A]’jS*j = S(A]’jej) = SA*] = (SA)*J

Tedy AS = SA, z ¢ehoz A = SAS™L. O
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Dikaz véty byl konstruktivni, tedy dava navod jak diagonalizovat matici ze znalosti vlastnich cisel a
vlastnich vektorit. Podobné i naopak ze znalosti spektralniho rozkladu A = SAS~! snadno uréime vlastni
vektory (jsou to sloupce matice S v pofadi odpovidajicimu vlastnim ¢islim na diagonale A).

Nediagonalizovatelné matice jsou ty, pro které nastavaji urcité patologické situace, ale diagonalizova-
telné matice maji celou fadu pfirozenych vlastnosti. Je-li matice A diagonalizovatelna, pak:

o Algebraickd a geometricka nésobnost kazdého vlastniho ¢isla A je stejna.

(Diikaz. Ze spektralniho rozkladu A = SAS~!. Na diagonale matice A se kazdé vlastni &islo objevuje
tolikrat, jaka je jeho algebraicki nésobnost. Ke kazdému vyskytu ale prislusi jiny vlastni vektor, a
ty jsou linearné nezévislé, nebot tvoii sloupce regularni matice S.)

e Hodnost matice A je rovna poc¢tu nenulovych vlastnich ¢isel A.
(Diikaz. Ze spektralniho rozkladu je rank(A) = rank(SAS~!) = rank(A) = pocet nenulovych vlast-
nich ¢isel.)

Matice A = ({}) z prikladu [0.30 neni diagonalizovatelnd a vySe zminéné vlastnosti pro ni neplati.

Poznamka 10.32 (Spektralni rozklad transponované matice). Je-li A = SAS~! spektralni rozklad ma-
tice A, pak transpozici obou stran rovnosti dostaneme spektralni rozklad transponované matice AT =
S—TAST. Vlastni ¢isla ztistanou stejna, ale odpovidajici vlastni vektory budou ve sloupcich matice S=7.

Poznamka 10.33 (Geometricka interpretace diagonalizace). Jiny pohled na diagonalizaci je geometricky:
vime, Ze vlastni vektor predstavuje invariantni smér pii zobrazeni x — Ax. Nyni si pfedstavme, ze A
predstavuje matici néjakého linedrniho zobrazeni f: C" — C™ vzhledem k bazi B. Bud S = g [id|g
matice pfechodu od B k jiné bazi B'. Pak SAS™ = glidlg - 5lflg - glidlg = mlflg je matice
zobrazeni f vzhledem k nové bazi B’. Nyni diagonalizovatelnost muZeme chapat jako hledani vhodné
baze B’, aby prislusna matice byla diagonalni, a tak jednoduse popisovala chovani zobrazeni.

Diky tomuto geometrickému pohledu snadno nahlédneme platnost véty [[0.260 Podobnost znamené
zménu béze, ale neméni samotné linedrni zobrazeni f, takZe vlastni ¢isla musi zistat stejna.

Piiklad 10.34 (Geometricka interpretace diagonalizace). Bud

31
A= < 1 3>.
Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A jsou:

M=4, =107 XN=2 zo=(-1,1)7T.

Cerneel (1 =1\ (4 0 3
a=sast= (1 ) (5 9) (_%

Geometricka interpretace: V souradném systému vlastnich vektort je matice zobrazeni diagonélni a zobra-
zeni predstavuje jen Skdlovani na osach. Na obrizku dole je znazornény jednotkovy ¢tverec a jeho obraz pii
zobrazeni f: x — Ax. Nalevo je situace, kdy pracujeme v soufadném systému kanonické béze, a napravo
v soufadném systému baze z vlastnich vektort.

Diagonalizace mé tvar:

N[ D=
\/

Y Y
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O

Poznamka 10.35 (Geometrické interpretace diagonalizace realné matice). Uvazujme matici rotace v R?

o thel ¢
A— (C(.)SQD —singp) ‘
sing  cosp

Snadno ovéfime, ze vlastni ¢isla matice jsou cos ¢ =+ isin ¢, nebot

cosp —sing 1y .. 1
(sinap o8 <p> <—z> = (cos ¢ + isin @) <—z> ,
cosp —sing 1y i 1
(singp o8 SD> (z) = (cosp —isiny) (z) .

Tedy matice A je podobné matici

cos @ + isin 0
0 cosp —ising /)’
Tento postup miiZeme pouZit i naopak. Necht realna diagonalizovatelna matice A’ € R?*? ma komplexni
vlastni ¢isla @ £ ib (jinak ma dvé realna vlastni ¢isla). Je tak podobna matici

a—+ b 0
0 a—1ib)’

Ozna¢me 1 = va? 4+ b%. Pak a + ib = r(cosp +ising) a a — ib = r(cos ¢ — isin @) pro urcité ¢. Tudiz
matice A’ je také podobna matici

r <C°W oo ¢> . (10.1)

sin Cos ¢

To znamen4, Ze v urcitém souradném systému predstavuje zobrazeni f: z — A’r rovhomérné nataZeni
o faktor r a otoceni o tihel .

Podobné miZzeme interpretovat kazdou realnou diagonalizovatelnou matici A € R™*"™. Matice A méa
redlna vlastni ¢isla ¢y, ..., ¢y a komplexni vlastni ¢isla a; by, ..., ar £ ibg, kde 2k + £ = n. Matice A je
tedy podobné diagonalni matici s vlastnimi ¢isly na diagonale. Bloky velikosti 2 s vlastnimi ¢isly a; & ¢b;
nahradime podobnou matici ve tvaru (I0.J]). Matice A tak je podobna blokové diagonalni matici s bloky

o velikosti 1 a 2. Bloky velikosti 1 jsou realna ¢&isla cy, ..., cp a bloky velikosti 2 jsou tvaru
<C€’S%‘ —Siwi) =Lk
sing;  cosp;

V uréitém soufadném systému tedy zobrazeni f: x — Az pfedstavuje kombinaci natazeni ve sméru
soutadnych os a nékolika otoc¢eni v rovinach dvojic soufadnych os. To ndm déva interpretaci diagonalizace
realné matice bez pouziti komplexnich ¢&isel.

Nyni ukdZeme, Ze riznym vlastnim ¢éislim odpovidaji linedrné nezévislé vlastni vektory.

Tvrzeni 10.36 (Vlastni vektory rtznych vlastnich ¢isel). Necht A, ..., \x jsou navzdjem riznd vlastni
¢isla (ne nutné vSechna) matice A € C"*™. Pak odpovidajici vlastni vektory xi,...,xy jsou linedrné
nezdvislé.

Diikaz. Matematickou indukci podle k. Pro k = 1 zfejmé, nebot vlastni vektor je nenulovy.
Indukéni krok k < k — 1. Uvazme linearni kombinaci

a1z + ...+ apry = o. (10.2)
Pak prenasobenim matici A dostaneme

A(Oclxl + ...+ akxk) =a1Ax1 + ...+ oAz = a1 + ..+ apApxE = o. (10.3)
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Odec¢tenim Ag-nasobku (I0.2)) od (I0.3]) dostaneme
041()\1 — )\k)azl + ...+ ak—l()\k—l — )\k)xk_l =o.

7 indukéniho predpokladu jsou z1,...,z;_1 linedrné nezéavislé, tedy a3 = ... = ax_1 = 0. Dosazenim do
([10.2)) mame oz = o, neboli a = 0. O

Disledek 10.37. Pokud matice A € C™™™ md n navzdjem riznijch vlastnich éisel, pak je diagonalizova-
telnd.

Nyni predvedeme nékolik teoretickych i praktickych aplikaci diagonalizace.

Tvrzeni 10.38. Bud A, B € C"*". Pak matice AB i BA maji stejnd vlastni ¢isla vcetné ndsobnosti.

AB 0 0 0
B o) "™P \B BA

jsou blokové trojtuhelnikové, proto maji stejné vlastni ¢isla jako AB resp. BA, plus navic n-nasobné vlastni
¢islo 0. Nyni staci ukézat shodu spekter obou blokovych matic. Tyto matice jsou podobné skrze matici

S = ((I)’?), nebot
AB 0\ (I A\ [(AB ABA\ (I A\ (0 O 0
B 0o/\0o 1) \B BA) \0 I)J\B BA
Predchozi véta plati i pro obdélnikové matice A, BT € R™*"  ale znéni plati pouze pro nenulova vlastni
¢isla; nasobnost nulovych vlastnich ¢isel mtize byt (a typicky je) odlisna.

Diikaz. Matice

P#iklad 10.39 (Mocnina matice). Bud A = SAS~! spektralni rozklad matice A € C™*". Pak A? =
SASTISAS™! = SA2S~L. Obecngji:

Moo
AF =8SAkS =51 .. o |SL
0 0 M

n

MuZzeme studovat i asymptotické chovani. Zjednodusené:

limg oo AF 0 0
lim A" =8 0 0 51 =
k—o0
0 0 limp_ o0 AF
0, pokud p(4) < 1,
= ¢ diverguje, pokud p(A4) > 1,
konverguje / diverguje, pokud p(A4) = 1.
Piipad p(A) = 1 se neda obecné rozhodnout: Pro A = I,, matice konverguje k I,,, pro A = —1I,, matice

osciluje mezi I,, a —1I,,.

Zde je opét namisté sledovat geometrickou paralelu pro linearni zobrazeni x — Axz. Mocnéni matice A
odpovida skladani zobrazeni se sebou samym. Pokud jsou vlastni ¢isla v absolutni hodnoté mensi nez 1
(tj., p(A) < 1), tak linearni zobrazeni kontrahuje vzdalenosti a proto konverguje k nule pro k — oco. Pokud
je alespon jedno vlastni ¢islo v absolutni hodnoté vétsi nez 1, pak linearni zobrazeni ve sméru vlastniho
vektoru roztahuje vzdélenosti, a proto diverguje pro k — oo. Mezni piipad, kdy p(A) = 1 je nejzajimavejsi.
Tento pripad nastava napiiklad pro ortogonalni matice nebo matice Markovovych fetézcu, které zminime

v piikladu I0.61] d
Piiklad 10.40 (Rekurentni vzorecky a Fibonacci). Uvazujme posloupnost aj, ag, ... zadanou rekurentnim
vztahem

Ap = Pap—1 + qan—2,
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kde ay, as jsou dané prvni hodnoty posloupnosti a p, ¢ konstanty. Ukazeme, jak ,rozbit“ rekurzi a vyjadrit

vvvvvv

explicitné n-ty prvek posloupnosti. Uvedeny postup funguje i na slozitéjsi rekurze, kdy a,, zavisi na vice

nez dvou predchozich ¢lenech.
G, — b q Gp—1
Gp—1 10 an-2)"

Rekurenci vyjadifme maticové
an P g
= A =
o (o) 4= (0)

Ty = Axy_ 1 = A’Tp_o=...= A" 2.

Oznadime-li

pak rekurence ma tvar

Potfebujeme tedy urcit vyssi mocninu matice A. K tomu poslouZzi postup z piikladu[I0.39 Diagonalizujeme
A= SAS™! apak x, = SA" 2S5 12y. Nyni jsme hotovi, explicitni vyjadieni a,, je skryto v prvni slozce
vektoru z,, = SA" 2S5 1z,.

Ukazeme postup konkrétné pro Fibonacciho posloupnost, ktera je dané rekurenci a,, = ap,—1 + an—2 a
prvnimi éleny a; = ag = 1. Oznaéme ¢ = 3(1 + +/5) hodnotu zlatého fezu. Nyni

vy = G) A= G é) — SAS!

kde
=3 ) =00 L) = (5 )
Tudiz
an = ST A" 28 gy = 535 (1—)" %+ M@"‘Q,

10 10

\/5 n \/gn
anz—?(l—@ +?80-

Priklad 10.41 (Diskrétni a rychla Fourierova transformace, viz piiklad B57)). Uvazujme dva polynomy

O

p(x) =S yakz® = ap+arx + ...+ apa™,
q(z) = Yo bpak = by + b1z + ... + bpa™,

kde ne nutné a,, # 0, b,, # 0. Nasim cilem je rychle vynésobit tyto polynomy, a tedy ziskat polynom
2 in{k,
p(:ﬂ)q(:ﬂ) = k:ZLO (z;n:lrrljax?bo}:k—m} ajbk_j) xk
= aobo + (a0b1 + albo)x + ...+ ambmem.

Tento problém se vyskytuje nejenom u nasobeni polynomi, ale analogickd operace se provadi i pii obycej-
ném nésobeni ¢isel nebo pri diskrétni konvoluci kone¢nych posloupnosti.

Sou¢in p(x)q(z) budeme reprezentovat maticové, a sice tak, ze polynom p(x) zakédujeme do matice a
polynom g(z) do vektoru s prislusnymi koeficienty (prazdna policka jsou nuly):

ap
aj ag
a bo
: 1
b1
Qm ¢ o ag |- (10.4)
am, ay b'
m
am
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Vysledkem soucinu bude vektor koeficientii polynomu p(z)g(z). Aby se s matici a vektory lépe pracovalo,

rozsifime je na velikost n = 2m + 1 a doplnime nulami. Pokud navic definujeme a1 = ... = an—1 =0,
bm+1 = ... =bp—1 =0, ma vyraz (I0.4)) tvar
ap  Gp-1 az ap bo
ar  ag  Gap-1 a2
Ab = bm
an—2 - T Gp-1
anp—-1 Ap—2 ... Qa1 ap bn

Matice, které jsou ve tvaru jako mé matice A, se nazyvaji cirkulanty. Tyto matice maji pozoruhodné
vlastnosti. Jedna z nich je, ze jeji vlastni vektory nezévisi na konkrétnich hodnotéch ay,...,a,_1, ale
pouze na struktufe cirkulantu. Vlastni ¢isla matice A se pak daji jednoduse dopocitat ze znalosti vlastnich
vektorti. Navic je matice A diagonalizovatelna, mizeme ji tedy vyjadiit ve tvaru A = SAS™!, kde S € C**?
se skladéa z vlastnich vektort matice A a A € C™*"™ je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly matice A na

diagonale. Pro matici S navic plati S~ = %gT. Sou¢in Ab se da nyni vyjadfit jako
Ab = SALTS D,

Soucin Ab muzeme tedy vyjadiit pomoci t¥ operaci: vynasobeni postupné tfemi maticemi %gT, AasS. Po-
kud si matici .S pfedstavime jako matici pfechodu z baze vlastnich vektort do kanonické béze, pak prvni
operace pievede vektor b do soufadného systému vlastnich vektori (tzv. diskrétni Fourierova transfor-
mace), druha provede hlavni operaci a tteti prevede vysledny vektor zpét do kanonické baze (tzv. inverzni
Fourierova transformace). Druha operace je zfejmé trivialni, protoze A je diagonélni.

Na prvni pohled se muze zdéat, Ze jsme cely problém pouze zkomplikovali. Nicméné, za pouziti vhodnych
algoritmi (zaloZenych napf. na principu rozdél a panuj) lze vynasobeni vektoru b matici %gT provést
v Case, ktery je umérny funkci nlog(n). Podobné pro nésobeni matici S. To je asymptoticky vyrazné
vylepgeni oproti oby&ejnému maticovému sou¢inu Ab, ktery vyzaduje fadové 2n? aritmetickych operaci.
Takto vylepSend metoda se nazyva rychld Fourierova transformace a je to jeden z nejvyznamnéjSich
numerickych algoritmi, viz bod Rlna strané Kromé efektivniho nésobeni velkych ¢isel nebo polynomu
maé velké vyuZiti ve zpracovani signéalu a obrazu, pro kompresi dat atp. O

10.4 Jordanova normalni forma

Nejjednodussi tvar matice, ke kterému lze dospét pomoci elementérnich fadkovych dprav, je redukovany
odstupiiovany tvar. Jaky vSak je nejjednodussi tvar matice, ke kterému lze dospét pomoci podobnosti?
Diagonélni matice to neni, protoze jiz vime, Ze ne vSechny matice jsou diagonalizovatelné. Nicméné kazdou
matici lze podobnostni transformaci prevést na pomérné jednoduchy tvar, nazyvany Jordanova normélni

forma

Definice 10.42 (Jordanova buiika). Bud A € C, k € N. Jordanova burika Ji(X\) je ¢tvercova matice fadu
k definovana

A1 0o ... 0
0 . . .o
JN) =11 . . 0
: . 1
0O ... ... 0 X

Jordanova bunka mé vlastni &islo A, které je k-nasobné, a pfislusi mu pouze jeden vlastni vektor
e1 = (1,0,...,0)T, protoze matice Jj(\) — Al ma hodnost k — 1.

4 Autorem je francouzsky matematik Marie Ennemond Camille Jordan. Spolutviircem Gaussovy—Jordanovy eliminace je
v8ak nékdo jiny, némecky geodet Wilhelm Jordan.
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Definice 10.43 (Jordanova normalni forma). Matice J € C"*™ je v Jordanové normdlni formé, pokud
je v blokové diagonélnim tvaru

Je, (M) 0 ... 0
g 0
: . . 0
0 cee 00 Ik, (M)

a na diagonale jsou Jordanovy buniky Jg, (A1), .., Jk,, (Am).

Hodnoty A; a k; nemusi byt navzijem rtzné. Stejné tak néjakd Jordanova buika se mize vyskytovat
vicekrat.

Ziejmé pokud vSechny Jordanovy buniky maji velikost 1, pak matice J je diagonalni. Obecné je matice
J horni trojuhelnikova, a proto jsou hodnoty Ai,..., Ay jeji vlastni &isla s prislusnymi nasobnostmi.

Véta 10.44 (O Jordanové normalni formeé). KaZdd matice A € C™ ™ je podobnd matici v Jordanové
normdlnt formé. Tato matice je aZ na poradi bunék uréena jednoznacné.

Idea diikazu. Uplny dikaz viz napi. |[Bedévai, 2005; Bican, 2009; [Horn and Johnson, 1985]. Zde fekneme

alesponi par myslenek z dikazu a konstrukce Jordanovy normalni formy. Hledame tedy béazi, vici niz ma

zobrazeni x — Ax Jordanovu normalni formu. UkéZzeme, jak vypadaji Jordanovy buiiky a odpovidajici

Cast baze pro vlastni ¢islo A. Bez Gjmy na obecnost bud A = 0, jinak pouZijeme transformaci A — AI,,.
Uvazujme podprostory C™:

Ker(4) G Ker(4%) G -+ S Ker(AP) = Ker(4"t) = ...

Bud v € Ker(AP) \ Ker(AP~1), a uvazujme bazi B tvofenou vektory AP~ v, ... Av,v. Na podprostoru
generovaném témito vektory pak linedrni zobrazeni z — Az ma matici vici bazi B rovnou Jordanové
buiice J,(0).

Podobné dostaneme i ostatni Jordanovy buiiky, jen postup trochu zobecnime. Namisto vektoru v vez-
meme systém vektord vy, . .., v, o velikosti £ = dim Ker(AP) — dim Ker(AP~!), ktery dopliiuje n&jakou bazi
Ker(AP~!) na bazi Ker(AP). Kazdy z téchto vektorii je zdrojem Fetizku vektorit AP~ 1u;, ..., Av;, vy, ktery
odpovida Jordanové buiice .J,(0); téchto bunék je tedy ¢. Pokud ¢ := dim Ker(AP~!)—dim Ker(AP~2)—¢ >
0, tak musime vektory Awy,..., Avy doplnit o nové vektory vpyq,...,vs1 ¢, aby opét dopliiovaly né&jakou
bézi Ker(AP~2) na bazi Ker(AP~1). Tyto nové vektory se stanou zékladem fetizki AP~2v;,..., Avj,vj,
které odpovidaji ¢ Jordanovym buiitkim typu J,—1(0). Tento postup opakujeme az do dimenze 1. U

Priklad 10.45. Matice
5 —2 2 -2 0
0 6 —1 3 2
A= 2 2 7T -2 =2
2 3 1 2 —4
-2 -2 =2 6 11

ma vlastni Gisla 5 (dvojnasobné) a 7 (trojnasobné). Protoze 3 = rank(A — 5I5) = rank(A4 — 5I5)?, tak
budeme hledat dva Tetizky o délce 1. Najdeme dva linedarné nezavislé vektory x1,z9 € Ker(A — 5I5),
napiiklad z1; = (—2,1,1,0,0)" a 2o = (—1,1,0,—1,1)7, a ty tvoii zaklad hledané baze.

Piistupme k vlastnimu &islu 7. Nynf méme rank(A — 715) = 3 a rank(A — 7I5)? = rank(A — 715)® = 2.
Zvolime tedy x4 € Ker(A—7I5)?\Ker(A—"7I5), naptiklad x4 = (1,0,1,0,0)” a potom piislusnou ¢ast baze
tvori fetizek x3 = (A—7I5)z4 = (0,—1,2,3, —4)T, z4. Poslednim vektorem béze bude vektor z Ker(A—7I5)
linearné nezavisly s vektorem x3, tedy napiiklad x5 = (0,1,1,0,1)7.

Hledana baze je tvofena vektory zi,...,zs. Dame-li tyto vektory do sloupct matice S, pak

5 0 0 0 O

J=5"1A8 =

o oo o
o oo wm
oo 3o
RN S
N o oo
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je hledana Jordanova normalni forma matice A. O

Jordanova normélni forma je nestabiln{ v tom smyslu, Ze i nepatrnd zména v ptivodni matici muze
zpusobit skokovou zménu Jordanovy formy — neni to tedy spojita funkce vzhledem k prvkam matice A.
To je také divod, pro¢ t¥eba vypocetni systém Maple odmitl zafadit vypocet Jordanovy formy do své
knihovny. Oproti tomu vlastni ¢isla samotna jsou stabilni, protoze predstavuji spojité funkce vzhledem
k prvkiam matice A, viz Horn and Johnson [1985]; IMeyex [2000].

Diikaz véty [0.44] naznadil postup jak spocitat Jordanovu norméalni formu pro danou matici A, ted se
ale zamérime na urcité rysy Jordanovy formy. Z tvrzeni vime, Ze pocet vlastnich vektort se neméni
podobnostni transformaci. Vzhledem k tomu, Ze kazdé Jordanové bufnice odpovida jeden vlastni vektor,
tak jsme pravé odvodili:

Tvrzeni 10.46. Pocet vsech Jordanovyjch bunék odpovidajicich X je roven poctu vlastnich vektori pro A.

Jako dusledek déle dostavame, ze (algebraickd) nasobnost kazdého vlastniho ¢isla A je vzdy vétsi nebo
rovna poc¢tu vlastnich vektort, které mu piislusi (tedy geometrické nasobnosti).

Disledek 10.47. Ndsobnost vlastniho ¢isla je vétsi nebo rovna poctu viastnich vektord, které mu prislust.

Nicméné ani tyto znalosti jeSté nemusi stacit k urceni Jordanovy normélni formy. Obecné potiebujeme
znat jesté néjakou informaci navic, naptiklad jak to déla nasledujici vzorecek.

Poznamka 10.48 (Velikosti a pocet bunék). Pocet bunék J(\) matice A € C™*™ ve vysledné Jordanové
normalni formeé je roven

rank (/le71> — 2rank (/le> + rank <f~1k+1) ,

kde A = A — \I,,. Dikaz viz napi. Horn and Johnson [1985]; Meyer [2000]. Vzorecek je mozno téz odvodit
z mySslenky dikazu véty [0.44] o Jordanové normélni formé. Podle tvahy kolem definice hodnoty ¢ totiz
dim Ker(A*) —dim Ker(A*~1) = rank(A*~1) —rank(AF) udava pocet Jordanovych bunék velikosti aspoii k.
Tudiz rank(AF—1) —rank(A*)— (rank(flk) —rank(zzlk“)) dava pocet Jordanovych bunék velikosti aspon &,
ale ne vic nez k, ¢ili presné k.

Poznamka 10.49 (Zobecnéné vlastni vektory). Bud J Jordanova normalni forma matice A, tedy A =
SJS~1 pro néjakou regularni matici S. Pokud je matice J diagonélni, pak ve sloupcich matice S jsou
vlastni vektory, které v poradi odpovidaji vlastnim ¢islim matice A, umisténym na diagonale matice J.
Jak ale interpretovat sloupce matice S (nazyvané zobecnéné vlastni vektory), pokud J neni diagonalni?
Zaméfme se na specialni pfipad, kdy J = Ji(A) je jedna Jordanova buiika, obecny piipad se vyfesi
analogicky rozdélenim na jednotlivé Jordanovy buiiky. Nyni A — A\ = SJ;(0)S™!, z éehoz

(A= )P = (57,0051 = 87,05 = S05~! =0,

Tudiz (A — M)*S = 0, coz znamena, Ze sloupce matice S patii do jadra matice (A — \Iy).

Souhrnem, bud A € C™"*" a A € C vlastni ¢islo. Prostor vlastnich vektor, prislusnych k A, tvoii jadro
matice A — AI,,. Prostor zobecnénych vlastnich vektort, pfislusnych k A, tvoii jadro matice (A — AI,)™.
Vlastnich vektortu je plny pocet (tedy n) pouze, kdyz matice A je diagonalizovatelna. Na druhou stranu,
(linearné nezavislych) zobecnénych vlastnich vektori je vzdy n. To pfirozené souvisi s tim, Ze kazda matice
je podobné matici v Jordanové normaélni formé.

V nasledujicich prikladech ukazeme nékolik aplikaci Jordanovy norméln{ formy.

Piiklad 10.50 (Mocnéni matice). Jiz v piikladu [0.39] jsme zminili vyuziti diagonalizace pro po¢itani
mocniny matice. Pomoci Jordanovy normélni formy muZeme tvrzeni zobecnit pro libovolné A € C™*™:
Bud A = SJS™, pak

T, (A0 L. 0

A —ssrstog| ©
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Zde je tfeba si trochu rozmyslet, jak se chovaji mocniny Jordanovych bunék Jki()\i)k, 1 =1,...,m.
Asymptoticky pak dostaneme stejné jako pro diagonalizovatelné matice:

0, pokud p(A) < 1,
klim AF = diverguje, pokud p(A4) > 1,
— 00

konverguje / diverguje, pokud p(A4) = 1.

Piiklad 10.51 (Maticova funkce). Polozme si otazku: Jak zavést maticovou funkci jako napf. cos(A),
e, atp.? Pro realnou funkei f: R — R a matici A € R™*" lze zavést f(A) tak, Ze aplikujeme funkci na
kazdou slozku matice zvlast,

flann) ... flaw)
fay=1 : ], (10.5)
f(anl) cee f(ann)

je sice mozné, ale moc péknych vlastnosti to mit nebude. Zkusme jiny pfistup. Predpokladejme, Ze funkce
f: R — R se da vyjadfit nekoneénym rozvojem f(z) = > .2, a;x’; realné analytické funkce jako napf.
sin(z), exp(z) aj. tento predpoklad splituji. Pak je tedy piirozené zavést f(A) = Y 2, a;A*. Mocnit matice
jiz umime, proto je-li A = SJS™!, tak

flA) =) aSrist =5 <Z al-Ji> Sl =g8f(J)s .
=0 1=0

Dale snadno nahlédneme, Ze

fU () 0 0
= "
: . . 0
0 e 00 f( Tk, (Am))

Chybi tedy jesté zavést obraz Jordanovych bunék Ji, (X\;). Pro k; = 1 je to trivialni, jde o matici rfadu 1.
Pro k; > 1 je predpis slozit&jsi [Meyer, 2000]:

FO0) FO) L L
F ) = | Y :

: e )

0 .. 0 F(N)

Napiiklad funkce f(z) = x? ma maticové rozsifeni f(A) = A2, jedna se tedy o klasické maticové
mocnéni. Na druhou stranu, predpis (I0.5]) by naznacoval mocnit jednotlivé prvky matice zvIast, coz neni
to, co bychom chtéli.

Jinym piikladem maticové funkce je maticova exponenciala e = Yoo %AZ Jedno z mnoha vyuziti
je pro vyjadieni rotaci v prostoru R3. Matice ef?, kde

0 —z Y
R=a«a z 0 —z
-y x 0
totiz popisuje matici rotace kolem osy se smérnici (z,y, 2)” o thel « podle pravidla pravé ruky. U

Priklad 10.52 (Soustava linearnich diferencialnich rovnic). Uvazme tzv. soustavu linearnich diferencial-
nich rovnic:

u(t) = Au(t) (10.6)
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kde A € R™*™, Cilem je nalézt neznamou funkci u: R — R"™ spliiujici tuto soustavu pro uréitou pocatecni
podminku tvaru u(tg) = ug. Diferencialni rovnice se objevuji v ulohéch, kde je potieba vyjadfit zménu
v Case, jako je kuptikladu pohyb. Casto se proto vyskytuji ve fyzikalné ladénych problémech (popis pohybu
vesmirnych téles, proudéni vzduchu v meteorologii aj.), ale také v ekonomii (vyvoj finan¢nich trhi) a
jinych disciplinach. Diferencidlnimi rovnicemi se obecné formuluje fada fyzikélnich zakonu i biologickych
a ekonomickych modeli.

Pro piipad n = 1 je fefenim diferencialni rovnice u(t)’ = au(t) funkce u(t) = v - €%, kde v € R" je
libovolné (voli se tak, aby byla splnéna pocateéni podminka). To nas motivuje (ale je za tim hlubsi teorie)
hledat TfeSeni obecného pripadu ve tvaru

w(t) = (ui(t), ..., un(t)) = (vie, ... veM) = Mo,
kde v;, A jsou neznamé, i = 1,...,n. Dosazenim u(t) := eMv do (I0L6) dostaneme
AeMo = eMAv, neboli \v = Av.

To je pfimo tloha vypoctu vlastnich Cisel a vektort. Necht matice A méa vlastni ¢isla A1, ..., A, a vlastni
vektory x1,. .., z,. Pak Teseni (I0L6) je u(t) = Y i, a;eMtz;, kde a; € R se ziska z pocatecnich podminek.
Uvazme konkrétni piiklad:

uy (t) = Tuy () — dus(t),
uhy(t) = buy (t) — 2us(t).

7T —4

Matice A = (5 9

> mé vlastni ¢isla 2 a 3, jim odpovidaji vlastni vektory (4,5)7 a (1,1)7. Regenf tlohy

(210) = (2) et (1) avnem

Pro feSeni linearnich diferencialnich rovnic je tedy znalost vlastnich ¢isel a vlastnich vektort potiebna.
Jordanova normalni forma se pouzije, pokud matice A neni diagonalizovatelna a deficience poc¢tu vlastnich
vektori se projevi tim, Ze ve vyjadieni wu(t) nebudou «; jiz skalary, ale polynomy proménné ¢ stupiii
odpovidajicich nasobnostem ;.

Vlastni ¢isla také urcuji, jak se FeSeni u(t) chova v delsim ¢ase. Pokud jsou vlastni ¢isla zaporna, e
konverguje k nule pro t — oco. V tomto p¥ipadé je tloha tzv. asymptoticky stabilni. Uloha je nestabilni,
pokud né&jaké vlastni ¢islo je kladné, protoze potom et diverguje pro t — oo. O

jsou tvaru

Ait

10.5 Symetrické matice

Realné symetrické matice maji fadu pozoruhodnych vlastnosti tykajici se vlastnich ¢isel. Mezi stéZejni
vlastnosti patfi to, Ze jsou vzdy diagonalizovatelné, jejich vlastni ¢isla jsou realna a vlastni vektory jdou
vybrat tak, aby byly na sebe kolmé.

Nejprve se podivejme na zobecnéni transpozice a symetrickych matic pro komplexni matice.

Definice 10.53 (Hermitovsk4d matice a transpozice). Hermitovskd tmnspozic matice A € C™*" je
matice A* = A" . Matice A € C"*" se nazyva hermitovskd, pokud A* = A.

Hermitovské transpozice méa podobné vlastnosti jako klasickd transpozice, napt. (A4*)* = A, (¢A)* =
aA*, (A+ B)* = A"+ B*, (AB)* = B*A*".

Pomoci hermitovské transpozice mizeme unitarni matice (rozsifujici pojem ortogonalni matice pro
komplexni matice, viz definice BTT]) definovat jako matice @ € C™*™ splaujici Q*Q = I,,. Dale, normu
indukovanou standardnim skalarnim sou¢inem v C" mizeme vyjadiit jako ||z| = vz*x.

%) Charles Hermite (1822-1901) byl francouzsky matematik. Dokéazal mj., Ze e je transcendentni, to jest neni kofenem
zédného polynomu s racionalnimi koeficienty.
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2 1+3 2 1+
144 5 )7 1—2 5

je prvni symetricka, ale ne hermitovska, a druha je hermitovské, ale ne symetricka. Pro realné matice oba
pojmy splyvaji. O

Priklad 10.54. Z matic

Véta 10.55 (Vlastni ¢isla symetrickych matic). Viastni ¢isla redlngjch symetrickjch (resp. obecnéji kom-
plexnich hermitovskych) matic jsou redlnd.

Diikaz. Bud A € C™*™ hermitovskd a bud X\ € C jeji libovolné vlastni ¢islo a € C™ piislusny vlastni
vektor jednotkové velikosti, tj. ||z||2 = vz*z = 1. Pfenasobenim rovnice Az = Az vektorem z* méme
x*Ax = Ax*xr = A. Nyni

A=z Ax = 2" A%x = (2" Ax)* = \".

Tedy A = \*, a proto musi byt A realné. O

Pro srovnéani, komplexni symetrické matice mohou mit ryze komplexni vlastni ¢isla. Sta¢i uvazovat
b)
diagonalni matici s komplexnimi ¢isly na diagonéle.

Priklad 10.56 (Vlastni ¢isla matice projekce). Bud P € R™ "™ matice projekce do podprostoru U di-
menze d. Pro kazdy vektor x € U plati Pr = x. Tudiz 1 je vlastnim ¢islem a odpovida mu d vlastnich
vektorti z baze prostoru U. Pro kazdy vektor z € U+ plati Pz = 0. Tedy 0 je vlastnim &slem a odpovida
mu n — d vlastnich vektort z baze prostoru U~. Jina vlastni ¢isla uz matice P nemé, protoze jsme nasli
n linedrné nezavislych vlastnich vektort. Souhrnem, matice projekce ma vlastni ¢isla pouze 0 a 1. O

Nasledujici véta rika, Zze symetrické matice jsou diagonalizovateln. Navic jsou diagonalizovatelné
specifickym zpusobem: z vlastnich vektori lze vybrat ortonormalni systém, tedy matice podobnosti je
ortogonélni.

Véta 10.57 (Spektralni rozklad symetrickych matic). Pro kaZdou symetrickou matici A € R™*" existuje
ortogondlni Q € R™™ o diagondini A € R™™ takové, e A = QAQT.

Diikaz. Matematickou indukci podle n. Pripad n = 1 je trivialni: A = A, Q = 1.

Indukéni krok n <—n — 1. Bud A vlastni ¢islo A a x odpovidajici vlastni vektor normovany ||z||2 = 1.
Dopliime z, jakozto ortonormalni systém (disledek B.32), na ortogonalni matici S := (z | ---). Protoze
(A —\I,)x =0, mame (A —\I,)S = (o|--+), atudiz ST(A—N,)S =ST(o|---)= (o] ). A jelikoz

je tato matice symetricka, méme

T o 0 OT
ST(A = \,,)S = (0 A,),

kde A’ je n&jakd symetrickd matice fadu n — 1. Podle indukéniho pfedpokladu ma spektralni rozklad
A" =Q'NQ7T, kde A je diagonalni a Q' ortogonalni. Matice a rovnost rozsifime o jeden ¥ad takto:

0 of (1 ol 0 of 1 of
o w)-C o030 ar)

coZ snadno miiZeme ovéfit prondsobenim. Oznadme

(1 ol n._ (0 ol
Re (1 0), w09,

Matice R je ortogonalni (véta RT0(4)) a matice A” diagonalni. Nyni muZzeme psat
ST(A - \I,)S = RA"RT,

z ¢ehoz
A= SRA'RTST + \I,, = SRA"RTST + A\SRRTST = SR(A” + \I,,)RTST.
Nyni mame hledany rozklad A = QAQT, kde Q := SR je ortogonalni matice a A := A” 4+ \I,, je diagonalni.
U

% Augustin Louis Cauchy, rok 1829.
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Podobné muzeme spektralné rozlozit hermitovské matice A = QAQ*, kde Q je unitarni matice.

Poznamka 10.58 (Jind forma spektralniho rozkladu). Necht symetrickh A € R™ ™ mé& vlastni ¢isla
A1, ..., Ap a odpovidajici ortonormalni vlastni vektory z1,...,x,. Tedy ve spektralnim rozkladu A =
QAQT je Ay; = N\ a Q. = x;. Pokud rozepiSeme A na soucet jednodussich diagonalnich matic

A1 0 0
. n
A= - + 0 +...t ' :Z)\ieieiT,
' i=1
0 An

tak matici A Ize vyjadrit jako
n n n n
A=QAQ" =Q (Z Aiegel ) QT = XNQeel QT =D XQuQL =D Nl
=1 i=1 i=1 =1

Tvar A = >, )\leaz’f je tak alternativni vyjadfeni spektralniho rozkladu, ve kterém matici A rozepi-
sujeme na souc¢et n matic hodnosti 0 nebo 1. Navic, xleT je matice projekce na piimku span{z;} (viz
priklad B62), tudiz z geometrického hlediska se na zobrazeni x — Az muZeme divat jako soucet n zobra-

zeni, kde v kazdém provadime projekci na pfimku (kolmou na ostatni) a Skalovani podle hodnoty ;.

Jednim z dusledkt spektralniho rozkladu je nasledujici, byt trochu teoreticky, vzoreéek na vypocet
nejvétsiho a nejmenstho vlastniho él’sl. Rika, Ze nejvétsi resp. nejmensi vlastni ¢islo se da vyjadrit jako
nejvétsi resp. nejmensi hodnota kvadratické funkce f(x) = 27 Az na jednotkové sfére.

Véta 10.59 (Courant—Fischer). Necht Ay > -+ > X, jsou vlastni ¢isla symetrické matice A € R™"*™. Pak

M = max z'Az, M\, = min z'Az.
x:||x||2=1 z:||z|2=1
Diikaz. Pouze pro A1, druhé ¢ést je analogicka.
Nerovnost ,,<“: Bud z vlastni vektor pfislusny k A; normovany ||z1||2 = 1. Pak Azy = Ajz1. Prena-
sobenim x¥ zleva dostaneme

A1 = Alx{xl = x{Awl < max z!Az.
z:[|zll2=1

Nerovnost ,>“: Bud z € R" libovolny vektor takovy, ze ||z||2 = 1. Ozna¢me y = QT x, pak ||y|l2 = 1
(véta BTA(2))). S vyuzitim spektralniho rozkladu A = QAQT dostaneme:

eTAz = aTQAQTw = yTAy = Aiwf <D hwf = Mllyl3 = . 0
i=1 i=1

10.6 Teorie nezipornych matic

Perronova—Frobeniova teorie nezapornych mati je pokrocila teorie kolem vlastnich ¢isel nezéapornych
matic. Uvedeme jen zakladni Perrontiv vysledek bez dikazu. Matice A € R™* ™ se nazyva nezdpornd,
pokud je nezaporna v kazdé slozce (a;; > 0 pro viechna 4, j), a nazyva se kladnd, pokud je kladna v kazdé
slozce (a;; > 0 pro vSechna i, j).

Véta 10.60 (Perronova).

D Ernst Fischer odvodil vzorec roku 1905, Richard Courant ho zobecnil pro nekoneéné rozmérné operatory roku 1920.
Jejich vzorec zahrnuje i mezilehld vlastni ¢isla Az, ..., An—1, ale pro né je vyjadieni trochu komplikovanéjsi. Tato jednodussi
verze se také nékdy nazyvéa Rayleigh-Ritzova véta.

8)Zakladni véta je od némeckého matematika Oskara Perrona z roku 1907 a byla rozsifena Ferdinandem Georgem Frobeniem
roku 1912.
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(1) Bud A € R™™ nezdpornd matice. Pak v absolutni hodnoté nejuétsi vlastni ¢islo je redlné nezdporné
a prislusny vlastni vektor je nezdporny (ve viech slozZkdch).

(2) Bud A € R™™ kladnd matice. Pak v absolutni hodnoté nejuétsi vlastni cislo je redlné kladné, je
jediné (ostatni magji mensi absolutni hodnotu), md ndsobnost 1, a prislusny vlastni vektor je kladnjyj
(ve vSech slozkdch). Navic Zidnému jinému vlastnimu ¢islu neodpovidd nezdporny vlastni vektor.

Diikaz. Viz napi. |Meyer, 2000)]. O

Piiklad 10.61 (Markovovy Fetézce). Jednim z vyuZiti mocnin matice (piiklad [[0.50) a trochu i teorie
nezépornych matic jsou Markovovy fetézce Bud x € R™ stavovy vektor, ¢ili 2; udava hodnotu stavu i.
Bud A € R™™"™ matice s hodnotami a;; € [0, 1] takovymi, Ze soucet hodnot v kazdém sloupci je roven 1. Na
matici A budeme nahliZet jako na pfechodovou matici, to jest, hodnota a;; je pravdépodobnost prechodu
ze stavu j do stavu i. Pak Az udava novy stavovy vektor po jednom kroku daného procesu. Zajiméa nés,
jak se bude stavovy vektor vyvijet v Case a zda se né&jak ustali. K tomu se bude hodit zjistit néco vice
o matici A. Pifmo z definice plati, ze Ae = e, kde e = (1,...,1)”. Tudiz e je vlastni vektor AT a 1
vlastni ¢islo AT (a tedy i A). Navic se da ukazat, ze zadné jiné vlastni &islo neni v absolutni hodnoté vétsi
(viz poznamka [[0.64]), tudiz 1 je vlastni ¢islo matice A z Perronovy véty a odpovidajici vlastni vektor je
nezaporny.

Dalsi analyzu ilustrujeme na konkrétnim prikladu: Migrace obyvatel USA v sektorech mésto—predmésti-
venkov probiha kazdoro¢né podle vzorce:

z mésta:  96% zustane, 3% do predmésti, 1% na venkov,
z predmésti: 1% do mésta, 98% zustane, 1% na venkov,
z venkova: 1.5% do mésta, 0.5% do predmésti, 98% ziistane.

Pocatecni stav: 58 mil. obyvatel ve mésté, 142 mil. na pfedmésti a 60 mil. na venkové. Jak se bude situace
vyvijet v ¢ase? Oznacme

0.96 0.01 0.015
A:=[0.03 098 0.005], =z¢=(58,142,60).
0.01 0.01 0.98

V nultém roce je rozmisténi obyvatel dano vektorem xy a v prvnim roce vektorem Axg, protoze Axg ma
v prvni sloZce vysledny pocet obyvatel ve mésté po jednoro¢ni migraci a podobné v druhé a t¥eti slozce pro
predmésti a venkov. Vyvoj v ¢ase probiha tedy takto: zg, Axg, A%xg, A3z, ..., APz, kde A® oznacuje
limy,_, o0 A, pokud existuje. Diagonalizaci spo¢itame

1 0 0 -0.393 —-0.707  0.154
A=S10 095 0 |S! kde S~ |-0.729 0.707 —0.772 |,
0 0 097 —0.561 0 0.617

7 ¢ehoz
0.23 0.23 0.23

100
A*=85(0 0 0]St=5,5=1043 043 043
000 0.33 0.33 0.33

Nyni A%z = (0.23eT2q,0.43eTxg,0.33e¢720)”. Tedy (bez ohledu na pocateéni stav o) se rozlozeni oby-
vatelstva ustali na hodnotach: 23% ve mésté, 43% predmésti, 33% venkov.

Tento priklad ilustruje jesté€ jednu véc. Ma-li vlastni ¢islo 1 nasobnost jedna a ostatni vlastni ¢isla jsou
v absolutni hodnoté mensi (coZ nastane napt. pokud A je kladna), tak A = S*ISI_*l, kde S,1 je vlastni
vektor A k ¢islu 1, a S;} =(1,...,1) je vlastni vektor A k ¢islu 1. Tudiz sloupce A% budou opét stejné, a
vysledné rozlozeni odpovida slozkam vlastniho vektoru S, (ty jsou kladné, podle Perronovy véty). Takze

9)Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922), rusky matematik. Tvrdi se, ze prvni aplikaci Markovovych Fetézct byla analyza
distribuce samohlasek a souhlasek v Puskinové Evzenu Onéginovi, kdy vytvoril model predpokladajici, Ze pravdépodobnost
vyskytu samohlasky ¢i souhlasky na dané pozici zavisi jen na poslednim pfedchozim znaku, ale na zZadném z predeslych uz
nikoli. Tato jednoducha Markovova vlastnost se pak stala zdkladem Markovovych fetézcti. Vice o této lingvistické aplikaci se
doctete napf. v Uciteli matematiky, 1-2(77-78), ro¢. 19, 2010-2011.
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v tomto piipadé stadi jen spocitat kladny vektor z Ker(A — I,,), coZ odpovida intuici, Ze ustéalené rozlozent
reprezentované vektorem v ma spliiovat Av = v.

Pokud matice A mé vic vlastnich ¢isel s absolutni hodnotou 1, tak k ustaleni v ¢ase nemusi dojit
a matice A nemusi existovat. Napiiklad matice (§}) ma vlastni &sla +£1 a reprezentuje proces, kdy
dva stavy pfechézi stfidavé mezi sebou. Takovy proces se neustali, coz je ve shodé s tim, ze posloupnost

A A% A3 AL, = A1, A, I, ... diverguje. O

10.7 Vypocet vlastnich cisel

Jak jsme jiz zminili (poznamky k vété [[0.20]), vlastni ¢isla se pocitaji pouze numerickymi itera¢nimi me-
todami a hledat je jako kofeny charakteristického polynomu neni efektivni postup. V této sekci ukédzeme
jednoduchy odhad na vlastni ¢isla a jednoduchou metodu na vypocet nejvétsitho vlastniho ¢isla. Dalsi
metodu, popularni QR algoritmus, probereme v sekci [[3.3l Pro velmi pfesny vypocet vlastnich &isel sy-
metrickych (zv1asté tzv. positivné definitnich) matic se pouziva také Jacobiho metoda (viz napf. |[Rohn,
2004|) a pro velké fidké symetrické matice nap¥. Lanczosova metoda (viz [Meyer, 2000]).

Protoze numerické metody jsou iterativni a pocitaji vlastni ¢isla jenom s urcéitou presnosti, je tézké
vyjadiit a priori presné pocet operaci, které vykonaji. Nicméné, souc¢asné metody pro symetrické i nesy-
metrické matice maji prakticky kubickou slozitost. To znamen4, ze vyzaduji asymptoticky an® operaci,
kde n je rozmér matice a « > 0 prislusny koeficient.

Nejprve uvedeme jednoduchy odhad pro vlastni &isla, tzv. Gerschgorinovy disk.

Véta 10.62 (Gerschgorinovy disky). KaZdé viastni ¢islo X matice A € C™*™ leZi v kruhu o stfedu a;; a
poloméru Y., |ai;| pro néjaké i € {1,...,n}.

Ditkaz. Bud X vlastni ¢islo a  odpovidajici vlastni vektor, tedy Az = Az. Necht i-t4 slozka x ma nejvetsi
absolutni hodnotu, tj. |;| = maxg—; __, |xx|. Protoze i-t4 rovnice ma tvar Z;‘L:1 a;jT; = A, vydélenim

x; # 0 dostavame
T
_ J
A=a; + E @ij
g#

a tim padem

|>\_aii|:‘zaijx_ﬂ§Z|aij|ﬁgz|alj|' -
J#i J#i J#i
Priklad 10.63. Méjme
2 1 0
A=1|-2 5 1
-1 -2 -3

Vlastni ¢isla matice A jsou A\; = —2.78, Ay = 3.39 + 0.6, A3 = 3.39 — 0.64. Spolu s Gerschgorinovymi
disky jsou nakresleny dole:

7776—5—4—3—2—11 e4 5 6 7 9 Re

-3

19 Pochézi z roku 1931 a autorem je bélorusky matematik Semyon Aranovich Gerschgorin. Nicméné tvrzeni bylo znamo uz
drive: L. Lévy (1881), H. Minkowski (1900), J. Hadamard (1903).
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Vidime, Ze ne kazdy kruh obsahuje né&jaké vlastni ¢islo. Nicméné plati [Meyer, 2000], ze v kazdé
komponenté souvislosti je tolik vlastnich &isel, z kolika kruht dané komponenta vznikla. O

Véta dava jednoduchy ale hruby odhad na velikost vlastnich ¢isel (existuji i vylepSeni, nap¥. Cassiniho
ovaly aj.). Nicméné, v nékterych aplikacich miuze takovyto odhad postacovat.

Poznamka 10.64 (Tfi pouziti Gerschgorinovych diski).

1) Kriterium pro zastaveni vypoctu iteracnich metod. Napiiklad Jacobiho metoda na vypocet vlastnich
Cisel spoc¢ivi v postupném zmensSovani nediagonalnich prvki symetrické matice, takze matice konverguje
k diagonalni matici. Gerschgorinovy disky pak davaji horni mez na presnost vypocétenych vlastnich Cisel.
Pokud napf. matice A € R™*"™ je skoro diagonalni v tom smyslu, Zze v8echny mimodiagonalni prvky jsou
mensi nez 107 pro né&jaké k € N, pak diagonalni prvky aproximuji vlastni ¢isla s piesnosti 107%(n — 1).
Napiiklad matice

7.0001 0.0001 —0.0002
A= 0.0001 5.0000  0.0003
—0.0002 0.0003  1.9990
ma vlastni ¢isla 7.0001 £ 0.0003, 5 £ 0.0004 a 1.999 + 0.0005.

2) Diagondlné dominantni matice. Gerschgorinovy disky déavaji také nasledujici postacujici podml’nk
pro regularitu matice A € C™*™: |a;;| > Zj# la;j| Vi =1,...,n. V tomto piipadé totiz disky neobsahuji
pocatek a proto nula neni vlastnim ¢islem A. Matice s touto vlastnosti se nazyvaji diagonélné dominantni.

3) Markovovy matice. Bud A Markovova matice z piikladu[I0.61l VSechny Gerschgorinovy disky matice
AT maji stied v bodé v intervalu [0, 1] a pravym krajem protinaji hodnotu 1 na realné ose. To dokazuje,
ze p(A) <1, a tudiz ¢islo 1 je skuteéné v absolutni hodnoté nejvétsim vlastnim ¢islem matice A.

Nyni ukédZeme jednoduchou metodu na vypocet dominantniho vlastniho cisla[?] Pres svou jednodu-
chost se stala zédkladem nékterych numerickych metod jako je napiiklad inverzni mocninné metod,
nebo metoda Rayleighova podﬂ pro symetrické matice.

Algoritmus 10.65 (Mocninna metoda).
Vstup: matice A € C™"*",
1: Zvol o # 29 € C", i =1,

2: while not splnéna ukoncovaci podminka do
3 y; = Az q,

. 1 ..
L=
5 1 =141,
6: end while
Vystup: A1 :== x;-r_lyl- je odhad vlastniho ¢isla, v1 := z; je odhad prislusného vlastniho vektoru.

Piiklad 10.66. M¢gjme

2 4 2
A=1[(4 2 2|, zo=(1,0,1)7.
2 2 -1
Postup vypodctu:
. 1
‘ Tzllos Ty

(1.00,0.00, 1.00)” -
(0.67,1.00,0.17)T 5
(1.00,0.88,0.56)"  6.32
(0.97,1.00,0.47)7  6.94
(1.00,1.00,0.50)" 7

W N = o

Wy, Lévyho-Desplanquesova véta.

12)Mocninou metodu, anglicky power method, predstavil americky matematik a fyzik Richard Edler von Mises roku 1929.

13) Autorem je némecky matematik Helmut Wielandt, pochézi z roku 1944 a anglicky se nazyvé inverse iteration.

9 Autorem anglicky fyzik John William Strutt, lord Rayleigh, nositel Nobelovy ceny za fyziku (1904), anglicky Rayleigh
quotient iteration.
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Zdrojovy kod vypoctu pro Matlab / Octave:

>> A7=[242; 422; 22 -1];
>> x = [1;0;1];

>> for i=1:4

>>  y = Axx;

>>  (y?*x),

>>  x = y/norm(y);

>>  x/max(abs(x)),

>> end

O

Metodu ukoné¢ime ve chvili, kdyZ se hodnota x;{lyi resp. vektor z; ustali; potom z; ~ x;_1 je odhad
vlastniho vektoru a 7 ,y; = x7 Az, ~ 2] ;Ax;_1 ~ X odhad odpovidajiciho vlastniho ¢isla. Metoda
muZe byt pomald, Spatné se odhaduje chyba a mira konvergence a navic velmi zélezi na pocatecni volbé
xo. Na druhou stranu je robustni (zaokrouhlovaci chyby nemaji velky vliv) a snadno aplikovatelna na velké
ridké matice. Ne vzdy konverguje, ale za urcitych pfedpokladt se to dé zajistit.

Tvrzeni 10.67 (Konvergence mocninné metody). Bud' A € R"*™ s vlastnimi ¢isly [A1| > [A2| > ... > |\
a odpovidajicimi linedrné nezdvislymi vektory v1,. .., v, velikosti 1. Necht o md nenulovou soutadnici ve
sméru vy. Pak x; konverguje (aZ na ndsobek) k vlastnimu vektoru vy a xinlyi konverguje k vlastnimu
cislu \q.

o ~ N3 z n o v S PV _ n o
Drikaz. Protoze vektory vy, ..., v, tvofi bazi prostoru R™, muzeme vektor g vyjadrit jako zg = =1 040;,

kde oy # 0 podle predpokladu. Pak x; = ”A Ty a

IIAZ
Algy = (Z ajv]> = Z oszivj = Z ozj)\;'»vj =\ <a1v1 + Z aj (%)Zv]>
=1 =1 il

Protoze vektory x; postupné normujeme, nasobek A nas nemusi zajimat. Zbyly vektor postupné konver-
guje k v, protoze !i—i! < 1 a tudiz K‘—”Z — 0 pro i — .

Nyni predpokladejme, Zze x; jiz dobie aproximuje vlastni vektor v;. Pak xgllyi = xinlei_l =
xlf_l)\lxi,l == )‘Iszle% == )\1. O

7 dikazu véty vidime, Ze rychlost konvergence vyrazné zavis{ na poméru K—i | Dale si muzeme povsim-
nout, Ze vzhledem k tomu, Ze A1 je dominantni vlastni éislo, tak pro realnou matici A musi byt realné a
vy rovnéz tak (tvrzeni [10.16).

Mocninna metoda pocita jen dominantni vlastni ¢islo a vektor. Néasledujici technika ale umoziuje
jednoduchou transformaci vynulovat jedno vlastni ¢islo, napf. to dominantni, a pak muZeme rekurzivné
dopocitat mocninnou metodou i zbyla vlastni &isla. Nejprve uvadime jednoduchou verzi pro symetrické
matice, a potom v poznamce jak postupovat obecné.

Tvrzeni 10.68 (O deflaci vlastniho ¢isla). Bud A € R™™ symetrickd, A1,...,\, jeji vlastni c¢isla a

V1, ..., Uy odpovidajici ortonormdlni vliastni vektory. Pak matice A — )\wlvf md vlastni ¢isla 0, Ao, ..., Ay
a vlastni vektory v, ..., v,.

Diikaz. Podle poznamky [0.58 1ze psat A = > Niv;ul. Pak A — Mool = 0vp0f + 30, \ivol'| coz je
spektralni rozklad matice A — Ajv o7, O

Poznamka 10.69 (K deflaci vlastniho ¢isla obecné matice). Bud A vlastni &slo a x odpovidajici vlastni
vektor matice A € R™ ™. Dopliime x na regularni matici S tak, aby S,; = z. Pak

o

STIAS = S A(z] ) =S | ) = ey | -o-) = <A A>

Z podobnosti ma matice A’ stejna vlastni &isla jako A, pouze A méi o jedna mensi nasobnost. Tudiz
zbyvajici vlastni ¢isla matice A miiZeme najit pomoci A’.
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Piiklad 10.70 (Vyhledava¢ Go gle™ a PageRan). Uvazujme webovou sit s témito parametry:

N webovych stréanek,
B {1 j-té stranka odkazuje na i-tou,
M= 0 jinak,
b; = pocet odkazl z j-té stranky,
x; = dilezitost i-té stranky.

Cilem je stanovit dulezitosti x1,...,xn jednotlivych stranek. Zakladni myslenka autori googlovského
PageRanku spociva ve stanoveni dilezitosti i-té stranky tak, aby byla tmérné souctu dilezitosti stranek
na ni odkazujicich. ReSime tedy rovnici z; = Z;‘L:1 %xj, 1=1,...,N. Maticové A’z = x, kde agj = CZ#

J J

Tedy x je vlastni vektor matice A pfislusny vlastnimu &slu 1. Vlastni &slo 1 je dominantni, coZ snadno
nahlédneme z Gerschgorinovych diski pro matici A7 (soucet sloupcti matice A’ je roven 1, tedy viechny
Gerschgorinovy disky maji nejpravéjsi konec v bodé 1). Podle Perronovy véty je vlastni vektor x
nezaporny. Ten pak normujeme tak, aby ||z|~ = 10, to jest, aby slozky byly v intervalu [0, 10]. Nakonec
slozky zaokrouhlime, aby mély hodnoty v rozmezi 0,1,2,...,10.

V praxi je matice A’ obrovska, fadové ~ 109, a zaroveii ¥idka (vétsina hodnot jsou nuly). Proto se na
vypocet z hodi mocninna metoda, staci ~ 100 iteraci. Prakticky se navic je§té matice A’ trochu upravuje,
aby byla tzv. stochasticka, aperiodicka a ireducibilni (vadilo by napf. pokud by z néjaké stranky nebyl
odkaz na zadnou jinou), vice viz [Barto a Tuma, 2018; [Langville and Meyer, 2006; Ttma, 2003].

Na matici A’ se mtiZzeme divat i z pohledu Markovovych Fetézci (piiklad [[0.61). Pokud budeme sym-
bolicky prochézet po webové siti a se stejnou pravdépodobnosti se na kazdé strance rozhodneme, kam
pokracovat, tak A’ odpovida pfechodové matici a hledany vektor x rovnovaznému stavu.

Priklady Page ranku (k roku 2010):

o

WWw.google.com 1
WWW.cuni.cz 8
www.mff.cuni.cz 7
kam.mff.cuni.cz 6
kam.mff.cuni.cz/“hladik 4

O

Poznamka 10.71 (Dalsi aplikace v teorii grafii). Na zavér zminme 8iroké pouziti vlastnich ¢isel v teorii
grafi. Vlastni ¢isla matice sousednosti a Laplaceovy matice grafu fikaji mnoho o tom, jaké je struktura
grafu. Pouzivaji se k odhadovani velikosti tzv. ,azkého hrdla“ v grafu, coZ je mnozina vrcholi s relativné
mélo hranami vedoucimi ven. Davaji také rizné odhady na velikost nezavislé mnoziny v grafu a jiné cha-
rakteristiky. Podrobnéji viz Brouwer and Haemers [2012]; [Cvetkovié et all [2010] nebo ,,Sestnact miniatur®
Jiftho Matouska [Matousek, 2010].

Problémy
10.1. Bud A € R™ ™ nediagonalizovatelna. Dokazte, Ze existuje posloupnost diagonalizovatelnych matic
Ai, i = 1,..., konvergujici po slozkich k A. (Mnozina diagonalizovatelnych matic je tedy hustd
v Rnxn.)

10.2. Ukazte piimo (bez Jordanovy normalni formy), Ze algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla je vzdy
vétsi nebo rovna geometrické nasobnosti.

10.3. Dokazte pfimo Cayleyho—Hamiltonovu vétu [[0.22] pro diagonalizovatelné matice.
10.4. Dokazte Cayleyho-Hamiltonovu vétu za pouziti Jordanovy normalni formy:.
10.5. Ukazte, Ze kazda matice A € R™*™ m4 invariantni podprostor dimenze 1 nebo 2.

10.6. Dokazte nasledujici odhad pro hodnost druhé mocniny matice A € R™*"

rank(A) — 2 < rank(A4?) < rank(A).

197 roku 1997, autory jsou Sergey Brin a Larry Page.
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Hint: Vyuzijte faktu, ze A je podobna matici v Jordanové normalni formé.
10.7. Domyslete detaily dikazu véty [0.44] o Jordanové normalni formé:
(a) Ukazte, ze pro kazdou matici A € C"*" existuje p € N takoveé, Ze

Ker(4) G Ker(4?) G -+ S Ker(A?) = Ker(4AP1) = ...

(b) Bud v € Ker(AP) \ Ker(AP~1). Ukaite, ze vektory v, Av, ..., AP~y jsou linedrné nezavislé.

(c¢) Dokaizte vzorecek z poznamky [[0.48] o velikostech a po¢tu Jordanovych bunék.
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Kapitola 11

Positivné (semi-)definitni matice

Jiz ve véte [[0.59 jsme se setkali s funkei f: R" — R danou predpisem f(z) = 2TAz =Y, Z?Zl Qi Ti%j,
kde A € R™™ je pevna matice. Tato funkce predstavuje polynom v proménnych z1,...,x, a vice ji
budeme rozebirat v kapitole Zde se zaméfime na situaci, kdy funkce f(x) je nezaporna resp. kladné a
pro jaké matice je to splnéno.

Definice 11.1 (Positivné (semi-)definitni matice). Bud A € R™*" symetricka. Pak A je positivné semi-
definitni, pokud zTAz > 0 pro viechna z € R™, a A je positivné definitni, pokud z7Az > 0 pro viechna

T # o.

Zrejmé, je-li A positivné definitni, pak je i positivné semidefinitni.

Positivni definitnost a semidefinitnost neni potfeba testovat pro vSechny vektory x € R", ale staci
se omezit napiiklad na jednotkovou sféru. Pokud plati 7Az > 0 pro viechny vektory z s jednotkovou
normou |z]l2 = 1, pak to plati i pro ostatni nenulové vektory. Kazdy vektor z # o je totiz kladnym
nasobkem vektoru jednotkové délky, konkrétné ||z||e-nadsobkem vektoru mx

Kromé positivné (semi-)definitnich matic 1ze zavést i negativné (semi-)definitni matice pomoci obracené
nerovnosti. Zabyvat se jimi nebudeme, protoze A je negativné (semi-)definitni pravé tehdy, kdyz —A je
positivné (semi-)definitni, ¢ili v8e se redukuje na zakladni pripad.

Poznamka 11.2. Definice dava smysl i pro nesymetrické matice, ale ty muZeme snadno zesymetrizovat
dpravou 3(A + AT), nebot

T A+ ATz = 2aTAx + J2TATy = JaTAx + (%xTAx)T = 2T Ax.
Tedy pro testovani podminky lze ekvivalentné pouzit symetrickou matici %(A%—AT). Omezeni na symetrické

matice je tudiz bez Gjmy na obecnosti. Divod, pro¢ se omezujeme na symetrické matice, je, ze fada
testovacich podminek funguje pouze pro symetrické matice.

Priklad 11.3. Prikladem positivné semidefinitni matice je 0,. P¥ikladem positivné definitni matice je I,,,

T,

nebot z7Ax = 27 I,z = 2Tz = ||z||3 > 0 pro viechna z # o. O

Poznamka 11.4 (Nutnd podminka pro positivni (semi-)definitnost). Bud A € R™*™ symetricka matice.
Aby byla positivné semidefinitni, musi podle definice 7 Az > 0 pro viechna = € R™. Postupnym dosazenim
r=e;,i=1,...,n, dostaneme zTAx = eiTAei = aj; > 0. Tim padem, positivné semidefinitni matice musi
mit nezdpornou diagonalu a positivné definitni matice dokonce kladnou.

Poznamka 11.5. Matice A = (a) € R'*! je positivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz a > 0, a positivné
definitni pravé tehdy, kdyz a > 0. Tim padem se muzeme divat na positivni semidefinitnost jako na
zobecnéni pojmu nezapornosti z ¢isel na matice. Proto se také positivni semidefinitnost matice A € R™*"
znaciva A = 0 (narozdil od A > 0, coZ se pouZiva pro nezapornost v kazdé slozce).

Tvrzeni 11.6 (Vlastnosti positivné definitnich matic).
(1) Jsou-li A, B € R™ ™ positivné definitni, pak i A+ B je positivné definitni,

201
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(2) Je-li A € R™™ positivné definitni a o > 0, pak i aA je positivné definitni,

(3) Je-li A € R™™ positivné definitni, pak je requldrni a A=' je positioné definitns.
Diikaz. Prvni dvé vlastnosti jsou trividlni, dokdZeme pouze tu tieti.

Nejprve ovéfime regularitu matice A. Bud z feSeni soustavy Az = o. Pak 2TAz =

kladu musi « = o.
Nyni ukdZeme positivni definitnost. Sporem nechf existuje = # o takové, ze x7A~ x < 0. Pak

2TA e = 2TAYAA e = yTAy <0,

To = 0. Z predpo-

kde y = A~ 'z # 0. To je spor, nebot A je positivné definitni. O

Analogie véty plati i pro positivné semidefinitni matice. Cast plati beze zmény, ¢ast |(2)| plati pro
vSechna o > 0, ale Cést uz obecné neplati, protoze positivné semidefinitni matice muze byt singulérni.

Soucinem positivné definitnich matic se zabyvame v poznamce [[2.201

Nasledujici véta charakterizuje positivné definitni matice jednak pomoci vlastnich ¢isel a jednak pomoci
tvaru UTU; s timto vyrazem jsme se skryté setkali uz napiiklad v metodé nejmensich ¢tverci (sekce B3
u soustavy normalnich rovnic ATAz = ATb nebo obecné pii explicitnim vyjadieni ortogonalni projekce

v R" (véta RES).
Véta 11.7 (Charakterizace positivni definitnosti). Bud A € R™"™ symetrickd. Pak ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(1) A je positioné definitnt,

(2) vlastni éisla A jsou kladnd,

(3) existuje matice U € R™*™ hodnosti n takovd, e A =UTU.

Diikaz. Implikace (1) = (2): Sporem necht existuje vlastni ¢islo A < 0, a = je pfislusny vlastni vektor
s eukleidovskou normou rovnou 1. Pak Az = Az implikuje 27Az = A\zTz = X < 0. To je spor s positivni
definitnosti A.

Implikace (2) = (3): ProtoZe A je symetrickd, mé spektralni rozklad A = QAQT, kde A je diagonalni
matice s prvky Aq,...,\, > 0. Definujme matici A’ jako diagonalni s prvky v/A1,...,vA, > 0. Pak
hledana matice je napiiklad U = A’QT, nebot UTU = QA'A'QT = QA?QT = QAQT = A. Uvédomme si,
%e U mé hodnost n a je tudiz regularni, nebot je souc¢inem dvou regulédrnich matic.

Implikace (3) = (1): Sporem necht z7Azx < 0 pro né&jaké z # o. Pak 0 > 274z = 2TUTUz =
(Ux)TUx = (Uz,Uz) = ||Uz|]3. Tedy musi Uz = o, ale sloupce U jsou linearné nezavislé, a tak = = o,
Spor. O

Pro positivni semidefinitnost méme nasledujici charakterizaci. Dilkaz jiz neuvadime, je analogicky.
Véta 11.8 (Charakterizace positivni semidefinitnosti). Bud A € R™"™ symetrickd. Pak ndsledujici pod-
minky jsou ekvivalentni:

(1) A je positivné semidefinitni,

(2) vlastni éisla A jsou nezdpornd,

(3) existuje matice U € R™ ™ takovd, e A =UTU.

Piiklad 11.9 (Matice projekce). Bud A € R™*™ hodnosti n. Vime z véty R58 Ze matice projekce do

sloupcového prostoru S(A) ma tvar P = A(ATA)"1AT. V prikladu [0.56] jsme nahlédli, 7ze vlastni &isla
matice P jsou pouze 0 a 1. Protoze P je symetrickd, je tudiz positivné semidefinitni. O

Priklad 11.10 (Gramova matice). Gramova matice G € R"™*"™ z véty [852] byla definovana po prvcich
jako Gij = (w;,w;), kde wi, ..., wy, jsou generatory daného podprostoru U a (-,-) je libovolny realny
skalarni souéin. Pro kazdé x € R™ je

n n n n n n

T

'Gr = E E TiTjGij = E E i (W, wy) = E Tiw;, E zjwj ) > 0.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Gramova matice je tedy positivné semidefinitni. Pokud wy, ..., w,, je bédze podprostoru U, pak matice G
je positivné definitni. O
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11.1 Metody na testovani positivni definitnosti

Nyni se zaméfime na konkrétni metody pro testovani positivni definitnosti. Rada z nich vychazi z nésledu-
jiciho rekurentniho vztahu. Uvédomme si, Ze pro testovani positivni semidefinitnosti pouzit ani jednoduse
prizptisobit nelze.

Véta 11.11 (Rekurentni vzorecek na testovani positivni definitnosti). Symetrickd matice A = (2‘ “AT),

kde o € R, a € R, A € RO=Dx(=1) g positivné definitni pravé tehdy, kdyz o > 0 a A — éaaT je
positivné definitni.

Diikaz. Implikace ,,=“. Bud A positivné definitni. Pak 27 Az > 0 pro viechna x # o, tedy specialné pro
r = e; dostavame a = ef Ae; > 0. Déle, bud & € R"~!, & # o. Pak

iT(A-Laa")i = 3T Az —
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Implikace ,,<=*. Bud = = (?) € R". Pak

oTAz = (8 &) <O‘ ‘g) <§> — af? +28aT + T Az =

a
= i (A - Lad")i + (VaB+ J=aT3)* > 0.
Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz & = o a druhy ¢tverec je nulovy, tj. 5 = 0. U

Matice A — éaaT z predchozi véty ma hlubsi vyznam. Predpokladejme, Ze v matici A = <‘;‘ ‘;;T ) je
hodnota « > 0 a provedeme jeden krok Gaussovy eliminace, tj. eliminujeme prvni sloupec. Tento krok

lze vyjadrit naraz blokové tak, Ze od druhého blokového fadku odec¢teme éa—nésobek prvniho fadku. Tim

T ~
dostaneme matici <2‘ A—% aal ), jejiz blok vpravo dole mé tvar pravé A — éaaT. To nés vede i k myS8lence

testovat positivni definitnost pomoci Gaussovy eliminace a v d