1. cviceni z PaSti — 2021-03-03

Na rozehrati

1. Hézime 10 mincemi (nefekneme-li jinak, vzZdy myslime poctivymi a rozlisitelnymi).
Jaké je pravdépodobnost, Ze na aspon dvou padne vorel? Jak vypada pravdépodob-
nostni prostor?

2. Ndhodné uspordddme mnozinu {1, ...,n}. Jakd je pravdépodobnost, Ze na prvnim
misté je 17 Jak vypada pravdépodobnostni prostor?

3. Hazime kostkou, pri Sestce hazime znovu. Jaka je pravdépodobnost, ze hodime
nejvyse trikrat? Jak vypada pravdépodobnostni prostor?

4. Dokazte, ze P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

5. Chceme spravedlivé rozlosovat mezi dvéma lidmi, ale mame jen cinknutou minci,
kde padé vorel s pravdépodobnosti p € (0,1). Jak to udélat? Co kdyz p nezndme?

6. Kazdy obdélnik na obrazku je souc¢astka, ktera se muze porouchat s pravdépodob-
nosti p. Presnéji feCeno porucha znamend, ze skrz soucastku netece proud. Poruchy
soucastek jsou na sobé nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, ze stdle potece proud
mezi dvéma puntiky?

(a) (b)

—

(¢)

- F

Podminéna pravdépodobnost

7. Hodime korunou a dvoukorunou, na kazdé z nich pada panna s pravdépodob-
nosti p.

(a) Jakéd je pravdépodobnost, Ze na obou padne panna, pokud padla panna na
koruné?

(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze na obou padne panna, pokud padla panna aspon
na jedné minci?

Je bez pocitani jasné, ktera pravdépodobnost je vétsi?



8. Kral zemé mé pravé jednoho sourozence. Jaka je pravdépodobnost, ze kral mé bra-
tra? (Ujasnéte si vSechny predpoklady, které pouzivite! Co jsou elementarni jevy?)

9. Kral udéli milost dvéma ze t¥{ véz1iu (a vybere ndhodné). Jednomu z nich dozorce
nabidl, Ze mu fekne jméno jednoho z druhych dvou véznu, ktery bude propustén.
Vézen ale odmitl: pak bych mél pravdépodobnost propusténi jen 1/2; ted ji mam
2/3. M4 pravdu?

Bonusy

10. (Bertrandiv paradox) Rovnostrannému trojtihelniku se stranou 1 opiSeme kruz-
nici, na té vybereme ndhodnou tétivu. Jaka je pravdépodobnost, ze délka tétivy je
vétsi nez 17

11. Na stole lezi dvé obdlky, o kterych vime, Ze v kazdé z nich je n&jaky (nenulovy,
celo¢iselny) pocet stokorun, v obou jiny. Mdme dovoleno jednu obélku oteviit a pak
se rozhodnout, zda si nechame tu, nebo tu druhou. Pokud chceme ziskat obalku s
vyssim obnosem, muzeme ji ziskat s pravdépodobnosti vétsi nez 1/2? (Népovéda na
posledni strance.)

12. Mame k nadob, v kazdé z nich a bilych a b ¢ernych micki. Z prvni vybereme
nahodny micek, vhodime do druhé. Pak z ni vybereme ndhodny micek, vhodime do
treti, atd. Jakd je pravdépodobnost, ze z posledni nadoby vytahneme bily micek?

13. V urné je a ¢ernych a b bilych mickia. Postupné z ni (bez vraceni) tahdme micky.
Jakd je pravdépodobnost, ze prvni vytazeny micek je ¢erny? Druhy, tfeti, ...?7
Pro procviceni

14. Hazime minci, dokud nepadne orel, na kazdy hod dostaneme novou minci. (Jaké
je pravdépodobnost, Ze ziskdme k minci?) Pak vSechny ziskané mince hodime na-
jednou, pokud na kazdé z minci padne orel, mizeme si je vSechny nechat. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se to stane?

15. Hodime dvakrat kostkou. Oznacime

e SD jev ,soucet hozenych cisel je 10,

e PS jev ,prvni hod padla sestka“ a

e NS jev ,v nékterém hodu padla sestka“ (moznd v obou).
Spoctéte pravdépodobnosti danych jeva a vsechny podminéné pravdépodobnosti.
16. V krabici se 100 bateriemi jsou ¢tyri vybité.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze kdyZ vybereme ndhodné tii z nich do ¢elovky, tak
bude fungovat? (Musi byt vSechny v porddku.)

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze budou aspon dvé ze t¥i v poradku?

(¢) Trikrat vytdhneme ndhodnou baterii, zméfime a (protoze je v poradku) tak ji

hodime zpét. S jakou pravdépodobnosti se to stane?

Bez pod¢itani: je vyssi pravdépodobnost (a) nebo (c)?



17. Oznacme Z jev ,Kvido si béhem piistich dvanacti mésicti nastavi automatické
zalohovani dulezitych souboru“ a D jev ,Kvido béhem pristich dvanicti mésictu
prijde o néjaky dulezity soubor®.

(a) Myslite, ze je vétsi P(Z | D) nebo P(Z | D°)?
(

)

b) Myslite, ze je vétsi P(D | Z) nebo P(D | Z¢)?

(c) Podle definice ovéite, zda vas tip je matematicky mozny.
)

(d) Zamyslete se nad tim, pro¢.

Jak experimentovat v Pythonu

# https://docs.python.org/3/library/random. html
# NepouzZivejte pro Sifrovant!
import random

# https://docs.python.org/3/1ibrary/itertools. html
import itertools

# Generuje ndahodné celé cislo 1 <=z <= 10:
x = random.randint (1, 10)
print(x)

# Alternativa, pokud mdate radi pythont range(...):
x = random.randrange(1, 11)
print(x)

# Generuje nahodny prvek dané neprazdné posloupnosti:
drink = random.choice([
"svétlé pivo",

"tmavé pivo",
"slivovice",
"zeleny caj",
"Cerny caj",
"bily caj",
"mléko",
D

print (drink)

# Viysledek 'B' je trikrat pravdépodobnéjsi neZ 'A':
print (random.choice(['A', 'B', 'B', 'B']))

# Vrati seznam k ndahodnych prvkid z dané sekvence (mohou se opakovat) :
print (random.choices(['A', 'B', 'C'], k=5))



# Také miZeme uréit vdahy jednotlivych prvki:
print(random.choices(['A', 'B', 'C'], weights=[1, 1, 4], k=5))

# Vybér bez opakovdni:
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'z'], k=2))
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'x'], k=2)) # dvé rizna 'z’

# Nahodna permutace:
my_list = ['a', 'b', 'c', 'd']
print(random.sample(my_list, k=len(my_list)))

# Destruktivnt nahodnd permutace:
random. shuffle(my_list)
print(my_list)

# Inictalizace pocldatecniho stavu generatoru
random. seed (42)

# Nebo mizZeme chtit pokaZdé jiny pocatecéni stav
random. seed ()

# Generovani vSech mozZnosti (vraci iterable):
print(list(itertools.permutations([1, 2, 31)))
print(list(itertools.combinations('ABCD', 2)))
print(list(itertools.combinations_with_replacement('ABCD', 2)))

# Kombinacni éisla nejsou v zdkladnich knihondch, ale ve scipy.
# import scipy.special

# scipy.special.comb(n, k, exact=True) # vrdati n nad k

Reseni baterii hrubou silou (projitim celého PP prostoru)

import itertools

N =12 # pocCet baterit

V=4 # pocCet wybitych

baterky = [0]*V + [1]x(N-V)

celkem = 0 # celkovy poclet moZnost?

a=20 # kolik z nich spliuje (a)

b=0 # kolik z nich spliuje (b)

for vyber in itertools.combinations(baterky, 3):



celkem += 1
pocet_ok = sum(vyber)
if pocet_ok == 3:
a +=1
if pocet_ok >= 2:
b +=1

print(f'(a) P={a/celkem:.3f}"')
print(f' (b) P={b/celkem:.3f}"')

Aproximace reseni baterii ndAhodnymi pokusy

import random
random.seed ()

N =12 # pocCet baterit
V=4 # pocet wybitych
baterky = [0]*V + [1]*(N-V)

pokusu = 10000 # kolik provedeme pokusi
a=20 # kolik z nich spliuje (a)
b=0 # kolik z nich spliuje (b)

for _ in range(pokusu):
vyber = random.sample(baterky, k=3)
ok = sum(vyber)

if ok >= 3:
a += 1
if ok >= 2:
b += 1

print(f'(a) P={a/pokusu:.3f}')
print (f'(b) P={b/pokusu:.3f}')

Ndpovéda k problému s obdlkami: Vytdhneme minci a hézime, dokud nepadne
panna. Oznadime X celkovy pocet hodt (véetné posledniho, tj. X > 1). Pokud v nasi
obaélce je k stokorun, tak si obalku nechdme, pokud X < k. Jakd je pravdépodobnost,

ze ziskdme obalku s vyssi ¢astkou?



2. cviceni z PaSti — 2021-03-10

Podminéna pravdépodobnost
1. Jaky je vztah tvrzeni P(A | B) > P(A) a P(B| A) > P(B)?

2. Pro planovani vyletu do Krkonos pouzivame c¢eskou a polskou predpovéd pocasi.
Kazdd ndm da binarni vysledek hezky/osklivo a mé pravdépodobnost tspéchu p €
[0, 1]; obé pfedpovédi jsou nezévislé. Pouzivame je takto: pokud se shoduji, véfime
jim, pokud ne, hodime si korunou. Jaka je pravdépodobnost, Ze se rozhodneme
spravné?

3. (Paradox Montyho Halla) V soutézni hie stojime na podiu pfed tfemi dvermi.
Za dvojemi je koza (tu nechceme, moc Zere), za zbylymi auto (to chceme, i kdyz
vlastné také moc Zere). Vybereme si jedny dvefe, ale nez je otevieme, moderator
otevie jedny ze zbylych dveri, ukdze za nimi kozu, a nabidne nam, ze mtizeme svoji
volbu zménit. Mame to udélat? Pomutze to? Uvédomte si, ze zaddni ma (minim4lné)
nasledujici dvé varianty:

(a) moderétor vi, kde je auto, a tomu prizptsobi, které dvefe otevie;

(b) moderator si hodi korunou, které dvefe otevrit. Kdyby odhalil auto, tak bychom
asi prohrdli, ale to se zrovna nestalo.

Budeme pouzivat strategii, kdy dvefe zménime. Spocitejte pravdépodobnost, ze vy-
hrajeme auto, ve variantéch (a), (b).

Nezavislé jevy
4. Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak jsou nezavislé i A, B¢ a také A¢, B¢.

5. Mohou byt dva jevy nezavislé a zaroven disjunktni?

6. Najdéte jevy A, B, C takové, ze P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C), ale jevy nejsou
po dvou nezavislé.

Testovani vlastnosti

Motivace: Necht nékteré elementarni jevy maji urc¢itou vlastnost a mame k dis-
pozici test, ktery ji ne uplné spolehlivé odhaluje — prikladem mize byt tfeba vyskyt
nemoci v populaci a test na tuto nemoc. Uvazme jevy N = | je nemocny“ a Tl = _test
vysel pozitivné*“.

Predstavme si, ze test danému jedinci vysel pozitivné. To muze znamenat, Ze
nemoc ma (pravy pozitivni vysledek), nebo Ze ji nemad, ale test se spletl (falesny
pozitivng vysledek). Podobné pokud test vySel negativni, mize to byt vysledek pravy
negativnd nebo falesny negativnd. (Anglicky true/false positive/negative.)

Pravdépodobnost pravého pozitivniho vysledku je zjevné P(N | T), falesného
pozitivntho P(N¢ | T'), podobné pravého negativniho P(N¢ | T¢) a falesného nega-
tivntho P(N | T¢). Pfitom zjevné P(N | T) =1 — P(N° | T) apod.



P1i vyrobé testu obvykle statisticky testujeme tispésnost testu na lidech, u kte-
rych vime, zda jsou nemocni. Tim ziskame opac¢né podminéné pravdépodobnosti
P(T | N) a P(T | N°). Bayseova véta ndm je umoziiuje obrétit a spocitat pravde-
podobnosti z predchoziho odstavce.

Jesté k terminologii: U testu se také mluvi o senzitivite a specificité. To prvni
je P(T|N) - jaky zlomek nemocnych se ndm podatilo identifikovat — to druhé pak
P(T¢|N¢), tedy totéz pro zlomek zdravych.

Podobnou situaci najdeme i v kontextu vyhledavani informaci: predstavte si tieba
internetovy vyhledavac, kterému polozite dotaz. Nemocni jsou spravné odpovédi na
dotaz, pozitivné testovani jsou vysledky vyhleddvace. Tentokrat se parametrim rika
precision a recall. Precision je zlomek spravnych odpovédi mezi nalezenymi, tedy
P(N | T), ¢ili pravdépodobnost pravych pozitiv. Recall fikd, jaky zlomek spravnych
odpovédi jsme nasli — to je P(T | N), ¢li totéz, co senzitivita. At Zije jednotnost
terminologie ;)

Bayesova véta

7. Petr dostédva hodné emailt, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 %
spamu spravné oznaci, ale také 5 % radnych emailt oznaéi jako spam.

(a) Kolik procent emailii bude oznaceno jako spamy?

(b) Kolik procent fadnych emaild je mezi témi, co jsou oznacené jako spamy?

(¢) Kolik procent spamt je mezi emaily, které testem prosly?

8. Koufovymi signaly prenasime binarni soubor. Je proto pomérné vysoka pravdé-
podobnost chyby u kazdého bitu: 0 se jako O pfenese jen s pravdépodobnosti 0.9,
1 jako 1 jen s pravdépodobnosti 0.8. Pfedpoklddejme (trochu neseriézné), Ze jednot-
livé znaky se prendsi nezavisle.
(a) Pokud jsme dostali signal 0, jaka je pravdépodobnost, Ze byl opravdu vysldn?
(b) Dostali jsme zpravu 0010. Jaké je pravdépodobnost, Ze byla opravdu vysldna?
(c) Jak se vypocet zméni, pokud budeme pro kontrolu vysilat kazdy symbol t¥ikrat
(a pak vezmeme ¢ast&jsi z téch ti{ pokust)?
Ulohu si miiZete zjednodusit predpokladem, 7e 0 a 1 se maji stejnou pravdépodobnost
spravného prenosu.

9. Pokud vidime bilého pudla, zvySuje to nasi diavéru, ze je kazda vrana cerna?



Bonusy

10. (Simpsoniv paradozr) V této tloze budeme mit bonbony dvou druhi: dobré
Cervené a nedobré zelené. Bonbony ale vybirdme z nddoby poslepu (nebo jsme bar-
voslepi). Rozhodnéte, zda se miize stét nasledujici podivnost:

e Prii vytahovani bonbonu z bilé krabice mame vyssi pravdépodobnost, ze vy-
tahneme dobry bonbon, nez z ¢erné krabice.

e Pri vytahovani bonbonu z bilého sacku méame vyssi pravdépodobnost, ze vy-
tahneme dobry bonbon, nez z c¢erného sacku.

o Pokud pfesypeme bonbony z bilého sdcku do bilé krabice (a z ¢erného do cerné
krabice), tak budeme mit lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu
v ¢erné krabici.

11. (Prosecutor’s fallacy) Pani C. umfely dvé déti kratce po narozeni. Je obzalovand
za dvojnasobnou vrazdu. Zalobce argumentuje takto: Pravdépodobnost syndromu
ndhlého dmrti kojenct je 1/8500. TakZe pravdépodobnost dvou takovych jevi je
1/85002%. Tud{z pravdépodobnost, Ze pani C. je nevinn4, je 1/85002, coz je hodné
mélo.

Formulujte argumenty zalobce v Teci pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé
chyby.

K procviceni

12. Logickd formule A = B je ekvivalentni obméné =B = —A. Budeme se
zabyvat analogiemi zahrnujicimi pravdépodobnost.

(a) Ukazte, ze pokud P(B | A) =1, tak také P(A°| B¢) = 1.
(b) Ukazte, Ze je v8ak mozné, aby P(B | A) =1, ale P(A° | B) = 0.

13. V truhle je sto minci. Z nich 99 je normalnich, ale jedna ma na obou stra-
nach orla. Vytdhneme ndhodnou minci a Sestkrat s ni hodime, pokazdé padne orel.
Jakd je pravdépodobnost, ze jsme si vytdhli ,dvouorlovou® minci? (Zkuste napied
odhadnout, pak spocitat.)

14. Na chorobu C mame dva testy, A a B. Test A ma4 sensitivitu i specificitu p = 0.95.
Test B vzdy fekne, ze pacient je zdravy. Predpokladejte, ze P(C) = 0.01.

(a) Spoctéte pro oba testy pravdépodobnost ispéchu (tj. spravné odpovédi), pouzi-
jeme-li je na ndhodného pacienta. Rozmyslete si, co to k4 o uzite¢nosti obou
test.

(b) Pro jaké p je pravdépodobnost tispéchu obou testii stejnd?



15. Ve volbéch hlasuji lidé pro dva kandidaty, A a B. P¥i odchodu z volebni mistnosti
jsou voli¢i ndhodné pozadani o ucast v exit-poll. Pfredpokladejme, ze kdo odpovi,
odpovi popravdé koho volil, ale ne v§ichni se zicastni. Oznac¢ime-li £ mnozinu voli¢a,
ktef{ se exit-pollu ztcastni, tak predpoklddejme P(FE | A) = 0.7 a P(E | A¢) = 0.4.

Vysledky exit-pollu jsou 60 % pro A. Jaky je skuteény podil lidi, ktefi hlasovali
pro A?

16. Mame tii normélni hraci kostky a jednu kostku, kde jsou tii jednicky a tii
dvojky. Vybereme uniformné nahodné jednu z kostek, hodime a padne jednicka.
Jaka je pravdépodobnost, ze jsme vybrali norméalni kostku?



3. cviceni z PaSti — 2021-03-17

Hratky s ndhodnymi veli¢inami

1. Prokop hazi basketbalovym micem na kos, v kazdém pokusu mé pravdépodobnost
zdsahu p = 1/10, pokusy jsou nezdvislé. Skon¢i po prvnim zdsahu. Ozna¢me X
celkovy pocet hodu.

(a) Jakd je P(X > k)?

(b) Jaké je rozdéleni X? Tj. urcete pravdépodobnostni funkei px, tj. pro kazdé x
urcete P(X = ).

(c) Jakd je P(X > 10| X > 5)?

(d) Jaké je E(X)?

2. Pokracovani z minulé tlohy: ozna¢me ¥ = X mod 2, tj. Y = 0, pokud je X sudé,
jinak Y = 1. Urcete rozdéleni Y.

3. Quido také hazi micem na kos, ma pravdépodobnost ¢, ze se trefi. Ozna¢me Z
pocet zasahu z n pokusu. Urcete rozdéleni Z.

4. Necht X ~ Bin(m,p) a Y ~ Bin(n,p) jsou n.n.v. Pak X +Y ~ Bin(m + n,p).
5. Necht X = X3 + -+ X,,, kde pro kazdé i je X; ~ Bern(p). Pokud jsou veli¢iny
X1, ..., X, nezavislé, fikali jsme si na predndsce, ze X ~ Bin(n,p) (zatim bez
definice nezdvislych veli¢in . .. ). Ukazte na piikladu, Ze pokud omezeni na nezavislost
neuvedeme (tj. chceme jen X; ~ Bern(p)), tak X miZe mit i jiné rozdéleni.

6. (Kasino v St. Petérburgu) Hézime opakované minci. Pokud poprvé padla panna
v n-tém hodu, dostaneme odménu 2™ rubli. Kolik byste byli ochotni zaplatit za
Gcast v této hre?

7. V pytliku N bonb6nt, z nichz K je dobrych. Nahodné vytahneme dva, oznacime
X pocet dobrych vytazenych bonbdnt.

(a) Urcete E(X).
(b

) Muzete i napted Tesit pro tazeni jen jednoho bonbénu.
(¢) Jak se jmenuje rozdéleni n.v. X?
(*)

*) A co kdyZ vytdhneme t¥i, ¢ty¥i, ..., n bonbéni?

8. Necht X m4 uniformni® rozdéleni na mnoziné {a,a + 1,a + 2,...,b} (pro celd
éisla a < b). Uréete E(X) a var(X). Rozptyl je trochu osklivy na dopoéitdvani,
pripomente si vzorec z diskrétky na soucet druhych mocnin — nebo se omezte na
konkrétni priklad a = 1,b = 6. Pripomente si vzorec z prednasky:

var(X) = E(X?) - E(X)?.

1Tim se mysli, Ze vSechny hodnoty z dané mnoziny maji stejnou pravdépodobnost. Nékdy téz
rovnomeérné.



Randomizované algoritmy

9. Stupidsort t¥idi takto: vygeneruje rovnomérné ndhodnou permutaci prvki, otes-
tuje, zda je settidénd, a pokud neni, spusti se znovu. Jaka je stfedni hodnota poctu
pokusii, nez setfidénou permutaci najdeme? Jaka je stfedni hodnota ¢asové slozitosti
algoritmu (to je také ndhodnd veli¢ina)? A v jakém pravdépodobnostnim prostoru
se vlastné pohybujeme?

10. Pseudomedidn mnoziny X = {x1,...,x,} je jakékoliv x € X, které je vétsi nez
asponl n/4 prvku z X a mensi nez aspon n/4 prvka z X. Jinymi slovy kdybychom

mnozinu sefadili, pseudomediany lez{ v ,prostfedni poloviné“2.

Uvazujme nasledujici algoritmus na vypocet pseudomedidnu. Rovnomérné na-
hodné vybereme jeden prvek, ovérime, je-li to pseudomedian, a pokud neni, algorit-
mus spustime znovu.

Casova slozitost algoritmu je ndhodna veli¢ina (v jakém piesné pravdépodob-
nostnim prostoru?). Urcete jeji stfedni hodnotu. Umite urcit pravdépodobnostni
funkei?

11. k-t nejmensi prvek v mnoziné X miuzeme hledat nasledovné. Najdeme pivota
— néjaky pseudomedian p. Rozdélime mnozinu na

Xce={reX|z<p} a Xs={zecX|z>p}

o Pokud k < |X.|, rekurzivné hleddme k-ty nejmensi prvek v X .
o Pokud k = |X.| 4+ 1, je k-tym nejmensim prvkem pivot p.

o Jinak rekurzivné hleddme (k — |X<| — 1)-ty nejmensi prvek v X.

Nahlédnéte, ze tento algoritmus funguje. Pokud budeme pseudomedian hledat
podle predchoziho cviceni, jaka je stfedni hodnota casové slozitosti tohoto algoritmu?

Jak se stfedni hodnota zmeéni, pokud jako pivota vybereme rovnomérné nahodny
prvek p € X7

12. Quicksort je tridici algoritmus postaveny na stejné myslence rekurzivniho déleni.
Vybereme pivota p, rozdélime mnozinu na X a X . Rekurzivné setfidime X. a X-.
Nakonec slepime za sebe setfidénou X, pivota a setfidénou X-.

Nejprve opét uvazujme verzi, v niz volime pivota jako pseudomedian spocitany
nasim randomizovanym algoritmem. Dokazte, ze stfedni hodnota ¢asové slozitosti je
O(nlogn).

Poté uvazujme rovnomérné ndhodnou volbu pivota. Dokazte, Ze stfedni casova
slozitost je nadéle O(nlogn). Muze se hodit nésledujici trik: Nejdrive si vSimneme,
Ze Casova slozitost je linedrni v celkovém poctu porovnani C. Pak pro kazdé x; € X
zavedeme nahodnou veli¢inu C;, kterd bude fikat, kolika porovnani se x; zucastni.
Vsimneme si, ze C' = ), C; a pouzijeme linearitu stiedni hodnoty. A propos, v jakém
pravdépodobnostnim prostoru pracujeme?

2tedy prostiednich dvou &tvrtinich



K procviceni

13. Na dvanéactisténné kostce je jedna sténa oznacena jednickou, dvé dvojkou, ¢tyti
¢tytkou a pét pétkou, vSechny stény padaji stejné casto. Oznacime X vysledek jed-
noho hodu. Spoc¢itejte E(X) a var(X), vyéislete také smérodatnou odchylku o x .

14. Hugo upravil svoji hraci kostku tak, ze ze ¢tyrky udélal druhou Sestku; vsechny
stény padaji stejné cCasto. Oznaéime X vysledek jednoho hodu. Spoéitejte E(X),
var(X) a ox.

3 Smeérodatnd odchylka ox veli¢iny X se definuje jako v/var X.



4. cviceni z PaSti — 2021-03-24
Z kazdé kapitolky (mimo Bonusy) vyfeste aspon jeden priklad.
Na zahrati

1. Méjme neorientovany graf G = (V| E). Vybereme ndhodné podmnozinu vrcholt
V' C V tak, Ze pro kazdy vrchol si hodime minci, zda ho ddme do V. Jak4 je st¥edni
hodnota po¢tu hran, které vedou mezi V' a V \ V'?

2. Hodime tfemi kostkami a vysledek precteme jako triciferné cislo. Jakd je jeho
stfedni hodnota?

3. Hodime dvéma kostkami a vysledek preCteme jako dvojciferné ¢islo, pricemz

kostku s vétsi hodnotou pouzijeme pro fad desitek. Jakd ja ted stredni hodnota?

Zachazeni se stfedni hodnotou a rozptylem

4. Necht X, Y jsou diskrétni n.v., a € R.

(a) Ukazte, ze var(X + o) = var(X).
(b) Vyjédiete var(aX) pomoci var(X).
(¢) Ukazte, ze var(X +Y) = var(X) + var(Y) pokud X, Y jsou nezdvislé.

5. Dokazte:

(a) Pokud E(X?) =0, tak P(X =0) = 1.

(b) Pfedpokladejme, ze var(X) = 0, déle ze E(X) existuje a je koneén4.
Pak X = E(X) skoro jisté, neboli P(X =E(X)) = 1.

Podminéna stredni hodnota

6. V testu je 20 otdzek s volbami {a, b, c,d}, vidy je spravnd préavé jedna odpovéd.
Za spravnou odpovéd dostanete 1 bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou
otazku nula. Kazdé otazka je s pravdépodobnosti p jednou z téch, co se Kvido naucdil,
a tedy znd spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd nezna, vi o tom a mize se
rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota poétu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat
jenom na otdzky, u kterych znd odpovéd?
(b) A co kdyZ bude tipovat, kdyZ neznd spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi
v Castech a, b stejné?



Nezavislost
7. Ukazte, ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé jejich indikatorové
velic¢iny.
8. Ukazte, ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati
PX<zANY <y)=PX<z) PY <y).

Pro jednoduchost muzete predpokladat, ze Im(X) = Im(Y) = {1,2,...,n} pro
néjaké n.
Nahodné vektory
Sdruzend pravdepodobnostni funkce je definovana vztahem

pxy(z,y) =P(X =AY =y).
Pripomerite si, jak z nf zjistit ,jednorozmérné funkce® px, py. (Tém se fikd margi-
ndlni rozdéleni — predstavujte si je na okrajich tabulky sdruZeného rozdéleni.)

9. Ze standardniho balicku s 52 kartami vytdhneme dvé karty. Oznac¢ime X pocet
vytazenych es, Y pocet kréli. Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci pxy a
také marginalni pstni funkce px, py.

10. Oznacme X1, X5, X3 vysledky t¥{ nezavislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s ¢isly
1, ..., 4).

a) Jaka je pravdépodobnostni funkce X = X;7

(a)

(b) Jakd je pravdépodobnostni funkce ¥ = max (X1, X5)?

(¢) Jakd je pravdépodobnostni funkce Z = max (X, Xo, X3)7
)

(d) O kolik se zvysi stfedni hodnota tim, ze mizeme hézet t¥ikrat? Neboli o kolik
je vyssi E(Z) nez E(X)?
Népovéda: Urcete napied P(Y < k), P(Z < k).

11. Nezavislé n.v. X1, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry p1, ..., pn.
Jaké je rozdéleni min(Xy,...,X,)?

12. Na kostce padne ¢islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro i = 1,...,6. Hodime n-krat
a oznacime X; pocet hodu, kdy padlo 1.

(a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkci pro n.v. Xy, ..., X,,.

(b) Jaké je margindlni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?



Bonusy

13. Pripomerite si definici indikdtorové ndhodné veli¢iny [ 4.

(a) Jakd je E(14)?
(b) Necht A= A; UAyU---U A,. Ovéfte rovnost

n

1-Iy =[] -1a,).

i=1

(¢) Rozndsobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip
inkluze a exkluze.

14. Ozna¢me M pocet emaili, které dostaneme za den, S pocet spamt mezi nimi,
H pocet ,hami“ — téch, co nejsou spamy. Piedpoklddejme, ze M ~ Pois(\) a Ze
kazdy email ma nezdvisle na ostatnich pravdépodobnost p, Ze je to spam.

(a) Vyjadfete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M
as.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(p)).
(¢) Odvodte, ze H ~ Pois((1 —p)X) a také, ze H, S jsou nezavislé n.v.

15. V tipovaci hfe mé soutézici na vybér n otazek, ze kterych si mlze postupné
vybirat. U i-té otazky s pravdépodobnosti p; odpovi spravné, ziské za to h; korun a
pravo dalsiho vybéru. Pokud neodpovi spravné, konéi. Predpoklddejme, ze cilem je
maximalizovat stfedni hodnotu zisku. Ukazte, ze toho docili, bude-li vybirat otazky
sefazené podle hodnoty %



Pravdépodobnostni rozdéleni v Pythonu

import scipy.stats as stats

Poridime st binmomidlni rozdéleni s danymi parameiry
= 20

=0.3

stats.binom(n, p)

oo B oW

# Nechdame si vygenerovat ndhodny vzorek
print ('RVS:', b.rvs(size=20))

# Pravdépodobnostni funkce (Probability Mass Function)
print ('PMF:', [b.pmf(x) for x in range(0, n+1)])

# Distribuént funkce (Cummulative Distribution Function)
print ('CDF:', [b.cdf(x) for x in range(0, n+1)])

# Kvantily ("inverze" k CDF, Percent Point Function)
print('Quantile 0.1:', b.ppf(0.1))
print('Quantile 0.9:', b.ppf(0.9))

# StTedn? hodnota, Tozptyl a smérodatnd odchylka
print('Mean:', b.mean())

print('Variance:', b.var())

print('Std deviation:', b.std())

# Také se jde primo zeptat na vlastnosti rozdéleni s konrétnimt
# parametry, aniZ bychom ho explicitné konstruovali.
print(stats.binom.rvs(n, p, size=20))



Kreslime obrazky

import numpy as np
import scipy.stats as stats
import matplotlib.pyplot as plt

Rozdélent

= 20

= 0.3
stats.binom(n, p)

o T B %

# Jeden obrazek

fig, ax = plt.subplots(l, 1)

x = np.arange(0, n+1)

ax.plot(x, b.pmf(x), 'bo', ms=8, label='binom pmf')
ax.vlines(x, 0, b.pmf(x), colors='b', lw=5, alpha=0.5)
ax.legend ()

plt.show()

# Nebo vice obrazki pohromadé

fig, ax = plt.subplots(l, 2)

x = np.arange(0, n+1)

ax[0] .set_ylim(0, 1)

ax[0] .plot(x, b.pmf(x), 'bo', ms=8, label='binom pmf')
ax[0] .vlines(x, O, b.pmf(x), colors='b', lw=5, alpha=0.5)
ax[0] .legend )

ax[1] .plot(x, b.cdf(x), 'r', label='binom cdf')

ax[1] .legend )

plt.show()



Binomial(n=30, p=0.3)
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Hypergeometric(M=100, n=10, N=3)
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Geometric(p=0.5)
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Poisson(pu=1)
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5. cviceni z PaSti — 2021-03-31

Rozdéleni ndhodnych velicin

1. (Newton-Pepys problem) Oznacme Ay jev .z Sesti hodu kostkou padne aspor
jedna Sestka“. Déale Ay jev ,z dvandcti hodu kostkou padnou aspon dvé Sestky“.
Obecné: Ay jev ,z 6k hodt kostkou padne aspon k Sestek“.

(a) Vyjadrete P(A;) pomoci vzorecku s kombinaénimi &isly.
(b
(c

(d) * Zapremyslejte, kterd z P(Ay) by méla byt nejvétsi, bez pouZiti vzorce.

Vyjédiete P(A;) pomoci distribuéni funkce binomického rozdéleni.
Jaka je stfedni hodnota poctu Sestek pro kazdou z variant?

)
)
)
)

2. (de Méreho problém)

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne ze ¢ty hodu asporn jedna Sestka?

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze padne z 24 hodt dvojici kostek aspoii jedna dvojita
Sestka?

(c) De Meéreho problém spocival v tom, jestli jsou odpovédi na ¢ésti a, b stejné.

(d) Umite tlohu interpretovat jako otdzku o binomickém rozdéleni? O geometric-
kém rozdéleni?

Nahodné vektory

3. Dokazte néasledujici vlastnost Poissonova rozdéleni. Necht X ~ Pois(A), Y ~
Pois(p) jsou nn.v. Pak X +Y ~ Pois(\+ p).

4. Hodime trikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubi v prvnich dvou hodech a Y pocet
licti v poslednich dvou hodech.

(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px,y a také marginalni pravdépo-
dobnostni funkce px, py.

(b) Jsou X a Y nezavislé?
(¢) Urcete P(X <Y).

(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkei px |y



Spojité ndhodné veli¢iny
Pripomenite si, ze distribu¢ni funkce Fx je definovana vztahem
FX(x) = P(X <ux).
V nékterych piipadech je Fix( f fx(t) dt pro vhodnou nezipornou funkci
fx (hustotu X); takovym n.v. se rlka spogzte Pak plati:

. P(X S A fA fX
Pritom [, f(t) dt deﬁnmeme jako [T o La(t)f(t) dt, kde 1,4 je charakteristickd
funkce mnozmy (1 uvnit¥, 0 venku).

o E(X)= [t fx(t) dt a obecngji

B(g(X)) = [ gft) fx(t)dt

— 00
o Stejné jako pro diskrétni n.v. je var(X) = E(X?) — (E(X))%

5. Pro n.v. X s distribuc¢ni funkci F' vyjadrete

(a) P(X € (0,1])
(

b) P(X > 0)
(c) P(X <0)
(d) P(X €[0,1])

6. Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina. Vyjadrete pomoci Fy distribu¢ni funkci
nahodnych veli¢in

(a) =X

(b) X+ = max(0, X)
(¢) X~ = —min(X,0)
(d) | X|=X"+X"

7. Necht Fy je ddna predpisem Fx(z) = x/3 pro z € [0,3], Fx(x) =0 proz <0 a

Fx(z) =1proxz > 3. Necht Y =1/X a Z = X2. Spoctéte
(a) P(1<X <2)

(b) P(X <)

(c) P(X < 2)

(d) hustotni funkei fx

(e) distribu¢ni funkce Fy a Fyz

Bonusy

Viz priklady z minulého cviceni.



6. cviceni z PaSti — 2021-04-07

7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden priklad.
Pokud se zaseknete, na posledni strané jsou napovédy.

Zaklady pravdépodobnosti

1. Uvazme skupinu 25 lidi. Jaka je pravdépodobnost, ze zadni dva z nich nemaji na-
rozeniny ve stejny den? (Predpoklddejte, Ze den narozenin je rovnomeérné rozdélend
ndhodna veli¢ina. Pro jednoduchost ignorujte prestupné roky.) Nemusite vy¢islovat.

Rozbor moznosti — véta o uplné psti a aplné stiredni hodnoté

2. H4zime minc{, dokud nepadne orel, na kazdy hod dostaneme novou minci. (Jakd
je pravdépodobnost, Ze ziskdme k minci?) Pak vSechny ziskané mince hodime na-
jednou, pokud na kazdé z minci padne orel, mizeme si je vSechny nechat. Jaka je
pravdépodobnost, ze se to stane? Jaka je stfedni hodnota poctu ziskanych minci?
(Tu muzete nechat ve tvaru nekoneéné sumy.)

Diskrétni ndhodné velic¢iny

3. Mame krouzek s péti kli¢i, jeden z nich je od vchodovych dvefi. Nevime ktery,
tak je budeme zkouset ndhodné. Urcete pravdépodobnostni funkci a stfedni hodnotu
poctu vyzkousenych kli¢a, pokud

(a) po vyzkouSeni zapomeneme, ktery kli¢ jsme zkouseli, a dalsi vybirdme opét
nédhodné ze vsech.
(b) vyzkousené kliCe si oznadime, piisté je uz nezkousime.

(c) Césti (a), (b) zkuste znovu pro variantu s deseti kli¢i, z nichz jsou dva spravné.

4. Knihovna MFF ma 1000 ¢tenait — studentti informatiky — a rozhoduje se, kolik
kopii nové knihy koupit. Predpokladejme, ze o knihu méa v dany semestr kazdy
student zdjem s pravdépodobnosti p = 0.01, nezavisle na ostatnich.

(a) Urcete pravdépodobnostni funkei pro pocet studenttt, ktefi maji o knihu zdjem.

(b) Uréete pravdépodobnostni funkci pro Poissonovskou aproximaci tohoto poctu.

(c) Jaka je pravdépodobnost, ze 20 kopii knihy nestac¢i? Vyjadrete jednak pomoci
distribu¢ni funkce, jednak pomoci sumy. A také jednak pomoci presné formule
z Casti (a), jednak pomoci aproximace z ¢asti (b).

(d) Je popsany model zdjmu studentt o knihy realisticky?



Diskrétni ndhodné vektory

5. Necht X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim Geom(p).

(a) Napiste sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y.
(b) Spoctéte P(X +Y =n).
(c) Spoctéte P(X =k | X +Y =n).

6. Oznac¢me X ndhodnou veli¢inu, kterd popisuje pocCet emailti, které dostaneme za
jeden den. Dale Y < X necht je pocet obdrzenych emaili, které jsou spamy. Predpo-
klddejme, ze X ~ Pois()\). Dale predpokladejme, Ze kazdy email, ktery dostaneme,
mé (nezdvisle na ostatnich) pravdépodobnost p, Ze je spam.

(a) Napiste podminénou pravdépodobnostni funkci py|x.

(b) Napiste sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y.

(¢) Odvodte z px y margindlni pravdépodobnostni funkei px a ovéfte, ze odpovida
Pois()\). (To by mélo byt pravda automaticky, ale ovéite to ze vzorce.)

(d) Odvodte z px y marginalni pravdépodobnostni funkeci py a ovéfte, ze odpovida
Pois(p)). (To je ponékud necekané.)

(e) Odsud snadno plyne, ze Y — X ~ Pois((1 — p))).
(f) * Nahodné veliciny X a ¥ — X jsou nezavislé.

Spojité ndhodné veli¢iny

(Definice si muzete pfipomenout v piikladech z minulého cviceni.)

7. Necht Fx je déna predpisem Fx(z) = /3 pro z € [0,3], Fx(z) =0prox <0 a
Fx(z) =1proz > 3. Necht Y =1/X a Z = X?2. Spoctéte

(a
(b

) §X§2)
)
()
)
)

P(1
P(X <Y)
P(X < 2)

(d) hustotn{ funkei fx

(e) distribuéni funkce Fy a Fy



8. Fxponencidlni rozdeleni je spojitou analogii rozdéleni geometrického. Vyjadiuje
dobu ¢ekdni na prvnf uddlost generovanou poissonovskym procesem (s danym para-
metrem A). Ndhodna veli¢ina X ~ Exp(A\) mé distribu¢ni funkei

1—e M rot >0,
0 pro t < 0.

Vypocitejte:

(a) hustotni funkci fx(t)
(b) stiedni hodnotu E(X)
(¢) rozptyl var(X)

Napovédy

1. Staci pouzit zakladni formulku pocet dobrych déleno poctem vsech.

2. Pouzijte rozklad pravdépodobnostniho prostoru: By budou pribéhy experi-
mentu, kde prvni kolo skoné¢ime s £ mincemi.

3. (a) Geometrické rozdéleni. (b) Predstavte si, ze napied sefadime pét kli¢a
ndhodné do fady, pak je bereme v tom poradi. (¢) Prvn{ ¢dst je tiplné stejnd,
druhd je jind — podobnd problému s maximem ze dvou kostek (piiklad 4.10.).

4. (a) Jedna se o binomické rozdéleni. (b) Zde jde o Poissonovo rozdéleni s in-
tenzitou 1000 - 0.01. (c) Které hodnoty je tfeba scitat? (d) Jak je to s tou
nezavislosti?

5. Postupujte presné podle definic. Pro kontrolu, ¢4st (c¢) nezavisi na k (pokud je
hodnota k mozn4).

6. (a) Vime-li, Ze pokud X = n, tak se Y chovd jako Bin(n,p). (b) PouZijte vzorec
z prednéasky — vztah pxy a pxy-

7. Dosadte do definic.
8. Dosadte do definic.



7. cviceni z PaSti — 2021-04-14

7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden priklad.

Distribu¢ni funkce
Pripomerite si, Zze distribuéni funkce Fx je definovdna vztahem Fx (z) = P(X < z).

1. Pro jisty problém mame k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spociva
v tom, Ze si nahodné vybereme, ktery z algoritmi A, B spustime — A bude mit
pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p. Dobu béhu A, B, C' chipeme jako
nahodné veli¢iny, oznac¢ime je X, Y, Z.

(a) Vyjadrete E(Z) pomoci E(X) a E(Y).

(b) Urcete Fz pomoci Fx, Fy.

(¢) Pokud jsou X, Y spojité, uréete fz pomoci fx, fy.

2. Metrovy klacek rozlomime na dva kusy lomem v uniformné ndhodném bodé. Bud
X délka dels{ ¢ésti.

(a) Jaké je rozdéleni X?

(b) Urdete E(X).

Hustota

Pro spojité n.v. je Fx(z) = [“__ fx(t) dt pro vhodnou nezdpornou funkci fx (hus-
totu X). Pak je také P(X € A) = [, fx(t) dt.

3. Hazime na ter¢ — kruh o poloméru 1. Predpoklddejme, ze kazdy bod v teréi ma
stejnou pravdépodobnost zasahu, presnéji, kazda jeho podmnozina ma pravdépo-
dobnost imérnou své plose. Ozna¢me X vzdélenost od stfedu.

(a) Najdéte distribuéni funkei Fx.
(b) Najdéte hustotni funkci fx.
(¢) Zjistéte E(X), var(X), ox.

4. Bublifukem vyfoukneme bublinu o poloméru R ~ U(1,5). Jaka je stfedni hodnota
povrchu bubliny?



Vypocty momenti
Pro n.v. X definujeme jeji k-ty moment jako E(X%).
5. Bud X ~ U(a,b). Na pfedndsce jsme si ukazovali vipocet E(X).

(a) Spoctéte analogicky E(X?) a odsud var(X).

(b) Alternativné, uvédomte si napied, jaké je rozdéleni veli¢iny ¥ = X — E(X).
Pak spoctéte E(Y2), coz je var(X).

(a) Necht X je diskrétni nebo spojitd ndhodna veli¢ina a X > 0 skoro jisté (tim se
mysli, ze P(X > 0) =1). Pokud E(X) existuje, tak E(X) > 0. Dokazte.

(b) Necht Y, Z jsou diskrétni nebo spojité ndhodné veli¢iny a Y < Z skoro jisté.
Pokud E(Y), E(Z) existuji, tak E(Y) < E(Z). Dokazte.

Samplovani

7. Necht X7, ..., X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim se stiedni
hodnotou u a rozptylem o2. Ozna¢me S,, = (X1 +- - -+ X,,)/n. To miZzeme povazovat
za odhad stfedni hodnoty p primérem z n pokusu.

(a) Urcete E(S,,) a var(Sy,).
(b) Ukazte, jak lze poéitat S, z S,,—1, X, a n.
(c) Pouzijte vhodné X;, aby p obsahovalo ¢islo 7. Sestavte program v libovolném

jazyce a spocitejte pomoci néj hodnotu 7. (Jak velké n myslite, Ze bude potieba
pro pét spravnych &islic?)

Modelovani pomoci ndhodnych veli¢in

8. Pan Chen Cheng navstivil Prahu a v uniformné ndhodny cas se objevi na Staro-
méstském nameésti. Kazdou celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12
figur apostolu. (Pro ucely této tlohy predpokladejme, Ze apoStolové se objevi jen na
okamzik a hned zase zmiz.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze pan Cheng uvidi apostoly, aniz by ¢ekal déle nez
15 minut.

(b) Co kdyZ pan Cheng prijde na Staroméstské ndmésti v uniformné ndhodném
case po poledni, tj. 12:00-24:007



9. Predpokladejme, Ze u postovni prepazky trva vytizeni jednoho zakaznika cas,
ktery ma exponencialni rozdéleni a stredni hodnotu 4 minuty.

(a) Jaky je parametr A, jakd je distribu¢ni funkce?

(b) Jakd je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

(c) Jaka je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

10. Rikdme, ze ndhodnéa veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
P(X>s+t|X>s)=P(X >t)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nema vliv na dobu, kterou
budeme jesté cekat. Uz jsme vidéli, ze geometrické rozdéleni nema pamét. Ukazte,
ze ani exponencidlni rozdéleni nema pamét. Plati dokonce, Ze je to jediné spojité
rozdéleni na kladnych ¢éisel bez paméti (a geometrické je jediné diskrétni bez paméti),
ale to dokazovat nemusite.

11. Necht X; ~ Fxp(\;) pro i = 1,...,n jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Oznacme
M =min(Xy,...,X,). Ukazte, ze M ~ Ezp(A + -+ + A\p).

12. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském aredlu
Jestéd, pomoci normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou 40 (centimetrii) a sméro-
datnou odchylkou 10.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndm model uréi zdpornou hodnotu snéhové po-
kryvky?

(b) Jakd je pravdépodobnost, ze snéhu napadne 50-70 cm?

Hodnoty ®(z) si spocitejte v Pythonu nebo v R, pfipadné se podivejte do tabulky na
https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table (sekce Cummulative).

Bonusy

13. Navod, jak overit, ze hustotz; normalniho rozdéleni se opravdu zintegruje na 1.
Chceme vypocitat [ = ffooo e~*/2 dx, resp. ukézat, ze I = \/27m. Ukézeme misto
toho, ze I? = 2. Plat{ totiz

122/00 /OO e_mz/g-e_yz/dedy
—oo J—o0

a tento dvojny integral se velmi zjednodusi po prevodu do polarnich souradnic.



14.

(a) Uvazme seznam statl svéta a jejich aktudlnitho poctu obyvatel. Odhadnéte,
kolik z téchto pocti zafing jednickou! (Lhostejno, na které pozici na prvnf
jednicka je.)

(b) Srovnejte s néjakou skuteénou tabulkou, napt. na https://www.worldometers.
info/world-population/population-by-country/.

(¢) Promyslete, pro¢ by to tak mohlo byt. P¥ipadné si prectéte o Benfordové zd-
konu.

15. Stredni hodnota diskrétni i spojité nahodné veli¢iny spliuje

]E(X):/OOOP(X>t)dt—/_O P(X < t)dt.

K procviceni

16. Necht U ~ U(0,1) a p € [0,1]. Uvazme funkci

0 proz>p,
g(t) =
1 prox <p.

Co muzete ict of n.v. X = g(U)? Spoététe jeji stfedni hodnotu dvéma zpusoby —
primo ze znalosti jejiho rozdéleni i pomoci pravidla LOTUS.

17. Necht Fx je ddna predpisem Fx(z) = 2/3 pro x € [0,3], Fx(z) =0 prox <0
a Fx(z)=1prox > 3. Necht Y =1/X a Z = X2. Spoctéte

(e

18. Stredni doba zivota harddisku je 4 roky. Prepokladejme, Ze tato doba je popsana
ndhodnou veli¢inou s exponencidlnim rozdélenim. (To neni realisticky pfedpoklad,
viz napf. https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze disk selze béhem prvnich t¥{ let?
(b) Jakd je pravdépodobnost, ze vydrzi alespon 10 let?
(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % disku?



19. Plutonium-238 mé polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat
pomoci exponencialniho rozdéleni: pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne,
povazovat za nezdvislou ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Ezp(\).

Jaké je A?

b) Jaké je stfedni doba Zivota atomu 238Pu?

(c
(d) Kolik procent atomu se rozpadne po 50 letech? (Mimochodem, nékteré kosmické
sondy a nékteré kardiostimulatory pouzivaji rozpad 2**Pu jako zdroj energie.)

(a
(

Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?

)
)
)
)

20. Pozorujeme meteoricky roj. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné
rozdélend se stfedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?
(b) Jakd je pravdépodobnost, ze se dockdme za nejvyse jednu minutu?

(c) * Jaké je rozdéleni ¢asu, kdy uvidime druhy meteor? T¥etd, ... (Pfedpokladdme,
Ze jednotlivé meteory jsou navzdjem nezavislé.)

21. Necht X ~ N(0,1), Y ~ N(1,4).

(a) Najdéte linedrni funkei f(t) = a-t+b, aby f(Y") méla stejnou distribuci jako X.
(b) Spoitéte P(X < 1), P(X > 2).
(c) Spoctéte P(Y < 0), P(Y > 2).

22. Bud Y minimum z & uniformné ndhodnych ¢isel z intervalu [0, 1]. Spoctete E(Y).

23. Frantovi jsme ve skoku do dalky namérili 9 metri, coz prekonava svétovy rekord
0 5 cm. Pii méfeni jsme se ovSem dopustili chyby s rozdélenim N(0,0.01). Jaka je
pravdépodobnost, ze byl rekord skutecné prekonan?

24. Necht X ~ N(0,1) a Y = | X]|. Urcete E(Y) a var(Y).



9. cviceni z PaSti — 2021-04-28

7 kaZdé kapitolky zkuste aspon jeden priklad.

Samplovani

1. Necht n.v. X m4 distribuéni funkci F, hustotu f, stfedni hodnotu u a rozptyl o2.
Necht déle Y = aX + b.

Jakou stfedni hodnotu a rozptyl ma Y7

(a)

(b)

(c) Pokud X ~ N(0,1), jak nastavit a a b, aby bylo Y ~ N(a, 2)?
)

(d) Jsou-li @ a ¢ distribuéni funkce a hustota pro N(0,1), jak vypadd distribuéni
funkce a hustota pro N(u,0?)?

Jakou distribuéni funkei a hustotu ma Y'?

2. Vzpomeiite si na vétu z predndsky. Necht U ~ U(0,1). Jak vyrobite ndhodnou
veli¢inu
(a) s rozdélenim U(a,b)?
(b) s rozdélenim Ezp(A)?
) s Cauchyho rozdélenim? (pfipomerite si, ze (arctgz)’ = 1/(1 + 22))
)

(c
(d) s rozdélenim N(0,1)?

3. Necht X7, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny a maji vSechny stejné rozdéleni

se stiedni hodnotou i a rozptylem o2. Oznaéme S,, = (X1 +- - -+ X,,)/n. To miizeme
povazovat za odhad stfedni hodnoty p primérem z n pokusti.

(a) Urcete E(S,,) a var(Sy,).
(b) Ukazte, jak lze poéitat S, z S,,—1, X, a n.

(¢) Pouzijte vhodné X;, aby u obsahovalo &islo 7. Sestavte program v libovolném
jazyce a spocitejte pomoci néj hodnotu 7. (Jak velké n myslite, Ze bude potieba
pro pét spravnych ¢islic?)

Normalni rozdéleni
4. Necht Z ~ N(0,1). Pomoci tabulky funkce ® ovéite pravidlo 3o, neboli spoctéte

(a) P(lZ] <1)
(b) P(|Z] <2)
) P( 3

)

IN A

P(|Z]
P(|Z|
(c) P(1Z] <3)

(d) Pfepiste, co to znamend pro n.v. X ~ N(u,0?).

IN



Modelovani pomoci ndhodnych velic¢in
Viz tlohy z minulého cviceni.
Spojité vektory

Pripomente si:

o dvojné integraly jde prohazovat (Fubiniho véta)

[ [senai=[ [ sopaa

Potieba je, aby se nejednalo o integraly typu co — oo, neboli [y [y |f(x,y)|
musi byt konecny.

e pro ,rozumnou“ mnozinu A

P(X,Y)e A) = /Afx,y(x,y) dx dy.

* f_ fxyxy)dy

o fy(y)= [ fxy(z,y) da
o nezivislost X, Y < Fxy(z,y) = Fx(2)Fy(y) < fxy(z,y) = fx(@)fy(y)

5. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y (z,y) = e *~¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).

Urcete margindlni hustoty fx, fy.

(a)
(b)
(c)
(d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).

Urcete také distribuc¢ni funkce Fx, Fy, Fxy.

Jsou X, Y nezavislé?

6. Volme uniformné ndhodné bod z ptlkruhu o poloméru 1, se sttedem v pocatku
a lezicim v horn{ poloroviné. (Uniformné znamend, ze pravdépodobnost kazdé pod-
mnoziny je tmérnd jejimu obsahu.) Ozna¢me X, Y soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.
(b) Najdéte margindlni hustotu fy a spoc¢téte pomoci ni E(Y').

(¢) Pro kontrolu spoc¢téte E(Y) pfimo (pomoci pravidla LOTUS).



7. (Buffonova jehla) Na nekonec¢nou podlahu hodime ndhodné jehlu délky ¢. Podlaha
je z prken, jejich okraje tvori rovnobézné primky ve vzdalenosti d. Urcete pravdépo-
dobnost, Ze jehla bude presahovat okraj nékterého prkna.

Ndpovéda: Nakreslete obrazek a popiste polohu jehly pomoci dvou ndhodnych pro-
ménnych (posun a thel).

K procviceni

8. Bud Y minimum z %k uniformné ndhodnych éisel z intervalu [0, 1]. Spoctete E(Y").
9. Najdéte analogii ,pravidla 30, neboli spoctéte P(|X — E(X)| < ¢-ox) pro
c=1,2,3, pokud:

(a) X m4 uniformni rozdéleni,
(b) X ~ Eup(1),
(¢) X ~ Ezp(2).



10. cviceni z PaSti — 2021-05-05

7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden priklad.

Konvoluce
1. Budte X,Y, Z ~ U(0,1) nezdvislé ndhodné veli¢iny.
(a) Jaké je rozdéleni X + Y? Urcete hustotu — jak podle konvoluéniho vzorce, tak

»podle obrazku“.

(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z? Pro jednoduchost urcete hustotni funkei jen na
intervalu [0, 1].

(c) Jak vysledek ovéfit samplovanim? (Provedte rychly experiment, napt. v Py-
thonu, nebo jen popiste, co byste délali.)

2. Budte X, Y, Z ~ Exp()\) nezavislé ndhodné velic¢iny.

(a) Jaké je rozdéleni X +Y?
(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7?

Aplikace nerovnosti a Centralni Limitni Véty

3. Statistik chce odhadnout prumérnou vysku h (v metrech) lidi v né&jaké populaci,
pomoci n nezavislych vzorkia Xy, ..., X,, které vybirdame uniformné ndhodné se
vSech moznych lidi. Pro odhad pouzije vybérovy pramér S, = (X1 + --- + X,,)/n.
Odhaduje, ze smérodatna odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n ma volit, aby smérodatnd odchylka S,, byla nejvyse 1cm?

(b) Pro jaké n zajisti CebySevova nerovnost, Ze pravdépodobnost, ze M, se lisi
od h nejvyse o 5cm s pravdépodobnosti alespon 99 %?

4. Oznacme S = ZZO:O (120). Oznaéme dale X = qu X;, kde X; je £1 s pravdeé-

1=

podobnost{ 1/2 a veli¢iny X, ..., X, jsou nezdvislé.

(a) Vyjadrete S pomoci vhodné pravdépodobnosti vyroku o X.
(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(¢) Vyd¢islete S vhodnym softwarem a srovnejte.

5. Odhadnéte (13000) pomoci CLV.



Podminéna stredni hodnota
6. Necht X je n.v. s hustotou
z/4 prol <z <3,
xTr) =
Ix(@) {0 jinak.
Oznaéme A jev {X > 2}.

(a) Spoctéte E(X), P(A), fxja a E(X | A).
(b) Oznaéme Y = X2. Spoctéte E(Y) a var(Y).

Podminéna hustota

7. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu

eV prol<z<y<oo,
f(z,y) = )
0 jinak.

(a) Urcete podminénou hustotu fx|y.

(b) Urcete podminénou hustotu fy|x.

8. Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechame si levy kus.
Jeho délku oznac¢ime Y. V ném opét vybereme uniformné ndhodny bod, kde klacek
zlomime, a délku levého kusu oznacime X.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. Mize vim pomoci podminéna hustota fx|y.
(b)

(¢) Pomoci fx spoctéte E(X).

(d) Spoctéte E(X) pomoci vztahu X =Y - (X/Y).

Najdéte marginalni hustotu fx.

9. Metrovy klacek rozlomime na t¥i kusy jednim z niZe popsanych zpusobti. Pro
kazdy z nich spocitejte, jaka je pravdépodobnost, Ze ze ziskanych ti{ kust jde sestavit
trojahelnik. (Ndpovéda: napied si rozmyslete, kdy jsou tii kladnd ¢isla se souctem 1
stranami néjakého trojihelniku.)

(a) Vybereme uniformné ndhodné dva body zlomu.

(b) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s kusem
klacku v pravé ruce.

(¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udéldme s vétsim
kusem klacku.



10. Volme uniformné ndhodné bod z trojihelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [0,1] a
[1,0], tj. pravdépodobnost kazdé podmnoziny je imérnd jejimu obsahu. Oznac¢me
X, Y souradnice zvoleného bodu.

a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.
b)
()

(d) Spoctéte E(X | Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spoctéte E(X) (pomoci

(e) Spoctéte E(X) pomoci predchozi ¢dsti a symetrie.

Najdéte marginalni hustotu fy .

(
(

Najdéte podminénou hustotu fxy-



11. cvicéeni z PaSti — 2021-05-19

Bodové odhady

1. Mame nédhodny vybér Xi,...,X,, ~U(0,9).

(a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad ¢ metodou maximélni vérohodnosti.

(c) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.

(d) Pro kazdy z nich spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE).
)

(e) Ktery odhad je lepsi? Napada véis néjaky jesté lepsi?
2. Mame ndhodny vybér Xi,..., X, ~ Ezp(\). Oznaéme ¢ = 1/\.

(a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximdlni vérohodnosti.
(¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.

)

(d) Spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE).

3. Mame ndhodny vybér X1, ..., X, ~ Geom(p).

(a) Navrhnéte bodovy odhad p momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad p metodou maximdlni vérohodnosti.

(¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.

4. Méme ndhodny vybér Xy, ..., X,, ~ Exp()\). Zajimé nds pravdépodobnost p, Ze

X >1pro X ~ Exp()\). (Piipomenime, ze p = e~*'1.)

(a) Navrhnéte bodovy odhad p (libovolnou metodou), pfipadné nékolik odhadi.

(b) Prozkoumejte jeho vlastnosti.

5. Necht X ~ Exp()\) popisuje drahu, kterou uleti radioaktivni ¢astice, nez se roz-
padne. N4§ pristroj jeji rozpad (a polohu rozpadu, tj. hodnotu X) zachyti, ale jen
pokud 1 < X < 2. Forméln¢, budeme zkoumat ndhodny vybér Xi,..., X, ~ Fx|p

projev B=1<X < 2.

(a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximalni vérohodnosti.

(¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.



K procviceni
6. Mame ndhodny vybér Xi,..., X, ~ Pois()\).
(a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximdlni vérohodnosti.

(c¢) Spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE).
7. Médme ndhodny vybér Xi,..., X, ~U(9,9 + 1).
(a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.
(

b) Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximélni vérohodnosti.

)
)

(¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.

(d) Pro kazdy z nich spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE).
)

(e) Ktery odhad je lepsi? Napada vis néjaky jesté lepsi?



12. cviceni z PaSti — 2021-05-26

7 kaZdé kapitolky zkuste aspon jeden priklad.

Intervalové odhady

1. Méame jedno méfeni X ~ N(u,1). (Parametrem je tedy ¥ = p.)

(a) Najdéte intervalovy odhad pro pu se spolehlivosti 95 %.

(b) Misto jednoho méfeni jich provedeme n (pochopitelné nezéavislych). Jaky bude
ted intervalovy odhad pro p?

(¢) Necht X m4 stéle stfedni hodnotu p a rozptyl 1, ale neni uz nutné normdlni.
Co se zméni?

2. Tentokrat vybirdme z rozdéleni N(u,0?): pu ani o nezname, parametr ¥ = (u, o).
Namétili jsme hodnoty 8.47, 10.91, 10.87, 9.46, 10.40.

(a) Spoctéte vybérovy prumeér a vybérovy rozptyl.
(b) Kdybychom véiili, Ze spocteny vybérovy rozptyl je skuteéna hodnota o2, na-
jdéte intervalovy odhad pro pu.

(c) Najdéte intervalovy odhad pro p pouzitim Studentova t-rozdéleni.

3. Pocet email za den modelujeme pomoci Poissonova rozdéleni Pois(A). Prvni
tyden v prosinci jsme dostali postupné 34, 35, 29, 31, 30 emailt. Najdéte pro A
intervalovy odhad se spolehlivosti 95 %.

Pouzijte k tomu posledni metodu z prednasky — tu vyuzivajici Studentova rozdé-
leni. (Poissonovo rozdélen{ sice nenf normélni, ale pro dostatecné vysokou hodnotu A
je norméalnimu dost podobné, metoda bude mit spolehlivost blizkou 95 %.)

Testovani hypotéz

4. (Vsimnéte si podobnosti a rozdilu oproti prvnimu piikladu.) Mame jedno méteni
X ~ N(u,1). Chceme ovéfit hypotézu Hy: p = 5 s hladinou vyznamnosti o = 5 %.
(a) Jaky zvolime kriticky obor — mnozinu méfeni, ve které hypotézu zamitneme?

(b) Misto jednoho méfeni jich provedeme n (pochopitelné nezavislych). Jaky bude
kriticky obor pro X,,?

(¢) Pokud je ve skutecénosti yp = 4 a mame n = 10 méfeni, jakd je pravdépodobnost,
ze hypotézu nezamitneme?

(d) Necht X ma4 stéle stfedni hodnotu p a rozptyl 1, ale neni uz nutné normalni.
Co se zméni?



5. Podle slibu vyrobce bude jeho stroj délat chyby nejvyse ve 3% pripadi. Z 600
pokust doslo k chybé v 28 ptipadech. Posudte slib vyrobee (coby nulovou hypotézu)
na hladiné vyznamnosti 5 %.

(a) Pocet chyb modelujte pfesné, tj. pomoci binomického rozdéleni.

(b) Pocet chyb modelujte ptiblizné pomoci normélniho rozdéleni
(s vhodnym p, o2).

Test dobré shody

6. Otestujte ndhodnost kostky. Muzete hézet ruéné, mate-li kostku po ruce, nebo
vyuzit vhodny generator (na webu napft. https://www.random. org/dice/?7num=60
— vysledek jde kopirovat a vlozit jako posloupnost ¢isel — nebo softwarovy generator
na vasem stroji). PouZijte Pearsonitv x? test dobré shody.

7. Pojdme zkontrolovat, zda pocty emaila jsou opravdu dobte modelovany Poisso-
novym rozdélenim. MiZete pouzit svoje data, nebo pouzit data Roberta Samala, za
lonsky listopad. (Nejsou to vSechny emaily, jenom ,ty dilezité* podle klasifikace
Gmailu, ale to by na statistickych vlastnostech nemélo nic ménit.)

0,6,14,8,8,9,3,3,12,12,15,7,15,2,5,13,5,17, 15,11,9,2, 16,8,9, 11, 6, 2, 2, 9.

Rozmyslete, jak pouzit test dobré shody, zjistéte velikost A a test provedte. Za-
myslete se nad vysledkem.



13. cviceni z PaSti — 2021-06-02

Bayesovska statistika

1. Kvido zase pise test, tentokrat s deseti otdzkami, kazda mé tti volby. Pro kazdou
z otdzek nastane (nezdvisle na ostatnich) jedna ze dvou stejné pravdépodobnych
moznosti: bud se Kvido tuto latku uéil, otdzku ,,umi“ a odpovi uréité spravné, nebo
se neucil a tipne uniformné ndhodnou volbu.

(a) Pokud prvni otdzku odpovédél Kvido spravné, jaka je pravdépodobnost, ze tuto
otazku umél?

(b) Jakd je apriorni distribuce (pravdépodobnostni funkce) poctu otézek, které
Kvido umi?

(¢) Kvido odpovédél spravné na Sest otazek z deseti. Jakd je posteriorni distribuce
poctu otézek, které Kvido umél?

2. Stejny test pise nékolik studenti. Kazdy z nich patii (uniformné ndhodné) do jedné
ze t¥i skupin — vsichni v prvni skupiné umi otédzku s pravdépodobnosti ¥; = 0.3,
ve druhé s pravdépodobnosti ¥ = 0.7, a ve tfeti s pravdépodobnosti ¢#3 = 0.95.
Néhodné vybrany student odpovi spravné k otdzek (z deseti).

(a) Metodou MAP rozhodnéte, do které skupiny student patii.

(b) U budiz pocet otdzek, které student umi. Student odpovi spravné na 5 oté-
zek. Odvodte posteriorni distribuci, MAP odhad U a odhad U pomoci stfedni
hodnoty.

3. Mame dvé krabicky, v prvni jsou dva bilé a jeden ¢erny micek, ve druhé dva cerné
a jeden bily. Vybereme ndhodné jednu z krabicek (pravdépodobnost volby prvni
krabicky je p) a pak vytdhneme micek.

(a) Popiste, jak metodou MAP rozhodnout podle barvy tazeného micku, zda jsme
vybrali prvni nebo druhou krabicku.

(b) Pro p = 1/2 spoctete pravdépodobnost chybného rozhodnuti. Srovnejte s chy-
bou chybného rozhodnuti bez tahani micku.

4. Hazime cinknutou minci s pravdépodobnosti lice ©. Nase apriorni rozdéleni je
dédno funkei f = fo takovou, ze f(0) = f(1) = 0, f(0.5) = 2, f je linedrni na
intervalech [0,0.5] a [0.5,1] a f je nulovd mimo [0, 1].

Najdéte MAP odhad ©, pokud z n nezavislych hodua padl lic k-krat.

5. Predpokladejme, Ze policejni radar namérii rychlost auta vyssi o U ~ U(0,5).
Predpoklddejme, Ze skuteénd rychlost auta je V' ~ U(45,65). Metodou podminéné
pravdépodobnosti odhadnéte rychlost auta na zdkladé namérené rychlosti.



6. Pocet ndkupnich vozikt v obchodé je © — uniformné rozdélend ndhodné veli¢ina
s hodnotami {1,2,...,100}. Kazdy vozik m4 &islo (1, ..., ©). Na nasem voziku
(predpoklddame, Ze je uniformné ndhodny) je éislo X. Odhadnéte ©

(a) metodou MAP.

(b) pomoci podminéné pravdépodobnosti.

(Ijloha je podobna prikladu o Romeovi a Julii z prednasky, ale tam slo o spojité
ndhodné veli¢iny.)

7. Pocet minut mezi prijezdy autobust na zastdvku u koleji méa exponencialni roz-
déleni s parametrem ©, pouzijeme apriorni distribuci s hustotou fg(¥) = 109 pro
9 € [0,1/+/5] (a nula jinde — ovéite, Ze se jednd o hustotu).

(a) Jdeme na zastdvku a musime ¢ekat 30 minut. Jaka je posteriorni hustota a
odhad © (metodou MAP nebo podminénou stfedni hodnotou)?

(b) Provedeme pét méteni (jdeme na autobus pétkrat a zapiSeme si dobu ¢ekani).
Musime ¢ekat 30, 25, 15, 40 a 20 minut, predpokladédme, ze jednotlivé dny jsou
nezavisla méfeni se stejnym rozdélenim. Jaka je posteriorni hustota a odhad ©
(metodou MAP nebo podminénou stfedni hodnotou)?

8. Varianta problému z prednasky: Mame nezdvislé ndhodné veliciny Xi,..., X,.
Vsechny jsou uniformni na intervalu [0, 9], kde ¢ je hodnota n.v. ©. Apriorni distri-
buce © je uniformni na [0,1]. Na pfednédsce jsme méli n = 1, ted budeme predpo-
kladat n > 3.

(a) Najdéte odhad © pomoci pominéné pravdépodobnosti (pfi danych hodnotach

X1,y..., Ty veliCiny Xq,..., X,).

(b) Nakreslete graf podminéné stiedni kvadratické chyby (MSE) pro odhady MAP
a podminéné stfedni hodnoty, jako funkce & = max{z1,...,z,}, pro hodnotu
n =9.

(¢) Pokud z = 0.5, jak se vyvijeji odhad MAP a podminénd stfedni hodnota,
a odpovidajici stfedni kvadraticka chyba, v zavislosti na n — co?

The first rule of the Bayesian Conspiracy is that you talk about it exactly as much
as a non-member would.



