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Prehled

Organizace



Organizace prednasky

» Pfrednasky v Zoomu, dokud to bude potteba (patrné cely
semestr). Pfednaska ma svoji stranku v Moodle (odkaz v
SISu). Tam bude vS§echno.

» Nedojde-li k technickym komplikacim, bude video
prednasky dostupné (po prihlaseni do SISu).

» Kdyby vam vadilo byt nahrani, mazete vypnout svoiji
kameru, pfipadné dotazy klast v chatu.

» Budu ale rad, pokud si kameru zapnete, abych vidél, jak
pomalu/rychle mluvim, co vas prekvapilo, atd.

» Pouzivejte téz funkce Zoomu — prihlasit se,
zpomalit-zrychlit, atd.

» Béhem prednasky budeme pouzivat kratké ankety.

» Pdf verze ,tabule” bude téz k dispozici — uz pred
prednaskou.

» ZkouSka bude v idedlnim pfipadé prezencni pisemka
s moznosti Ustniho dozkouseni.

> V Moodlu je také prostor pro diskuzi, jak (ne)funguije
technologie. Pfipadné se ozvéte emailem.



Organizace cviceni

» Detaily vam sdéli cviCici



Plan pfednasky

?‘a"déPOdOb”%r

Modely nahody Pozorovana data




Prehled

Pravdépodobnost — Gvod



Aplikace na rozehrati

Priklad
Dany dva polynomy f(x), g(x) stupne d. Chceme zjistit, zda
jsou stejné, a to co nejrychleji.



Pravdépodobnost — intuice, definice
N

(O]

které jevy neumime/nechceme popsat kauzalné:
hod kostkou

tfi hody kostkou, nekonec¢né mnoho hodu kostkou
hod Sipkou na ter¢

pocet emaill za den

» dobu béhu programu (v realném pocitaci)

vvvyyy

Davody:
» fyzikalni vlastnost pfirody?
» komplikovany proces (pocasi, medicina, molekuly plynu)
» neznamé vlivy (plsobeni dalSich lidi, programd, ...)
» randomizované algoritmy (test prvocCiselnosti, quicksort)
» nahodné grafy (odhady Ramseyovych Cisel)

Pro popis pomoci teorie pravdépodobnosti napred vybereme
mnoZinu elementarnich jevd (sample space) Q.



Prostor jevl

Déle vybereme prostor jevu (event space) F C P(Q2), u kterych
budeme meéfit jejich pravdépodobnost.
Casto F = P(Q), to je mozné vzdy, kdyz Q2 je spoCetna. Ale
napr. pro Q = R to uz nejde.
Definice
F C P(RQ) je prostor jevu (téZ o-algebra), pokud

> e FaQeF,

> Ac F=Q\AeF, a

> A, A,...e F=> UA,’Gf.
i=1



Axiomy pravdépodobnosti

Definice
P F — [0,1] se nazyva pravdépodobnost (probability), pokud

> P((Z)):O P(Q):1 a
> P( U A) = Z P(A;), pro libovolnou posloupnost po dvou
d/S/unktn/ch jevu Ay, A, ... € F.

Definice
Pravdépodobnostni prostor (probability space) je trojice
(Q, F, P) takova, Ze

» Q +# 0 je libovolna mnoZina,

» F C P(Q) je prostor jevu, a

» P je pravdépodobnost.



Nazvoslovi
» Sance (0dds) jevu A je O(A) = %. Napf. $ance na
vyhru je 1 ku 2 znamen4, ze pravdépodobnost vyhry je
1/3; Sance, Ze na kostce padne Sestka je 1 ku 5.

> Aje jisty jev* znamenda P(A) = 1. Takeé se fika, Zze A
nastava skoro jiste (almost surely), zkracené s.j. (a.s.).
» ,Aje nemozny jev* znamena P(A) = 0.



Zakladni vilastnosti

Véta
V pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) plati pro A, B € F
1. P(A)+ P(A°) =1 (A° =Q\ A)
2. ACB= P(A) < P(B)
3. P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)
4. P(AfUAxU...) <> P(A)) (subaditivita, Booleova nerovnost)



Priklady pravdépodobnostnich prostoru 1

» Konecny s uniformni pravdépodobnosti
Q je libovolna koneCna mnozina, F = P(Q),
P(A) = |A/|Q.
» Diskrétni
Q = {wj,wo, ...} je libovolna spocetna mnozina. Jsou
dany pq,po,--- € [0,1] se souctem 1.

P(A) = > pi

iwi€A



Priklady pravdépodobnostnich prostort 2

> Spojity
Q C R pro vhodné d (Q napk. uzaviena nebo oteviend)
F vhodna (obsahuje napt. v§echny oteviené mnoziny)
f:Q — [0, 1] je funkce takova, Ze [, f(x)dx = 1.
P(A) = [, f(x)dx

Spec. pfipad: f(x) = 1/V4(Q)

P(A) = V4(A)/Va(Q),
kde V4(A) = [, 1 je d-rozmérny objem A.

» Bernoulliho krychle — nekone¢né opakovani

Q = SN, kde S je diskrétni s psti Q,

F vhodna (obsahuje napf. vSechny mnoziny tvaru
A=A X - XAy x8EXxSx---

P(A) = Q(A1)- - Q(Ax)

Pt.: {0, 1} nekoneéné hazeni minci



Neptriklady

» Nahodné prirozené ¢islo mizeme vybrat mnoha
zpusoby. V prednasce pozname geometrické a Poissonovo
rozdéleni. NemuUzeme ale pozadovat, aby v§echna
prirozend Cisla méla stejnou pravdépodobnost. (Proc?)
,Nahodné pfirozené Cislo je sudé s pravd. 1/2.“ ???

» Nahodné realné cCislo Opét neni Zadny preferovany
zpUsob, jak definovat pravdépodobnost pro Q = R.
Typicky bude kazdé realné Cislo mit pravdépodobnost 0!
Navic nejde definovat pravdépodobnost tak, aby
nezéleZela na posunu, tj. P([0,1]) = P([1,2]) = ...

» Nahodna tétiva kruznice — Bertrandtiv paradox
Vybereme nahodnou tétivu zadané kruznice. Jaka je
pravdépodobnost, Ze jeji délka je vétsi, nez strana
vepsaného rovnostranného trojuhelniku?



Prehled

Podminéna pravdépodobnost



Podminéna pravdépodobnost

Definice
Pokud A, B € F a P(B) > 0, pak definujeme podminénou
pravdépodobnost A pri B (probability of A given B) jako

P(AN B)

PAIB)= “pg)

Q

©
C

> Q(A):= P(A| B). Pak (2, F, Q) je pravdépodobnostni
prostor.



Zretézené podminovani
> P(ANB) = P(B)P(A| B)

Véta
Pokud Ay, ..., Ane FaP(Ain---NAy >0, tak

P(A1 ﬂAzﬁ"'ﬂAn):

P(A1)P(Az | A))P(As | A1 NAs) ... P(An | ﬂ A)



Rozbor vSech moznosti

Definice
Spocetny systém mnoZin By, B, ... € F je rozklad (partition) €2,
pokud

> BiNBi=0proi#ja

> U,- B = Q.

Véta
Pokud By, B>, ... jerozklad Q2 a A € F, tak

P(A) =3 P(A| B)P(B)

(sCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).



Rozbor vSech moznosti



Bayesova veéta
Véta
Pokud By, Bo, . .. je rozkladQ, A€ F a P(A), P(B;) > 0, tak

P(A] B)P(5))
>.i P(A| B)P(B))
(scitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).

P(Bj | A) =




Bayesova véta



Nezavislost jevu

Definice
Jevy A, B € F jsou nezavislé (independent) pokud
P(An B) = P(A)P(B).

> Pak také P(A | B) = P(A), pokud P(B) > 0.



Nezavislost vice jevu

Definice
Jevy {A; : i € I} jsou (vzajemné) nezavislé, pokud pro kaZdou
konec¢nou mnozinu J C |

P((A) =[] P(A).
jeJ i

Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoZiny J,
nazyvame jevy {A;} po dvou nezavislé (pairwise independent).



Spojitost pravdépodobnosti

Véta
Necht pro mnoZiny z prostoru jevu plati

Al CACA3C---
aA=UX,A;. Pak plati
P(A) = lim P(A)).

I—00

> A, C {P,O}Y, A, = mezi prvnimi n hody pad| aspon
jednou orel.



Prehled

Bonus



Borel-Cantelliho lemma

Véta
Necht jevy A1, A, ... spinuji P(A;) = p; > 0 pro kaZdé i.
Oznacme Nic jev ,nenastal Zadny z jevi {A;} “ a Inf jev
,hastalo nekonecné mnoho z jevi {A;} "

1. Pokud); pj < oo, tak P(Inf) = 0.

2. Pokud jsou jevy A1, Ao, ... nezavislé a); p; = oo, tak
P(Nic) =0, P(Inf) = 1.
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Co uz vime

>

>

definice pravdépodobnostniho prostoru (2, F, P): dva
axiomy
naivni pravdépodobnostni prostor: 2 kone¢na, F = P(Q2),
P(A) = |A]/19|
diskrétni pravdépodobnostni prostor: Q = {w1,wo, ...},
F=P), > pi=1
P(A) = > pi
Tw; €A
geometricky pravdépodobnostni prostor:
Q C R? s konecnym objemem,
P(A) := Vg(A)/Va()
pravdépodobnostni prostor spojity s hustotou:
Q C R? s funkei f, kde [, f =1,
P(A) = fA f



Co uz vime: Zakladni vlastnosti

V pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) plati pro A, B € F
> P(A°)=1- P(A) (Ac=Q\ A)
» ACB= P(A) < P(B)
» P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANDB)
> P(AiUAyU...) <), P(A;) (subaditivita, Booleova nerovnost)

» Definujeme podminénou pravdépodobnost (pro P(B) > 0).

P(ANB)

P(A|B) = =55

> Q(A) = P(A | B) splnuje axiomy pro pravdépodobnost



Prehled

Podminéna pravdépodobnost



Zretézené podminovani
> P(ANB) = P(B)P(A| B)

Véta
Pokud Ay, ..., A, e FaP(AiNn---NA,) >0, tak

P(AinAyn---NA,) =

P(A))P(Ay | A1)P(As | A1 N As)...P(A, | ﬂ Ay)

» Priklad: vytdhneme 3 karty z baliCku 52 karet. Jaka je
P(zadné srdce)?



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

Definice
Spocetny systém mnoZin By, Bs, ... € F je rozklad
(partition) 2, pokud

» BNBj=0proi+#ja

> U, Bi = .
Véta
Pokud By, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

ZP P(A| B))

(scCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

» 1. aplikace. Mame tfi mince: P+O, P+P, O+0O. Jaka je
pravdépodobnost, ze padne orel?



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

» 2. aplikace. Gambler’s ruin — zbankrotovani hazardniho
hrace.
Méame a korun, nas protihrac b korun. Hrajeme opakované
spravedlivou hru o 1 K¢, dokud nékdo nepfijde o vSechny
penize. Jaka je pravdépodobnost, Zze vyhrajeme?



Bayesova véta

Véta

Pokud By, Bs, ... jerozkladQ, A e F, P(A)>0aP(B;)>0,
tak

P(A) - Y, P(Bi)P(A|B;)
(scCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).

P(B; | A) = P(Bj)P(A| Bj) _ _P(Bj)P(A| Bj)




Bayesova véta



Nezavislost jevu

Definice
Jevy A, B € F jsou nezavislé (independent) pokud
P(ANB)=P(A)P(B).

> Pak také P(A | B) = P(A), pokud P(B) > 0.

Priklad: Hodime dvakrat minci. Ozna¢me
» A={weQ:w =P} = poprvé padla panna”
» B={weN:wy =P} = podruhé padla panna“
> O ={we Q:w #ws} = ,padla pravé jedna panna®



Nezavislost vice jevu

Definice
Jevy {A; : i € I} jsou (vzajemné) nezavislé, pokud pro kaZdou
konec¢nou mnozZinu J C I

P(()A) =] P(49).

ieJ iceJ

Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoZiny J,
nazyvame jevy {A;} po dvou nezavislé (pairwise independent).



Spojitost pravdépodobnosti

Véta
Necht pro mnoZiny z prostoru jevu plati

Al C Ay CA3C -
aA=U2 A;. Pak plati

P(A) = lim P(A4;).

1—00

» A, C {P,O}N, A, = mezi prvnimi n hody padl aspoii
jednou orel.



Prehled

Diskrétni nahodné veli¢iny



Nahodna veli€ina/proménna
Casto nas zajima ¢islo dané vysledkem nahodného pokusu.
» Hodime na terC a zméfime vzdalenost od stfedu.

» Hazime kostkou, dokud nepadne Sestka, ale pak si
vS§imneme jenom toho, kolik hodu to trvalo.

» U quicksortu (algoritmus na tfidéni) mérime pocet kroku
(v zavislosti na nahodné volbé pivotu).

Definice

Méjme pravdeépodobnostni prostor (2, F, P). Funkci X : Q — R
nazveme diskrétni nahodna veli¢ina (discrete random variable),
pokud I'm(X) (obor hodnot X ) je spocetna mnozina a pokud
pro vsechna realna x plati

{weQ: X(w)=2a}eF.



Pravdépodobnostni funkce

Definice
Pravdépodobnostni funkce (probability mass function, pmf)
diskrétni nahodné veliciny X je funkce px : R — [0, 1] takova,
Ze

px(x) =P(X =2)=PH{weQ: X(w) =1})

> erlm(X) px(x) =?

> S:=Im(X) Q(A) := erApX(az)
(S,P(S), Q) je diskrétni pravdépodobnostni prostor.

» Pro S = {s; : i € I} spoCetnou mnozinu realnych Cisel a
c; € [0,1] splnujici ), ; c; = 1 existuje pravdépodobnostni
prostor a diskrétni n.v. X na ném takova, ze px(s;) = ¢
pro: e I.



Prehled

Priklady diskrétnich n.v.



Bernoulliho/alternativni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi jednom hodu nespravedlivou minci.
» ZnaCime X ~ Bern(p). (Nékdy se znacCi Alt(p).)

» Dano p € [0, 1].

> px(1) =p

> px(0)=1-p

» px(k)=0prok #0,1

v

Pro libovolny jev A € F definujeme indikatorovou n.v. 1 4:
Iy(w) =1pokud w € A, I4(w) = 0 jinak.
» [4 ~ Bern(P(A))

v



Binomialni rozdéleni
» X = pocet orlt pfi n hodech nespravedlivou minci.

» ZnaCime X ~ Bin(n,p).

» Dano p € [0, 1].
> px(k) = (Z)pk(l —p)”_k prok € {0,1,...,n}



Binomialni rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

Vygenerovano nasledujicim kédem v R
x40 <— 0:40
plot (x40, dbinom(x40, 40, 0.1))

plot (x40, dbinom (x40, 40, 0.5))
plot (x40, dbinom (x40, 40, 0.9))



Poissonovo rozdéleni

> ZnaCime X ~ Pois(\).

» Dano realné )\ > 0.
PR

» Pois(A) je limitou Bin(n, A\/n)

» X popisuje napf. pocet emaill, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

0.10 0.15 0.20

dpois(x40, 4)

0.05

go
§
g
E
s i

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x40 <— seq(0, 40,by=1)
plot (x40, dpois (x40, 4))



Poissonovo paradigma

> A,..., A, jsou (skoro-)nezavislé jevy s P(A;) = p;,
A =Y. pi- Necht n je velkeé, kazdé z p; malé. Pak pfiblizné
plati

Z 14, ~ Pois(\).
i=1



Geometrické rozdéleni

» X = kolikatym hodem minci pad| prvni orel.
» ZnaCime X ~ Geom(p).

» Dano p € [0, 1].
> px(k) = (1-p)*'p
» Neékdy se tomuto rozdéleni fika posunuté geometrické, a

za normalni geometrické se povazuje rozdéleni X — 1, tj.
pocet netspésnych hodu.



Prehled

Stfredni hodnota



Stredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v., tak jeji stfredni hodnota (expectation)
je oznaCovana E(X) a definovana

pokud soucet ma smysl.



LOTUS

» Pro reélnou funkci g a diskrétni n.v. X je Y = ¢g(X) také
diskrétni n.v.

Véta (LOTUS)
Pokud X je diskrétni n.v. a g realna funkce, tak

pokud soucet ma smysl.



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. aa,b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X) =0, tak P(X =0) = 1.
2. PokudE(X) > 0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b) =a-E(X)+0.
4. B(X +Y) =E(X)+E().



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= ) 2 -P(X=uz|B),
zelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud B, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

E(X) = ZE(X | B;))P(By),

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Bonusy



Bertrand’s paradox



Simpsons’s paradox
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Prehled

Diskrétni ndhodné veli€iny



Co uz vime

Definice

Méjme pravdepodobnostni prostor (2, F, P). Funkci X : Q@ — R
nazveme diskrétni nahodna veli¢ina (discrete random variable),
pokud Im(X) (obor hodnot X) je spocetna mnoZina a pokud pro
véechna realna x plati {w € Q : X(w) = x} € F.

Definice
Pravdépodobnostni funkce (probability mass function, pmf)
diskrétni nahodné veliciny X je funkce px : R — [0, 1] takové,
Ze

px(x) = P(X =x)=P({w e Q: X(w) = x})

> > xeim(x)Px(X) =1
> atoje jediné omezeni
» X urCuje diskrétni pravdépodobnostni prostor na Im(X)



Jiny popis — distribu¢ni funkce

Definice
Distribu¢ni funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

Fx(x):=P(X <x)=P(H{w e Q: X(w) < x).

» Fx je neklesajici funkce
> limy__oo Fx(x) =0
> limy_ 100 Fx(Xx) =1
» Fx je zprava spojita



Prehled

Priklady diskrétnich n.v.



Bernoulliho/alternativni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi jednom hodu nespravedlivou minci.
» Znacime X ~ Bern(p). (Nékdy se znaci Alt(p).)

Déno p € [0, 1].
px(1)=p
px(0)=1-p

px(k) = 0 pro k # 0,1

vvyyypy

v

Pro libovolny jev A € F definujeme indikatorovou n.v. Ia:
la(w) =1 pokud w € A, Ia(w) = 0 jinak.
» [4~ Bern(P(A))

v



Binomialni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi n hodech nespravedlivou minci.
» Déno p € [0, 1] — pravdépodobnost orla pfi jednom hodu.
» ZnaCime X ~ Bin(n, p).

v

X =31, X; pro nezavislé n.v. Xi,..., X, ~ Bern(p).
px(K) = P(X = K) = ()p*(1 — p)™* pro k € {0,1,..., n}

v



Binomialni rozdéleni: pravdépodobnostni funkce
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Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x <— 0:40

plot (x,dbinom(x,40,0.1))
plot (x,dbinom(x,40,0.5))
plot(x,dbinom(x,40,0.9))

~




Binomialni rozdéleni: distribu¢ni funkce

/0000000000000
S
o

pbinom(x, 40, 0.1)
pbinom(x, 40, 0.5)
pbinom(x, 40, 0.9)

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x <— 0:40

plot (x,pbinom(x,40,0.1))
plot (x,pbinom(x,40,0.5
plot (x,pbinom(x,40,0.9))

~
~




Hypergeometrické rozdéleni
» X = pocet vytazenych ¢ervenych mickul pfi n tazich, v
osudi je K Cervenych z N celkovych mickua
» Danon, N, K.
» Znacime X ~ Hyper(N, K, n).

> px(k) = P(X =k) = (f)(Nﬁ)_f)



Poissonovo rozdéleni

» Znacime X ~ Pois()\).

» Déano realné )\ > 0.
k
> px(k) =367

» Pois(\) je limitou Bin(n, A/n)

» X popisuje napf. pocet emaill, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

0.10 0.15 0.20
| | 1

dpois(x, 4)

0.05
1

o
C00600000000000000000E000000AC

0.00
1

T T T T T
0 10 20 30 40

X

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

X <— seq(0,40,by=1)
plot (x,dpois(x,4))



Poissonovo paradigma

> Ajq,...,Anjsou (skoro-)nezavislé jevy s P(A;) = pj,
A = ;pi- Necht nje velké, kazdé z p; malé. Pak pfiblizné
plati

n
> " la, ~ Pois()).
i=1



Geometrické rozdéleni

» X = kolikdtym hodem minci padl prvni orel.
» Znacime X ~ Geom(p).

» Déno p € [0,1].
> px(k)=(1-p)<'p,prok=1,2,...
» Neékdy se tomuto rozdéleni fika posunuté geometrické, a

za normalni geometrické se povazuje rozdéleni X — 1, {j.
pocet netspésnych hodu.



Prehled

Sttedni hodnota



Stredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v., tak jeji stfredni hodnota (expectation)
je oznacovana E(X) a definovana

E(X)= > x-P(X=x),

xelm(X)

pokud soucet ma smysl.

» Necht X je definovana na diskrétnim prostoru (2, F, P).
Pak stfedni hodnotu Ize také definovat

=Y X(w)P({w}).

weN



LOTUS

» Pro realnou funkci g a diskrétni n.v. X je Y = g(X) také
diskrétni n.v.

Véta (LOTUS)
Pokud X je diskrétni n.v. a g readlna funkce, tak

= Y 9XP(X=x)

xelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétnin.v. aa, b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X)=0,tak P(X=0)=1.
2. PokudE(X) >0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b)=a -E(X)+b.
4. E(X+Y)=E(X)+E(Y).



Rozptyl

Definice
Rozptyl (variance) n.v. X nazveme ¢islo E((X — EX)?).

Znacime jej var(X).
Véta

var(X) = E(X?) — E(X)?



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= )  x-P(X=x|B)
xelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud By, B>, ... jerozklad Q a A € F, tak

E(X) = Y E(X | B)P(B)

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Parametry nahodnych veli¢in



Parametry rozdéleni — Bernoulliho

Pro X ~ Bern(p) je
> E(X)=p
> var(X) =p— p?



Parametry rozdéleni — binomické
Pro X ~ Bin(n, p) je
> E(X)=np
» var(X) =np(1 —p)



Parametry rozdéleni — geometrické

Pro X ~ Geom(p) je
> E(X)=1/p

> var(X) = P



Parametry rozdéleni — Poissonovo
Pro X ~ Pois()) je
> E(X) =\
> var(X) =\



Prehled

Nahodné vektory



Zakladni popis nahodnych vektoru

» X, Y —nahodné veliCiny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (2, F, P).

» Budeme chtit uvazovat (X, Y) jako jeden objekt — ndhodny
vektor.
» Jak to udélat?

» Priklad: hazime dvakrat ¢tyfsténnou kostkou, X = prvni
hod, Y = druhy hod.



Sdruzené rozdéleni

Definice

Pro diskrétni n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, F, P) definujeme jejich sdruzenou pravdépodobnostni
funkci (joint pmf) px y : R? — [0, 1] pfedpisem

pxy(x,y) = Pw € Q: X(w) = x&Y(w) = y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
Px;,.. % (X1, - - - s Xn).



Marginalni rozdéleni

> Mame-li dano py v, jak zjistit rozdéleni jednotlivych slozek,
ti. px a py?



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» PakZ =g(X,Y)jen.v.na(Q,F,P)
» aplati pro ni

axX.,Y)) =Y D agxyPX=xY=y)

xelmX yelmy

Véta
Pro X, Y n.v.aa,b e R plati

E(aX + bY) = ak(X) + bE(Y).



Dlkaz véty o rozptylu



Nezavislost nahodnych veli€in

Definice
Diskrétni n.v. X, Y jsou nezavislé (independent) pokud pro
kaZdé x,y € R jsou jevy {X = x} a{Y = y} nezavislé. To
nastane, praveé kdyZz

PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y).



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).



Soucet nezavislych n.v.

> Mame-li dano py vy, jak zjistit rozdéleni souctu, Z = X + Y?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nezavislé nahodné veli¢iny

(zkracené n.n.v.), tak jejich soucet Z = X + Y ma
pravdépodobnostni funkci

P(Z=z)= ) P(X=x)P(Y=2z-x).

xelmX
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Prehled

Diskrétni n.v. — stfedni hodnota a rozptyl



Co uz vime

v

vVvyYVYyyvyy

Co je diskrétni n.v.

Jak je popisovat pomoci pravdépodobnostni a/nebo
distribu¢ni funkce.

Ptiklady rozdéleni: Bernoulliho, binomické,
hypergeometrické, Poissonovo, geometrické.

Co je stfedni hodnota: dvé mozné definice:

E(X) = > cermx)® - P(X =)

E(X) =2 ea X (w)P({w})

E(9(X)) = Yaerm(x) 9(x)P(X = ) (LOTUS)

,Kolik Cekame, ze primérné dostaneme, kdyz budeme

opakovat nezavislé pokusy s vysledkem popsanym X “ ...

bude tzv. zakon velkych Cisel



Srovnani binomického a Poissonova rozdéleni:
pravdépodobnostni funkce

0.20
1
®
s/

Bin(40,.1) vs Pois(4)
0.10
|
©

0.00
[}
o

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x = 0:40

bin = dbinom(x,40,0.1)

pois = dpois(x,4)

plot(x,bin, ylab="Bin(40,.1)_vs_Pois(4)")
points (x+.1,pois,col="red")



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. aa,b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X) =0, tak P(X =0) = 1.
2. PokudE(X) > 0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b) =a-E(X)+0.
4. B(X +Y) =E(X)+E().



Alternativni formulka pro stfedni hodnotu
Véta

Necht X je diskrétni n.v. nabyvajici jen hodnot z
No =1{0,1,2,...}. Pak plati

E(X) = ip(x > n).
n=0



Rozptyl

Definice
Rozptyl (variance) n.v. X nazveme éislo E((X — EX)?).

Znacime jej var(X).
» Smerodatna odchylka (standard deviation) o x = \/var(X)
— ,stejné jednotky jako X*.
> Méfi, jak je daleko ,typicky“ je X od E(X). Mohli bychom
to méfit i jinak (napf. E(|X — E(X)|), ale rozptyl je
vyhodnéjsi).
Véta

var(X) = E(X?) — E(X)?



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= ) 2 -P(X=uz|B),
zelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud B, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

E(X) = ZE(X | B;))P(By),

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Parametry nahodnych veli¢in



Parametry rozdéleni — Bernoulliho
Pro X ~ Bern(p) je
> E(X)=p
> var(X) =p(1 —p)



Parametry rozdéleni — binomické
Pro X ~ Bin(n,p) je
> E(X)=mnp
> var(X) =np(1l - p)

» Prvnipostup: X =" | X;, kde X; =
> E(X;)=P(X;=1) =

» Druhy postup:
E(X) =Y hook-P(X =k) =33 o k(p)p"(1—p)"*



Parametry rozdéleni — hypergeometrické
Pro X ~ Hyper(N, K,n)
> E(X) =nk

> var(X) = n%(l — %)%:’f

» Prvnipostup: X =" | X;, kde X; =
E(X;))=P(X;=1)=

v

> Druhy postup: X = Y"1 ¥}, kde Y; =
> E(Y;) = P(Y;=1) =



Parametry rozdéleni — geometrické
Pro X ~ Geom(p) je
> E(X)=1/p
> var(X) = 1[);217



Parametry rozdéleni — Poissonovo
Pro X ~ Pois()\) je
> E(X)=A\
> var(X) =\



Prehled

Nahodné vektory



Zakladni popis nahodnych vektoru

» X,Y —nahodné veliCiny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (92, F, P).

» Budeme chtit uvazovat (X, Y") jako jeden objekt — nahodny
vektor.
» Jak to udélat?

» Priklad: hazime dvakrat Ctyfsténnou kostkou, X = prvni
hod, Y = druhy hod.



Sdruzené rozdéleni

Definice

Pro diskrétni n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, F, P) definujeme jejich sdruZzenou pravdépodobnostni
funkci (joint pmf) px .y : R? — [0, 1] pfedpisem

pxy(z,y) =P{weQ: X(w) =2&Y (w) =y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
bXxs,..., Xn(xl,...,a:n).



Marginalni rozdéleni

» Mame-li déno px v, jak zjistit rozdéleni jednotlivych slozek,
tj. px apy?



Marginalni rozdéleni
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. Pak

px(x)=P(X =2) = Z P(X =z&Y =y) = Z pxy(z,y)

Yelm(Y) Yelm(Y)



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» Pak Z = g(X,Y) jen.v.na (Q, F, P)
» aplati pro ni

E(g(X,Y))= > Y glayPX =2 =y).

zelmX yelmY

Véta
Pro X,Y n.v.aa,b € R plati

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).



Dlkaz véty o rozptylu



Nezavislost nahodnych veli€in

Definice
Diskrétni n.v. X,Y jsou nezavislé (independent) pokud pro

kaZdé x,y € R jsou jevy {X =z} a{Y =y} nezavislé. To
nastane, praveé kdyz



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).



Soucet nezavislych n.v.

» Mame-li ddno px v, jak zjistit rozdéleni souctu,
Z=X+Y"?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nezavislé nahodné veli¢iny

(zkracené n.n.v.), tak jejich soucet Z = X +Y ma
pravdépodobnostni funkci



Prehled

Podminéné rozdéleni



Podminéné rozdéleni
X, Y —diskrétni ndhodné veli€iny na (2, 7, P), Ae F
> pxja(z) =P(X =z |A)
priklad: X je vysledek hodu kostkou, A = padlo sudé Cislo

> pxpy(zly) = P(X =2 |Y =y) pfiklad: X, Z jsou vysledky
dvou nezavislych hodu kostkou, Y = X + Z.

px1y(6]10) =

> px|y ZPX,Y:



Sdruzené vs. podminéné rozdéleni

pr‘...‘10‘11‘12‘ Hp);y‘...‘10‘11‘12‘
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Prehled

Nahodné vektory



Co uz vime

» Nahodny vektor = vektor, kde kazda souradnice je
nahodna velicina, stale jen diskrétni.

» Sdruzena pravdépodobnostni funkce (joint pmf)
pxy : R? — [0,1] je definovana pfedpisem

pxy(z,y) =P X =2&Y =y)

» Marginaini rozdéleni = rozdéleni jednotlivych souradnic

» Sdruzené rozdéleni ma vic informace, obecné nejde z
jednotlivych slozek rekonstruovat.

» Jde to pro nezavislé n.v. — tam plati (podle definice)
pxy(z,y) = px(z)py (y)
a taky (cviceni)

PX<z&Y <y)=PX <z)P(Y <y)



Marginalni rozdéleni ze sdruzeného
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. Pak

px(z)= Y PX=2&Y=y)= > pxy(zy)

Yelm(Y) YeIm(Y)

py(y)= Y, PX=z&Y=y)= > pxy(y

Xelm(X) Xelm(X)



Priklad: Multinomické rozdéleni

» Na kostce padne Cislo i s pravdépodobnosti p; pro
i1 =1,...,6. Hodime n-krat a ozna¢ime X; pocet hodu, kdy
padlo i.



Sdruzovani/Coupling — netrivialni vyuziti sdruzenych
rozdéleni

» X ~ Bin(n,p)aY ~ Bin(n,q) aprop < q

» Co mlzemeficto Fx a Fy?

> SF o (Mp*(1 — p)"* je rostouci funkce p — ale prog?

3— 00089000000000000
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Sdruzovani/Coupling — netrivialni vyuziti sdruzenych
rozdéleni

» X ~ Bin(n,p)aY ~ Bin(n,q) aprop < q

» Co mlzemeficto Fx a Fy?

> SF o (Mp*(1 — p)"* je rostouci funkce p — ale prog?
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Coupling

> X =>",X;, kde Xy, ..., X, jsoun.n.v

> Y =>" Y,kdeY,..., Y, jsoun.nyv

» Vztah X a Y je neni urCen — miZzou byt jakékoliv.
>

Zaridime, Ze nebudou nezavislé, dokonce bude vzdy
X <Y.

» Staci definovat Y; =



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» Pak Z = g(X,Y) jen.v.na (Q, F, P)
» aplati pro ni

E(g(X,Y))= > Y glayPX =2 =y).

zelmX yelmY

Véta
Pro X,Y n.v.aa,b € R plati

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).
Ddkaz byl minule, vyuzili jsme tehdy nejasny krok

E(XY) = > 2y -P(X =2&Y =)
zeIm(X),yeIm(Y)



Soucet nezavislych n.v.

» Mame-li ddno px v, jak zjistit rozdéleni souctu,
Z=X+Y"?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nahodné veliciny, tak pro Z = X +Y
plati
P(Z=z= > PX=zY=z-u1)
zeIm(X)

Pokud X, Y jsou navic nezavislé, tak



Ukazka konvoluce



Prehled

Podminéné rozdéleni



Podminéné rozdéleni
X, Y —diskrétni ndhodné veli€iny na (2, 7, P), Ae F
> pxja(z) =P(X =z |A)
priklad: X je vysledek hodu kostkou, A = padlo sudé Cislo

> pxpy(zly) = P(X =2 |Y =y) pfiklad: X, Z jsou vysledky
dvou nezavislych hodu kostkou, Y = X + Z.

px1y(6]10) =

> px|y ZPX,Y:



Sdruzené vs. podminéné rozdéleni

pr‘...‘10‘11‘12‘ Hp);y‘...‘10‘11‘12‘
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Prehled

Spojité nahodné veliciny



Obecna ndhodna velicina

Definice
Nahodna veli¢ina (random variable) na (), F, P) je zobrazeni
X : Q — R, které pro kazdé x € R splriuje

{we: X(w) <z} eF.

» diskrétni n.v. je n.v.



Distribuc¢ni funkce

Definice
Distribucni funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

Fx(z) =P(X <z)=P{weQ: X(w) <x).

» Fx je neklesajici funkce
> lim, o Fx(2) =0
> lim, o Fx(z) =1
> Fx je zprava spojita



Distribu¢ni funkce — dal$i ukazky



Kvantilova funkce
Pro nadhnou veliinu X definujeme kvantilovou funkci
Qx : [0,1] — R pomoci
Qx(p) :=min{zr € R:p < Fx(x)}

> Pokud F je spojita, tak Qx = Fy'.
> Qx(1/2) = median (pozor, kdyZ F'x neni rostouci)
> (Qx(10/100) = desaty percentil, atd.



Spojitd nahodna veli¢ina

Definice
N.v. X se nazyva spojita (continuous), pokud existuje
nezaporna realna funkce fx tak, Ze

Fy(z) = P(X < z) = / Fx(t)dt.
(Nékdy se téz pouziva pojem absolutné spojita veli¢ina.)

Funkce fx se nazyva hustota (probability density function, pdf)
nahodné veliciny X .



Prace s hustotou
Véta
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx. Pak
1. P(X =x) =0 pro kaZzdé = € R.
2. Pla< X <b) = [ fx(t)dt pro kaZdé a,b € R.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q Jje odpovidajici kvantilova funkce.
1. NechtU ~U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni
funkci F'.
2. Necht X je n.v. s distribucni funkci F'x = F, necht F je
rostouci. Pak F'(X) ~ U(0,1).
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Stredni hodnota spojité n.v.

Definice
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx . Pak jeji stfredni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovanaE(X) a
definovana -

E(X) :/ x fx(x)dz,

‘

pokud integral ma smysl, tj. pokud se ,nejedna o typ oo — oo .

» Analogie s vypoCtem tézisté tyCe ze znalosti hustoty.



Spojity LOTUS

Véta (LOTUS)
Pokud X je spojita n.v. s hustotou fx a g realna funkce, tak

Blo(x) = [ " g@) fx (@)da,

pokud integral ma smysl.
(Dukaz vynechame.)



Prehled

Spoijité nahodné veliCiny



Shrnuti, co uz vime

>

Fx(z) := P(X < z) distribu¢ni funkce, existuje vzdy, je
neklesajl'ci zprava spojita, F'x(—oo) =0, Fx(4+00) =1
= [ fx(t)dt pro tzv. spojité n.v. Pro ty dale plati:

>P(a§X<b P fx(t)dt, spec. tedy P(X = z) = 0 pro

v

vvyyy

kazdé z ¢ R

obecngji: P(X € A) = [, fx(t)dt, kdykoli umime pFes
mnozinu A integrovat

spec. tedyf fX t)ydt =1
E(9(X)) = |7, g(t)fx(t)dt

Pokud je hustota spojita, tak navic plati: fx = F% (z&kladni
véta kalkulu).



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Rozptyl spojité n.v.
E(X) = /_OO z fx(x)dx

E(X?) = /_00 22 fx(z)dz

Oznalime-li p = E(X), tak

var(X) = /_OO (z — p)? fx(z)de = B(X?) — (E(X))?
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Prehled

Spojité nahodné veliciny



Obecna nahodna veli¢ina — co uz vime

> N.v. je zobrazeni X : Q — R, které pro kazdé = € R spliuje
{we: X(w) <z}eF.

» Diskrétni n.v. je n.v.
» Distribuéni funkce n.v. X je funkce Fx(z) := P(X < z).

» Distr. fce je F'x je neklesajici, zprava spoijita, s
definovanymi limitami v +oo.



Kvantilova funkce
Pro nahodnou veli¢inu X definujeme kvantilovou funkci
Qx :[0,1] — R pomoci
Qx(p) :=min{r € R:p < Fx(x)}

> Pokud F je spojita, tak Qx = Fy'.

» Obecné plati: Qx(p) <z < p < Fx(x).

> Qx(1/2) = median (pozor, kdyZ F'x neni rostouci)
> Pokud Fy je spojita, tak Qx = Fi'.



Spojitd nahodna veli¢ina

Definice
N.v. X se nazyva spojita (continuous), pokud existuje
nezaporna realna funkce fx tak, Ze

Fy(z) = P(X < 2) = /_ C eyt

(Nékdy se téz pouziva pojem absolutné spojita veli¢ina.)
Funkce fx se nazyva hustota (probability density function, pdf)
nahodné veliciny X .

» Alternativné: mame zadanou funkci f > 0's ffooo f=1

» Vybereme nahodny bod pod grafem f.

» Oznacime jeho soufadnice (X,Y).

» Pak X je n.v. s hustotou f.



Prace s hustotou
Véta
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx. Pak
1. P(X =x) =0 pro kaZzdé = € R.
2. Pla< X <b) = [ fx(t)dt pro kaZdé a,b € R.

» V dusledku taky plati (pro “rozumnou mnozinu A”)

P(X € A) = /A Fx(t)dt



Stredni hodnota spojité n.v.

Definice
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx . Pak jeji stfredni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovanaE(X) a
definovana -

E(X) :/ x fx(x)dz,

‘

pokud integral ma smysl, tj. pokud se ,nejedna o typ oo — oo .
» Analogie s vypoCtem tézisté tyCe ze znalosti hustoty.
» Diskretizace.



Vlastnosti stfedni hodnoty

Véta (LOTUS)
Pokud X je spojita n.v. s hustotou fx a g realna funkce, tak

Blo(x) = [ " g@) fx (@)da,

pokud integral ma smysl.
(Ddkaz vynechame, délal by se pomoci substituce v integralu.)

Véta (Linearita stfedni hodnoty)
Pro X4, ..., X,, diskrétni nebo spojité n.v. plati

E(X1+4+- -+ X,) =E(Xy) +---+E(X,).

(Ddkaz bude pozdeji.)



Rozptyl spojité n.v.
E(X) = /_OO z fx(x)dx

E(X?) = /_00 22 fx(z)dz

Oznalime-li p = E(X), tak
var(X) == B(X - 0?) = [ (o= )? fx(a)da.

Véta
| pro spojité n.v. plati var(X) = E(X?) — (E(X))2.
(Dukaz jako pro diskréni n.v.)



Rozptyl souctu

Véta (Rozptyl souctu)
Pro X4, ..., X, nezavislé diskrétni nebo spojité n.v. plati

var(X1 + -+ X)) = var(Xy) + -+ +var(Xy).



Prehled

Konkrétni spojita rozdéleni a jejich parametry



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Exponencialni rozdéleni

0 proxz <0
F = -
x(@) {1 —e ™ proz>0

v

1.0

04

05

0.2

0.0
0.0

» X modeluje napt. ¢as pred prichodem dalSiho telefonniho
hovoru do call-centra/dotazu na web-server/¢as do dalsiho
blesku v boufrce/. ..



Souvislost X ~ Exp(\) aY ~ Geom(p)

» P(X>z)=e?proxz >0
» PY>n)=(1—-p"proneN

distribuéni funkce
4

0.2

Geom(1-e?%)/3
Exp(-0.5)
T

0.0




Standardni normalni rozdéleni

> p(z) = e/

> &(x) — primitivni funkce k ¢

» Standardni normalni rozdéleni N (0,1) ma hustotu ¢ a
distribu¢ni funkci ®.

> Pokud Z ~ N(0,1), tak E(Z) = 0, var(Z) = 1

N(0, 1)

1.0

N(0, 1)

0.3 04
0.8

0.6

0.4

0.1
0.2

0.0
0.0




Obecné normalni rozdéleni
» Pro u,0c € R, o > 0polozme X =+ o - Z, kde
Z ~ N(0,1).
» PiSeme X ~ N(u,o?)— obecné normalni rozdéleni.
> Normalni rozdéleni N (u, 0%) ma hustotu 2o (L),



Odolnost vuci souctu
» Pokud X, ..., Xj jsou n.n.v., kde X; ~ N(u;,c?), pak
X1+---+Xk~N(u,02),

kde =



Normalni rozdéleni — klicové vlastnosti

» Pravidlo 30 (68—95-99.7 rule)
» Centralni limitni véta

s A

99.7=100%

95%

T
68%

03

—
34.1%| 34.1%

0.2

13.6%

0.1

—r

H-30 H-20 p-0O 53 p+o  p+20  p+3c S -

u-3  p-20  p-o n pte  p+20 p+3c

(Obrazek vlevo z Wikipedie, autor Melikamp.)



Cauchyho rozdéleni

> Cauchyho rozdéleni: hustota f(x) = iz

» nema stiredni hodnotul!!!

0.4

— Cauchy
N(0, 1)

0.2

0.1




Gamma rozdéleni

» Gamma(w,\), gamma rozdéleni s parametry w > 0 a
A > 0 mé hustotu

0 pro x <0
f(CL‘) - { 1 )\wxw—le—kx

e pro z > 0

kde N(w) = (w —1)! = [[ 2% e "da.

» Pro w = 1 dostavame znovu exponencialni rozdéleni.

» Pokud X1,..., X, jsou n.n.v. s rozdélenim Exzp()\),
tak X1 + - -+ + X, ~ Gamma(n, \).

» Modeluje mj. zivotnost soucastky, souhrn destovych
srazek za rok, latenci webového serveru.



A mnoho dalSich

> Beta(s,t) — beta rozdéleni

> 2 rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x?) je jiné
jméno pro Gamma(ik, 3). Je to rozdéleni Z} + - - + ZZ,

kde Z; ~ N(0,1) jsou n.n.v.
» Studentova t-distribuce
> atd. atd.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht X je n.v. s distribucni funkci Fx = F, necht F je spojita
a rostouci. Pak F(X) ~ U(0,1).

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q je odpovidajici kvantilova funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkci F .



<

=]

>

o«

Q>



Prehled

Nahodné vektory



Sdruzena distribucni funkce (Joint cdf)

Definice
Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)

definujeme jejich sdruzenou distribucni funkci (joint cdf)
Fxy :R? = [0,1] pfedpisem

Fxy(z,y) =P{w e Q: X(w) <z &Y(w) <y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.

..... Xn(xl, ey l’n)

» Muizeme odsud odvodit pravdépodobnost obdélniku:
P(X € (a,b] &Y € (¢,d]) =



Sdruzena hustota (Joint pdf)

» Casto mizeme sdruzenou distribuéni funkci psat jako
integral pomoci nezaporné funkce fx y

Fxy(z,y) / / Ixy(z,y)dxdy.

» Pak nazyvame n.v. X, Y sdruzené spojité. Funkce fx y je
jejich sdruzena hustota.

» Jako u jednorozmérného pfipadu mize byt fxy > 1.
» Stejné jako u jednorozmérného pfipadu mizeme pak
pomoci hustoty vyjadfrit i dal$i pravdépodobnosti:

P(X,Y)eS) = /Sfxﬁy(:c,y)dxdy.

0°F ,
> fxy(z,y) = 73%56 )



LOTUS

» Stejné jako v diskrétnim pfipadu plati pro stfedni hodnotu
funkce dvou n.v.

E(g(X,Y)):/Oo /OO 9(z,y) fxy (z,y)dzdy.

> A stejné jako v diskrétnim pfipadu odsud odvodime
E(aX +bY +¢)=a-E(X)+b-E(Y) +c.



Vicerozmérné normalni rozdéleni
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Prehled

Spoijité distribuce



Jaka rozdéleni jsme uz potkali

» U(a,b) — uniformni — rovnomérné na intervalu [a, b]

» Exp(\) — exponencialni — za jak dlouho se utrhne ucho u
dzbanu

> N(p,o?) —normalni — kolik vazi chleba



Cauchyho rozdéleni

> Cauchyho rozdéleni: hustota f(x) = iz

» nema stiredni hodnotul!!!

0.4

— Cauchy
N(0, 1)

0.2

0.1




Gamma rozdéleni

» Gamma(w,\), gamma rozdéleni s parametry w > 0 a
A > 0 mé hustotu

0 pro x <0
f(l‘) - { 1 )\wxw—le—kx

e pro z >0

kde N(w) = (w —1)! = [[ 2% e "da.

» Pro w = 1 dostavame znovu exponencialni rozdéleni.

» Pokud X1,..., X, jsou n.n.v. s rozdélenim Exzp()\),
tak X1 + - -+ + X, ~ Gamma(n, \).

» Modeluje mj. zivotnost soucastky, souhrn destovych
srazek za rok, latenci webového serveru.




A mnoho dalSich

> Beta(s,t) — beta rozdéleni

> 2 rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x?) je jiné
jméno pro Gamma(ik, 3). Je to rozdéleni Z} + - - + ZZ,

kde Z; ~ N(0,1) jsou n.n.v.
» Studentova t-distribuce
> atd. atd.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht X je n.v. s distribucni funkci Fx = F, necht F je spojita
a rostouci. Pak F(X) ~ U(0,1).

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q je odpovidajici kvantilova funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkci F .



<

=]

>

o«

Q>



Prehled

Nahodné vektory



Sdruzena distribucni funkce (Joint cdf)

Definice

Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)
definujeme jejich sdruzenou distribucni funkci (joint cadf)
Fxy :R? = [0,1] pfedpisem

Fxy(z,y) =P{we Q: X(w) <z&Y(w) <y}).

» Formalni podminka: potfebujeme {X <z &Y <y} € F,
jinak (X,Y") neni nahodny vektor.

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
Fx, . . x,(x1,...,2n) =

» Mizeme odsud odvodit pravdépodobnost obdélniku:
P(X € (a,b] &Y € (¢,d]) =



Sdruzena hustota (Joint pdf)

» Casto mizeme sdruzenou distribuéni funkci psat jako
integral pomoci nezaporné funkce fx y

Fxy(z,y) / / fxy (s, t)dsdt.

» Pak nazyvame n.v. X, Y sdruZené spojité. Funkce fx y je
jejich sdruzena hustota.

» Jako u jednorozmérného pfipadu mize byt fxy > 1.

» Stejné jako u jednorozmérného pfipadu mizeme pak
pomoci hustoty vyjadrit i dalsi pravdépodobnosti, pro
,;ozumnou mnozinu A“.

P((X,Y) € 4) = /A Fxy (@, y)dady.



9%F ,
> fxy(a,y) = Ty

Pr<X<z4+As & y<Y<y+Ay)

> fxyv(z,y) = AA

Y



LOTUS

» Analogicky jako v diskrétnim pfipadu plati pro stfedni
hodnotu funkce dvou n.v.

E(9(X,Y)) =/oo /OO 9(z,y) fxy (z,y)dzdy.

> A tak jako v diskrétnim pfipadu odsud odvodime

E(aX +bY +¢) =a-E(X)+b-E(Y) +c



Nezavislost spojitych nahodnych veli¢in

Definice

Libovolné nahodné veli¢iny nazveme nezavislé (independent),
pokud jevy {X < x} a{Y <y} jsou nezavislé pro libovolna
x,y € R. Ekvivalentné,

P(X <z,Y<y)=PX <x)P(Y <y),

Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y)

Véta
Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y (a hustoty fx, fv).
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

» X,Y jsou nezavislé

> fxy(z,y) = fx(@)fy(y)



Vicerozmérné normalni rozdéleni

> go(t) _ \/%6_9/2
1 _t%+---+t%
> f(tla"-atn) :gp(tl)(p(t2)¢(tn) = (m)ne 2
> f(t1,... tn) = (2m) 2 /2 kde 12 =2 + .- + 12
radialné symetricka funkce

Image by thil:pedia editor Piotrg.
» Necht Z = (Z,,...,Z,) mé hustotu f.
> Zi,...,Zyjsoun.n.v., Z; ~ N(0,1)

» Z/||Z]| je uniformné ndhodny bod na n-rozmérné sfére.

» tudiz skal. souCin Z s libovolnym jednotkovym vektorem je
N(0,1)

> (u,Z) =) 1", u;Z; ma také rozdéleni N(0,1)



Vicerozmérné normalni rozdéleni obecné

» Obecné&ji mizeme vzit ndhodny vektor s hustotou ¢ - e9®),
kde ¢ > 0 je vhodna konstanta a Q(¢) je obecna
kvadraticka funkce.

» Pouziva se ve strojovém uceni.
» Souradnice nejsou nezavislé!

(x)d

Image by Wikipedia editor Bscan.



Soucet spojitych n.v.

Véta

Necht spojite X, Y jsou n.n.v. Pak Z = X + Y je také spojita
n.v. a jeji hustotu dostaneme jako konvoluci funkci fx, fy,
neboli

f2(2) = /_ Y @) fy (s — 2)da



Podminovani

Definice
X jenv.na(Q,F,P),BeF.

Fxp(z) == P(X <z | B)
K tomu pfislusi hustotni funkce fx|p.

Véta
Necht By, Bo, ... je rozklad ). Pak

Fx(x) = Z Fx|p,P(Bi) a

Ix(z) = Z Ix\8,P(Bi).

Dlkaz: véta o UplIné pravdépodobnosti. (Spec. pfipad byl na
cviceni — dva algoritmy.)



Prehled

Zpatky k zakladum



Kovariance

Definice
Pro n.v. X, Y definujeme jejich kovarianci (covariance)
predpisem

cov(X,Y) =E((X —EX)(Y —EY)).

Véta

cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y)

var(X) = cov(X, X)

cov(X,aY +bZ +c¢)=acov(X,Y) 4+ beov(X, Z)
cov(X,Y) = 0 pokud X,Y jsou nezdvislé

ale nejen tehdy

vvvyYyy



Korelace

Definice

Korelace nahodnych veli¢in X, Y je definovana predpisem
cov(X,Y)

var(X)var(Y)

o(X,Y) =

> je to prenormovana kovariance

> —1<o(X,Y) <1 (cviC.)

» Korelace neznamenad pricinnou souvislost! (Napf., korelace
je symetricka, kauzalita nikoli!)

» Naopak, nekorelace neznamena nezavislost. (Pf: X
libovolna, Y = +X nebo Y = — X, oboji se stejnou
pravdépodobnosti.)



Rozptyl souctu
Véta
Necht X =" | X;. Pak

var(X) = ZZCOU(Xi,Xj) = Zvar(Xi) + ZCOU(XZ',X]').
i=1

i=1 j=1 i#]

Spec. jsou-li X4, ..., X,, nezavislé, pak

var(X) = Zvar(Xi).
i=1



Prehled

Dokonceni k spojitym vektordm



Podminéna hustota

Definice
Pro spojité n.v. X, Y definujeme podminénou hustotu
(conditional pdf) pfedpisem

f X,Y(xa Y)
fr(y)
pokud je fy (y) > 0, jinak ji nedefinujeme.

> pfipomenme, ze fy (y) = fzeR Ixy(z,y)dz
> pro fixované y je fx|y (z|y) hustota

Ixy (zly) =



Podminéna, sdruzena a marginalni hustota

Véta

fxy(z,y) = fy () fxy(zly)
fx(@) = / Fepy ly) i (v)dy



Podminéna hustota a stfedni hodnota
> Fxp(r) = P(X <z | B)... distr. funkce n.v. X ztuzené
na B C Q, potfebujeme P(B) > 0.
> fx|p odpovidajici hustota
pokud B = {X € S}, tak

v

{If(’)‘((é%) pokud = € S

Ixip(®) =1 jinak

v

E(X | B) = [% = fxp(z)dx
E(g9(X)|B) = [*2 g(2) fx|p(x)dx
Pokud B, B, ... je rozklad, tak

vy

E(X) = ZE(X | B;)P(B;).



Podminéna hustota a stredni hodnota

> fxy(zly) = ijgi((;’)’y) je hustota n.v. X, pokud Y =y

> E(X|Y =y):= [T z- fxyy(z,y)dz je stfedni hodnota
této veliCiny

> E(g(X)|Y =y) = [* g(x) - fxpy(z,y)da

B(X) = [ XY =)y

—00

> E(X)=EE(X]|Y))



Prehled

Nerovnosti



Cauchyho nerovnost

Véta
Necht X, Y maji koneCnou stfedni hodnotu a rozptyl. Pak

E(XY) <4/E(X?)E(Y?)

» Dusledek pro korelaci: —1 < p(X,Y) <1



Jensenova nerovnost
Véta

Necht X ma konecnou stfedni hodnotu a necht g je konvexni
redlna funkce. Pak

E(g(X)) > g(E(X)).

(Pro konkavni plati opacna nerovnost.)



Markovova nerovnost

Véta
Necht nahodna velicina X spolriuje X > 0. Pak

B(x)

P(X >a)<
(X2a)<—



Cebysevova (Chebyshev) nerovnost

Véta
Necht X ma koneénou stfedni hodnotu . a rozptyl o%. Pak

1
PX —pl 2 a-0) < .



Chernoffova (Cernovova) nerovnost
Véta
Necht X =" | X;, kde X, jsou n.n.v. nabyvajici hodnot +1 s
pravdépodobnosti 1/2. Pak prot > 0 plati
P(X < —t)=P(X >t) < e /27

kde o = ox = +/n.
Bez dk.



Prehled

Limitni véty — aproximace



Silny zakon velkych Cisel (strong law of large numbers)

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou n.n.v. se stf. hodnotou 1. a

rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+~ + X,,)/n tzv. vybérovy
prumér (sample mean). Pak plati

lim S, = p skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti 1).

n—oo

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k 1. skoro jisté (almost
surely).



Monte Carlo integration
Jak spocitat [ _, g(z)dz?



Slaby zakon velkych Cisel (weak law of large numbers)
Véta
Necht X1, ..., X, jsou n.n.v. se stf. hodnotou . a rozptylem o?.
Oznaéme S,, = (X1 + --- + X,,)/n. Pak pro kaZdé ¢ > 0 plati
lim P(|S, —u| >¢)=0.
n—oo

Rikame, Ze posloupnost S,, konverguje k 1. v pravdépodobnosti
(in probability).



Centralni Limitni véta



Centralni Limitni véta

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou n.n.v. se stfedni hodnotou . a

rozptylem o%. Oznaéme Y,, = (X1 + -+ X,,) —np)/(v/n - o).

PakY, 2 N(0,1). Neboli, pokud F, je distribuéni funkce Y,,, tak
lim F,(x) = ®(x) foreveryz e R.

n—oo

Rikéme, Ze posloupnost Y;, konverguje k N (0,1) v distribuci (in
distribution).



Momentova vytvorujici funkce

Definice
Pro nahodnou veli¢inu X oznac¢ime

Mx(t) = E(e"Y).

Funkci Mx (t) nazyvame momentova vytvorujici funkce
(moment generating function).

Mpenp)(t) =p-e' + (1 - p).

Mx(t) = > 02 E(X™) 4.

Mx .y (t) = Mx(t)My(t), jsou-li X, Y n.n.v.
Mpin(np) = (pe' +1—p)"

MN(0,1) = €t2/2

Mpap) = 475

Pokud Mx (t) = My (t) naintervalu (—a, a) pro néjaké
a>0,takje X =Y s.|.

vV Vv Vv VVYyVYyYy
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Prehled

Spojité nahodné vektory



Co uz zname

» sdruzend distribucni funkce
Fxy(z,y) =P(X <2&Y <y).

» sdruzena hustota: fxy > 0 takova, ze

Fyy(a,y) = / / Fy (s, t)dtds.

» dulezity priklad: vicerozmérné normaini rozdéleni

Mulivarito Normal Disitbution j oo
00006
00004
. 00002
o
3

Obrazek od editord Wikipedie Piotrg a Bscan.



Podminovani
Definice (zGzeni nahodné veliCiny na mnozinu)
X jen.wv.na(Q,F,P),Be F,tZ P(B)>0.
Fxp(z) = P(X <z | B)

K tomu pfislusi hustotni funkce fx|p-
» pokud B = {X € S}, tak

Ix@) - pokud z € S

_ ) P(xes)
Fxis(®) {o jinak




Véta o rozkladu hustoty

Véta (véta o rozkladu hustoty)
Necht X je spojita n.v., necht By, B, ... je rozklad Q). Pak

ZP i) Fx|p,(z) a
ZP i) fx|B,(z

Dlkaz: véta o Uplné pravdépodobnosti. (Spec. pfipad byl na
cviCeni — dva algoritmy.)



Marginalni hustota

Véta

fx(z) = /GR fxy(z,y)dy
Yy

fy(y) = /eR fxy(z,y)dx



Podminéna hustota

Definice
Pro spojité n.v. X, Y definujeme podminénou hustotu
(conditional pdf) pfedpisem

f X,Y(xa Y)
fr(y)
pokud je fy (y) > 0, jinak ji nedefinujeme.

> pfipomenme, ze fy (y) = fzeR Ixy(z,y)dz
> pro fixované y je fx|y (z|y) hustota

Ixy (zly) =



Podminéna, sdruzena a marginalni hustota

Véta

fxy(z,y) = fy () fxy(zly)
fx(@) = / Fepy ly) i (v)dy



Soucet spojitych n.v.

Véta

Necht spojite X, Y jsou n.n.v. Pak Z = X + Y je také spojita
n.v. a jeji hustotu dostaneme jako konvoluci funkci fx, fy,
neboli

f2(2) = /_ Y @) fy (s — 2)da



Ukazka konvoluce



Podminéna hustota a stredni hodnota

> E(X|B) = [" = fxp(z)dx
> E(9(X)|B) = |7 g(x) fx|p(x)dx

Véta (o Uplné stredni hodnoté)
Necht X je spojita n.v. Pokud By, Bs, ... je rozklad, tak

ZP E(X | B;).

Ddkaz: pomoci rozkladu hustoty.



Podminéna hustota a stredni hodnota

> fxy(zly) = ijgi((;’)’y) je hustota n.v. X, pokud Y =y

> E(X|Y =y):= [T z- fxyy(z,y)dz je stfedni hodnota
této veliCiny

> E(g(X)|Y =y) = [* g(x) - fxpy(z,y)da

» Analogie véty o Uplné stfedni hodnoté:

B(X) = [ B(X Y =) f )y

— 00

> E(X)=EE(X|Y))



Prehled

Kovariance a korelace



Kovariance

Definice
Pro n.v. X, Y definujeme jejich kovarianci (covariance)
predpisem

cov(X,Y) =E((X —EX)(Y —EY)).

Véta

cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y)

var(X) = cov(X, X)

cov(X,aY +bZ +c¢)=acov(X,Y) 4+ beov(X, Z)
cov(X,Y) = 0 pokud X,Y jsou nezdvislé

ale nejen tehdy

vvvyYyy



Korelace

Definice

Korelace nahodnych veli¢in X, Y je definovana predpisem
cov(X,Y)

var(X)var(Y)

o(X,Y) =

> je to prenormovana kovariance

> —1<o(X,Y) <1 (cviC.)

» Korelace neznamenad pricinnou souvislost! (Napf., korelace
je symetricka, kauzalita nikoli!)

» Naopak, nekorelace neznamena nezavislost. (Pf: X
libovolna, Y = +X nebo Y = — X, oboji se stejnou
pravdépodobnosti.)



Rozptyl souctu
Véta
Necht X =" | X;. Pak

var(X) = ZZCOU(Xi,Xj) = Zvar(Xi) + ZCOU(XZ',X]').
i=1

i=1 j=1 i#]

Spec. jsou-li X4, ..., X,, nezavislé, pak

var(X) = Zvar(Xi).
i=1



Prehled

Nerovnosti



Cauchyho nerovnost

Véta
Necht X, Y maji koneCnou stfedni hodnotu a rozptyl. Pak

E(XY) <4/E(X?)E(Y?)

» Dusledek pro korelaci: —1 < p(X,Y) <1



Jensenova nerovnost
Véta

Necht X ma konecnou stfedni hodnotu a necht g je konvexni
redlna funkce. Pak

E(g(X)) > g(E(X)).

(Pro konkavni plati opacna nerovnost.)



Markovova nerovnost

Véta
Necht nahodna velicina X splriuje X > 0. Pak

E(X)

P(X >a) <
(Xza)< =



Cebysevova (Chebyshev) nerovnost

Véta
Necht X ma koneénou stfedni hodnotu . a rozptyl o%. Pak

1
PX —pl 2 a-0) < .



Chernoffova (Cernovova) nerovnost
Véta
Necht X =" | X;, kde X, jsou n.n.v. nabyvajici hodnot +1 s
pravdépodobnosti 1/2. Pak prot > 0 plati
P(X < —t)=P(X >t) < e /27

kde o = ox = +/n.
Bez dk.



Prehled

Limitni véty — aproximace



Silny zakon velkych Cisel (strong law of large numbers)

Véta
Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stf.
hodnotou p a rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+ + X,,)/n
tzv. vybérovy prumér (sample mean). Pak plati

1Lm Sp, = p  Skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti 1).

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k 1. skoro jisté (almost
surely).



Monte Carlo integration

Jak spocitat [, g(x)dz?
Specialné:

. obsah kruhu



Slaby zakon velkych Cisel (weak law of large numbers)

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stf.
hodnotou p a rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+ + X,,)/n.
Pak pro kazdé ¢ > 0 plati

lim P(|S,, —u| >¢)=0.
n—oo

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k ;. v pravdépodobnosti
(in probability).



Centralni Limitni véta



Centralni Limitni véta

Véta
Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stfedni
hodnotou y. a rozptylem 0. Oznac¢me

Vo= ((X1+--+Xn) —np)/(Vn- o).
Paky, 4 N (0,1). Neboli, pokud F,, je distribucni funkceY,,, tak
lim F,(z) = ®(x) prokazdéx c R.

n—oo

Rikdme, Ze posloupnost Y,, konverguje k N (0,1) v distribuci (in
distribution).



Momentova vytvorujici funkce

Definice
Pro nahodnou veli¢inu X oznac¢ime

Mx(t) = E(e"Y).

Funkci Mx (t) nazyvame momentova vytvorujici funkce
(moment generating function).

Mpenp)(t) =p-e' + (1 - p).

Mx(t) = > 02 E(X™) 4.

Mx .y (t) = Mx(t)My(t), jsou-li X, Y n.n.v.
Mpin(np) = (pe' +1—p)"

MN(0,1) = €t2/2

Mpap) = 475

Pokud Mx (t) = My (t) naintervalu (—a, a) pro néjaké
a>0,takje X =Y s.|.

vV Vv Vv VVYyVYyYy
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Nerovnosti, které zname z minula

» Markov:

X20:>P(X20LE(X))§1
a

» Cebysev/Chebyshev
P(X ~B(X)| 2 a0x) <

» Chernoff (cx = v/n)

n
X=X X;=+1= P(X —E(X)| > aox) < 2¢7/?
=1



Prehled

Limitni véty



Slaby zakon velkych Cisel (weak law of large numbers)

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stf.
hodnotou p a rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+ + X,,)/n.
Pak pro kazdé ¢ > 0 plati

lim P(|S, —u| >¢)=0.
n—oo

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k ;. v pravdépodobnosti
(in probability), piseme S,, i 1).



SzVC — Centralni Limitni véta



Centralni Limitni véta

Véta
Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stfedni
hodnotou . a rozptylem 0. Oznaéme

Y= ((X1+--+X,) —np)/(Vn- o).
Pak Y, % N(0,1). Neboli, pokud F, je distribuéni funkce Y,,, tak

lim F,(z) = ®(x) prokazdéx c R.

Rikame, Ze posloupnostY;, konverguje k N(0,1) v distribuci (in
distribution).

X_ije U.1),n=1 X_ije U1, n=2 X_ije U.1),n=3




CLV dalsi ukazka

X_ije Exp(1). n=1 X_ije Exp(1), X_ije Exp(1).
W — — B —
= =W =i
_ -
Pupep— g ey
¥ — — —
= = =i
_
% 3 . . s T : T 4 s 1«




Bonus: Momentova vytvorujici funkce

Definice
Pro nahodnou veli¢inu X oznac¢ime

Mx(t) = E(e"Y).

Funkci Mx (t) nazyvame momentova vytvorujici funkce
(moment generating function).

Mx(t) = Y0l  B(X™) o

MBern(p)(t) =p- el + (1 _p)'

Mx .y (t) = Mx(t)My(t), jsou-li X, Y n.n.v.
MBin(n,p) = (pet +1- p)n

My, = et*/?

Mpap(n) = =57

Pokud Mx (t) = My (t) naintervalu (—a, a) pro néjaké
a>0,takje X =Y s,j.

vV VvV VVYVY



Prehled

Statistika — Gvod



Plan pfednasky

?‘a"déPOdOb”%r

Modely nahody Pozorovana data




1. ilustrace — pocet levaku



2. ilustrace — doba béhu programu

> X1, ..

., X ~ F n.n.v, F je jejich distribucni funkce
» Definice: Empiricka distribucni funkce (empirical CDF) je
definovana

Fo(z) =

Z?:1 I(X; < z)

)
n

kde I(X; < x) =1 pokud X; < z a0 jinak.

ecdf(X)

ecdf(X)




Empirick& distribucni funkce — vlastnosti

Véta
Pro pevné x plat/'
E(F(x)) =
> var(l3 (z
Fy(x)
Fo(x)

n(w

) = x)(l F(z))

konverguje k F(x) v pravdépodobnosti, piseme
L P(a).

Dukaz.
Slaby zakon velkych Cisel.



Empiricka distribuéni funkce —
Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz (DKW)
Véta R
Necht X4, ..., X,, ~ F jsou n.n.v., F,, jejich empiricka
distribucni funkce. Necht E(X;) je konecnd. Zvolme « € (0,1)

aoznacmee = \/5-log 2. Pak plati




Intro — exploraCni analyza dat (exploratory data
analysis)
» posbirame data (a ddme pozor na systémové chyby —
nezavislost, nezaujatost, . ..)
» r(izné tabulky (tfeba v Excelu a spol.)
» vhodné obrazky: histogram, krabicovy diagram (boxplot),

atd.
Vysledky pisemky

Pocet lidi
3
1

I T T T T 1
0 20 40 60 80 100

pocet bodl



Intro — exploraCni analyza dat (exploratory data
analysis)

» posbirame data (a ddme pozor na systémové chyby —
nezavislost, nezaujatost, .. .)

» r(izné tabulky (tfeba v Excelu a spol.)

» vhodné obrazky: histogram, krabicovy diagram (boxplot),
atd.

100

80
|

Poéet bodi

40

20

Skupina



Intro — exploraCni analyza dat (exploratory data
analysis)

» posbirame data (a ddme pozor na systémové chyby —
nezavislost, nezaujatost, .. .)

» r(zné tabulky (tfeba v Excelu a spol.)

» vhodné obrazky: histogram, krabicovy diagram (boxplot),
atd.

& o050 Al
3
0.025

0.000

-0.025

-0.050

0 25 50 75 100
value of X



Nahodny vybér
> s vracenim
» bez vraceni

Q = {v8echny n-tice obyvatel CR}
Prow = (w1,...,wy) zvolime X; = I(w; je levak).



Statistika — prehled

» nezavisla méreni — hodnoty n.n.v. X1,..., X, ~ F
nahodny vybér s distribucni funkci F' s rozsahem n

» neparametrické modely: povolujeme velkou tfidu F'

» parametrické modely: F € {Fy : ¥ € O}
> priklady:
> Pois()\) (parametr ¥ = A\, © = R™)
> Uf(a,b) (parametr 9 = (a,b), © = R?)
> N(p,0?) (parametr 9 = (u,0), © =R x RT)

» ,VSechny modely jsou Spatné, ale nékteré jsou uziteéné.”
(George Box)



Zkoumané ulohy — cile konfirmacni analyzy
(confirmatory data analysis)

» bodové odhady

» intervalové odhady

» testovani hypotéz

» (linearni) regrese

v

statistika — libovolna funkce nahodného vybéru, tj. napf.
aritmeticky primeér, median, maximum, atd.
T.T=T(X1,...,Xn).



Dalsi typy zkoumanych problému

>
>
>

v

Je zkoumany Iék U€inny?

Je nade mince, kostka spravedliva?

Predpokladame, Ze vyska Clovéka je normalné rozdélena.
Jaké je u, 0?

Predpokladame, ze vySka Cloveéka je normalné rozdélena.
V jakém vztahu je primérna vySka muzl a zen? Pravakl a
levaka?

Jak zavisi néklon Sikmé véze v Pise na Case?



Zkoumané ulohy — predpoklady
» VZzdy pfedpokladame, ze mame nezavisla méfeni —
hodnoty n.n.v. X4,..., X,, ~ F

» O F predpokadame, ze patfi do néjakého modelu —
mnoziny vhodnych distr. funkci.

» parametrické/neparametrické modely



Zkoumané ulohy — cile

» bodové odhady

> intervalové odhady
> testovani hypotéz
» (linearni) regrese



Prehled

Statistika — bodové odhady



Vybérovy pramér a rozptyl




Cile
Definice R
Odhad ©,, = 0,,(X1,...,X,) parametru ¥ je
> nestranny (unbiased) — pokud 9 = E(0,,)
> asymptoticky nqstranny (asymptotically unbiased) — pokud
¥ = limy, 00 E(O,)
> vychyleni (bias) biasy(0,) = E(6,) — v

» stfedni kvadraticka chyba (mean squared error, MSE) je
E((6 —9)°)

Véta ) )
MSE = biasy(0,)% + vary(0,)



Parametry vybérového momentu a rozptylu

Véta
1. X, je konzistentni nestranny odhad p
2. S, je konzistentni asymptoticky nestranny odhad .
3. S, je konzistentni nestranny odhad 1



Metoda momentu
> m.(9) :=E(X") pro X ~ Fy ... r-ty moment
> m,(0) == 7, X7 pro néhodny vybér X1, ..., X, z F

T n

. r-ty vybérovy moment

Véta
m,.(9) je nestranny konzistentni odhad pro m,.(19)

» Odhad metodou momentu je feSeni soustavy rovnic



Metoda momenta — priklady



Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

nah. vybér X = (X1,...,X,) z modelu s parametrem ¢
mozny vysledek = = (z1,...,x,)

... sdruzena pravdépodobnostni funkce px (z; )

... sdruzend hustota fx (z;9)

vérohodnost (likelihood) L(z; ) znaki px nebo fx
normalné: mame pevné ¢, a L(x;¥) je funkce =

> ted: mame pevné z a L(z; ) je funkce ¥

Metoda MV (ML):
volime takoveé ¢, pro které je L(x;v) maximalni




Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

> Metoda MV (ML):
volime takové ¥, pro které je L(x;v) maximalni

» definujeme také ¢(x; ) = log(L(z;9))
» diky nezavislosti je
L(x;9) =

Uz 9) =



ML — levaci

plot(binomial(17,2)*pA2*(1-p)~15,

0.2

0.1

I
i

0,1])

0.2 0.4

0.6

0.8



Prehled

Statistika — intervalové odhady



Intervalové odhady

> misto jednoho Cisla s nejistym vyznamem vypocitame z
dat interval [0, 0]

Definice

Necht ©~, ©F jsou n.v. které zavisi na ndhodném vybéru
X = (Xy,...,Xy). Tyto n.v. urcuji intervalovy odhad, téz
konfidencni interval o spolehlivosti1 — « (1 — « confidence
interval), pokud

PO~ <9<OT)>1-a.



Intervalové odhady normalni nahodné veli¢iny
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Prehled

Statistika — model situace



Nahodny vybér

» bez vraceni .
Q = {vSechny n-tice obyvatel CR}
Prow = (w1,...,w,) zvolime X; = I(w; je levak).

> s vracenim 5
Q = {vSechny n-tice obyvatel CR, mohou se opakovat}
Prow = (wi,...,wy) zvolime X; = I(w; je levék).

» varianty (stratifikovany vybeér)
Chceme adekvatné reprezentovat riizné podmnoziny
(dané vékem, bydlistém, ...).
Nebudeme déle zkoumat.



Statistika — model

» nezavisla méreni — hodnoty n.n.v. X;,..., X, ~ F
nahodny vybér s distribucni funkci F' s rozsahem n

» neparametrické modely: povolujeme velkou tfidu F'

» parametrické modely: F € {Fy : ¥ € O}
> priklady:
> Pois()\) (parametr ¥ = A\, © = R™)
> Uf(a,b) (parametr 9 = (a,b), © = R?)
> N(p,0?) (parametr 9 = (u,0), © =R x RT)

» ,VSechny modely jsou Spatné, ale nékteré jsou uziteéné.”
(George Box)



Zkoumané ulohy — cile konfirmacni analyzy
(confirmatory data analysis)

» bodové odhady

» intervalové odhady

» testovani hypotéz

» (linearni) regrese

v

statistika — libovolna funkce nahodného vybéru, tj. napf.
aritmeticky primeér, median, maximum, atd.
T.T=T(X1,...,Xn).



Prehled

Statistika — bodové odhady



Vybérovy pramér a rozptyl




Odhad

Definice
Odhad je libovolna statistika.



Vlastnosti bodovych odhadu

Definicg R
Odhad ©,, = 0,,(X1,...,X,) parametru ¥ je

> nestranny (unbiased) — pokud ¥ = E(©,,) (pro kazdé 1)
> asymptoticky nestranpy (asymptotically unbiased)
—pokud ) = lim E(©,)

> konzistentni (consistent) — pokud ©,, £ .

> vychyleni (bias) biasy(0,) :=E(6,) — 9

» stfedni kvadraticka chyba (mean squared error, MSE) je
MSE :=E((6, - 9)?)

Véta A A
MSE = biasy(0,)? + vary(6,)



Parametry vybérového momentu a rozptylu

Véta
1. X, je konzistentni nestranny odhad p
2. S, je konzistentni asymptoticky nestranny odhad .
3. S, je konzistentni nestranny odhad 1



Metoda momentu
> m.(9) :=E(X") pro X ~ Fy ... r-ty moment
> m,(0) == 7, X7 pro néhodny vybér X1, ..., X, z F

T n

. r-ty vybérovy moment

Véta
m,.(9) je nestranny konzistentni odhad pro m,.(19)

» Odhad metodou momentu je feSeni soustavy rovnic



Metoda momenta — priklady



Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

nah. vybér X = (X1,...,X,) z modelu s parametrem ¢
mozny vysledek = = (z1,...,x,)

... sdruzena pravdépodobnostni funkce px (z; )

... sdruzend hustota fx (z;9)

vérohodnost (likelihood) L(z; ) znaki px nebo fx
normalné: mame pevné ¢, a L(x;¥) je funkce =

> ted: mame pevné z a L(z; ) je funkce ¥

Metoda MV (ML):
volime takoveé ¢, pro které je L(x;v) maximalni




Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

> Metoda MV (ML):
volime takové ¥, pro které je L(x;v) maximalni

» definujeme také ¢(x; ) = log(L(z;9))
» diky nezavislosti je
L(x;9) =

Uz 9) =



ML — levaci

9
S

z

2

=

s 24

2 ©

3

°

3

B

«
0
8
S
3
8 4
S

Pravd.levaki v CR




Prehled

Statistika — intervalové odhady



Intervalové odhady

> misto jednoho Cisla s nejistym vyznamem vypocitame
z dat interval [©~, 0]

Definice

Necht ©~, ©F jsou n.v. které zavisi na ndhodném vybéru
X = (Xy,...,Xy). Tyto n.v. urcuji intervalovy odhad, téz
konfidencni interval o spolehlivosti1 — « (1 — « confidence
interval), pokud

PO~ <9<OT)>1-a.



Intervalové odhady normalni nahodné veli¢iny

Véta

X1, ..., X, je nahodny vybér z N (9, 0?).
o zname, ¥ chceme urcit, o € (0,1).
Necht ®(z,/5) =1 — /2. 6, = X,.

~ Za/gO' A ZQ/QO'

B

Pak P(Cp, 2 7Y)=1-qa.

Dilkaz.



Intervalové odhady pomoci CLV

Véta

X1, ..., X, je nahodny vybér z rozdéleni se stredni
hodnotou 1, rozptylem o2.

o zname, ¥ chceme urcit, o« € (0,1).

Necht ®(z,/2) =1 — a/2.

~ ZQ/QO' ~ ZQ/QO'

C, = [0, — NG .6, +

Pak P(C, > ) se limitné bliZ 1 — a.




Studentovo rozdéleni

» Necht X1,..., X, ~ N(u,o?)
> Pak X2=£  N(0,1)

a/v/n
» Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti je rozdéleni
n.v. _
Xn—pu
CNG

» DistribuCni funkce ¥,,_; (v tabulkach ...)



Int. odhady normalni n.v. pomoci Studentova t

Véta

X1, ..., X, je nghodny vybér z N (9, 0?).

9 chceme urcit, o nezname; o € (0,1). Necht

U1 (2 a/2) =1-a/2. @n = X, 52 n£1 Z?:l(Xi - Xn)z

~

/\

S, S
Chn = [0, — 04/27 On + Za/zﬁ]

Pak P(C,, 29) =1— .
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Prehled

Statistika — bodové odhady (point estimation)



Vybérovy primér a rozptyl

1 n
X, = nZ;X
1=

2:7 Xz_XnQ
Sy n;( )

1 < _
a2 ) 2
Sn—n_lgxz—xn)



Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)
» Metoda MV (ML):
volime takové ¥, pro které je L(x;v) maximalni
» definujeme také ¢(x; ) = log(L(z;9))
» diky nezavislosti je

L(z;9) = L(x1;9) ... L(zp;9)
U(z;9) = Lz139) + -+ L(zn3 )

Bin(20.p) 0.2 0.3 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
7 0.0545 0.1643 0.1659 0.1221 0.0739 0.0366 0.0146

8 0.0222 0.1144 0.1797 0.1623 0.1201 0.0727 0.0355

a9 0.0074 0.0654 0.1597 0.1771 0.1602 0.1185 0.071

10 0.002 0.0308 0.1171 0.1593 0.1762 0.1593 0.1171

11 0.0005 0.012 0.071 0.1185 0.1602 0.1771 0.1597

12 0.0001 0.0039 0.0355 0.0727 0.1201 0.1623 0.1797

13 o 0.001 0.0146 0.0366 0.0739 0.1221 0.1659

14 o 0.0002 0.0049 0.015 0.037 0.0746 0.1244




ML — dalsi ilustrace



Prehled

Statistika — intervalové odhady



Intervalové odhady (interval estimation)

> misto jednoho Cisla s nejistym vyznamem vypocitame
z dat interval [©~, 0]

Definice

Necht ©~, ©F jsou n.v. které zavisi na ndhodném vybéru

X = (Xy,...,X,) zdistribuce Fy. Tyto n.v. urcuji intervalovy
odhad, téz konfidencni interval o spolehlivosti1 — a (1 — «
confidence interval), pokud

PO~ <9<OT)>1-a.

» tohle jsou tzv. oboustranné odhady
> jednostranny odhad: [0, c0) nebo (—co, O]



Intervalové odhady normalni nahodné veli¢iny

Véta

X1, ..., X, je ndhodny vybérz N(9,0?).
o zname, ¥ chceme urcit, o € (0,1).

Necht ®(z,,) = 1 — a/2. Zvolime ©,, := X,,.

g

Cp =10, — ﬁ

én + Za 2

g
za/2%a ]
Pak P(Cp, 2 9)=1-q.

Ddkaz.



Intervalové odhady pomoci CLV

Véta

X1, ..., X, je nahodny vybér z rozdéleni se stredni
hodnotou 1, rozptylem o2.

o zname, ¥ chceme urcit, o € (0,1).

Necht ®(z,,) = 1 — a/2. Zvolime ©,, := X,,.

N g

On + Zaj2—7=]

Cp =10, — NG

o
Za/2%7
Pak lim P(C,,>79)=1- .

T—r00



Studentovo rozdéleni
> X, =157 X;... vybérovy primér
> 52 =_L. 5" (X;— X,)?... vybérovy rozptyl

n

> Necht Xi,..., X, ~ N(p,0?)

> Pak ff;\;g ~ N(0,1)

» Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti je rozdéleni

Xn — M

S/ v/

» Distribucni funkci
budeme znadit ¥,,_1 ]
Je v tabulkach,
v R: pt(x,n—1)

0.4

— N@O.1)
tudent t

ntt

it

E
Sty
Student t_20

EE
5§58
88

[o(eded

0.2




Int. odhady normalni n.v. pomoci Studentova t

Véta

X1, ..., X, je nghodny vybér z N (9, 0?).

9 chceme urcit, o nezname; o € (0,1). Necht

U1 (2 a/2) =1-a/2. @n = X, 52 n£1 Z?:l(Xi - Xn)z

~

)

én + Za/z\/ﬁ

s |

Cn = [@ — Za/?

Pak P(C,, 29) =1— .



Prehled

Testovani hypotéz



Uvod do testovani hypotéz

» Je naSe mince spravedlivd?

> Je naSe kostka spravedliva?

» Ma vylepSeny program krat§i dobu béhu nez pavodni?
> Je |éCba nemoci metodou X dobra? (Lepsi nez placebo,
lepSi nez metoda , ...)

Jsou levaci lepSi boxefi?

v

» dvé hypotézy: Hy, Hy

» H, — nulova hypotéza (null hypothesis) — znaci defaultni,
konzervativni model (IéCba, mince je spravedliva)

» H, — alternativni hypotéza (alternative hypothesis) — znaCi
alternativni model ,pozoruhodnost*



Testovani hypotéz — ilustrace

» Chceme testovat, zda je mince spravedliva.
» Hodime n-krat minci, orel padne S-krat.
» Pokud je |S — n/2| moc velké, tak mince neni spravedliva.



Testovani hypotéz — ilustrace

>
>
>

Chceme testovat, zda je mince spravedliva.
Hy: je spravedliva

Hjy: neni spravedliva (,Védci objevili, Ze v kasinu byla
pouzita faleSna mince.”)

Vysledky: zamitneme Hy/nezamitneme H,

Chyba 1. druhu: chybné zamitnuti. Zamitneme Hy, i kdyz
plati. Trapas.

Chyba 2. druhu: chybné pfijeti. Nezamitneme Hy, ale ona
neplati. Promarnéna pfilezitost.

Potfebujeme urcit k£ takové, ze budeme zamitat H, pokud
|S —n/2| > k.



Testovani hypotéz — obecny postup

>
>

Vybereme vhodny statisticky model.

Volime hladinu vyznamnosti (significance level) «: pravd.
chybného zamitnuti Hy. Typicky a = 0.05.

Urcime testovou statistiku S = h(X1,...,Xy,), kterou
budeme ur€ovat z namérenych dat.

UrCime Kriticky obor (rejection region) — mnozinu W.
Naméfime hodnoty x4, ..., z, nah. veli¢in X1,..., X,,.
Rozhodovaci pravidlo: zamitheme H, pokud
h(z1,...,xy) € W.

a = P(h(X) € W; Hy)

B=Ph(X)¢W;H) ... silatestu

Casto a nevolime predem, ale spocitame p-hodnotu:
minimalni «, pro které bychom H, zamitli.



Testovani hypotéz — priklad

> Xi,...,X, ndhodny vybérz N(9,c?)
» o2 zname
>H0219:0 Hlﬁ#o



Testovani hypotéz — priklad

> Xi,...,X,, ndhodny vybér z Ber(Jx)
> Yi,...,Y,, nahodny vybér z Ber(dy)
> Hy:9x =9y Hy:9x # 9y



p-hacking

» napred ziskdme data, pak v nich hledame zajimavosti

» kdyz mame dost dat, tak tam néjaké budou ,shodou
okolnosti*

» reprodukovatelnost — po exploracni analyze dat udélame
nezavisly sbér dat a ten analyzujeme konfirmacné

» nebo dopfedu ndhodné rozdélime data na ¢ast pro tvorbu
hypotéz a ¢ast pro jejich potvrzeni ... jednoduchy pfipad
kfizové validace (cross validation)

Letters in winning word of Scripps National Spelling Bee
correlates with

Number of people killed by venomous spiders

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
15 letters 15 deaths

j0ad Jo JaquinN

10 letters

5 deaths

Spelling bee winning word

5 letters, 0 deaths
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

o
<
<
3
El
2
3
3
G
@
k-2
-4
@
Il

- Number of people killed by venomous spiders<- Spelling Bee winning word
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Statistika — Co uz vime

>

zakladni nastaveni: uvazujeme ndhodny vybér X,..., X,
z distribuce Fy — popisuje proces mereni, jak mohlo
méfeni probéhnout

naméfime data — konkrétni Cisla, tzv. realizaci nahodného
vybéru x4, ..., z, — jak nase méfeni skuteCné probéhlo

. bodové odhady: mame urcit co nejlepsi Cislo, odhad pro

parametr +J, nebo néjakou jeho funkci g(v).

intervalové odhady: mame urcit interval, ve kterém
parametr 9 pravdépodobné lezi

testovani hypotéz



Prehled

Testovani hypotéz



Testovani hypotéz — ilustrace

>
>
>

Chceme testovat, zda je mince spravedliva.

Hy: je spravedliva ocekavany stav svéta

H;: neni spravedliva prekvapivé zjisténi (,Védci objevili, ze
v kasinu byla pouzita faleSna mince.“)

Vysledky: zamitneme Hy/nezamitneme H,

Chyba 1. druhu: chybné zamitnuti. Zamitneme Hy, i kdyz
plati. Trapas.

Chyba 2. druhu: chybné pfijeti. Nezamitneme Hy, ale ona
neplati. Promarnéna pfilezitost.

Potfebujeme urcit £k takové, ze budeme zamitat H, pokud
|S —n/2| > k.



Testovani hypotéz — obecny postup

>
>

Vybereme vhodny statisticky model.

Volime hladinu vyznamnosti (significance level) «: pravd.
chybného zamitnuti Hy. Typicky a = 0.05.

UrCime testovou statistiku T = h(X;, ..., X,), kterou
budeme ur€ovat z namérenych dat.

UrCime Kriticky obor (rejection region) — mnozinu W.
Naméfime hodnoty x4, ..., z, nah. veli¢in X1,..., X,,.
Rozhodovaci pravidlo: zamitheme H, pokud
h(z1,...,xy) € W.

a = P(h(X) € W; Hy)
B=Ph(X)¢gW;:Hy)...1—pjetzv. sila testu

Casto « nevolime pfedem, ale spocitame tzv. p-hodnotu:
minimalni «, pro které bychom H, zamitli.



Testovani hypotéz — priklad

> Xi,...,X, ndhodny vybérz N(9,c?)
» o2 zname, i dano
> Hy:9=pu Hy:9#pu



Testovani hypotéz — priklad dvojvybérového testu

> Xi,...,X,, ndhodny vybér z Ber(Jx)
> Yi,...,Y,, nahodny vybér z Ber(dy)
> Hy:9x =9y Hy:9x #9y



p-hacking

» napred ziskdme data, pak v nich hledame zajimavosti

» kdyz mame dost dat, tak tam néjaké budou ,shodou
okolnosti*

» reprodukovatelnost — po exploracni analyze dat udélame
nezavisly sbér dat a ten analyzujeme konfirmacné

» nebo dopfedu ndhodné rozdélime data na ¢ast pro tvorbu
hypotéz a ¢ast pro jejich potvrzeni ... jednoduchy pfipad
kfizové validace (cross validation)

Letters in winning word of Scripps National Spelling Bee
correlates with

Number of people killed by venomous spiders

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
15 letters 15 deaths

j0ad Jo JaquinN

10 letters

5 deaths

Spelling bee winning word

5 letters, 0 deaths
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

o
<
<
3
El
2
3
3
G
@
k-2
-4
@
Il

- Number of people killed by venomous spiders<- Spelling Bee winning word



Prehled

Testy dobré shody



X2 — rozdéleni y-kvadrat

Definice
Z1,...,Zk ~ N(0,1) n.n.v. Rozdéleni nahodné veli¢iny
Q=71+ +2}

se nazyva x-kvadrat s k stupni volnosti. (Opravdu k!)
> E(Q) =k (lehké)
» var(Q) = 2k (pro info, netfeba pamatovat)

» hustota jde napsat vzorcem,
jde najit napt. na Wikipedii
> Q= N(k,2k)
pro velka k (CLV) °

0.15

10

0.05

0.00




Multinomické a kategorialni rozdéleni

Definice
Danapi,...,pr > 0tak, Zepi +p2+--- +pi = 1.
n-krat zopakuji pokus, kde mize nastat jedna z k mozZnosti, i-ta
ma pravdépodobnost p;.
X, := kolikat nastala i-ta mozZnost (X1, ..., X}) ma
multinomické rozdéleni s parametry n, (p1, - .., pk)-

» trivialni pfipad: X; = pocet hodl kostkou, kdy padlo :

» dulezity pfipad: X; = pocCet vyskytu i-tého pismene, i-tého

slovniho druhu, ...
>P(X1:$1,...,Xk:xk):( nxk)pflpik

Tpeees



Pearsonova y? statistika

> (Xi,...,X}))— multinomické rozdéleni s parametry
n, (p1,...,pr) jako minule

> Ez = E(XZ) = np;
» Pearsonova x> statistika je funkce

T .= Z 7(Xi — Ei)z

> VétaT 4 2



Test dobré shody (goodness of fit)

> (Xi,...,X}))— multinomické rozdéleni s parametry
n, ¥ = (¥1,...,9) jako minule

n zname, ¥ nezname.

Hypotéza Hy: ¢ = 9*

E; :==nd7 pro vSechna i

(Xi—Eq)?

Pouzijeme statistiku x? = 7 := Y | &

Hypotézu Hy zamitneme, pokud T' > ~
v = Fél(l —a), kde Q ~ x7_,
P(chyba prvniho druhu) = P(T > ~; Hy) — P(Q > ) = «

vVVvVvYvyVvYy VYVYY



Test dobré shody — priklad

» Hazime opakované kostkou. Jednotliva Cisla padla s
Cetnosti 92, 120, 88, 98, 95, 107.

» Je kostka spravedliva?



Dalsi rozsireni

» Pro zkoumani rozdéleni libovolné n.v. Y mizeme vybrat
Jpfihradky” By, ..., B, (rozklad R) a zkoumat, kolikrat je
Y € B;

» Obdobny test pro nezavislost (diskrétnich) nahodnych
veliGin



Prehled

Linearni regrese



Linearni regrese — zadani

» data: (z;,y;) proi=1,...,n
» cil: y =dg +

» meéfime pomoci kvadratické odchylky

n

Z(yi — (Yo + ’191161'))2

=1



Linearni regrese — reSeni
» Minimalizujeme vyraz

n

z:(yZ — (Yo + ﬁlxi))2

=1

» feSeni: Optimalni parametry jsou

S N R
hEES e

kde 7 := (z1 + -+ xn)/n, §:= (Y1 + - + Yn) /0.



Linearni regrese — pro¢ soucet Ctverci?

» Predpokladejme, ze x4, ..., z, jsou pevna, y; je zvoleno
jako hodnota nahodné veliCiny

Y, =9+ o + W;
> W; ~ N(0,02) pro v8echna i; W7y, ..., Wy nezavislé.
» metoda maximalni vérohodnosti:
_ (wi—99—012;)2

=l
Liy:0) = [ == 27

10 2T

> U(y;9) =log L(y;¥) = a+ b1 (yi — Yo — V11;)?




Limity regrese

. -
" O,Q’d/oa/ OOO/OQ{O
O/g/ O/
e ~
‘ -
L] &
7
- ///
o0 ° )
_}9'9’60/6 7

(data: Francis Anscombe 1973, obrazek: wikieditor Schutz)
> nelinedrni regrese



Simpsonuv paradox

Treatment

Stone size Treatment A Treatment B

Group 1 Group 2
93% (81/87) | 87% (234/270)

Small stones

Group 3 Group 4

Large stones
73% (192/1263) 69% (55/80)

Both 78% (273/350)  83% (289/350)
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Prehled

Permutaéni test



Situace

» Mame k dispozici dvé sady nezavislych ndhodnych velicin
(ndhodné vybeéry):

> Xi,...,X,~FxaYy,...,Yy, ~ Fy

» Chceme rozhodnout, zda plati Hy : Fx = Fy nebo
H1 : FX 7§ Fy

» Priklady: doba béhu programu pred/po vylep$eni, hladina
cholesterolu u lidi co jedi/nejedi Zazracnou
Superpotravu™  frekvenci kratkych slov v textu autora X a
Y.

» Nevime nic o vlastnostech Fx, Fy (zejména necekame, Ze
je normalni)



Postup
» Zvolime vhodnou statistiku, napf.
T(X1,. o Xn, Y1, Vo) = | X — Vi

» tops :=1T(X1,...,Xn, Y1,..., V)

» Za predpokladu Hj jsou ,vSechny permutace stejné“: X; i
Y; se generovaly ze stejného rozdéleni.

» Nahodné zpermutujeme zadanych m + n Cisel a pro
kazdou permutaci vyCislime T — dostaneme Cisla
T1,To, . .., Timny (kaZdé stejné pravdépodobné).

» Jako p-hodnotu vezmeme pravdépodobnost, ze T' > tops,
neboli

_ 1
P

(mtn) ZI(TJ > tops)-
J

» To je pravdépodobnost chyby 1. druhu, neboli H,
zamitneme, pokud je p < « (pro nasi zvolenou hodnotu «,
napr. a = 0.05).



VylepsSeni

> ZkousSet vSechny permutace muze trvat moc dlouho.
Vezmeme tedy jen vhodny pocet B nezavisle nahodné
vygenerovanych permutaci a spoc¢itdme jenom B hodnot
Ti,...,Ts.

» Jako p-hodnotu vezmeme odhad pravdépodobnost, Ze
T > tops, NEboOli

B
1
B ZI(TJ > tops)-
j=1

» Pro dostatecné velké m, n dava podobné vysledky jako
testy zaloZzené na CLV, vhodné je tedy zejména pro
stredné velké pocty.



Prehled

Bootstrap



Empiricka distribuéni funkce — pripomenuti

> Xi,...,X, ~ Fn.n.v, F je jejich distribu¢ni funkce
» Definice: Empiricka distribucni funkce (empirical CDF) je
definovana
Z?:1 I(X; < )

Fn(l') = n )

kde I(X; < x) =1 pokud X; < z a0 jinak.

ecdf(X)




Boostrap — zakladni idea

» z naméfenych dat X; = x1,..., X, = z, ~ F vytvofime ﬁn
» daldi data mizeme samplovat z F,,

> to se déla tak, ze vybereme uniformné ndhodné
ie{l,...,n} arekneme z;



Bootstrap — zakladni pouziti

> T, =g(Xy,...,X,) néjaka statistika (funkce dat)
chceme odhadnout var T,

nasamplujeme X7, ..., X} ~ F,, (viz minula strana)
spoCteme T = g(X7,...,9))
opakujeme B-krat, dostaneme T*

T*
nlr - 4inB
odhad rozptylu:

vVvYyyVvyy

B

1 1 & 2
B Z <Tf:,b -5 Z Trf,k)
k=1

b=1 =



Prehled

Bayesovska statistika



Srovnani dvou pristupl ke statistice

Frekventisticky/klasicky pristup

» Pravdépodobnost je dlouhodoba frekvence (z 6000 hodu
kostkou padla Sestka 1026-krat). Je to objektivni vlastnost
realného svéta.

» Parametry jsou pevné, neznamé konstanty. Nelze o nich
fikat smyslupIné pravdépodobnostni vyroky.

» Navrhujeme statistické procedury tak, aby mély zadané
dlouhodobé vlastnosti. Napf. 95 % z naSich intervalovych
odhadl pokryje neznamy parametr.

Bayesovsky pristup

» Pravdépodobnost popisuje, jak moc veéfime néjakému jevu,
jak moc jsme ochotni se vsadit. (Pravdépodobnost, ze
Thomas Bayes mél 18. prosince 1760 Salek Caje, je 90 %.)

» MuizZeme vyslovovat pravdépodobnostni vyroky i o
parametrech (tfebaze jsou to pevné konstanty).

» Spocitame distribuci 9 a z ni tvofime bodové a intervalové
odhady, atd.



Bayesovska metoda — zakladni popis

» neznamy parametr povazujeme za nahodnou veliinu ©

» zvolime apriorni distribuci (prior distribution), neboli
hustotu pravdépodobnosti fg (1) nezavislou na datech.

> zvolime statisticky model fxe(x|?), ktery popisuje, co
naméfime (s jakou pravdépodobnosti), v zavislosti na
hodnoté parametru

» poté, co pozorujeme hodnotu X = x, spocitame
posteriorni distribuci (posterior distribution) fe|x (V|x)

> z té pak odvodime, co potfebujeme napf. najdeme a, b, aby
N foix(Wz)dd > 1 -«

> ¢ = 0 mala théta, © je velka théta



Bayesova véta

Véta (Bayesova pro diskrétni nahodné veliciny)
X, © jsou diskrétni n.v.

(0] = PHIODpe(?)

| Y oerme Px|je(@|¥)pe (V')
(scitance s po (V') = 0 povaZujeme za 0).

Véta (Bayesova pro spojité nahodné veliCiny)

X, © jsou spojité n.v., které maji hustotu fx, fe i sdruZenou
hustotu fx e

forx(Wz) = Fxje(z]0) fo (V)
- Jyer fxie (@) fo (9)dv"
(sCitance s fo (V') = 0 povazujeme za 0).



Bayesovské bodové odhady — MAP a LMS

MAP — Maximum A-Posteriori
Volime ¥ tak, aby maximalizovalo

> peo|x (V]r) v diskrétnim pfipadée

> fox(V|r) ve spojitém pfipadé

» Podobné metodé ML v klasickém pfistupu, pokud bychom
volili flat prior* — uniformni pg(19).

LMS — Least Mean Square
Téz metoda podminéné stfredni hodnoty.

> Volimed =E(0 | X =z).
» Nestranny bodovy odhad, ma nejmensi moznou hodnotu
LMS: E((© — 9)*1X = ).



Priklad 1

Bayesovsky klasifikator spamua:

» vytvofime seznam podezielych slov (money, win,
pharmacy, ...)

» N.v. X; popisuje, zda email obsahuje podezrelé slovo w;.
» N.v. © popisuje, zda email je spam © = 1 nebo ne © = 0.
> Z predchozich emailt ziskame odhady px e a pe

> Pouzijeme Bayesovu vétu na vypocet pg x



Priklad 2

Romeo a Julie se maji sejit pfesné v poledne. Julie ale pfijde
pozdé o dobu popsanou nahodnou veli¢inou X ~ U(0, 9).
Parametr ¥ modelujeme ndhodnou veli¢inou © ~ U(0,1). Co z
namérené hodnoty X = x usoudime 0 97?



Priklad 3

Pozorujeme nahodné veliCiny X = (Xy,...,X,),
predpokladame X; ~ N(¥9,0?) a 9 je hodnota nahodné veliciny
© ~ N(xzg,00). Co z namérenych hodnot X = = = (z1,...,x,)

usoudime 0 9?



Priklad 4

Hazime minci, pravdépodobnost, Ze padne panna je . Z n
hodd padla panna v X = k pfipadech. Pokud na$e apriorni
distribuce byla U (0, 1), jaka bude distribuce posteriorni?



Prehled

Generovani nahodnych veli¢in



Zakladni metoda (inverse transformation method)

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce slim,_,_~ F(z) =0 alim,_, o F(z) = 1.
Necht @) je odpovidajici kvantilova funkce.

NechtU ~ U(0,1) a X = Q(U).

Pak X ma distribucni funkci F'.

» Funguije dobre, kdyz umime vydcislit Q, tfeba pro
exponencialni nebo geometrické rozdéleni.

» Gamma rozdéleni je soucet nékolika exponencialnich — tak
ho tak i vygenerujeme.



Varianta zakladni metody pro diskrétni proménné

» Chceme n.v. X, ktera nabyva hodnot z1,zo,... s
pravdépodobnostmi pi, pa,.... (3>, pi = 1).

» Vygenerujeme U ~ U(0, 1).
Najdeme i takové, Zze p; + -+ - + pi—1 < U < p1 + -+ + p;.
» Polozime X := x;.

v

» Funguje hezky kdyz mame vzorec pro p; + - - - + p; (napf.
geometrické rozdéleni).

» Binomické rozdéleni je lepSi simulovat jako soucet n
nezavislych Bernoulliovych velicin.

» Na dalSi (Poisson) jsou specialni triky).



Zamitaci metoda (rejection sampling)

>

>
>
| 2

Chceme vygenerovat n.v. s hustotou f.
Umime vygenerovat n.v. s hustotou g (ktera je ,podobna*).

% < ¢ pro néjakou konstantu c.

Postup

1. Vygenerujeme Y s hustotou g, a U ~ U(0, 1).

2. Pokud U < L0) tak X := Y,

3. Jinak hodnotu Y, U zamitneme a opakujeme od bodu 1.
Zdavodnéni: vygenerovat nahodnou hodnotu X s hustotou
f je totéz, jako vygenerovat nahodny bod pod grafem
funkce f, jehoz vodorovna (z-ova) soufadnice je X (a
svisla je uniformné ndhodna mezi 0 a X).




Navazujici prednasky

» Pravdépodobnost a statistika 2 - NMAI0O73

» Uvod do aproximaénich a pravdépodobnostnich algoritm(
- NDMI084

» Uvod do strojového uéeni v Pythonu|systému R -
NPFL129|NPFL054

» a mnoho magisterskych prednasek



