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Uvodni informace

Tato stranka obsahuje moje poznamky z prednasky Jirtho Sgalla z akademického roku 2021/2022 | MFF (MFF
UK). Pokud by byla nékde chyba/nejasnost, nebo byste radi néco pridali, tak strdnku muizete upravit pull
requestem (piipadné mi dejte védét na mail.

Zakladni definice

Definice (Optimalizaéni problém) je Z, F, f, g

e 7... mnozina vSech vstupt/instanci
— mnozina vsech ohodnocenych grafi
e VI €Z:F(I)... mnozina pfipustnych feSenf
— pro dany ohodnoceny graf vsechny kostry
e VI€Z,Ac F(I): f(I,A)... Gcelova funkce
— soucet hran na kostre
g ... bit (zda chceme maximalizovat nebo minimalizovat)
— mazimalizujeme

Definice (NP-Optimalizaéni problém) je Z, F, f, g, pro které plati stejné véci jako pro norméalni optimali-
zacni problémy, ale navic

o délka pripustnych feseni < poly(|I]).
o jazyk dvojic (I, A),I € Z,A € F(I) je v P (rychle umime ovérit, zda je Feseni pripustné)
e f pocitatelnd v polynomialnim case

Definice: algoritmus A je R-aproximacni alg., pokud:

e v polynomidlnim ¢ase v || na vstupu I najde A € F(I) [1]
o pro minimaliza¢ni problém: VI : f(A) < R-OPT(I)
 pro maximalizaéni problém: VI : f(A) > OPT(I)/R

Pravdépodobnost v algoritmech

1. algoritmy s chybou: nékdy délaji chybu, ale vétsinou ji neudélaji
2. bez chyb, bézi v primérném case polynomialnim

o tiida NP: jazyky, pro které existuje polynomialni algoritmus A, ktery ovéri spravnost:
—VaeL3b: A(a,b) =1
—VYag LVb: Aa,b) =0

o t¥ida RP: jazyky, pro které existuje polynomialni algoritmus A, ktery ovéii spravnost:
— Va € L Pry[A(a,b)] > %
— Va ¢ L Pry[A(a,b)] =0

Metricky TSP

e Vstup: metrika V, d na iplném ohodnoceném grafu
— metrika = vrcholy splnuji nasledujici:
1. trojihelnikova nerovnost
2. symetrie
3. d(z,y) =0 < z=y
— pokud by to nebyla metrika, tak poly algoritmus neexistuje (jde prevést na normélni TSP)
o Vystup: cyklus C na vsech vrcholech V'
o (l: minimalizovat d(C)

[1]Pr0 minimalizacni zajistujeme, Ze nase je vzdy dostateéné malé. Pro maximalizacni zajistujeme, zZe je vzdy dostatecné velké.


https://github.com/xiaoxiae/slama.dev/blob/master/_posts/
https://github.com/xiaoxiae/slama.dev/blob/master/_posts/

Kostrovy algoritmus

Algoritmus (kostrovy)

1. najdeme minimalni kostru
2. navstivime vSechny vrcholy (napiiklad pres DFS), ¢imz dostaneme tah pies vSechny vrcholy
3. zkratime ji na cyklus tak, ze vynechame opakujici-se vrcholy

Véta: algoritmus je 2-aproximacni.

Dikaz: kostra je nejvySe tak velkd, jako optimdln{ FeSeni a tenhle algoritmus je lepsi nez 2 kostry (diky
trojihelnikové nerovnosti a symetrii — prochdzime i tam i zpét)

Christofidestv algoritmus

(¢¢): brat hrany dvakrat je plytvani — pospojujeme liché vrcholy pies minimélni parovani, abychom nemuseli
chodit tam a zpét

1. najdeme minimalni kostru T’
2. najdeme miniméalni perfektni parovani M na vrcholech s lichymi stupni v T’
o vzdy existuje, jelikoz mame Uplny graf a vrcholu s lichym stuptiem je sudy pocet
3. zkratime na cyklus T"U M
o délame je tak, Ze vybereme dvé hrany incidentni s vrcholem a nahradime je za jednu

Véta: algoritmus je 3/2-aproximadni.
Dikaz: )
ALG < d(T) + d(M) < OPT + ;OPT

Dikaz d(M) < 5OPT udélame obrazkem:

1
2

. OPT
o Qide dopnd

Alespon jeden z parovani v cylku bude < %OPT, jelikoz cely cyklus je lepsi optimalni feseni.
Poznamka:

o v realité se algoritmus chova vyrazné lépe, napriklad az k faktoru 1.1

+ dnes umime (2 — ¢)-aproximaci

o TSP v roviné: existuje (1 + €)-aproximaé¢ni schéma (ale stéle je NP tézky)



Quicksort

Algoritmus (quicksort)

1. |S| <1... konec, vystoupime S (base case)
2. jinak vybereme uniformé ndhodné p € S
3. A={zeS|z<p},B={xeS|z>p}
e posloupnost ma vSechny prvky rozdilné, takze chceme ostra nerovnitka
4. rekurzivné se zavoldme na A, B
5. vystoupime A, p, B

Véta: quicksort ma priumeérnou ¢asovou slozitost n - logn.
Dukaz: pocitame A; ; = Pr[porovname i-ty a j-ty prvek]

1 A, ; nastane
» zavedeme indikdtorové veliciny X; ; = {0 I 1
jina

2

Lemma: nechf i < j. Pak Pr[A,; ;| = g

Dikaz: to, Ze se dva prvky porovnaji musi znamentat, ze jeden z jich byl pivot, ale zAdny mezi nimi pivot
nebyl (jelikoz by je to rozdélilo). Musime tedy vybrat pravé jeden z téchto dvou z intervalu [, j], kde je celkové
j—1+1 cisel.

Sectenim pres vSechny dvojice i < j dostavame nasledujici:

n—1 n
E [# porovnani] = Z Z X ;

i=1 j=i+1
e R 1

n—1n—1

|

i=1 k=2
=n-H, H,, ... harmonické posloupnost
n-logn

Konflikty v distribuovanych systémech

e n procesori se snazi o pristup k jednomu zdroji

e prima komunikace neni mozna

e v kazdém cylku miize kazdy procesor pozadovat pristup
— povede se pouze, kdyz o ného zada jeden

Algoritmus:

1. v kazdém cylku zkus s pravdépodobnosti p pristoupit ke zdroji
o p si nastavime tak, aby to vyslo hezky
2. opakuj, dokud se ti to nepovede

Véta: algoritmus s p = % s pravdépodobnosti alespon 1 — % uspéje po t = 2enlnn cyklech.

Diikaz: modifikujme algoritmus, aby zkousel pfistupovat i po té, co ho ziskal (leh¢i poéiténi, které pouze zhorsi
pravdépodobnost tspéchu).

Necht A, , je jev, ze i-ty proces upél v r-tém cyklu. Pak

Prid;]=p-(1-p)" " = = (1 - 1)n_1 >

2] Pro pfipomenuti: - E[X; ;] = Pr[A; ;] (indikdtorova veli¢ina) - E[X + Y] =E[X] + E[Y]



Nyni pocitdme F; ; které iika, Ze i-ty proces neuspéje v zadném z t = 2enlnn cykla:

::1_[1(1 — Ay < (1 - ;)t = ((1 - eln)n) <n”?

To, Ze neexistuje proces, ktery neuspéje, odhadneme jako

= 1
< ZPT[Fi,t] <n-ni=nt=—
i=1

n

U Fiy

i=1

Pr

Globalni minimalni rez

o Vstup: neorientovany graf (V, E)
o Vystup: fez F C FE
o (1l: minimalizovat |F|

Primocary algoritmus

Algoritmus:

1. prevedeme graf na ohodnoceny s jednotkovymi cenami

2. zafixujeme vrchol s

3. pro vsechny ostatni vrcholy ¢ najdeme minimalni s — ¢ Tez
4. vratime minimum

o umime vyfesit fadové v O(n?)

Spojujici algoritmus

Algoritmus:

1. vybereme ndhodnou hranu a jeji vrcholy spojime do jednoho
2. opakujeme, dokud nemame pouze dva vrcholy
3. zbylé hrany na konci jsou nas rez

e idea je to, ze hran v minimalnim fezu je malo a nejspis se do nich netrefime

e pracujeme s multigrafy — pti kontrakci zachovavame hrany

o umime ho implementovat rychle (fadové O(n? -logn))

o opravdu produkuje fez, protoze vrcholy mezi vyslednymi komponentami danymi vrcholy nemizi

(¢¢): multigraf s n vrcholy a min. fezem velikosti & m4 alespon nk/2 hran.

e kazdy vrchol sdém o sobé tvori rez, pak stac¢i pres vsechny poscitat...

Véta: pravdépodobnost, ze najdeme dany minimalni fez C' je alespoii (g)_1 = ﬁ

Diikaz: necht A; jev, Ze v prvnich i iteracich jsme nevybrali hranu z C.

e Pr[Ap] =1 (z4ddnou jsme Jeste nevybrali)
« Prid] >1 nlf/? =1-2
o Pr[As] = Pr[A2 | Al] r[A4], z Cehoz vyplyva:



PI‘[An_Q]

v

2 2 2
1—— 1-— ol 1==
(-3)(-5)-(-3)
n—2n—3n—4 21
n n—1n—-2""43

Dusledek: kazdy graf G ma < ( ) globalnich minimalnich fezt.

e jeden takovy je naptiklad cyklus k = 2 — ten méa opravdu radové tolik Tezt

Dikaz: kazdy béh algoritmu vystoupi pravé jeden fez. Kdyby jich bylo vice, tak ndm pravdépodobnost nevy-
chdzi (jevy jsou disjunktni).

(¢#): Pro n? opakovéani algoritmu vyse dostdvdme nejmensi fez s pravdépodobnosti > %
Poznamka: algoritmus muzeme vylepsit tak, ze ¢dsti, ve kterych se nejvice délaji chyby (konkrétné ty pozdéjsi)
opakujeme vicekrat (a vezmeme minimum).

Rozvrhovani

o Vstup: m stroja, n iloh, kazda o délce p;
o Vgstup: rozklad {1,...,n} = I; Uy U...UI,, (rozvrzeni uloh na stroje)

o (fl: minimalizovat max!™, 576 7, (délka nejdelsiho stroje)

Hladovy algoritmus

Algoritmus (hladovy)

1. tdlohu pridej vzdy tam, kde jich je zatim nejméné
2. profit?

Véta (slabsi odhad) hladovy rozvrhovaci algoritmus je 2-aproximadni.
Dikaz:

uvazme nasledujici diagram:

/// /// / ///// T ke

rLNB )T e

7 obréazku vyplyva:

o T < OPT (optimum muselo tlohy také nékam dét)
e p; < OPT (optimum p; muselo pouzit)

Spojenim dostdvime ALG =T +p; <2-OPT

Véta (silnéjsi odhad) hladovy rozvrhovaci algoritmus je (2 - %)—aproximaéni.



Dukaz:
¢ % > k—1Px < OPT

— lépe, nez rovnomérné vsechny tlohy rozvrhnout nemuzeme

n
o YpmaPe=m T +p;
— soucet vSech tloh je alespori soucet pred T' + posledi dloha (vynechdm ,océsky*)

Kombinaci nerovnosti dostavam 1" + % < OPT.

Nyni misto odhadu 7' < OPT pouzijeme tyto dva odhady:

T+% <opT
m
1
w=orm)- (1)

Souctem dostéavame

: 1 1
T—I—p]+<1—>ijOPT—|—<1—)OPT
m m m

ALG < (2 — 1) OPT
m

Algoritmus lokalniho prohledavani

Pro lokalni algoritmus potfebujeme s rozvrhem pracovat formalnéji:
o Vstup: m stroja, n uloh, kazda o délce p;
o Vystup: funkce pritazujici kazdé tloze startovni cas s;, koncovy c¢as ¢; a stroj ¢
— musi platit Zze ¢; = s; + p; a ze se tlohy neprekryvaji
o (fl: minimalizovat max", fje 7, (délka nejdelsiho stroje)
Algoritmus (lokalni prohledavani)

1. najdi libovolny rozvrh bez mezer (i na zac¢dtku)

2. vezmi libovolné j s maximalnim c;
» pokud existuje stroj ¢ s délkou rozvrhu < s;, tak pfesuil j na ¢ s minimalni délkou
e jinak vystup aktualni rozvrh

(¢¢): cminnekles
(¢¢): Kazdou tlohu pfesuneme nejvyse jednou.

Dikaz: jelikoz ji pfesouvame na stroj s minimalni délkou, tak by musel existovat néjaky s jesté mensi, coz by
byl spor s tim, jak algoritmus funguje (ddvdme na nejmensi).

Disledek: algoritmus je polynomidlni.

Véta (silnéjsi odhad pro lokalni algoritmus) algoritmus je (2 — %)—aproximaéni.

Largest Processing Time (LPT)

Algoritmus (LPT)

1. tlohy usporadédme tak, ze py > p2 > ... > p,
2. pouzijeme hladovy algoritmus

Véta: LPT je (% — ﬁ)—aproximaéni algoritmus.

Diukaz: BUNO predpoklddejme, Ze p,, uréuje délku rozvrhu (kdyby ne tak na dalsi dlohy zapomenu a feSeni se
tim nezméni). Rozlisime 2 pfipady:

3]

Prosté presouvame stroje, které konci nejpozdéji nékam, aby zacinaly diive a zlepsujeme tim maximum.



e pp < %OPT — stejny vypocet jako predtim, jen silnéjsi nerovnost:
— ALG =T +p,, T+ 2 <OPT
— stejnym vypoctem jako predtim mame ALG < OPT + (1 — %) %OPT
o Dy > %OPT — LPT vygeneruje optimalni rozvrh
— vime, ze délka posledni, a tedy kazdé udlohy je alesponi OPT/3
— zadny pocita¢ nebude mit 3 tlohy, jelikoz by pak byl vétsi nez optimum
— chceme argumentovat, ze LPT udéla stejné dvojice jako optiméalni rozvrh:
* P+ Pm+1 < OPT — uvazime-li pouze prvnich m+1 tloh, tak optimalni rozvrh bude mit alespon
2 na jednom pocitaci a ty rozhodné nebudou kratsi nez dvé nejkratsi
tento rozvrh s méné dlohami je jisté < OPT, proto nerovnost plati
* Dm—1+Pm+2 < OPT — v optimalnim rozvrhu budou mit alespon 2 pocitace dvojici tiloh; v jedné
z nich bude étvrtd nejmensi (p,,—1), kterd tam bude s nejmensi (p,,+2)
* obdobné dostaneme vsSechny dalsi dolni odhady...

1
ha

Odbocka: online algoritmy

e vstup prichazi postupné

e TeSeni musime konstruovat postupné po krocich a pak uz neménime

e hladovy je online, lokalni prohledavani neni

e pro m = 2: lepsi nez 3/2-aproximadni neexistuje (tilohy délky {1,1,2})
e pro m = 3 je opét hladovy nejlepsi

e pro m > 3 to uz tak neni (existuji lepsi)

Bin packing

o Vstup:ay,...,a, >0

o Vistup: rozklad {1,...,n} =1 U... Ul tak, Ze Vi: 3 . a; <1
— soucet véci v kazdém kosi mlize byt nejvyse 1

o (Cil: minimalizovat m (pocet koSt)

Algoritmus (first fit) dej a; do prvniho kose, do kterého se vejde.
Algoritmus (best fit) dej a; do nejplnéjsiho kose, do kterého se vejde.
Véta: oba algoritmy jsou 1.7-aproximacni (a je to tésny odhad).

Véta: Je NP tézké najit R-aproximaéni algoritmus pro R < 3/2

Dukaz: Je NP tézké rozhodnout, zda OPT = 2, jelikoz pomoci ného muzeme pirimocate vytesit problém déleni
mnoziny na dvé Casti se stejnym souctem (nastavime velikost koSii na tenhle soucet), coz je NP tézké.

Véta: Existuje asymptotické aproximacni schéma, t. j.

(Ve)(JALG)(V)ALG(I) < (1 + &)OPT(I) + 1

Algoritmus (any fit) dej a; do néjakého nepréazdného koSe; pokud nelze, dej ho do nového.

o zahrnuje jak best fit, tak first fit



Véta: kazdy any fit algoritmus m4 aproximacni pomér < 2.

Dikaz: Pro OPT =1 trividlni. Jinak necht B; = Zjeli a;. Musi platit, ze (Vi, 4,7 # j)B; + B; > 1 (jinak spor
s béhem algoritmu). Poséitanim pro vSechny dvojice dostavdme

3 < iBi :iaj < OPT
i=1 j=1

Hledani disjunktnich cest

o Vstup:
— graf G = (V, E) (orientovany/neorientovany)
— dvojice vrcholu (s,t),. .., (sk, tk)
— kapacita hran ¢

o Vistup:

— I C{1,...,k} (dvojice které spojime cestou)

— cesty P;,1 € I, P; cesta z s; do t; tak, ze kazda hrana e € E lezi na nejvyse ¢ cestach P;
o (Cil: minimalizovat |I|

Jednotkové kapacity

Algoritmus (hladovy)
1. najdeme nejkratsi cestu mezi nespojenou dvojici (pres vSechna )
o pokud neexistuje, tak vystoupime

2. odebereme pouzité hrany

(¢¢): hladovy algoritmus nemd aproximacéni pomér lepsi nez O(y/m):

!\g /\q A\,,, Aﬂ,'” A?,_

\

A

Yy

>
-
ANNY
1\
l
?-

"N\

Ay

S

1 f y 41 D&

Délka s; — t1 je O(k). Abychom tuto cestu nezvolili, tak musej{ mit ostatni alesponi O(k) hran a celkové jich
tedy musf byt fddové m = O(k?). Nage feSeni je tedy o k = O(y/m) horsi.

Véta: Hladovy algoritmus s ¢ = 1 je O (y/m)-aproximacni.
Diikaz: BUNO OPT > 1 (jinak bychom hned skonéili)
o pak |I| = ALG > 1 (také néjakou najdeme)
Necht I'*,{P} | i € I*} je optimum. Pocitejme cesty:
o dlouhé cesty: |PF| > /m
— je jich < +/m (jinak bych mél vice nez m hran)
— ty mi tedy nic nekazi, jelikoz nam staci, ze algoritmus najde néjakou cestu



o kratké cesty:
—t1€1... vse ok

— 4 ¢ I... P} ma né&akou spoletnou hranu s néjakou cestou P; t. z. |Pj| < /m

* ve chvili, kdy algoritmus poprvé vybral cestu del$i nez y/m uz nemohl vybrat P}, protoze tu
blokovala néjaké cesta, kterou jiz predtim zvolil (a ta mus{ byt kratkd)

Tedy pocet kratkych cest P < [I|(v/m + 1)

e 1 —nas algoritmus a optimum vybrali stejnou cestu
e +/m — kratka cesta v nasem reseni zablokuje nejvyse y/m ostatnich kratkych

OPT = |I*| < Vim +|I| (Vim +1) < O(Vm)|I] = O(y/m)ALG
~~ ~————

dlouhé kratké

Nejednotkové kapacity

Algoritmus (hladovy pro nejednotkovou kapacitu)

1. zvolime 8 = [mc%l—‘

2. najdeme nejkrats{ cestu mezi nespojenou dvojici (pfes vSechna i)
o pokud neexistuje nebo d(P;) > ¢, vystoupime

3. prenasobime délku hran nejkratsi cesty faktorem [ a opakujeme

(¢¢): algoritmus nepouzije e s d(e) > m
Disledek: vysledné reseni je pripustné
e po ¢ pouzitich hrany e je d(e) = B¢ ~ meT < m, déle algoritmus hranu nepouziva
Dusledek: algoritmus je polynomialni.
Véta: Hladovy algoritmus je O (S)-aproximadni.
e proc=1lméme 8 = meT = \v/m, coz odpovida
Ditkaz: BUNO optimum > 1 (jinak bychom hned skond¢ili)
o pak |I| = ALG > 1 (také néjakou najdeme)
Opét si rozmyslime to, kdyz cesta je v nasem algoritmu a kdyZ neni:

e t€1... vSeok
e ¢ I... na konci algoritmu je d(P;) > ¢ (jinak by ji algoritmus pouzil)
Nyni nejprve zesdola odhadneme d(E) na konci algoritmu:
o B°(JOPT| — |I|): dolni odhad na délku cest, které algoritmus nespojil ale optimalni ano

— kazd4 cesta ma na konci delku alespon ¢ a je jich alespon |[OPT| — |
e d(E) > B¢(|OPT| — |I])/c: kazdou hranu muzeme pouzit c-krét

Poté odhadneme d(E) zeshora (opét na konci algoritmu):

o mna zacatku d(E) = m (délky hran jsou jednotkové)

e povybéru P;... d(P;) < B¢ 3 = pctt

e na konci d(E) < m+ |I|gett < (|I]+1) et
— || je pocet krokii, v kazdém jsme zvétsili délku vybrané cesty na 3¢+t
— druhd dprava je pouze z definice

Po spojeni nerovnic dostavame:
B (IOPT| = |I]) < c-d(E) < c (|| +1) 5H
|OPT| — |I] < Be(|I] + 1)
|OPT| < O(B)|{]

10



Splnitelnost (MAX-SAT)

o Vstup: Ci A ... A Cy, kazdé klauzule je disjunkci £; > 1 literald
— kazdd C; mé vahu w; (=1 by default)
o Viystup: ohodnoceni a € {0,1}"
 Cil: maximalizovat ) w; (pro w; =1 je to pocet splnénych klauzuli)

Poznamka:

o MAX-3SAT: k; < 3: NP tézké
e 2SAT: orientovany graf, ve kterém rizné literaly implikuji jiné

— x1 A 29 implikuje Ty = x5 (a obricené)

— testujeme tedy, zda graf neobsahuje cyklus (protoze by pak nesel splnit)
e MAX-2SAT: NP tézké

Predpokladame:

o zadny literal se v klauzuli neopakuje
e nejvyse jeden z x;, T; se vyskytuje v klauzuli

RAND-SAT

Algoritmus (RAND-SAT)

1. vybereme nezdvisle ndhodné vSechny literaly (p = 1/2)
2. profit?

Véta: RAND-SAT je 2-aproximacni algoritmus.
Diikaz: pro kazdou klauzuli zavedeme indikatorovou proménnou Y;.
« pravdépodobnost, Ze C; neni spliiend je 5

Diky tomu, ze k > 1 mdme E [Y;] = Pr[C; is satistied] = 1 — 3r > 3 a tedy:

OPT

N =

m 1 m
linearita
E | wy;| "E 3 > w; >
Jj=1 Jj=1

Poznamka: pro k = 3 dostavime po dosazeni %—aproximaci
e Ve>0: (% — 5)—aproximace MAX-3SATu ne NP uplna

H###H# BIASED-SAT
e predpoklad: Vi: 37, 0, w; =300 5 w;
— chceme preferovat splnéni kratkych kladnych pred splnénim kratkych zdpornych
— pokud nevychazi, tak literdl vSude znegujeme

Algoritmus (BIASED-SAT)

1. vybereme nezavisle ndhodné vsechny literaly
e true: p > %, jinak false; hodnotu p najdeme pozdéji

Véta: BIASED-SAT je (gz& = ‘/52*1)—aproximaéni algoritmus.
Uvazme C; (a opét indikdtorové veli¢iny Y;):
e kladny literdl: Y; = p

p>3 k;>2
o kj>2:Y;=1-p*(1-p)® > 1-p*t* > 1-p?
— a je pocet kladnych a b pocet zadpornych literala

[4] Predchozi algoritmus mél problémy s kratkymi klauzulemi, jelikoz je mensi Sance, ze néjakou splni. Zkusime to napravit tim,
ze jim budeme dédvat preferenci.
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V51

Po vyfeseni p = 1 — p? dostavame p = ¢ = 5

Necht U mnozina klauzuli bez zapornych jednotkovych.
(“ ): OPT < ZjeU wy

e zde pouzivame predpoklad — kladné literaly je splnovat lepsi nez zaporné

E D wY;| =Y wE[Y]]
j=1 j=1

> Z wj - Pr[C} je splnénd]
jeU

> wip
JjeU

>p-0OPT

LP-SAT

Algoritmus (LP-SAT)

1. pro kazdou proménnou si poridime bindrni proménnou y;, pro kazdou klauzuli bindrni proménnou z;
2. postavime linearni program s témito proménnymi
e negaci zachytime jako 1 — y;
« pro kazdou klauzuli cheeme z; < 7)1 406 ¥i + 2 saporns(1 — ¥i)
o maximalizujeme ) z;
3. zrelaxujeme program a vyfesime ho (dostaneme optimum y*, z*)
4. nastavime proménné z; na true s pravdépodobnosti y;

Véta: LP-SAT je (1 — é)—aproximaéni algoritmus.
1
Fakt (A - A/G nerovnost) [ ;a < 13" q

Fakt (B - konvexni funkce) pokud je funkce na [0, 1] konkdvni a f(0) = a, f(1) = a + b, pak

Ve €1[0,1]: f(z) > a+bx

W A

G

Fakt (C - odhad na 1/e) (1-1)" <1

Dikaz: uvazme y*, 2" a C; s délkou k;; pak

12



kladné zaporné

—_—~
Pr [C; neni splnénd| = H (1—y!) H y;

i:x; €C; .2, €C;
— k_]
Al x .
=% Z (1—-y)+ Z Y
L J i:x; €C; 1.7, €C;
—- kj
1 * *
=|1-% Z Y + Z (1—y;)
L J iz €Cj 1:7;,€C
25\ K
<(1-+ //definice LP
kj
Nés zajima splnéni, tedy:
f(z5)
—_—

Vv
1
—
|
/N
[t
|
=
"
&
[
&y
vVa
7 N
—
|
o |
~_
QN*

Pro fakt B jsme pozorovali, Ze a = f(0) = 0 a také Ze druhd derivace je nekladna. Pak:

E Y wY;| =Y wE[Y]]
j=1 j=1

> Z wj - Pr[C; je splnénd]
jeU

BEST-SAT

Algoritmus (BEST-SAT)

1. pii pfizazen{ s pravdépodobnosti 1/2 pouzijeme RAND-SAT, jinak pouZijeme BEST-SAT
2. zazijeme existenc¢ni krizi z toho, ze takovyhle algoritmus funguje a je asymptoticky optimalni

Véta: BEST-SAT je %—aproximaém’.

Dukaz: chceme dokazat, ze Pr[C; je splnénd] > %z;‘
Podivejme se, s jakou pravdépodobnosti splni klauzuli algoritmy:

e RAND-SAT: 1 — 2% (alespont jedna musi byt splnénd a volime s p = 1)

» LP-SAT: [1— (1= 4)"] 2 (formulka 2 minulého ditkazu tésné pred odhadem)

k; RAND-SAT LP-SAT BEST-SAT

1 123 15 Brinz
2 Z 4% 1% 2§75

>3 > L > (1-1)5 >4
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Poznamka (derandomizace metodou podminénych pravdépodobnosti) postupné plnime klauzule tak,
ze ndhodné vybirame pravdépodobnosti. JelikoZ pocet splnéni urcuje to, jak hodnoty vybereme, tak je mi-
zeme vybirat (podminéné se rozhodujeme, jak to dopadne, kdyZz z; = 0 nebo x; = 1 a vybereme si to lepsi).
Aproxima¢ni pomér si neshorsime, jelikoz vzdy vybiram vétsi z pravdépodobnosti.

Pokryvaci problémy

Vrcholové pokryti

o Vstup: graf G, ceny vrchold ¢, > 0
o Vistup: W CV tak,zeVe e E:enNW #0
o (fil: minimalizovat c(W) = 3y v

Algoritmus (LP relaxace)

1. vytvor celoc¢iselny linearni program:
e proménné jsou binarni podle vrchold, které vybirame
¢ podminky jsou V(u,v) € E : z, + x, > 1 (chceme pokryt vSechny hrany)
+ minimalizujeme ) .\ ZyCy
2. zrelaxuj linedrni program (proménné jsou ted redlné)
3. pouzij ho pri feSeni — zvol v kdyz x, > %
o dava spréavné feseni, jelikoZ pro splnéni podminek je vzdy alespori jeden z (2, x,) > %
Véta: algoritmus je 2-aproximacni.

Dikaz: proménné jsme z > % zaokrlouhlovali na 1, ¢imz jsme TeSeni max. zdvojnasobili.

Mnozinové pokryti

- Vstup: mnoziny Si,...,S, C{1,...,n}, ceny c¢1,...,¢m >0

o Vgstup: TC{1,...om}t. % Uie, S = {1,...,n} [5]
e Cil: minimalizovat ), ; ¢;

Pro rozbor budeme potfebovat jesté dva parametry:

+ v kolika nejvice mnozinach je néjaky prvek f =max]_, [{j|e € S5;}|
o velikost nejvétsi mnoZiny g = maxj’, [S;| <n

(¢%¢): vrcholové pokryt{ je mnozinové pokryti s f < 2

H#HHHHH# f-aproximacni algoritmy
Algoritmus (LP relaxace)

1. vytvor celoc¢iselny linedarni program:
e promeénné jsou Ti,...,T, > 0 podle mnozin
¢ podminky jsou Ve € {1,...,n}: Zj\eesi xj > 1 (chceme pokryt vSechny prvky univerza)
¢ minimalizujeme Zie{l,.i.,m} ¢
2. zrelaxuj linedrni program (proménné jsou ted redlné)
3. pouzij ho pfi feseni — zvol v kdyz x, > %
o déava spravné reseni — argument je stejny jako u vrcholového pokryti

Véta: algoritmus je f-aproximacni.

Dikaz: proménné opét zveétsuji z % na 1, feseni tedy zhorsim nejvyse f-krat.

[5] Mdéme mnoziny, které maji néjaké ceny. Chceme je vybrat tak, aby jejich sjednoceni obsahovalo vsechny prvky a aby cena byla
minimalni.

[6] Program pro vrcholové pokryti: - proménné jsou bindrni podle vrcholi, které vybirdme - podminky jsouV(u,v) € E : xy+xy > 1
(chceme pokryt vSechny hrany) - minimalizujeme > TyCy

[7]

veV
Vyznam priméru (sbératel): jak muzu nejlevnéji nakoupit balicky zndmek tak, abych mél vSechny zndmky. Vyznam
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(¢¢): dudl programu vypadé nésledné: [7]

e proménné jsou yi,...,Y, > 0 pro kazdy prvek
+ podminky jsou Ve € {1,...,m}: >  cs e <¢;

+ maximalizujeme > o ve
(¢¢): podminky komplementarity:

e Vjixi=0V) yl=c
— pokud by prodejce na obalce vydélal, tak ji sbératel nekoupi
— pokud prodejce na znamce nevydélava, tak ji sbératel koupi

© Verye =0V3 s, 75 =1 ,
— pokud prodejce prodava znamku zdarma, tak ji sbératel nakoupi trochu vice
— pokud prodejce zndmku zdarma neprodava, tak ji sbératel nekoupi vic nez potieba

Algoritmus (primarné-dudlni algoritmus)
Loy, Yn =01 =0,E=10
2. dokud existuje nepokryté e € F, tak zvysime vy, ,,co nejvice*:
° 5 = rninj|eesj <Cj — Zeesj Ye
— zvySujeme tak, abychom splnili tu nejptisnéjsi dualni podminku
* Ye=Yct+0
e Vj:e€S;a Zeesj Ye = ¢; pridam j do pokryti (/ =IU{j})a E=EUS;
— do algoritmu pridame ty mnoziny, jejichz podminky komplementarity jsme naplnili

(¢*): po pridani do algoritmu se y. prvku nezméni (ostfe splnime néjakou rovnost)

Véta: algoritmus je f-aproximacni.

Dikaz:
ALG = Z ¢; //definice
jel
= Z Z Ye //definice
JEI e€S;

< Z f-ye //prohozeni sumy + definice f
e=1

< f-OPT //hodnota dudlniho FeSeni

g-aproximacni algoritmy

Algoritmus (hladovy)

L. I=0,E=0,g.=0
e ¢ je vektor indexovany prvky, pomuze nam pri analyze algoritmu
— odpovida cené za pokryti daného prvku

2. opakované ber ,nejlepsi“ mnozinu: priddme mnozinu s minimélnim (pj = SC< EI)
J
e p; odpovidd tomu, kolik zaplatime za pokryti nového prvku
o Ve€ S;\ E:q. = p; (ulozime cenu nové pokrytych prvki)
o I=ITU{j},E=FEUS, (pfiddme tuto mnozinu a pokryté prvky)
Véta: algoritmus je (H, ~ In g < Inn)-aproximaéni

(¢¢): algoritmus nemuze byt lepsi (viz nésledujici protiptiklad):

dudlu (procejce): kolik mizu nejvice tctovat za kazdou zndmku, aby byl obchod ochotny kupovat zndmky a tvofit z nich balicky.
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(¢¢): ALG =", ¢e
e vyplyva z toho, Ze jsme cenu p; pii pfiddvani rozdélili do ¢,

Lemma: ¢ = H%J - q je pripustné reseni dualniho LP

Dikaz: chceme dokézat, ze Zeesj g, < ¢; (pfimo podminka v dudlu). Necht S; = {e1,...,ex}
e ocislujeme tak, ze ey je prvni pokryty, ex_1 druhy, az e; posledni

(4): ge, < F

e v i-tém kroku jesté nejsou pokryté prvky 1,...,4
e 7 definice vybirdme nejlevnéjsi moznou mnozinu

Nyni dostavame

k
cj o C
ZQS:ZQeiSTJ"'?J""":Hlﬂ'Cj
e€S; 1
1 1
ZQEZFZq(igi'Hk'CjSCj
e€S; 9 ecs; 9

Maximalni nezavisld mnozina

o Vstup: graf G = (V, E)
o Vystup: I C V nezavisld mnozina, maximalni vzhledem k inkluzi
— nejvétsi moc dobte Fesit nejde (ani aproximovat)

Naés zajima najit rychly paralelni algoritmus:

o operaci chceme udélat fadové O (logn)
o k dispozici mame fadové m procesori (kazdy vrchol/hrana ma jeden)
¢ povolujeme procesorim najednou sahat na data a najednou ménit data na stejnou véc

Algoritmus (rychly paralelni)

1.I1=10
2. dokud V # 0, tak kazdy nédsledujici krok déldme paralelné:
e Vv € E pokud je stupen 0, pak pridime do I a vymazeme z V'
e Yv € F ozna¢ v (pfidej do S) s pravdépodobnosti i (nezéavisle)
e Yu,v € E pokud u i v jsou oznacené, odeber znacku nizsiho stupné
— nizsi stupen proto, abychom odebirali hran co nejvice
o pridej oznacdené vrcholy do I a odeber je a jejich sousedy (a odpovidajici hrany) z V
— sousedy mnoziny S zna¢ime N(S)

Definice: vrchol je dobry, jestlize méa > %“ sousedtl stupné < d,

o ma velkou pravdépodobnost, Zze ho vyresime vybérem souseda, protoze ma hodné sousedi malého 8]

stupné
« analogicky Spatny vrchol a dobréa (obsahuje dobry vrchol) a $patnd hrana

[8] Chceme, aby se graf v kazdé iteraci zmensil o néjakou ¢ast a iteraci bylo tedy logaritmicky. Udélame to pocitani toho, ze mame
hodné dobrych hran a ze jich hodné zmizi.
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Lemma: alespon polovina hran je dobra.

Duakaz: hrany zorientujeme od mensiho k vétsimu stupni (rovnost fesime libovolné)
e v Spatny = d* < %“
— 7 definice — vstupujici jsou stejného nebo mensiho stupné, takze jich ma malo, jinak by byl dobry
— > 2% vstupuje a platf di* < $d9u*
* ,,za kazdou Spatnou hranu nejvyse dvé dobré*

- |
0/[‘5,'!"3

L3 >%°\r
\MQ{T" “WH

Nyni pocitame

|Spatné hrany| < Z am //spatné hrana jde do Spatného vrcholu

v Spatny

1
< Z §d3“t //nerovnost vyse

v Spatny
ldout
9w

veEE

1
51|

IN

IN

Tedy dobrych je > %

Lemma: existuje o > 0 t. z. Vv dobry plati
Prjve SUN(S)] >«

e primo z toho plyne to, co chceme, jelikoZz dobré hrany jsou pouze u dobrych vrcholu
Dikaz: Pro dobry vrchol v plati nasledujici:

neoznacime zadného souseda

1
p ) d ¢en¢ho v kroku 2] > 1 — L=
r [v m4 souseda oznaceného v kroku 2] > El;[()( 2dw>

2d1;

= konstanta

dy
1\7%
>1- (1 - ) //lemma vyse

Muze byt Spatné, kdyz by se hodné ze sousedi dobrého vrcholu odstranilo. To dokdzeme, Ze se nestane tim,
Ze ukdzeme, ze u libovolného vrcholu v odstranime znacku s < konstantni pravdépodobnosti (jen pozor, v Pr

[9]

Pravdépodobnost, ze dobry vrchol odstranim (bud oznacenim toho vrcholu samotného nebo néjakého jeho souseda) je a > 0.
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pouzivime podminéné, Ze v byl oznaceny):
Pr [odstranime znacku] = Pr [je oznaceny soused s vétsim stupném)]
= Pr[Ju € N(v) : dy, > dy A u byl oznaceny]

< Z Pr [u byl oznaceny]
wEN (v)|dy >dy

Nikde v dikazu nepocitame s pravdépodobnosti oznaceni dobrého vrcholu, coz nepotfebujeme.
Véta: ofekdvany pocet fazi algoritmu je < O(logn)
Diikaz: necht M; = pocet hran po i fazich. Plati, ze E [|[M;41]] < (1 — %) E[|M;]]

e podle lemmatu je > M;/2 hran dobrych a dobréd hrana je odebrdna s p = «

Tedy po logaritmicky mnoho krocich (v m nebo n) odstranime vSechny hrany pravdépodobnosti alespori %

Hashovaci funkce

Definice: necht M,|M|=m,N,|N|=n,H C{f| f: M — N}

e systém H je 2-univerzalni, jestlize [10]

(V1,22 € M, 21 # 2) Prinen [h(z1) = h(z2)] < 1/n

e systém H je silné 2-univerzalni, jestlize

(Vz1, 29 € M, 21 # x2) (Vy1,9y2 € N) Prpem [h(x1) = 11 A h(z2) = y2] = l/n2

Priklad: pro M = N je téleso mame silné 2-univerzalni systém

H=A{hop|a,be N} hgp:xz—ax+b

Piiklad: pro |M| > |N| mtzeme vzit H C {f | f: M + M} a vytvofit z ného H C {f | f: M — N} tim, Ze
budeme brat funkce modn

e H silné 2-univerzdlni —> H univerzalni
— pokud n | m, tak médme silnou univerzalitu

Dynamicky slovnik

Pi#iklad (dynamicky slovnik) universum M, |M| = 2% slovnik S C M, |S| = s

o reprezentujeme S tabulkou N, |N|=n = O(s)
o operace (trva prumérné O(1)):

— vlozeni do S

— vyhledavani = v .S

— vymazani z z S

Zvolime n € [s,2s], H,h € H ndhodné uniformné:

[10] 2-Univerzalita: pro dva rozdilné prvky mame pro ndhodnou hashovaci funkci z rodiny omezenou pravdépodobnost, ze se
namatchuji na stejnou hodnotu. Silna 2-univerzalita: zahashované hodnoty 1, z2 tvori dvé ndhodné po dvou nezavislé veli¢iny.
Takze kromé toho, ze jsou univerzalni (kdyz zafixuju jeden, tak se tim druhym trefim s pravdépodobnosti % to plati i pro libovolnou
dvojici, na kterou prvky mapuju.
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e h(zx) je ofekdvand pozice v poli
« kolize se pridavaji do spojového seznamu pole (n; je pocet prvki)

Lemma: pokud n = O(s), tak prumérnd doba operace je O(1)

Diikaz: chceme (Vz € S) E [ny(,)] = O(1). Budeme poditat pocet kolizi na jeden prvek:
1 h(y) = h(x)

0 jinak

o jelikoz (Vz,y,z # y) h(z), h(y) jsou nezavislé, tak E [X,] = 1:

e necht X, = {

# kolizi=délka ny (4)

prvek = T —1
Elmw]= 1 + S E[X] =1+>-=00)

n
yFx

Staticky slovnik

Priklad (staticky slovnik) S je ddno predem

e vytvorime datastrukturu v polynomialnim case

o chceme, aby operace vyhleddni bézela v maximalnim c¢ase O (1)
— to jsme predtim neméli — seznam mohl byt dlouhy a maximélni pocet operaci velky

e pouzijeme tabulky dvé:
— hashujeme dvakrat — jednou pro index do prvni tabulky, ta ur¢i funkci pro druhé hashovani
— v prvni budeme chtit < n kolizi, ve druhé = 0

e vybereme h € H tak, ze ma < n kolizi
— kolize C = {{z,y} | z,y € M,z # y,h(z) = h(y)}

Lemma: existuje h € H s poctem kolizi < n.

Dikaz: E[IC]] £ ()12 () 1<

= <
o jelikoz je priitmérny pocet kolizi < 7, tak musi existovat hodné takovych, ze < 3
Lemma: existuje h; € H s po¢tem kolizi 0.
5 . i 1 1
Dikaz: E[|C,,|] < (%) - 2 <3

e jelikoz je pramérny pocet kolizi < %, tak musi existovat hodné takovych, ze 0

(o) lCl=Yr, (5 ="% -2
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e pocet prvki kolidujici do daného policka je n;, pocet dvojic je tedy vyraz nahote

Vypoétem dostdvdme Y n? < 2|C|+ Y n; <25+ s = O(s)

Testovani

Nasobeni matic

« pomalé nasobeni: O(n?)
o nejlepsi zndmé: O(n¥)
- w =237
o Vstup: A, B,C C K™ (pro téleso K)
o Vystup: ANO, pokud A - B = C, jinak NE

Lemma: necht @ € K",@# 0 a ¥ € {0,1}" uniformné ndhodny. Pak

Prz[a" - @ #0] >

NN

Diikaz: uvazme posledni nenulovou souradnici di. Ta méa hodnotu 0 nebo @y, podle vybraného bitu. 0 bude
tedy pravé tehdy, kdyz soudet predchozich vysSel a; (a opakujeme s k —1,...).

Véta: existuje pravdépodobnostni algoritmus s jednostrannou chybou pro testovani maticového nasobeni v case

@ (n2)

o kdyz plati, tak vzdy fekne ze plati
o kdyz neplati, tak se netrefi s néjakou pravdépodobnosti (konkrétné > %)

Algoritmus:

1. vezmi ndhodny # € {0,1}"
2. vstup ANO, jestlize A- B -Z = C - Z, jinak NE

(¢#): algoritmus trvd O(n?) kroki
(¢#): algoritmus fekne ano <= (A-B—C)-&£=D-#=0
e D je nenulovd matice (jelikoz A - B # ('), mé tedy nenulovy radek

— podle lemmatu plati Prz [D - & # 0] > %

Nulovost polynomii (Polynomial Identity Testing)

e mnezajima nds, jestli je identicky nulovy, ale zda je nulovy v télese, ve kterém pracujeme
e uvazujeme vice proménnych

— d... celkovy stupeii (t. j. soucet stupriii v néjakém nenulovém monomu)
« preveditelné na to, zda je vyrok tautologie (jdou na sebe prevést) = NP tézké

Budeme pouzivat trochu divny vstup:

e Vstup: matice polynomt proménnych, determinant urcuje nas polynom
o Vystup: ANQO, jestlize je polynom identicky nulovy, jinak NE

Lemma: necht P(zy,...,z,) je nenulovy polynom nad K stupné < d; a S C K konecné. Necht z1,...,2, € S
unif. ndhodné. Pak p
Prz [P(¥) =0] < —
e n=1... polynom mé nejvyse d korent, at zvolime s jakkoliv

« je to dost Sikovné, protoze podle |S| si volime pFesnost algoritmu (pro |\S| > 2d mame > %)

Diikaz: pro n = 1 plati. Nyni indukei podle n. Rozdélime polynom na A a B, kde stupen v B je ostfe mensi
k. To umime tim, ze vytkneme néjakou proménnou:

o P(¥)=2a% A(za,...,z,)+ B()
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— A je identicky nulovy (podle IP) s pravdépodobnosti < d;lk

5
— chei dokézat, ze Pr[P(%) =0 | A(wa,...,z,) # 0] < %
* pri konkrétnich hodnotach zs, . .., x, se mi polynom vyhodnoti na néjaké ¢islo a zbytek polynomu
P(Z) bude ax¥ + B, coz nebude mit vice nez k kotenti
Nyni si uvédomime, ze
d—k k d

Pr(P@) =0 o+ < St b =

Perfektni parovani

Necht (U, V, E) je bipartitni graf, n = |U| = |V|. Pak Edmondsova matice grafu je n x n matice B s

{wu,v uw € K

Buv:
0 uw ¢ E

)

e za kazdou hranu bude v matici jedna proménna
(¢¢): det(B) je polynom, jehoz monomy vzdjemné jednoznaéné odpovidaji perfektnim péarovanim.
e sCitdame soucin permutace matice a kdyz se zrovna trefime do parovani, tak mame monom

Algoritmus (test existence PP)

1. zvolme uniformné ndhodné nezévisle z,, , € {1,...,2n}
e 2n kvili tomu, aby ndm vyslo NE spravné s pravdépodobnosti > %
2. spocitame determinant
¢ pokud je nenulovy, parovani urcité existuje
¢ pokud je nulovy, tak parovani neexistuje s pravdépodobnosti > %
Izolujici lemma
Véta: Necht méme systém mnozin Si,...,S, C {ai,...,amn} s ndhodné zvolenymi vahami
w(ay),...,w(am) € R,|R| =r. Pak [11]
m
Pr (3 pravé jedinnd S; s minimdlni w(S;)] > 1 — —
r

e pro nase pouziti budeme chtit r = 2m
Dukaz: A; ... jev, ze existuji Sk, S; tak, ze w(Sk) = w(S;) = min; w(S;) a a; & Sk,a; € S

o existuji dvé minimélni mnoziny, které se lisi v prvku i (Spatny jev)
e kdyZ nenastane zadny s jevi A;, pak mame vyhrano, jelikoz dvé minim&lni neexistuji

Ukézeme, ze Pr[4;] < % S1,...,S, rozdélime na dvé mnoziny podle i:

o So={jlai&S;}
e S1={jla; €S8}

Pokud A; nastane, pak plati

o pro Si: k € S, w(Sk) = minjes, w(S;)
o pro S;:l € 81, w(S;) = minjes, w(S;)

Pak (kdyz zafixujeme vSechny vdhy a vybirdme vdhu a;) plati

Pry(aer [W(Sk) = w(Sy) | w(aj),i" # i vybréna] <

S|

Souctem pro vsechny mnoziny a dostanim opac¢ného jevu dostaviame hledanou nerovnost.

Algoritmus (rychly paralelni algoritmus pro PP)

[11]Prvky a; budou hrany v grafu a mnoziny S; budou perfektni parovini. Chceme néjak zvolit vahy a ukazat, ze ndm néjak
jednoznac¢né identifikuji néjakou z mnozin (tedy perfektnich parovani).
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1. zvolime rovnomérné ndhodné vahy w(uv) € {1,...,2m} pro kazdou hranu
2. zasubstituujeme do Edmondsovy matice nésledné: x,, = 2@(“)
o det(C)... pifspévek PP je £2@(M) = £ ] . 2w(uw)
— 7 definice determinantu (permutace néjakych indexi matice)
3. najdeme W tak, ze 2" je maximélni éislo tvaru 2% délici det(C)
e zajima nas posledni index, kde ma determinant jednicku, jelikoz to odpovidd unikatnimu PP
(v8echny PP jsou ve tvaru 0b1 0000)
~~
w(uv)
4. pro uv € E spocitame d = det(C*?)
o jestlize 2V~ (u0) je max. &slo tvaru 2% délici d, pak priddme uwv do M
— odpovida tomu, zda parovani prezilo odstranéni hrany — pokud ne, tak ho pridame
5. zkontrolujeme, Zze M je PP (mohli jsme vygenerovat nesmysl)

TODO: algoritmus pro obecné grafy pres Tutteho matici

Odkazy

e Webova stranka predmétu
e Odkaz na skripta (pozor, jsou vcelku nedopsand)
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https://iuuk.mff.cuni.cz/~sgall/vyuka/BCALG/
https://iuuk.mff.cuni.cz/~sgall/vyuka/BCALG/bcalg.pdf
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