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Uvodni informace

Tato stranka obsahuje moje poznamky z predndsky Martina Loebla a Milana Hladika z akademického roku
2021/2022 | MFF (MFF UK). Pokud by byla nékde chyba/nejasnost, nebo byste radi néco pridali, tak strénku
muZete upravit pull requestem (pfipadné mi dejte védét na mail.

Diskrétni optimalizace

Matroidy

Definice (matroid) je dvojice (X,S), kde X je koneénad mnozina, S C 2% spliiujici

1.0eS
2. dédi¢nost: (VA€ S)A'CA = A €S
3. vyménny axiom: VU,V € S) |U| > |V| = (FueU\V)VU{u} €S
e (3): AC X = vsSechny maximélni (C) podmnoziny A v S majf stejnou velikost

o w14 PR ..
e prvkum S fikdme nezavislé mnoziny
o maximalnim nezavislym mnozindm (co do inkluze) fikdme baze

Poznamka: Prii definici matroidu je dobré si predstavit graf. X je tu mnozina hran a S vSechny acyklické
podgrafy. Pak podminka dédi¢nosti ika, ze acyklické podgrafy jsou rovnéz acyklické a axiom 3’ to, ze maximdln{
kostry (co do inkluze) maji stejnou velikost.

Lemma (stejna definice) Axiomy (1,2,3) a (1,2,3') definuji stejny objekt.
Dikaz: (3) = (3') sporem:

« mnecht plati (3) ale existuje A C X t. z prongjaké U,V C S plati U,V C A, U,V jsou do inkluze maximaln{
ale |U| > |V|
o diky (3) Bue U\V)t. z. VU{u} €S, coz je spor s maximalitou V.

Dukaz: (3') = (3) sporem:

e necht U,V € Sa|U|>|V]aV je maximilni (negace vyménného axiomu)
e definuyjme A=U UV C X; pak V je maximélni ale |U| > |V, coz je spor

Priklad:

1. vektorovy matroid:
e necht M je matice nad télesem F s radky C
e Vi = (C,S), kde
— AeS < A CC jelinearné nezavisla v F
— 3’ vyplyva primo ze Steinitzovy véty o vyméné, zbytek piimo z definice
2. grafovy matroid:
o méjme graf G = (V, E)
e Mg =(F,S), kde
—AeS < ACF a A jeacyklicka
-():0es
— (2) : podmnoZina acyklické je rovnéz acyklickd
— (3) : pocitani{ pres to, kolik hran je v komponentdch souvislosti
3. Fanova rovina:
e za X uvazime body Fanovy roviny a za béaze trojprvkové mmnoziny bodu nelezici na jedné primce
(v rdmci Fanovy roviny — kruznice uprostied je také piimka)


https://github.com/xiaoxiae/slama.dev/blob/master/_posts/

Grafy a matroidy

Definice (sudd podmnoZina hran) podmnozina hran E’ C E je sudé, pravé kdyz H = (V, E') m4 pouze
sudé stupné.
Definice (matice incidence) grafu G = (V, E) je matice I¢ € IF'QVlX‘E‘ t.Z.

1 vee
I =
(Le)y.c {O jinak

45 \/

AN —— — = Lt«\vj

Definice (jadro matice incidence) pro matici incidence I definujeme jadro jako

Kerp, I = {x € ]F|2E| | Igx = 0}

Definice (charakteristicky vektor) méjme nosnou mnozinu X a podmnozinu A C X. Charakteristicky

vektor A je xa € {0, 1}‘X‘ t.Z.
1 kedA
(xa), = {

0 keA



(¢%): Tddek matice incidence I indexovany vrcholem w je roven XN (w)]

okoli

(¢¢) (prostor cykla) jadro matice muzeme ekvivalentné vyjadiit jako
Kerp, I = {x eFF | 2 = xp pro E' sudou}

Tuto mnozinu rovnéz nazyvame prostor cykla.

Radové funkce

Definice (fAddova funkce) mé&jme systém podmnozin (X,S),S C 2% a A C X. Pak fddovou funkci
r: 2% 1 N definujeme jako velikost maximalni podmnozZiny pat¥ici do S: 1]

r(A) =max {|X| | X €24 A X € S}

Véta (fadova funkce matroidu) funkce r : 2% + N je fadova funkce néjakého matroidu nad X pravé tehdy,
kdyz plati:

o (R1):r(@) =0

e R2):rY)<r(YU{yh <r¥)+1

« R3):r(YU{y}) =r(YU{z}) =r(Y) = r(Y) =r(Y U{y,z})

Diikaz (=) ukdZeme piimo:

o (R1): max. nezévisld podmnozina () je @ a |0] =0
+ (R2): z definice fadové funkce a dédi¢nosti matroidu }
e (R3): necht B je max. nez. podmn. Y a B je max. nez. podmn. Y U{y,z} t.z. BC B

\ 1 \
fb & L’) wno- ')(.(;\/V\O\.(AAA- wera V(.:"o(/.x‘. ’Tod/vwvwix‘,m

Pokud |B| = |B|, pak plati R3

+ jinak B C B, BUNO napiiklad y € B
— BU{y} je nezéavisld a r(Y) < r(Y U {y}) a predpoklad implikace v R3 neplati

Dikaz (<) z X konstruujeme matroid s fddovou funkei r. Matroid definujme jako

M=(X,8) tiz AeS <« |Al=r(A)

Ukézeme, Ze (X,S) je matroid:

1. § € S (trividlné)
2. pro spor predpokladejme, ze dédi¢nost neplati
o existuje tedy A € S, A’ C A ale |A’| > r(A’) (mensi nemuze byt z definice fadové funkce, jelikoz je
pro mnozinu definovéna jako velikost néjaké jeji podmnoziny)
r(A) <r(A) +|A\ 4 R2
<A |+ A\ A
=|A] = AgS

[1]V feci graft chceme pro libovolnou mnozinu hran (prvkt podmnozin) vratit nejvétsi acyklicky podgraf (prvek matroidu).



3. pro spor predpoklddejme, ze U,V € S t.z. |U| > |[V]aleVe c U\ V : VU{z} €S
o pres R3 ziskdavame (Vz,y € U\ V):
r(V) =r(VUu{z}) =r(VU{y})
=r(Vu{z,y}) R3
=r(VUU\V))=r({UUV)>r{U)=|U]
Poznamka (alternativni znéni dukazu 2) diky R2 vime, Ze odebrdnim prvku z A se muze r(A) bud o 1

snizit, nebo zlstat stejny. Zustat stejny byt vSak nemuZe (z definice fadové funkece), musi se tedy o 1 snizit
a v tom pripadé je rovnéz v S.

Véta (fadova funkce a submodularita) r : 2% +— N je fadova funkce matroidu <=

e RI): VY eX:0<r(Y)<|Y]
e (R2" —monotonie) : ZCY CX = r(Z) <r(Y)
o (R3 —submodularita) : r(Y U Z)+r(Y NZ) <r(Y)+7r(Z)

Dukaz (= R1’ a R2’)

e (R): mémeY C X

— r(Y) > 0 (funkce je definovdna na N)

— r(Y) < Y] (max. nezavisld mnozZina je z definice mensi nez jeji mnozina)
o (R2'): pfimo vylyvd z R2 (r(A) < r(AU{z}))

Dukaz (= R3’)

¢ A — maximéalni nezdvisl4 mnozina vY NZ
e Ay — maximdlni nezévisld mnozina v Y t.z. A C Ay (néjakd takova existuje)
o Az — maximéalni nezdvisld mnozina v Y t.z. A C Ay (néjakd takova existuje)

L/,

Méme
r(Y)+r(Z2) =|Ay| + |Az] definice
=|Ay NAz|+ |Ay U Az inkluze /exkluze
ZT(YQZ)+|AyUAz‘ ACAyNAg

K dikazu tvrzeni zbyva ukdzat, ze |Ay UAz| > r(Y U Z).

(¢¢): Ay nemuZe byt rozsitené vice nez Az \ 'Y prvky na nezdvislou mnozinu v Y U Z

L/]

e pro spor predpoklddejme, ze W C Z \ Y maximélni, Ay UW je nezavisld a |W| > |Az \ Y]; pak ale
|[W U A| > |Az|, coz je spor s maximalitou Az

Nyni mtzeme dokoncit dikaz:
F(YUZ) < |Ay| +]47\ Y]

<|Ay UAgz|

Dikaz (matroid <« R1’, R2’, R3’) ukdzeme R1,R2,R3



o (R1): dokazujeme r(0) =0
— necht pro spor r()) > 0; pak |0 > r(0) > 0, coz je spor
o (R2): dokazujeme r(V) < r(Y U{y}) <r(Y)+1
—mémeY CX,ye X ay¢Y (jinak plati trividlné)
* prvni nerovnost (z monotonie):

YCYU{y} = r(Y)<r(YU{y})

* druhd nerovnost (ze submodularity):

0
r(YU{yh) +rYn{y}) <r(V)+r({y}) <r(Y)+1
——

o (R3): dokazujeme r(Y U{y}) =r(Y U{z}) =rY) = »(Y)=r(Y U{y,z})
— 7 monotonie dostavame prvni éast: Y CY U{y,z} = r(Y) <r(Y U{y,z})
— nyn{ pouzijeme submodularitu na A=Y U{y},B=Y U{z}
x predpokladdme, ze y # z a Ze x,y € Y, jinak plati trivalné

r(Y U{y,z)) +7( Q) < r(Y Uiy} +r(Y U{z})
AUB ANB

* pokud tedy plati (V) U {y} = r(Y U {z}) = r(Y), tak dostavdme druhou ¢4st:
r(Y Uiy, z}) <r(Y)

(¢¢): matroidy jsou systémy podmnoZiny, kde fddovd funkce je monotonni a submodularni.

Definice (marginalni hodnota) Mé&me mnozinu X a funkce f : 2% + N. Pak Vz € X definujeme
Afy 2% s Z: 2]
TCX = Af(T)=f(TU{z}) - f(T)

Véta (marginalni hodnota a submodularita) f : 2¥ +— N je submodularni <= Vo € X : Af, je
nerostouci

 nerostouci myslime nésledné: 7" C T,z € T = Af,(T") > Af(T)
— mensim mnozindm zalez (oproti vét$im) vic na p¥idani prvku, ktery nemaji

Dikaz: Je-li f nerostouci, pak VU, y, z plati

fUU{y,2}) = f(UU{y}) < fFUU{z}) — f(U)

Af.(UU{y}) Af(U)

Tedy f je nerostouci <= VYU C X a y,z € X \ U plati

FUUHy) + ULz > f(UU{y2) + (U)o
—— T ——

AUB AnB

To je skoro submodularita!
Diikaz (=) plati pfimo z definice submodularity (prosté tam dosadime)

Diikaz (<) dokazujeme * = submodularita. Chceme
f¥)+f(2) = fYuZ)+ f(Yn2Z)

e definuyjme S=YNZ, A=Y\ SaB=2Z\65, pak

-Y=SUA
- Z=5UB
-YuZ=SUAUB

[2] »Jak cenim pridani z, kdyz mam T



-YnzZ=S5
o zkonstruujeme f(Y) a f(Z) z f(S) za pomoci posloupnosti margindlnich hodnot:

— rozepiSme definici margindlni hodnoty jako f(X U{y1}) = f(X) + Afy, (X)
* dvojim rozepsanim dostaneme:

FX Uy, 1}) = F(X U{pn}) + AF (X U{y}) = f(X) + Afy, (X) + AX U{w})
* opakovanym rozepsanim pro Y = {y1,ya, ..., yr} dostaneme:
k
FXUY) = F(X)+ D fr (X U{ys, - gia})
i=1
— zafixujme porad{ prvka v AUB: a1, as,...,ax)aBNO(A = {a1,...,a.})a(B = {ay41,. .., a}, potom:

V)= f(SUA) = f(S)+ ) Afu(SU{ar,...a;1})

i=1

k
F(Z)=F(SUB) = f(S)+ Y Afa(SU{ars1,...a;1})

i=r+1

k
fYUZ)=f(SUAUB) = f(S)+ Y _ Afa,(SU{ay,...,ai_1})

i=1
— pro kazdé i =1,...,r plati, ze SU{a1,...,a;-1} S SU{a1,...,a;i—1} U{art1,...,ax}, takze:
Af,,(SU{a1,...;a;-1}) > Afe,(SU{a1,...ai—1,ar41,...,a5})
— stejné pro kazdé i =r +1,..., k mame:
Afo,(SU{ars1,...,ai-1}) > Afo,(SU{a1,...a;-1})
— souctem obou stran dostaneme:

fY)+f(2)=f(SUA)+ f(SUB)

= f(S)+ Y _Afu,(SU{ar,...a;1})

i=1

k
+ )+ D Afa(SUL{ar1,. . ai1})

1=r+1

k
> f(S)+ Y Afa(SU{ar,...,ai1}) + £(S)

i=1
= f(SUAUB)+ f(B)

=fYuzZ)+ f(Yu2)

Hladovy algoritmus

Definice (iloha kombinatorické optimalizace) je ddn mozinovy systém (X, S) a vahova funkce w : X — Q.
Uloha kombinatorické optimalizace je najit A € S t.z.

w(A) = Z w(w) =wl xa
vEA

je maximalni (x4 je charakteristicky vektor A, ktery je 1 pro v € A a 0 jindy).
Priklad:



1. maximélni parovani v G
2. minimalni Hamiltonovska kruznice
3. minimalni hranovy ez

Algoritmus (hladovy) necht Ze wy > ... > w, a m = max {i € X | w; > 0}; pak:

1. nastav J = ()
2. proi={1,...,n}

e jeli JU{i} € S, pak ¢ pridej do J
3. vrat J

(¢%¢): algoritmus je polynomidln{ (pro rozumné predpoklady na reprezentaci matroidu).
(¢¢): pro vySe uvedené priklady nemusi algoritmus vratit optimalni feSeni.

Véta (hladovy algoritmus na matroidech) necht (X, S) je dédi¢ny mnozinovy systém a () € S. Pak hladovy
algoritmus vytesi spravné tlohu kombinatorické optimalizace pro kazdou funkci w <= (X, S) je matroid.

Diikaz (=) obménou: necht (X,S) neni matroid = HA nefunguje. Zkonstruujeme w : X +— Q, na které
algoritmus selze.

Jelikoz (X, S) nen{ matroid, tak neplati 3,3’ a tedy U,V € §,|U| > |V| a U,V jsou max. nezdvislé mnoziny.
Pak definujeme w nasledné (pro b,a € Q,b > a > 0):

u
7% 1%

V takovém pripadé hladovy algoritmus najde U, ikdyz V je vétsi.
Dukaz (<) nejprve dokdZzeme pomocné lemma.

Lemma: méjme wy > ... > wy,, m < n maximalni t.z. w,, > 0, mnoziny T; C {0, 1}i a 2’ je charakteristicky
vektor vysledku HA (rozumime tim, Ze je to 0/1 vektor podle toho, které prvky HA vybral s tim, Ze jsou
setfizené podle w). Pak Vi plati

Dukaz: Ukidzeme, ze HA najde v kazdém kroku nejvétsi nezdvislou mnozinu z uvazovanych prvki.

Pro spor necht 3 t.z. 2/(T;) < r(T};). Vezméme nejmensi takové i:

T

o=

Plati, ze 2/ (T;—1) = r(T;—1) (jelikoZ i je nejmensi protipiiklad). Pokud HA dalsi prvek pridé, tak je vSe v poradku
a 2/ (T;) = r(T;) plati. Jinak to znamend, ze z'(T;) je co do inkluze maximalni mnozina v Tj, coz je spor s 3'.

Nyni k ptuvodnimu dikazu: oznac¢ime z* charakteristicky vektor optima. Pak



wlz* = E w; - 2}

= wi(z"(T;) — 2" (Ti-1)) To =0, %
= (wi o ;Ui+1)2*(Tz') +g>%z*<Tm> o

S Z(wz - wi+1)T(T’i)i + me(TﬂL)
= Z(w, —wiy1)Z (Th)i + w2 (T)) lemma vyse

!
= ’UJTZ

« rovnost zf = zf(T;) — 25 (T;—1) plati, protoze z;(T;) se zvysi pravé tehdy, kdyz charakteristicky vektor ziska
novou 1 (konkrétné tu na pozici z}).

xx tohle vypadd magicky, ale dava to smysl — z*(T;) v jednom cyklu smycky pficitdme a ve druhém odcitame,
tak jsme to jen posunuli do w; — w; 41, navic také zapocteme posledni ¢ast souctu, na ktery se nedostane. Navic
prévé v tomhle kroku pouzivime predpoklad setrizenosti.

Jelikoz navic trividlné w” z+ > w72’ (je to optimum), tak véta plati.

Dausledek (grafy) postvani HA na grafovy matroid vrati maximdlni (minimélni pro —w) kostru. Postvani na
dual vrati maximalni mnozinu hran, kterou kdyz odstranime tak graf ztstane souvisly.

Diisledek (linearni programy) necht (X, S) je matroid a w € QX . Pak HA vyiesi nasledujici linearni program

max E W;Zg

i€X
za podminek z(A) <r(A),z > 0proVAC X
Operace na matroidech

Soudet — pro matroidy My, = (X1,81), Me = (X5,82), X1 N Xy =0

M1+M2:(X:X1UX27{AEX‘AQX1 GSlAAﬂXQESQ})

Priklad (mazéni a kontrakce v grafovém matroidu)

_ Moo Lot
G- / X / /,_/'
NEVAN

M\ L)

Sjednoceni — zobecnéni souc¢tu. Definice je stejnd, ale nepredpokladdame riazné Xq, Xo.

Véta (sjednoceni matroida je matroid)) sjednoceni matroidu je matroid s fddovou funkef

r(U) :%ncig{|U7T| +rm(TNX)+...+re(TNXk)}

Ditkaz (naznak) matroidy zdisjunktnime (X] = X; x {i}), seCteme a pak zobrazime.

3]

Mazéani hran v grafu.



Mazani — pro matroid M = (X,S5)a Y C X: 3]
M-Y=(X-Y,{A-Y|AeS}

je opét matroid.

Kontrakce — necht M = (X, S) je matroid, A C X a J € S je max. nezdvisld mnozina v A. Pak

M\A=(X—-A{ZCX|ZUJeS)) 4

Véta (kontrakce matroidu je matroid) necht M = (X,S) je matroid a A C X. Pak M \ A je matroid
s fadovou funkei
r(Z)=r(ZUA)—r(A)

Diikaz: necht J je max. nz. mn v A (viz definice kontrakce); ovéfime axiomy

1.0eS < hUJ=J¢eS, plati

2. mémeY € 8’ aY’' CY.Z definice vime Y € 8’ = Y UJ € S. Diky tomu, z2e YYUJ CY UJ € S, tak
rovnéz Y/ U J € S (definice matroidu) a tedy Y’ € &’

3. necht Z C X\ A, BC Z je max. nez. mn. v M\ A a J max. nez. mn. v A

X

B U J je max. nezavisla podmnozina Z U A v M a tedy
|B|+ |J|=r(ZUA)
1Bl = r(ZU 4) - |J]
r(Z)=r(ZUA) —r(A)

—_— ———

urceny jednoznacné
Partition matroid — necht X;,..., X, jsou disjunktni mnoziny a §; = {A C X, | |A| < 1}. Pak > ,(X;,S;) je
parti¢ni matroid.
Véta (Edmondsova MiniMaxova o pruniku matroidi) necht M; = (X,851) a Mc = (X1,8¢) jsou
matroidy. Pak

max{|Y||Y € Soo NS2} = Elcl% r1(A) +ra(X \ A)

Dikaz (<) Necht J € §§ NSy. Pak VA C X

JNAES, = |TNA|<ri(A)
JN(X\A) €Sy = |TN(X\A)| <ra(X\ A)

A tedy
[l =T OVA[+[JN(X\ A)] < ri(A) +7r2(X\ A)

Dikaz (>) TODO, tenhle dikaz je naprosto brutalni

Dusledek (obraz matroidu je matroid) mé&jme matroid M’ = (X', 8’) a funkci f : X’ = X. Definujme

S={fl]| 18}

[4]

Podobné jako mazéni, ale chové se dost jinak (viz kontrakce/mazéni hran v grafu). Napf. na mostech grafu se ale chova stejné.

10



Potom (X, S) je také matroid a navic pro U C T plati

r(U) = min {lU =7+ (f71(1)}

Poznamka: tvrzeni by platilo trividlné, pokud by se jednalo o prostou funkci (tedy pouze pfejmenovani prvki
matriodu). Zajimavé je to, ze nékteré prvky se mohou zobrazit na jiné a nezdvislé mnoziny se tak zmensi, ale
matroidnost se zachova.

Dualita matroidu
Definice (dualni matroid) necht M = (X, S) je matroid. Definujeme dudlni matroid jako M* = (X, S*)
t.z. B* je bdze M* < (X — B*) je bdze M (s tim, Ze §* jsou v8echny podmnoziny bézi). [5]
(¢¢): necht M je matroid, M* jeho dudl a A C X. Pak
r(X)=r(X\4) < AecS*
Diukaz: A mizeme rozsifit na bazi B* dudlu, pfi¢emz bude stéle platit (X — B*) = r(X), protoze X — B* je

béze M. Tohle muzeme délat ikdyz jsme dalsi vétu jesté nedokazali, jelikoz pro M™* plati axiomy 1 a 2 matroidu,
jelikoz jsme ho definovali jako baze.

Véta (dudlni matroid je matroid) necht M je matroid. Pak M* je také matroid a navic plati

r*(A) = |A| —r(X)+r(X — A)

Dikaz: sta¢i dokdzat 3’ (pro dané A maji vSechny nezdvislé mnoziny stejnou velikost), jelikoz 1 a 2 plati
trivialné z toho, Ze jsme definovali pouze béze. Uvazme libovolné A a nésledujici obrézek

[5] Duadlni matroid grafového matroidu je matroid mnozin hran, které kdyz odebereme tak graf zistane spojity.

11



wWARK (9- ) V\t.'éo\wtl&(oi.
Tod/wmbiimo\ A v
&%, deA

Necht B je baze M t.z. Z C B a B C X — J (existuje, protoze r(X) = r(X — J))

Jestli existuje z € (A — J) — B, pak (X — (JU{z})) =r(X) a JU{z} € §* a J neni maximdlni, diky ¢emuz
J = A — B. RovnézZ plati Z = B — A (jinak miZzeme rozsitit, coZ je spor) a tedy

r(4) = |J] = |[A— B|

= [A[ - |BN A
=[A[-|BN (B - Z)|
= [A] = [B| +|Z]

= Al —r(X)+r(X —A)

Poznamka: Matroid muze byt dudlni sdm sobé (v tom smyslu, Ze M; a My jsou izomorfni).
Definice (Cobéaze, conezavislost) necht M je matroid a M* jeho dudlni matroid. Pak Y C X je

e cobaze, pokud je baze v M*

e conezavisla, pokud je nezavisla v M*
Definice (kruznice) necht M je matroid. Pak Y C X je kruznice, je-li minimélni (C) zévisl4 mnozina.
Véta: Y C X je cokruznice (kruznice v dudlu) <= Y je min (C) protinajici kazdou bazi. [6]

Ditkaz (=) sporem necht Y C X je cokruZnice ale 3B baze M t.z. Y N B = . Pak Y C X — B ale
z definice je X — B baze M*, coz je spor se zavislosti Y v M*. Navic kruznice je do inkluze minimalni,
takze minimalitu splnujeme taky.

Diikaz (<) opét sporem necht Y je minimaln{ mnozina (do inkluze) protinajici kazdou bazi, ale nenf cokruznice.
Rozebereme piipady toho, co miize byt (chceme, aby byla minimélné nezdvisla):

e Y je nezavisld v M* (a tedy r(X) =r(X = Y))

— pak existuje baze B C X — Y v M, coz je spor s tim, ze protind kazdou béazi
o Y neni minimdlné nezavisla (tedy Jy € Y t.z. Y \ {y} je zédvisld v M*):

S\ ¢S

— r(X) > (X — (V\ {y})

— Y\ {y} protind kazdou bazi, coz je spor s minimalitou

Disledek: necht G graf souvisly. Pak cokruznice Mg jsou presné minimalni hranové rezy.

Perfektni parovani

Poznamka: o tomto tématu jsem vytvoril YouTube video, které algoritmus shrnuje.
Definice (parovani) necht G = (V, E) graf. Pak M C F je pdrovani <= Ve # ¢ € M plati ene’ = 0.
Definice (nejvétsi parovani) pokud |M| je maximAlni.

(¢¢): je rozdil mezi maximalnim parovinim (poéitd se do inkluze) a nejvétsim (pocitd se do velikosti),
jelikoZ si hrany miZeme hladové vybrat Spatné (viz lichd cesta).

Definice (perfektni parovani) pokud |M| = |V]/2

[6]

V grafu jsou to kruznice.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Dual_matroid#Self-dual_matroids
https://www.youtube.com/watch?v=3roPs1Bvg1Q

Definice (pokryti) vrchol je M-pokryty, pokud je v néjaké hrané z parovani.
Definice (defekt) def(M) je pocet M-nepokrytych vrcholu
Definice (alternujici cesta) podgraf, ktery je cesta

e je zlepsujici, pokud ma krajni vrcholy M-nepokryté
Véta: graf G = (V, E), M péarovani. Pak M je nejvétsi <= G nemd zlepsujici cestu.
Dikaz:

e <« pokud mé zlepsujici cestu, tak parovani muzeme zlepsit a neni tedy maximalni
o = pokud G neni maximalni tak existuje parovani M’ t. z. M’ > | M|
— uvazme graf MAM’ — stupné maji vrcholy nejvyse dva, komponenty jsou tedy bud alternujici cykly
nebo cesty — diky tomu, Ze nam jedna hrana prebyva, tak alespon jedna komponenta je cesta

(¢¢): G=(V,E),A C V. Pak v libovolném parovdni M musi byt liché komponenty G — A pokryté pouze z A
(i v nejlepsim zpdrovani v nich zbyde alespon jeden volny vrchol) a tedy

def(M) > 1c(G — A) — | A]

Kde lc znaci pocet lichych komponent grafu.

(¢¢): G=(V,E). Pak

(IV] = 1e(G = A) +[A])

1
max |M|= min I‘} 3

1
parovani M parovani M 2

(V] — def(M)) < mi

kde prvni nerovnost plyne z Gvahy, Ze nejvétsi parovani minimalizuje defekt a druhd z dosazeni pozorovani vyse.
Véta (Tutte-Berge) Pro vySe uvedené pozorovani plati rovnost.
Diikaz: staci najit parovani M t.z. plati rovnost.
Najdeme algoritmem (Edmonds), ktery najde maximélni parovani
e postupné zvétSujeme parovani M:

1. M perfektni = je maximélni a véta plati (A = ()
2. M mé& M-nepokryty vrchol r: budujeme alternujici strom 7' tim, ze stidavé pridavame hrany:
e B-vrcholy: vrcholy v sudé vzdalenosti od r
e A-vrcholy: vrcholy v liché vzdalenosti od r
o zastavime se, kdyz:
— existuje w € T, {v,w} € F a w je nepokryty — pak jsme nasli alternujici cestu
— neexistuje w
x pokud je graf bipartitni, tak nemdme zddné B — B hrany a vsechny zbyvajici hrany z B-
-vrcholi vedou do A-vrcholu — poté kdyz uvazime G — A, tak liché komponenty vedou pouze
do A vrcholi ale B je o jedna vice (mame r), tedy |B| = |A| +1 a G nemé perfektni parovani
a nasli jsme defektni vrchol

Pro bipartitni grafy mizeme algoritmus vySe opakovat (opakované stavime stromy z vrchold, které nejsou
v pérovani), najit vSechny defektni vrcholy a véta vySe plati (mdme mnozinu defektnich vrcholt a parovani
splitujici rovnost).

Pro nebipartitni grafy muzZe existovat hrana mezi B — B vrcholy (lichd kruznice).

(¢¢): necht C' lichd kruznice v G, G’ vznikne kontrake{ C' do jednoho (pseudo)vrcholu a M’ je parovani v G'.
Potom existuje parovani M v G, Ze po¢et M’-nepokrytych vrcholi je stejny jako pocet M-nepokrytych.

Podgrafy G reprezentované pseudovycholy maji lichy pocet vrcholu (chceme opét dostat M a A, abychom vétu
dokézali). To plati, protoze pseudovrcholy vznikly kontrakei liché kruznice na vrchol a tedy prisly o sudy pocet
vrchol.

Postup pro B — B hrany je tedy ten, ze zkontrahujeme C', vyresime parovani a odkontrahujeme.

[7]

A muze byt i prdzdné (eliminuje grafy s lichym poctem vrcholu).

13



Dausledek (Tutte) G ma perfektni parovani pravé tehdy, kdyz [7]

VACV :le(G— A) < |4

Dukaz: vychdzi piimo z Tutte-Berge dosazenim |M| = |V|/2 (jednd se o perfektni parovani).
Véta (Edmonds-Gallai dekompozice) G graf, G = (V, E), B C V vrcholii nepokrytych néjakym maximdl-
nim parovanim. Necht A C V — B sousedé vrcholi z B, C =V — (B U A). Pak

1. kazdd komponenta G — (AU C) je kritickd (Vv € K : K — {v} méa perfektni parovani)
e @ kriticky < G lze zkonstruovat z liché kruznice lepenim lichych usi
2. kazdé maximalni parovani M spliuje:
e eceMenNA#D = |leNnAl=1aevededo B
— tohle nezamezuje, ze by dvé hrany z A nevedly do jedné z B
e do kazdé komponenty B vede < 1 hrana M

3 ?O
A

C wm | -Pp

Dikaz: Uvazme posledni alternujici les v Edmondsové algoritmu.

\ ! - %A'j\'wil{,

181 =1A) =1 A o /S
R <

HO Ko

—_——
G——

Kazd4 hrana s koncem v A vede do B (s tim, Ze vrcholy v B jsou (pseudo)vrcholy vzniklé operaci kontrakce.
Defekt def(M) je pocet komponent v tomto lese.

Nepokryté vrcholy zadnym maximalnim parovanim:

e ne v A, jelikoz vSechny musi byt pokryté kazdym maximélnim parovanim
e ne mimo A U B, protoZe tam je perfektni parovani

Takové vrcholy tedy mohou byt pouze v B, ¢imz jsme dokézali (1).

Cést (2) rovnéz plyne z Edmondsova algoritmu.

Generujici funkce magic

Necht G = (V| E) rovinny, w : E — Q vahova funkce
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1. maximalni perfektni parovani — najdi M perfektn{ parovani t.z. w(E) je maximalni
¢ polynomiélni (pro vSechny grafy)

2. maximalni hranovy fez — najdi E’ hranovy fez t.z. w(E’) je maximélni
e obecné je NP-tézny, pro grafy na 2D plochach polynomialni

Definice (determinant) nechf A je redlnd matice. Pak determinant je
transverzila
n
Det(A) = (—1)%™ [T A; x5
™ i=1
¢ polynomidlni, jde Tesit pres Gaussovu eliminaci

Definice (permanent) necht A je redlnd matice. Pak permanent je

Per(A) = Z H Ai,ﬂ"(i)

T =1
o #P-complete (alespon tak tézky jako N P-tplny), neumime nic lepsiho

Piiklad: G = (V1, Vs, E) bipartitni graf, AV11XIV2l 0/1 matice podle toho, jaké obsahuje hrany. Pak Per(A) je
pocet perfektnich parovani G.

PG, z,w) = Z )

P perf. par.

E(G,z,w) = Z DA

E’ suda

o(G,z,w) = Z zv(©

C' hranovy fez

Véta: G rovinny. Pak
p(G) =E(G") = P(G]A)

kde symbolem = rozumime vzhledem k vypocitatelnosti a Ga nasledujici operaci:

6

Rovnéz predpokladdme w(e) € Z,|w(e)| < |V(G)|¢ pro ¢ konstantu.
Véta (Kasteleyn) Kdyz G rovinny, pak P(G, z,w) lze spocitat v polynomidlnim case.
Disledek:
o umime spoditat jak maximdlni parovani, tak jejich pocet (a pocet vSech ostatnich parovani s danymi

vahami)
e max. Tez, max. perf. parovani jsou pro rovinné grafy polynomialni

Dikaz (naznaceni) pro D orientaci G, My fixni perfektni parovani definujeme ,determinantni verzi“ P néa-
sledné:
P(G.D,M,,§,3)= Y  sign(D, My, P)a""
P perf. par.
kde
Sign(D,MmP) _ (_1)# D-sudych cykla My A P

15



e D-sudy je, kdyz v D méa sudy pocet hran orientovanych jednim smérem; nezalezi na tom, jakou stranou
jdeme, jelikoz symetricka diference perfektnich parovani tvori jen sudé cykly

Postup dukazu:

e P(G,D, My, z,w) lze pro obecné grafy spocitat variantou Gaussovské eliminace (Pfaffaon)
« Existuje orientace DX, Ze vSechna znaménka sign(D¥, My, P) jsou stejna, tedy

P(Ga DK? MOa *, w) = Zl:P(G,ZL‘,U))

o Tuhle D¥ lze zkonstruovat v polynomialnim &ase.

Pripomenuti: pro dalsi plochy je to trochu komplikovanéjsi, ale jde to délat podobné.

Postaci a cestujici
Definice: G = (V, E) graf silni¢ni sité, [ : E +— QT vahova funkce:

e problém ¢inského postaka: najdi trasu minimdlni délky, kterd projde vSechny hrany a vrati se do vy-
choziho vrcholu (eulerovsky tah)
— polynomialni
e problém obchodniho cestujiciho: najdi trasu minimélni délky, ktera projde vSechny wvrcholy a vrati se
do vychoziho vrcholu (hamiltonovskou kruznici)
— NP-tplny
Problém (¢éinského postika)
1. G =(V,E) m4 vSechny stupné sudé = TeSen{ je uzavieny eulerovsky tah
e (¢%):kdyz H = (W, F') m4 vSechny stupné sudé a F' # () je neprdzdnd, pak F' m4 cyklus; odstranénim
cyklu mé opét vSechny stupné sudé; opakovanim dostaneme disjunktni sjednoceni cykli, coz jde do
eulerovského tahu udélat trivialné
2. necht T' = {v | deg(v) lichy}
(¢¢): |T| je sudé (soucet stuptii je sudy)

Definice (T-join) E' C E je T-join (pro mnozinu vrcholiu T'), pokud Gr = (V, E’) plati

. 8]
(Vv € V) (degg, (v) lichy <= veT)

Véta: necht £/ C E je mnozina hran min. trasy ¢inského postdka, které se projdou vice nez jednou. Pak se
projdou pravé 2-krat a F’ je min. T-join (kde T je vySe definovand mnozina).

Diikaz: (¢¢): necht G’ vznikne z G doddnim ndsobnych hran, ndsobnost je podle poétu prochdzeni minim4ln{
trasou P. Potom G’ mé vSechny stupné sudé.

e F = FE(G)— E(G) jsou dodané hrany
e F nemd nasobné hrany, protoze pak bychom je mohli (po dvou) vynechat
Z pozorovani plyne (1), jelikoz F spolu s ptivodnimi hranami d4va 2 priichody.
Navic jelikoz E(G") = E(G)UF je T-join, jelikoz ptesné spliiuje definici (stupné budou liché v G, protoze musi
byt sudé po pridani do G). Navic E(G) U F rozhodné nebude lepsi nez minimdln{ cesta ¢inského postaka a tedy
nase F'.
Algoritmus (€insky postak)
1. najdi minimalni 7-join
e pouzij konstrukei (modifikovanou) Fischera z minulé predndsky (G — Ga), o ¢emZz vime, Ze je
polynomidlni
o (alternativné) uvazme pomocny graf H = (T, (g)) a vdha w : (g) — QT, kde w({u,v}) = délka
nejkratsi cesty mezi u,v v G
— necht M je min. perfektni parovani v H

[8] Je to takovd mnozina vrcholi a hran, na kterou kdyz se omezime, tak vsechny stupné vrchola v T jsou liché a ostatni jsou
sudé.
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— necht F'=J s Pe, kde P, je nejkratsi cesta v G spojujici vrcholy e
2. pridej zbylé hrany
3. profit?

Problém (obchodniho cestujiciho) pfedpokladdme

o G = K, (pro neexistujici hrany nastavime vdhu na nekonecno)
e nezaporné délky
o trojthelnikovd nerovnost (Vu,v,w € V) Il(u,v) + (v, w) > l(u, w)

Algoritmus (Christofidesova heuristika) viz moje pozndmky z aproximacnich algoritmu

Spojita optimalizace

M4 pékné skripta.

Zkouska

Na obou ¢astech jsem si vytahl okruh, o kterém jsem napsal co vim a pak jsem to se zkousejicim probiral.

Diskrétni céast
Zkusebni okruhy:

1. Matroidy: zakladni definice, priklady.

Radova funkce a submodularita.

Kontrakce, dualita.

Hladovy algoritmus.

Prinik matroidi, obraz, sjednoceni.

Edmondstv algoritmus na maximalni parovani, Tuttova véta.
Problém Obchodniho cestujiciho a Cinského postéka.

N otk N

Spojita cast
e 7z webovych stranek prednasky: ,Na zkousce se probira jen teorie.

Odkazy

o Web diskrétni ¢asti: https://kam.mff.cuni.cz/~loebl/dsopt22.html
o Web spojité ¢asti: https://kam.mff.cuni.cz/~hladik/DSO/

Podékovani

o Davidu Kubkovi za zépisky, ze kterych jsem prvn{ polovinu pozndmek vytvaiel (véetné obrazki).
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