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1 Metrické prostory

1.1 Definice metrického prostoru

Definice (Metricky prostor): Necht X je mnozina, d : X x X — R funkce t. Z. plati:
o Vr,y e X :d(z,y) >0, dlz,y)=0 <= z=y
o Vr,y e X :d(x,y) =d(y,x)
o Vr,y,z€ X :d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) (trojahelnikova nerovnost)

pak (X, d) je metricky prostor.

Piiklad: Zde je nékolik metrickych prostori:

(R, |z —yl),
(C, |z —yl),
(G,d), G je orientovany souvisly graf, d je délka nejdelsi cesty

Pozor: trojuhelnikova nerovnost v (C, |x — y|) neni tak trivialni jako v R.

Definice (Euklidovsky prostor E,,): Definujeme jako metricky prostor (R",d), kde d:
d((xla'“vxn)?(yla"'ayn)) - Z(wi_yi)Q
i
Pro nas zvlast dilezity, znaAmy v podobé vektorového prostoru R™ se skalarnim sou¢inem (u|v) a
normou ||u|| = y/uu a vzdalenosti d(u,v) = ||u — V|

Definice (Diskrétni prostor): Definujeme jako (X, d), kde d(z,y) =1 pro x # y

Definice (Podprostor): Bud (X, d) metricky prostor. Pak (Y, d’) je podprostor, kde Y C X a Va,y €
YV d(z,y) = d(z,y).
Definice (Spojité zobrazeni): f: (X,d) — (Y,d’) je spojité zobrazeni, pokud

Vo € X,Ve > 030 > 0Vy € X :d(z,y) <6 =d(f(z), fly) <e

1.2 Triviality
Definice (Identické zobrazeni): f(x) = x je spojité zobrazeni
(X,d) = (X,d)
Definice (VloZzeni podprostorii): je spojité zobrazeni
fi: (X1,d1) x (Xa,d2) — (X1,d1)
Ve e XqVy € Xo: fi(z,y) =
fo: (Xq1,d1) x (X2,d2) — (Xo,d2)
Ve e XqVy € Xo: fao(z,y) =y

obecné pro j = 1,...,n mame

n

fir T di) = (X5, d;)

i=1

fi(x1, 22, ... zp) =
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Definice (Konvergence): Posloupnost (x,), v metrickém prostoru (X, d) konverguje k z € X, pokud

Ve >0 Ing: Vn > ng : d(zp,,x) < e

1.3 Véty o metrickych prostorech

Véta (SloZeni spojitych zobrazeni je spojité): Pokud jsou f : (X1,d1) — (Xa2,d2) a g : (Xo,d2) —
(X3, ds3) spojité, pak i
go f : (Xl,dl) — (Xg,dg)

je spojité.

Véta (Véta o konvergenci): Zobrazeni f : (Xi1,d1) — (Xa,da) je spojité pravé kdyz pro kaZdou kon-
vergentni (zn)n v (X1,d1) posloupnost (f(zn))n konverguje v (Xo,ds2) a plati limy, f(z,) = f(lim, z,).

Dukaz:

= Bud f spojita a necht lim,, z,, = . Pro € > 0 volme ze spojitosti § > 0 tak, aby d;(x,y) < § =
da(f(x), f(y)) < e. Podle definice konvergence posloupnosti existuje ng takové, Zze pro n > ng je
di(zn,x) < 0. Tedy je-li n > ng mame da(f(xy), f(z)) < € a potom lim,, f(zy) = f(lim, x,,).

— = = Necht f neni spojita. Potom existuji x € X; a g9 > 0 takoveé, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje y(0)
takové, Ze

di(z,y(6)) <6 ale  da(f(x), f(y(9))) = €0

Polozme z, = y(1/n). Potom lim,, x,, = = ale (f(x,)), nemuze konvergovat k f(zx).

1.4 Okoli, mnozZiny, uzaveéry
Definice (Okoli): Necht (X, d) je metricky prostor, x € X, pak

Uz, e) = {y | dz,y) <}

Formulaci 2(z, ) se fik4 oteviena koule s polomérem e okolo z.

Obrazek 1: Ilustrace e-okoli bodu p v podprostoru Es.

Piiklad (Pouziti okoli): "U je okoli ” = 3¢ > 0,Q(z,e) CU
Definice (Oteviena mnozina): U C (X, d) je oteviena, pokud je okolim kaZdého svého bodu.

Definice (Uzaviena mnozina): V C (X,d) je uzaviena, pokud kazda posloupnost V(z,), C V kon-
vergentni v X mé limitu limz,, € V.

Piiklad: Uvazime-li interval (0, 00) s Euklidovskou metrikou, pak
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e (1,2) je pouze uzavieny

e (0,1) je také pouze uzavieny (vSechny limity konvergujici v X maji limitu ve V')

e (1,00) je pouze otevieny
(

e (0,00) je jak otevieny, tak uzavieny

Definice (Vzdélenost od mnoziny): Necht (X, d) je metricky prostor, A C X,z € X, pak vzdélenost
bodu x od mnoziny A je
d(xz,A) = inf{d(z,a) | a € A}

Definice (Uzavér): A: {z | d(z,A) = 0}

1.5 Vzory a obrazy
Pro zbytek sekce necht f: X - Y, AC X, BCY.
Definice (Obraz): Obraz podmnoziny A C X v Y
F1A] = {f(x) | z € A}
Definice (Vzor): Vzor podmnoziny B CY v X:
fBl={z |z e X: f(x) € B}
f-]

X =

-]

Inverzni funkce f~!:Y — X (znac¢ime f~!(B)) nemusi existovat, kdezto f~1[B] existuje vzdy

f:X-Y fl:y-X
(a) Obraz (b) Vzor

Obrézek 2: Ilustrace obrazu a vzoru mnozin X a Y. Vysledek operace je vzdy zelend mnoZina.

Tvrzeni (Vztahy vzora a obrazi):
flAICcB=AC f'[B],
flFtBl € B
FHIAN 2 A

Véta (Vlastnosti zobrazeni mezi metrickymi prostory): Budte (X1,d1) a (X2,d2) metrické prostory a
bud zobrazeni [ : X1 — Xo. Ndsledujici tvrzeni jsou potom ekvivalentni:
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1.

f je spojité.

2. Vx € X1 aV okoli V bodu f(x) existuje okoli U bodu x takové, Ze f[U] C V.

3. Y otevienou U v Xo je vzor f~[U] otevieny v Xj.

/.

Y uzavienou A v Xa je vzor f1[A] uzavieny v X;.

5. VA C Xy je f[A] C f[A]

1.6 Ekvivalence metrik

Definice (Topologicka vlastnost/definice): Vlastnost/definice je topologicka, je-li zachovana homeo-
morfismy. Jsou to (mimo jiné):

1.

2.

ot

konvergence
otevienost, uzavienost
uzaveér

okoli

. spojitost (ale ne stejnomérna spojitost!)

Definice (Ekvivalentni metriky): Metriky di, d2 na téze mnoziné jsou ekvivalentni, pokud

idX : (X,dl) — (X, dg)

je homeomorfismus. Ziskdme tim prostor, ve kterém jsou vSechny topologické zalezitosti (spojitost,
uzavienost, ... ) zachovany.

Definice (Siln¢ ekvivalentni metriky): Metriky d; a d2 na téZe mnoziné jsou silné ekvivalentni, pokud

Ja, > 0: adi(z,y) < ds(z,y) < Bdi(x,y)

Jsou si tedy vzdy rovné az na nasobek omezeny Cisly a a 3.

1.7 Souciny

Definice (Soucin): Pro (Xi,d;),7 = 1,...,n definujeme na kartézském soucinu [[;" ; X; metriku

A1, s 0n), (91, ) = mavx (i, )

Ziskany

se nazyva soucin prostoru (X, d;). Pise se téz

(X1,dy) X -+ % (Xp,dy).
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1.8 Veéta o spojitych zobrazenich
Véta (O spojitych zobrazenich):
1. Projekce pj = ((xi)i ¥ ;) : [11 (X, di) — (X, d;) jsou spojitd zobrazend.
/

2. Budte f; - (Y,d') — (Xj,d;) libovolnd spojitd zobrazent. Potom jednoznacné urcené zobrazeni
[ d) = [l (Xi,d;) spliwugici pj o f = fj, totiZ zobrazeni definované piedpisem f(y) =
(f1(¥)s - fuly)), je spojité.

Intuice: Jak to vypadé:

(X1,d1)  (Xo,dg)  (X3,d3)

Tedy pokud vime, Ze (x1,z2,23) € [[(xs,d;), Pak
fy) = (f1(w), f2(y), f3y
(p1o ) =p1(f(¥) =p1(fr(y), f2
(P20 f)(y) = . = f (y)
(p3o f)(y)=..=f3
Existuje presné jedno f takové, ze
piof =i

a je spojité.

2 Parcialni derivace

Definice (Realné funkce o n proménnych):
f:D->R,DCE,

Podobné jako ve funkcich jedné proménné se nemiizeme omezit na piipady, kdy defini¢ni obor je cely
prostor E,,. V piipadé funkci jedné proménné byly defini¢ni obory obvykle intervaly nebo jednoducha
sjednoceni intervalii, zde budou defini¢ni obory slozit&jsi.

2.1 Definice a znaceni

Definice (Parcialni derivace): Pro funkci f(x1,...,2,) a bod a definujme funkci
¢k(t) = f(al, ey A1, by g1y -enCpy)
Parcidlni derivace funkce f podle proménné xj, v bodé a je (obvykla) derivace funkce ¢ v bodé ay

lim or(ar + h) — or(ar) — lim flat,...,ap—1,ak + h,apq1,...an) — f(a)_
h—0 h h—0 h
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Znacime

of(a) of
O, nebo B,

(a),

Kdyz aafé:) existuje pro v8echna a v néjakém okoli D, pak dostavame funkci

of
a—xk.D—HR.

P1i pouziti bude vzdy zfejmé, mame-li na mysli funkci nebo hodnotu limity vyse.

Intuice: Geometricky odpovida te¢né funkce v daném bodé a prislugné ose (viz |5)).

z z
A A

Obrazek 3: Geometricky vyznam parcidlni derivace funkce v bodé P.

Priklad: Mé&jme funkci
f(z,y) = 2> + 2zy — 15y
Jeji parcialni derivace v x je
0

a analogicky v y je
of

a—y(aj,y) =2z —15

Piiklad (hledani extrémi): Parcialni derivace muZzeme pouzit k hledani bodu podezielych z extréma.
Pro funkci
f(x,y) = 2* +y* — 207 + day — 2¢°

dostavame parcidlni derivace

g:4x3—4x+4y a—f:4y?’—4y—i-4x
Ox oy

Extrémy maji nulové parcialni derivace, tedy
423 — Az + 4y =0 4y —dy +4x =0

VyteSenim rovnic dostavame podezielé body, které musime déle provérit.
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2.2 Totalni diferencial

Nespojita funkce f muze mit po soufadnicich vSechny parcidlni derivace v kazdém bodé, to vSak ale
neimplikuje spojitost. Existence parcialnich derivaci neimplikuje spojitost! Budeme potiebovat
néco silnejsiho. Pripomenme si tvrzeni ekvivalentni se standardni derivaci:

Tvrzeni (Ekvivalentni definice derivace): Funkce f md v bodé x derivaci <= existuje p konverqujici
k0 prih— 0 a A takové, Ze
f(z+h) = f(x) = Ah + |h| - u(h)

Intuice: Ah + f(z) vyjadifuje teénu ke grafu v bodé (z, f(x)) a |h| - u(h) je mala chybaﬂ ktera je
pomérové mensi nez |h|, pro h — 0. Mysleme podobné o funkci f(z,y) a uvazujme plochu:

S={(t.u, f(t,v)) : (t,u) € D} C R’
Dveé parcialni derivace vyjadiuji sméry dvou te¢nych piimek k S v bodé (z,y, f(z,y)), ale ne te€nou
rovinu, kteréd teprve bude uspokojivé rozsiteni faktu nahote.
2.2.1 Definice totalniho diferencialu

Pro x € E,, (misto absolutni hodnoty) definujeme ||x|| = max; |z;|. h bude n-tice blizka nule.

Definice (Totalni diferencial): Funkce f ma totalni diferencial v bodé a, existuje-li funkce p spojita
v okoli U bodu o € R™ takova, ze pu(o) = 0 a ¢isla Ay, ..., A, pro ktera

fla+h) = f(a) = Aphy +||b][u(h).
k=1

S pouzitim skalarntho soucinu jde téz zapsat jako

f(a+h) - f(a) = Ah + [[h]|u(h)

2.2.2 Véty o totalnim diferencialu

Tvrzeni (Spojitost, parcialni derivace a totalni diferencial): Necht md funkce f totdlni diferencidl v
bodé a. Potom plati:

1. f je spojitd v a,
2. f md vSechny parcidlni derivace v a, a to s hodnotami

0f(a) _
e~ A

Dukaz:

1. Mame (dosazenim do rovnice TD)

f(x) = fWI < [Ax=y)[+ [ux—y)| - [[x =yl
a limita na pravé strané proy — x je 0.

2. Mame (dosazenim do rovnice TD)

1 1100, ..., A, ..., 0)]|

E(f("‘)wkflaxk + hvkarlv ) - f(xb )) = A+ /.L((,O, h,0, ))

a limita na pravé strané je ziejmé Ay.

!Je zajimavé si rozmyslet, pro¢ vlastné nasobime |h| (jaké funkce budou mit derivace tam, kde by nemély).
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O

Ted jiz spojitost dostaneme. Vidime, ze v piipadé funkci jedné proménné neni rozdil mezi existenci

derivace v bodé a a vlastnosti mit totalni diferencial v tomto bodé&. V piipadé vice proménnych je

v8ak tento rozdil zcela zasadni. MtZe byt trochu pirekvapujici, Ze zatimco existence parcidlnich derivaci
mnoho neznamené, existence spojityjch parcidlnich derivaci je néco tplné jiného.

Véta (Spojité parcidlni derivace a totalni diferencial): Necht md f spojité parcidlni derivace v okoli
bodu a. Potom md v a totdlni diferencidl.

Dikaz: Bud
h® =h h®™ = (0, hy, ..., hy), h® = (0,0, ks, ..., hy) atp.
(takze h™ = 0). Potom méame

n

fla+h) = f(a) = (fla+h" ) - fla+h®)) = .

k=1

Podle Lagrangeovy véty existuji 0 < O < 1 takové, Ze

of(a1, ..., ak—1, ar + Orhk, apt1 + hit1, agr2 + hiyo, ...oan + hy)

fla+h* Dy — fla+h®) = hu,
oxy,
a muzeme pokracovat
of(a1,...ax + Orhy, agy1 + hpy1, s an + hy)
M — h =
Z oxp K
-y 0f(a), 'y 0f (a1, o ar + Orhy, Ghpr + M1, s an +ha)  0f(3),
_ Z 8f(a)h n HhH Z 8f(a1, vy O + Orhg, apy1 + gy, ooy an + hn) B 8f(a) hy,
oz " Ay, Ozx ) |||
Polozime
Z (3f(a1,---7ak+@khk”ak+1+hk+1 ----- anthn) Bf(a)) hy
p(h) = Oz Oy ) Tl
0 pokud h =o
Jelikoz ﬁ < 1 a jelikoz jsou funkce 8‘1{6 spojité, limy_,o p(h) = 0. O

Disledek: Muzeme tedy schematicky psat spojité PD — TD — PD.

2.3 Pocitani parciadlnich derivaci

Aritmeticka pravidla jsou stejna jako pro obycejné derivace (tady totiz obycejnymi derivacemi jsou).
Trochu jinak tomu je u pravidla pro skladani. Pro derivace jedné proménné se dokazuje z formule

fla+h) = f(a) = Ah + |h|u(h)

tedy z diferencialu (ktery je pro né totéz jako existence derivace). Pravidlo pro skladani v nejjednodussi
podobé nasleduje.

2.3.1 SloZené funkce

Véta (Derivace slozenych funkci vice proménnych): Necht md f(x) totdlni diferencidl v bodé a. Necht
maji gi(t) derivace v bodé b a necht je gip(b) = ax pro k =1,...n. PoloZme

F(t) = f(g(t) = f(g1(t), -, gn(t))-

10
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Potom ma F derivaci v b, totiz

Dukaz:
%(F(b +h) — F(b) = —(f(g(b+ h) — f(g(b)) =

& b+h)— gi(b b+h)— gi(b
k=1
Mame limp o pu(g(b+h) —g(b)) = 0 jelikoz jsou funkce g spojité v b. Jelikoz funkce g maji derivace,
ng(b+h) k(0)]

jsou maxy, =————2=1 omezené v dostatecné malém okoli nuly. Limita posledni s¢itance je tedy nula
a mame
F'(b) = lim —(F(b+ h) — F(b))
n
. gi(b+ h) — gi(b)
=1 A
) z‘: F h
n
b+ h) —gi(b
:ZAkhmgk( +h) — gk(b)
h—0 h
k=1
n
9f(a)
k=1 Ok
Kde v posledni rovnosti vyuzivame tvrzeni [2.2.2] diky kterému Ay = ag;:). O

Intuice: Tecna nadrovina vyjadiena diferencidlem vnéjsi funkce f nema zadny divod preferovat hlavni
osy, v nichz se d&ji derivace vnitfnich funkci. Proto by tady jen parcialni derivace nestacily.

Véta (Retizkové Pravidlo): Necht md f(x) totdlni diferencidl v bodé a. Necht magi funkce gi(ty, ..., t,)
parcidlni derivace v b = (by, ..., b;) a necht je gi(b) = ap pro k = 1,...,n. Potom md funkce

(fog)(tr, - tr) = f(g(t) = fg1(t), -, gn (1))

vSechny parcidlni derivace v b, a plati

Dikaz: Skladali jsme
E &E, LR
Skladejme misto f m-tici funkei £ = (fy,..., fim), tedy f : E, — E,,
E &E, 5 E,
Pravidlo z predchozi véty da tedy

flog Zafl 8gk )

oxy,
O

Poznamka: Zavedeme-li matice Df = (%@) N je D(f og) = Df - Dg (napravo nasobeni matic),
(2

a tak to ma byt. Dh je matice linearni aproximace funkce h: linedrni aproximace se sklddaji spolu s
aprozimovangmi funkcemi.

11
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2.3.2 Nasobeni

flu,v) =u-v
Potom % =va ‘g—i =wu aprou=y(x)av=¢(x) plati:
!/ a / 8 / / /
(B = 9 9'(@) + P/ (@) = o)/ (@) + o (a)o(a)
2.3.3 Déleni
f(u>v) =
Potom % =1a 8% =—Y% aprou=1(x) av=q¢(x) plati:

<¢><fv>> R 0@) () = Y@ (@) — @)V (@)

() o o) (x)? (x)?

2.4 Lagrangeovy véty

Definice (Konvexni mnozina): Podmnozina U C E,, je konvexni, pokud

Vx,yeU = VL,0<t<1l,(1-t)x+ty=x+t(y—x)eU

(a) Konvexni (b) Nekonvexni

Obrazek 4: Priklad konvexni a nekonvexni podmnoziny E,

Véta (Lagrangeova véta v jedné proménné): Necht f je spojitd funkce na intervalu [a,b] a md na
(a,b) deriaci. Pak existuje bod ¢ € (a,b) t. Z. tecna v bodé ¢ je rovnd piimce prochdzejici (a, f(a)) a

(b, f(b)):
f'(c) = f(b nebo ekvivalentné  f(b) — f(a) = f'(c)(b — a)

Véta (Lagrangeova véta ve vice proménnych): Necht md f spojité parcidlni derivace v konvexni ote-
virené mnoziné U C E,,. Potom pro libovolné dva body x,y € U 30 < 0 < 1 takové, Ze:

n

Fly) = fx) =) 0f(x +ai(jy —x)) (yj — z5)

Jj=1

nebo ekvivalentné jako

fy) = f(x) =Vi(c)(y - =)

12



2 PARCIALNI DERIVACE Matematické analyza II

o fO=f@

f(a)

Obrazek 5: Geometricky vyznam Lagrangeovy véty v jedné proménné.

kde ¢ = x+ 0(y — x) (konvexni kombinace x,y) a

Vi) =

je gradient funkce f.

Intuice: Jednéa se o pfimocaré zobecnéni Lagrangeovy véty pro vice proménnych, kde derivaci zobec-
nujeme gradientem (geometricky opét vektor teéné nadroviny v daném bodé) a skalarnim soucinem.

Dukaz: Polozme F(t) = f(x+t(y —x)) a g t. z. gj(t) = z; + t(y; — ;). Potom mame F(t) = fog =
fx+t(y —x)) a ) )
F'(t) = Z Mg’-(t) — Z M(% — ;)

— 95 ,
= Ox; 0z

Podle Lagrangeovy véty 30 : 0 < 0 < 1 a diky tomu, ze f(x) = F'(0) a f(y) = F(1) dostavame:

f(y) — F(x) = F(1) - F(0) = F'(6)(1 - 0) = F'(6)

J=1

Poznamka: Casto se uziva v tomto tvaru (porovnej s formuli pro totalni diferencial):

oty = ) = 30 AL

j=1
2.5 Zaménnost poradi pri parciadlnich derivacich
Tvrzeni (O zaménnosti): Méjme funkci f(x,y) takovou, Ze existuji parcidlni derivace aa;—afy a 88;—6’;,
které jsou spojité v néjakém okoli bodu (z,y). Potom:

P flay) _ f(a.y)
0xdy 0yox

13



2 PARCIALNI DERIVACE Matematické analyza II

Diikaz: Pokusime se spo¢ist ob& derivace v jednom kroku, tedy pocitejme limitu limy_,o F'(h) funkce

fle+hy+h)— flx,y+h)— flx+hy)+ flz,y)

F(h) = -

Polozime-li

on(y) = fx+hy) — f(z,y) a
wh(x) = f($7y—|-h) - f(x,y),

dostaneme pro F'(h) dva vyrazy:
F(R) = 2 (on(y + h) — on(y)
F(R) = (0 + 1) = n(2).

Prvni: Funkce ¢;, ma derivaci (podle g, jinou proménnou nema)

) 9 h, of(x,
() = f(xc;?; y) _ fg;y)

a tedy podle Lagrangeovy véty (druhy tvar, rozdil je y + h —y = h):

F(h) = 25 (on(y + 1) — on(9) = 3 h(y + 611)

_ 1 (0f(x+hy+6ih) Of(z,y+6ih)
h Oy Ay )

Potom znovu podle Lagrangeovy véty

F(h)

. E 8f(w+92h,y+01h
Oz oy

pro néjaké 01,62 mezi 0 a 1. Druhé, ;5 (¢ (2 4 h) — ¢u(x))) da podobné

0 (Of(x+ 04h,y + Osh
F(h) = —
(h) 8y< Ox
Obé 8%(%) a %(%) jsou spojité (z,y), a limy_,0 F'(h) mizeme pocitat z kteréhokoli vyrazu (prvni
nebo druh4):
f(z.y) _ 0*f(z.y)
lim F'(h) = = .
I (h) Ox0y 0yox

O

Disledek: Necht ma funkce f v proménnych spojité parcialni derivace do fadu k. Potom hodnoty
téchto derivaci zélezi pouze na tom, kolikrat bylo derivovano v kazdé z proménnych x1, ..., x,. Tedy za
danych predpokladid miizeme obecné parcialni derivace fadu r < k psat

o f

T1 T2 Tn
O0x1'0x5°...0xy

kdery +ro+---+rp =7

(r; = 0 indukuje absenci symbolu 0x;)

14



3 KOMPAKTNI PROSTORY Matematické analyza II

2.6 Véta o konvergentni podposloupnosti

Véta (Konvergentni podposloupnost na kompaktnim intervalu): Méime a,b € R takovd, Ze Vn :
a < x, < b. Potom ezistuje podposloupnost (xy, )n posloupnosti (z,)n kterd konverguje v R a plati
a <lim, zg, <b

Ditkaz: Vezméme
M = {z: 2z € R,z < z,, pro nekone¢né mnoho n}

M je neprazdna a omezend protoze a € M a b je horni mez M. Musi tedy existovat s = sup(M) a
plati a < s < b. Dale, pro kazdé n je mnozina

1 1
K(n)—{k:s—n<xk<s+n}

nekoneéné: skutecné, mame x > s — ¢ takové, Ze x, > = pro nekoneéné mnoho n, zatim co podle
definice mnoziny M je jen konecné mnoho n takovych, Ze z,, > s + . Zvolme k; tak, aby

s—1<uwmp <s+1.

Méjme zvolena k; < ko < - -+ < ky, takova, ze j =1,...,n
1 1
s—f<xkj <8+ —.
J J

Jelikoz K(n + 1) je nekone¢na, muzeme zvolit k41 > k, tak, aby

1 1
-——< <s4——.
s " Ty in 8+n+1
Takto zvolend podposloupnost (x, ), nasi (x,), ziejmé konverguje k s. O

3 Kompaktni prostory

Definice (Kompaktni metricky prostor): Metricky prostor (X, d) je kompaktni, pokud kazda posloup-
nost v ném obsahuje konvergentni podposloupnost.
3.1 Vlastnosti kompaktnich prostori

Tvrzeni (Podprostor kompaktniho prostoru): Podprostor kompaktniho prostoru je kompaktni prdavé
kdyZ je uzavieny.

Dikaz:

<  Bud Y uzavieny podprostor kompaktniho X a bud (y,,), posloupnost v Y. Jako posloupnost v
X ma konvergentni podposloupnost s limitou a z uzavienosti je konvergentni podposloupnosti a
tato limita je v Y.

— < = Necht Y neni uzavieny. Potom existuje posloupnost (y,), v Y konvergentni v X takova, Ze
y = lim, y, ¢ Y. Potom (y,), nemuze mit podposloupnost konvergentni v Y protoze kazda jeji
podposloupnost konverguje k y.

O

Tvrzeni (Uzavienost kompaktniho podprostoru): Bud (X, d) libovolny metricky prostor a bud podpro-
stor Y C X kompaktni. PotomY je uzavieny v (X, d).

15



3 KOMPAKTNI PROSTORY Matematické analyza II

Dikaz: Necht (y,,), posloupnost v Y konverguje v X k limité y. Potom kazda podposloupnost (v )n
konverguje k y a tedy jey € Y. O

Véta (Sou¢in kompaktnich prostori): Soucin konecné mnoha kompaktnich prostori je kompaktni.

Dikaz: Staci dokazat pro soucin dvou prostori (souéin prostoru je komutativni). Budte (X, d;), (X, d2)
kompaktni a bud ((zn, yn))n posloupnost v X x Y. Zvolme konvergentni podposloupnost (xg, ), po-
sloupnosti (), a konvergentni podposloupnost (yx, ) posloupnosti (yg,, )n. Potom je

((xkzn y Yk, ))n

konvergentni podposloupnost posloupnosti ((zy, yn))n- O

3.2 Omezené metrické prostory

Definice (Omezeny metricky prostor): Metricky prostor (X, d) je omezeny, jestlize pro néjaké K plati
Ve,y € X 1 d(z,y) < K.
Tvrzeni (Omezenost kompaktniho prostoru): KaZdy kompakini prostor je omezeny.

Dikaz: Zvolme z; libovolné a z, tak, aby d(xi,z,) > n. Posloupnost (z,), nemé konvergentni
podposloupnost; kdyby x byla limita takové podposloupnosti, bylo by pro dost velké n nekoneéné
mnoho ¢lent této podposloupnosti blize k z1 nez d(x1,xy,) + 1, coz je spor. O
3.3 Euklidovské metrické prostory

Poznamka: Kompaktni interval v E,,: soucin intervali (a;, b;).

Véta (Kompaktnost podprostoru E): Podprostor euklidovského prostoru E,, je kompaktni privé kdyz
je uzavreny a omezenyj.

Dikaz:
—: Ze je uzavieny a omezeny uz vime (3.1} [3.2).

<: Bud nyni Y C E, omezeny a uzavieny. JelikoZ je omezeny, tak pro dostateéné velky kompaktni

interval plati
Y CJ*CE,.

J™ je kompaktni jako soucin intervala (a;, b;), a jelikoz je Y uzavieny v E,, je téz uzavieny v J"
a tedy kompaktni.

O

3.4 Spojita zobrazeni

Tvrzeni (Obraz spojitého zobrazeni na kompaktnim prostoru): Bud f : (X,d) — (Y,d') spojité zob-
razeni a bud A C X kompaktni. Potom je f[A] kompaktni.

Dikaz: Bud (y,), posloupnost v f[A]. Zvolme z,, € A tak, aby y, = f(xy). Bud (x, ), konvergentni
podposloupnost Potom je (yk, )n = (f(xk, ))n konvergentni podposloupnost (x, ). O]

Tvrzeni (Extrémy spojité funkce na kompaktnim prostoru): Bud (X,d) kompaktni. Potom kaZdd
spojitd funkce f:(X,d) — R nabyvd mazima i minima (t.j. nejsou nekoneéné).
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Diikaz: Bud Y = f[X] C R kompaktni. Je to tedy omezena mnozina a musi mit supremum M € R a
infimum m € R. Zfejmé mame d(m,Y) = d(M,Y) = 0 a jelikoZ Y je uzaviena, m, M € Y. Vime, Ze
spojitd f je charakterizovina tim, Ze vSechny vzory uzavienych mnozin jsou uzaviené. Nyni vidime, Ze
je-li defini¢ni obor kompaktni, plati téz, Ze obrazy uzavienych podmnozin jsou uzaviené. O

Véta (Vzajemné jednoznafné spojité zobrazeni): Je-li (X,d) kompaktni a je-li f : (X,d) — (Y,d)
vzdjemné jednoznacné spojité zobrazent, pak je f homeomorﬁsmusﬂ

Ditkaz: Bud B uzavieni v Z. Potom je A = g~ ![B] uzavienA = kompaktnost v X = f[A] je
kompaktni == uzaviena v Y. Jelikoz je f zobrazeni na, mame f[f~![C]] = C VC. Proto je

WU[B] = fIfHATHBI = fl(ho £)7[B]] = flg™ [B]] = f[A]

uzavrena. 0

3.5 Cauchyovské posloupnosti

Definice (Cauchyovska posloupnost): Posloupnost (), v (X, d) je Cauchyovska, jestlize
Ve >0 3dng:m,n>ny = d(xm,z,) <€

Intuice: Vlastnost popisuje posloupnost, jejiz prvky se k sobé dostavaji libovolné blizko (tj. pro kazdou
vzdalenost € je jen kone¢né mnoho prvki od sebe dal neZ ¢). Jelikoz se prvky posloupnosti k sobé
dostavaji libovolné blizko, tak ,chce” k nééemu konvergovat, ale to néco nemusi byt v prostoru, ve
kterém posloupnost uvazujeme. Napiiklad posloupnost {3,3.1,3.14,3.141,3.1415 ...} v Q nekonverguje.

X, X,

& N .

:.' h\ :.' = & - —

c A AR R
e MM I I I R Y R
.o M PRI S Sl
0o v -
» s

L7 n ’ n
(a) Cauchyovska posloupnost (b) Necauchyovska posloupnost

Obrazek 6: Priklady cauchyovské a necauchyovské posloupnosti

Tvrzeni (Konvergence cauchyovské posloupnosti): Necht md cauchyovskd posloupnost konvergentni
podposloupnost. Potom posloupnost konverguje k limite podposloupnosti.

Dikaz: Necht je (zy,), cauchyovskd posloupnost, (z, )n jeji podposloupnost a necht limy,(zy,) = .
Bud d(zm,, z,) < € pro Vm,n > ny a d(z,,x) < € pro ¥n > ngy. PoloZime-li ny = max(ni,ng), mame
pro ¥Yn > ng (protoze ky > n)

d(xn,z) < d(xn, xR, ) + d(2),, ) < 2€.

V prvni nerovnosti vyuzivame trojuhelnikovou nerovnost metriky. O

Tvrzeni (Cauchyovska posloupnost soucinu): Posloupnost (x1,...,zL), (x2,...,22), ..., (¥, ..., zF),.

cauchyovskd v ]I, (X;, d;) prdavé kdy? kaZdd z posloupnosti (z¥). je cauchyovskd v (X, d;).

.. je

2Obecngji: Necht f : (X,d) — (Y,d’) je spojité a na. M&jme potom g : (X, d) — (Z,d") spojité a h : (Y,d') — (Z,d")
takové, Ze h o f = g. Potom je h spojité.

17



4 IMPLICITNI FUNKCE Matematicka analyza II

Dikaz:
=: Plyne bezprostfedné z toho, ze d;(u;, vi) < d((uj);, (vj);)-

«: Necht je kazda (z¥);, cauchyovska. Pro e > 0 ai zvolme k; tak, aby pro k,1 > k; bylo d;(z¥, 2!) < e.
Potom pro k,l > max;k; mame

3.6 Uplné metrické prostory

Definice: Metricky prostor (X, d) je uplny, pokud v ném kazdé cauchyovska posloupnost konverguje.
Véta (Soudin uplnych prostort): Soucin uplnijch prostori je uplny. Specidlné, E,, je uplny.

Tvrzeni (Uplnost podprostoru): Podprostor tiplného prostoru je tiplny, prdvé kdy? je uzavieny.
Dikaz:

<  Bud Y C (X,d) uzavieny. Bud (yy,), cauchyovska v Y. Potom je cauchyovska a tedy konvergentni
v X a kvuli uzavienosti je limita v Y.

— < = Necht Y neni uzavieny. Potom existuje posloupnost (y,), v Y konvergentni v X takova, ze
lim, y, ¢ Y. Potom je (y,)n cauchyovskd v X a jelikoZ je vzalenost stejna, téz v Y. Ale v Y
nekonverguje.

O
Disledek: Podprostor Y euklidovského prostoru E,, je uplny, pravé kdyz je uzavieny.
Tvrzeni (Uplnost kompaktniho prostoru): KaZdy kompaktni prostor je tiplng.
Dikaz: Cauchyovska posloupnost ma podle kompaktnosti konvergentni podposloupnost a tedy kon-

verguje. 0

4 Implicitni funkce
Pi¥iklad: Mé&jme F(z,y) = 22 + y? — 1, neboli rovnici 22 4 y% = 1:
e Pro néktera xg jako napiiklad z¢p < —1 FeSeni neexistuje, o funkci y(z) nemluvé.

e Prestoze TeSeni v néjakém okoli x(y existuje, nemiZeme v néjakych situacich hovofit o funkci.
Potfebujeme kolem FeSeni (xg,yp) vymezit okoli jak xg, tak yo.

e Mame také pripady, jako ten, kdy xo = 1, kde je v okoli mnoho FeSeni, ale zadny (ani jedno-
stranny) interval, kde by y bylo jednoznacné.

V piipadé F(x,y) uz zadna dalsi situace nenastane.

Priklad (Obecny): Mé&me spojité realné funkce Fj(z1, ..., Tm, Y1, .-, Yn) pro kazdé i € {1,...,n} v
n + m proménnych. Urcuje systém rovnic

Fl(xlv vy Ty Y1, 7y7’b) =0

Fn(xlv vy Tmy Y1, 7yn) =0
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v né&jakém smyslu funkce
fi = yi(@1, s Tm)

pro i € {1,...,n}? Pokud ano, jak a kde je ur¢uje a jaké maji funkce vlastnosti?
Intuice: 3blb ma na svém YouTubu o tvodu do implicitnich funkei hezké video [odkaz|.

4.1 Veéty o implicitni funkci

Véta: Bud F(z,y) redlnd funkce definovand v néjakém okoli bodu (xo,yo). Necht md F spojité parcidlni
derivace do Tadu k > 1 a necht plati:

F(x0,90) =0
OF (x0,y0)
‘ Oy 70

Potom 35 > 0 a A > 0 takové, Ze Vo € (xg — 0,20 +0) Iy € (yo — A,yo + A) : F(x,y) = 0. Dale,
oznacime-li toto jediné y jako y = f(x), potom ziskand f : (xg — d,z9 + ) — R md spojité derivace do
radu k.

Dikaz: Bud tieba
OF (xo,yo0)
Jy
Vzhledem ke spojitosti existuji d1, A > 0 takova, ze v obdélniku (xg — 01,20 + 01) X (yo — A, yo + A)
je %—5(3:, y) stale kladna. Tento obdélnik je kompaktni, tedy na ném spojité funkce nabyvaji extrému a

tedy Ja, A > 0:

>0

oF

(-'L',y) > a, ax(xay)’ <A

dy
Vezméme funkci p(y) = F(z0,y). Ta ma kladnou derivaci a tedy roste na intervalu (yo — A, yo + A).
Jelikoz o(yo) = 0, je F(zo,yo — A) = p(yo — A) < 0 a F(xzo,yo + A) > 0. Jelikoz funkce F' je spojita
(m4 spojité parcialni derivace a tedy i totalni diferenciél), existuje § > 0 takové, ze F(x,yo — A) < 0
a F(z,yo + A) > 0 pro vSechna z € (zg — d,z9 + J). Pro takova x polozme ¢,(y) = F(z,y). Mame
vzdy ¢, (y) > 0 na celém (yo — A, yo + A), takZe je tam kazda z téchto funkei rostouci a ovSem spojita.
JelikoZ @, (yo — A) < 0 < p(yo+A), nabyva F(z,y) = ¢.(y), v intervalu (yo — A, yo + A) nuly v pravé
jednom bodé y. Ozna¢me toto y jako f(x).

Zatim vsak ani nevime, zda je f spojitd. Pojdme odvodit vlastnosti f.

0=F(z+h, f(xr+h)) — F(z, f(z))
_ OF(z 4 0h, f(z) +0(f(z + h) — f(2)))

“h
ox
| OF (@ +0h, f(x) +89y(f($ +h) — f@)) (f(z+h) - f(2))

Prvni rovnost plati, protoze F'(t, f(t)) = 0. Druh& rovnost plati z Lagrangeovy véty ve tvaru f(x +
h) - f(x) =Y, %;“‘)hj, kde dosadime h = (h, f(z + h) — f()).
Upravime
OF(...)
— oz
f(x + h) - f(x) =—h- a%()
Y

Podle vyse ziskanych nerovnosti s a a A tedy |f(x + h) — f(x)| < |h| - % a f je tedy spojité v bodé .
Vratime se jesté jednou k f(z + h) — f(x) a dostaneme

fx+h)— f(x) _ <8F(a: +60h, f(z)+0(f(x+h) — f(x)))>_1 JOF(...s )
h oy oz
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Nyni jiz ale vime, Ze f je spojita, a spojitost %—5 a %—5 byla v predpokladech. Tedy mé prava strana

limitu pro h — 0 a dostavame (dle véty o konvergenci muZzeme dosadit h = 0)

OF (z,y 1 oF T,y
Yy Ox
Tuto formuli muZeme nyni derivovat tak dlouho, jak to existence PD na pravé strané dovoli. O
Definice (Jacobiho determinant): Pro kone¢nou posloupnost funkei

F(X7Y) = (Fl(X, Y1, "'7ym)7 ceey Fm(vala (XY ym))

aproy = (y1,...,ym) se definuje Jacobiho determinant (Jakobian) jako

D(F) <8E

———= =det >
D(y) dy; ije{l,...m}

Intuice: Stejné jako determinant v linedrni algebfe urcuje, jak dan& matice transformuje prostor
(natahuje vektory v danych smérech), tak Jacobiho matice urcuje, jak vektorova funkce f = (f1,..., fn)
pii transformaci oblasti U C E,, na f[U] natahuje nebo stla¢uje objemy malych kousku oblasti U okolo
x v poméru (absolutni hodnoty) Jakobianu.

Poznamka: 3blb ma o Jakobianu na KhanAcademy super video [odkaz|.

Véta: Budte Fi(X,y1,...,;Ym) proi € 1,....m funkce n +m promeénniych se spojitymi parcidlnimi deri-
vacemsi do Fddu k > 1. Bud

F(xo,yo) =o0
DF) o o
D) (x",y") #0

Potom existuji § >0 a A > 0 takové, Ze pro kazZdé
xe @) —6,2940)x - x (2 —6,2% 40)

existuje praveé jedno
Y€ (Yl — Ayl +A) X X (Y, — Ay + A)
takové, Ze
F(x,y)=0

Intuice: Misto dikazu si rozmysleme jednoduchy pfipad pouziti véty. Uvazujme dvojici rovnic

Fi(x,y1,92) =
Fy(x,y1,12) =

Y

a pokusme se najit feseni y; = fi(x),i = 1,2, v ngjakém okoli bodu (x%, ¢, ¢9). Aplikujme vétu o jedné
rovnici. Mysleme o druhé z rovnic jako o rovnici pro yo; v n&jakém okoli bodu (x°,%?,%9) ziskime 35
jako funkei ¥ (x,y1). Substituujme ji do prvni rovnice, coz da

G(X, yl) = Fl(X, Y1, w(x7 ?/1))
afefeni y; = f1(x) v néjakém okoli bodu (x", y{) miize byt substituovano do 1 a ziskdme yo = fo(x) =

P(x, f1(x))-

Co jsme vlastné predpokladali:
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e Spojité parcialni derivace funkci Fj;
OF:
b Tyz(xovy?ayg) 7é 0
e Konecné jsme potiebovali (pouZijte Fetizkové pravidlo) g—g(xo, YY) = g—i + %% #0 (*)

Uzijme formuli, kterou jiz mame (z dikazi jednoduché verze véty)

W __ <8F) OF;
oy Y2 Oy

coz transformuje (*) na

(aFQ>—1 <8F1 0F, OF an>
0y2 Oy1 Oy2  Oy2 Oy
to jest,

<8F1 OF, OF, 8F2>
Oy1 Oy Oy2 Oyr

To je vzorec, ktery zname, totiz determinant. TakZe jsme vlastné predpokladali, Ze

F.
det <8 Z) #0
9; /i

A tato podminka jiz sta¢i: neni-li determinant nula, je bud’

o,

90, (x°, 90, 49) #0

a/nebo
or,

oy

Plati-li tedy to druhé, mizeme zacit feSenim rovnice Fa(X,y1,y2) = 0 pro y; misto ys.

(x% 40, 49) #0

5 Vazané extrémy

Véta (O hledani extrému funkei s vazbami): Budte f, g1, ..., gx redlné funkce definované na oteviené
mnoziné D C E,. Necht maji spojité parcidlni derivace. Necht je hodnost matice

991 991
or1 OTn
M=|: :
99k 99k
oz tee Oy

mazimdlni, tedy k < n, v kaZdém bodé oboru D.
Jestlize funkce f nabyvd v bodé a = (ay, ..., an) lokdlniho extrému podminéného vazbami

Vie{l,...,k} gi(xi,...2,) =0

Pak existuji ¢isla Ay, ..., A\p takovd, Ze Vi € 1,...,n plati

9f(a) | 3, d0,(a)

=0
(%i

nebo ekvivalentné pres gradienty jako

Vf(a)+A-Vg(a)=0
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5 VAZANE EXTREMY Matematicka analyza II

R fxy)

......................

f(x y) d

(b) Vazané extrémy ve R?

(a) Vazané extrémy v R?

Obréazek 7: Geometricky néhled na pocitani vazanych extrém.

Intuice: Je-li extrém na hranici vazby, tak parcialni derivace funkce v daném bodé budou né&jaky
nasobek parcidlnich derivaci funkce (budou se ,dotykat”) (viz @ Koeficientim \;, ktery urcuji tento
néisobek, se fikd Lagrangeovy multiplikatory.

Intuice: Uvazme funkci f(z,y) = 22 + y s omezenim g(z,y) = x? + 32 — 1. Jelikoz funkce spliuje
predpoklady véty o hledani extrému funkci, tak miZeme pfes Lagrangeovy multiplikatory najit body
podezielé z extrému. Spocitejme je dosazenim do definice:

k
JONE aggf) .

7 toho vyplyva, Ze hledame body, které splhuji nésledujici rovnice:

20\ = —2
yA=—1
g(z,y) =2 +y* =1

2

Jejich vyfeSenim (3 rovnice, 3 proménné) dostavame dvé FeSeni ( NG > a (\—/_27 \_/—1), které jsou

S
Si-
o
o
o

minimum a maximum (viz obrazek .

Dikaz: Matice M mé hodnost k pravé kdyz aspon jedna jeji k x k podmatice M je regularni (a tedy
mé nenulovy determinant). Dejme tomu,

991 Og1
ox1 oxy,
0#] : :
gk 991
Ox1 oxy,
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5 VAZANE EXTREMY Matematicka analyza II

Obrazek 8: Geometricky pohled na FeSeny piiklad: f je modra, g ¢ervena a extrémy jsou dva viditelné
body (maximum modré, minimum ¢ervené). Vygenerovano pies GeoGebru [odkaz|.

Potom podle véty o implicitnich funkcich mame okoli bodu a funkce ¢;(xgi1,...,y) se spojitymi
parcidlnimi derivacemi takové, Ze (piSme X pro (Zxi1,...,Tn))

9i(P1(X), .oy P (X),X) =0 proi = 1,..., k.

tedy lokalni maximum nebo minimum funkce f(x) v a podminéné danymi vazbami dava lokalni ma-
ximum ¢ minimum (nepodminéné) funkce

F(i) = f(¢1(>~<)a “'7¢k(i)75{)7

v a, a tedy je
OF(a)
ari

=0proi=k+1,...,n

to jest, podle fetizkového pravidla

(a) 9¢n( ) of(a) o
Z oz, prs oz, =0proi=k+1,...,n

¢ili

. o0 (8)
Z . proi=k+1,...n
r=1

8:51 (%cr Gazl

Podobné, derivovanim konstantni g;(¢1(X), ..., ¢x(X),%X) = 0 dostaneme pro j =1,....,k

~dg(a) 99,(8) , Dgi(a)

=0 L =k+1,...
a$r 8951 8:701 pro‘e then

r=1

¢ili

dgj(a) _ —ij dg;(a) ¢, (a)

oz, oz, oz, proi=k+1,.

r=1
Dale pouzijeme znovu vlastnost toho, Ze determinant je nenulovy. Vzhledem k hodnosti matice mé
systém linearnich rovnic

k
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5 VAZANE EXTREMY Matematické analyza I1

jediné feSeni Ay, ..., \p. To jsou rovnosti z tvrzeni, ale jen pro ¢ < k. Musime jesté dokazat, Ze to plati
iproi > k.

= j=1 r=1
- 39 dpr(a
_ J r —
N ; 8ZCT + Z Aj 6.%1
k -
- ox;

5.1 Regularni zobrazeni

Definice (Regularni zobrazeni): Bud U C E,, oteviend a necht maji f; proi € 1,...,n spojité parcialni
derivace. Vysledné zobrazeni

f=(f1,...,fn): U—=E,

je regularni, jestlize

Intuice: Regularita je zobecnéni pojmu prostého zobrazeni pro vicerozmérna zobrazeni.

Tvrzeni (Obraz regularni funkce): Je-li f : U — E,, requldrni, je obraz f[V] kaZdé oteviené podmnoZziny
V C U otevreny.

Diikaz: Vezméme f(x?) = y°. Definujeme F : V x E,, — E,, predpisem
Fi(x,y) = fi(x) — yi.

Potom je F(x?,y%) =0 a D(F) # 0, a tedy muzeme pouzit vétu o IF a dostaneme § > 0a A > 0:Vy:

D(x)
lly =y <6 Ix: ||x —x°|| < A a Fy(x,y) = fi(x) — y; = 0. To znamen4, %e mame f(x) = y (pozor,

y; jsou zde proménné, x; hledané funkce a

Q% 8) ={y:lly = y°ll < 6} Cf[V].

O

Tvrzeni (Inverz regularniho zobrazeni): Bud £ : U — E, reguldrni zobrazeni. Potom Vx° € U3
oteviené okoli V' takové, Ze restrikce £|V je bijekce. Navic, zobrazeni g : f[V] — E,, inverzni k f|V je
regquldrni.

Dikaz: Znovu pouZijeme zobrazeni F = (Fy, ..., F,,), kde F;(x,y) = fi(x) — y;. Pro dost malé A >0
méame pravé jedno x = g(y) takové, ze F(g(y),y) = 0 a ||x — xY|| < A. Toto g ma navic spojité
parcialni derivace. Mame

D(id) = D(fog) = D(f) - D(g).
Podle fetizkového pravidla (a véty o nasobeni determinantii) je

D) D) _ 4, . de _
Do) Diy) = et D - det D(g)
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7 OBJEMY A OBSAHY Matematicka analyza II

a tedy je pro kazdé y € f[V]: %(y) # 0. 0

Disledek: Prosté regularni zobrazeni f : U — E,, ma regularni inverzi g : f[U] — E,

6 Stejnomeérna spojitost

Definice (Stejnomérna spojitost): Rekneme, e f : (X,d) = (Y,d) je stejnomérné spojita, pokud
Ve > 035 > 0:Vr,y:d(z,y) <d = d(f(x), f(y)) <e

Intuice: Geometricky vyznam je ten, Ze pro libovolnou vzdélenost € v y existuje 6 t. Zz. okénko o
velikosti (6, €) umisténé do libovolného mista v grafu neni grafem protnuto nahote ani dole. Na obrazku
|§| je videt, ze funkce /x stejnosmérnou spojitost splije, kdezto funkce % nikoliv.

0 2 4 &

Obrazek 9: Geometricky vyznam stejnosmérné spojitosti pro f(z) = 1/x a g(z) = /7 na intervalu R™.

V porovnani s definici normalni spojitosti je rozdil v pozici kvantifikatorta Va, y (v definici spojitosti
jsou na uplném zacatku). To odpovida tomu, Ze pro spojitost pozadujeme okénko pouze pro jeden
bod a ne pro celou funkci, jak je tomu u stejnomérné spojitosti.

Véta (Spojitost zobrazeni na kompaktnim prostoru): Je-li (X,d) kompaktni, je kaZdé spojité f :
(X,d) — (Y,d') stejnomerné spojité. Zejména to plati pro spojité redlné funkce na kompaktnich inter-
valech.

Dikaz: Necht f: (X,d) — (Y, d’) neni stejnomérné spojité. Potom 3e > 0 : Vn Fz,,, yp,

1
dnvn -
(@n,yn) <

ale
d'(f(zn), fyn)) > e

Zvolme konvergentni podposloupnost (zy,, ), posloupnosti (). Ozna¢me a = lim,, z,, . Potom podle
d(Tp,yn) < L je téz a = lim, yy, . Podle d'(f(2y), f(yn)) > € nemiize byt f(a) = lim, f(zy,) a zéroveil
f(a) = limy,, f(y, ), a tedy f neni ani spojité. O]

7 Objemy a obsahy

Pro zbytek sekce A C E,, (specialné Ey)

7.1 Vlastnosti
e ACB = vol(A) < vol(B)

e A, B disjunktni = vol(A U B) = vol(A4) + vol(B)
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8 OPAKOVANI RIEMANNOVA INTEGRALU V JEDNE PROMENNE  Matematicka analyza II

vol je zachovan isometrii (zobrazenim zachovavajici vzdalenosti)
V Eg: vol({a1,b1) x {az,b2)) = (b1 — a1)(ba — a2)

V E,: vol([], (a;,b;) = (b1 —a1) - - - - (bn, — an)

vol(AU B) = vol(A) + vol(B) — vol(AN B).

— pokud jsou v8echny definované

— vol(4; U A U As...U A,) = princip inkluze a exkluze

8 Opakovani Riemannova integralu v jedné proménné

f(x) f(x) f(x)

AY

./

X a b ¥ |a b

a b

(a) Dolni Riemannova suma (b) Horni Riemannova suma (c) Integral funkce

Obréazek 10: Geometricky vyznam Riemannova integrali jedné proménné.

Definice (Rozdéleni) intervalu (a,b) je posloupnost
P:a=ty<t1 < ---<th_1<t,=hb
Definice (Zjemnéni) rozkladu P je rozklad P’ takovy, Ze
Pra=th<ti<---<t, <t,=b
kde {tj:j=1,..,n—1} C{tj:j=1,..,m—1}.

Definice (Jemnost) rozkladu P je
p(P) = max(t; —tj-1).

Definice (Horni/dolni sou¢ty): Pro omezenou f : J = (a,b) — R a P definujeme dolni a horni soué¢ty

ij i — i 1) resp.
ZM —tj_1)

kde
=inf{f(z):tj_1 < <t;}, Mj =sup{f(z): tj—1 < < t;}.

Tvrzeni (Vlastnosti soucti):
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8 OPAKOVANI RIEMANNOVA INTEGRALU V JEDNE PROMENNE  Matematicka analyza II

e Pokud P' zjemnuje P dostdvdme
s(f.P) < s(f,P') aS(f,P)=S(f,P)

e Pro kaZdd dve Py, Py je
S(faPl) < S(faPQ)

Definice ((Horni/dolni) Riemanntv integral) f pfes (a,b) jsou vyrazy:

b —b
/ f(z)dz = sup{s(f, P) : P rozdéleni} a / f(z)dz = inf{S(f, P) : P rozdéleni}

Jsou-li si rovny, mluvime o Riemannové integralu funkce f ptes (a,b):

/ab f(x)dx

8.1 Existence Riemannova integralu

Véta (Kritérium existence Riemannova integralu): Riemanniv integrdl f; f(x)dx ezistuje prave kdyz
Ve > 0 3 rozdéleni P takové, Ze
S(f7P) 7S(f7P) <E.

Dukaz:

=: Necht f; f(z)dz existuje a necht £ > 0. Potom existuji rozdéleni P; a P, takové, Ze
b b
S(f.P) < [, flx)dz+5 a s(f,P2)> [, fla)de -3
Potom plati pro spolecéné zjemnéni P téch dvou Py, Py

S(f,P) — s(f, P) < /abf(x)der % - /abf(x)dx+ g — e
<: Necht druhé tvrzeni plati. Zvolme € > 0 : S(f, P) — s(f, P) < . Potom je
/bf(x)da: <S(f,P) < s(f,P)+e < /bf(x)d:c te,
a jelikoz e bylo libovolné malé, vidime, Ze Tl;f(x)da: = iZf(:E)dZL‘
O

Véta (Existence Riemannova integralu pro spojité funkce v R): Pro kaZdou spojitou f : (a,b) — R
Riemanniv integrdl fab f existuje.

Diukaz: Pro € > 0 zvolme § > 0 tak, aby
€
bh—

Va,y:le—yl <0 = [f(z) - fly)l <
Je-li p(P) < d mame t; —t;_1 < ¢ pro viechna j, a tedy
M; —mj =sup{f(z): tj—1 < <t;} —inf{f(x): t;_1 <z <t;} <

< sup{|f(2) ~ JW)| + tj1 S @y St} < o

a
takZe

S(f,P) = s(f,P) =Y (Mj —my)(t; —t;1) <
< Yt —ti-)=—(b-a) =<
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8 OPAKOVANI RIEMANNOVA INTEGRALU V JEDNE PROMENNE  Matematicka analyza II

8.2 Integralni véta o stiedni hodnoté

Véta (Integralni véta o stiedni hodnoté): Bud f : (a,b) — R spojitd. Potom ezistuje ¢ € {(a,b) t. Z.

b
/ f(x)dz = F(c)(b— a)

a C b X

Obrazek 11: Geometricky vyznam integraln{ véty o stfedni hodnoté.

Dikaz: Polozme m = min{f(z) |a <z < b} a M = max{f(z) | a <z < b} Ziejmé
b
m(b— a) S/ flx)de < M(b—a)

Existuje tedy K takové, zZem < K < M a f: f(z)dx = K(b—a). Jelikoz f je spojita, existuje ¢ € (a,b)
takoveé, ze K = f(c). O

8.3 Zakladni véta analyzy
Véta (Zakladni véta analyzy): Bud f : (a,b) — R spojitd. Pro x € {(a,b) definujeme

F(z) = /:v f(t)dt
Potom je F'(z) = f(x)

Dikaz: Pro h # 0 mame
1 1 z+h T 1 z+h 1
s @)= ([ [r) =3 [ 1= g s+ on

V druhé upravé pouzivame tvahu f: f+ fbc f= fac f a ve tieti integralni vétu o stfedni hodnoté. [
Disledek:

1. Spojita funkce f : (a,b) — R méa na intervalu (a,b) primitivni funkci spojitou na (a,b). Pro
kteroukoli primitivni funkci G funkce f na (a,b) spojitou na (a,b) plati

b
/ F(t)dt = G(b) — Gla).
2. Integraln{ véta o stfedni hodnoté:
b
FO) - F@) = [ £ =000 = Fb-a)
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0.75

-1.00 100

(a) Funkce ve vice promé&nnych (b) Horni soucet funkce

Obréazek 12: Geometricky vyznam Riemannova integrali ve vice proménnych.

9 Riemanntv integral ve vice proménnych

9.1 Definice
Definice (n-rozmérny kompaktni interval) (v E,,) je
J = {a,b1) x - x (an,by)
Definice (Rozdéleni intervalu) J je posloupnost rozdéleni P = (P!, ..., P"):
Pliaj=tjo<tj1 < <tjn,—1<tjn, =b;
Definice (Cihly): Intervalam
(t1irs B +1) X o X (ngins tnjin+1)

fikdme cihly rozdéleni P a
B(P)

je mnozina v8ech cihel rozdéleni P. Je to skoro disjunktni rozdéleni intervalu J. Ruzné cihly z B(P) se
totiz setkavaji jen v podmnozinach okraji, tedy v mnozinach objemu 0, diky ¢emuz plati:

vol(J) =Y {vol(B) : B € B(J)}.
Definice (Priumér (diametr)) intervalu J = (ry,s1) X - -+ X (rp, $p) je

diam(J) = max(s; — ;)

Definice (Jemnost) rozdéleni P je
wu(P) = max{diam(B) : B € B(P)}

Definice (Zjemnéni): Rozdéleni Q = (Q!,...Q") zjemiiuje rozdéleni P = (P!, ..., P") jestlize kazdé
Q7 zjemiwje PJ. Vytvaii/indukuje tak rozdéleni Qp VB € B(P) a jisté plati

B(Q) = J{B(@5) : B € B(P)}.

Pozorovani: Kazda dvé rozdéleni P, Q) n-rozmérného kompaktniho intervalu J maji spole¢né zjem-
néni.
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Definice (,Supremum/infimum“ na kompaktnim intervalu): Je dana omezena f : J — R na n-
rozmérném kompaktnim intervalu J a B C J je n-rozmérny kompaktni podinterval intervalu J.
Polozme

m(f,B) =inf{f(x):xe B} a  M(f,B) =sup{f(x): x € B}.
Pozorovani: m(f, B) < M(f,B) a je-li C C B, pak
m(f,C) >m(f,B) a  M(f,C) < M(f,B).
Definice (Horni/dolnf souéty): Pro rozdéleni P intervalu .J a omezenou funkci f : J — R definujeme
P) = {m(f,B) - vol(B) : B € B(P)},
= {M(f,B)-vol(B) : B € B(P)}.

Pozorovani (obecné): f: X — R je omezend, X = JX; a X; = J Xj; jsou konecna skoro disjunktni
sjednoceni. Necht déle (a analogicky pro m infima):

M; =sup{f(z) : z € X,},

M;; = sup{f(z) : v € X;;}
Trividlné M;; < M; ( M; je horni mez mnoziny {f(x) : z € X;;}), tedy:

ZMVO] ZM Zvol ij)
= ZMVOI ij)
> ZMijVOI( Xij)

ij
Tvrzeni: Necht Q zjemniuje P. Potom
s(f,Q) = s(f,P) a S(f,Q)<S(f,P)

Dukaz: Pouzijeme piedchozi pozorovani pro {X; | i} = B(P), {Xj; | j} = B(@pB) a samoziejmé i pro
{Xij [ 15} = B(Q)- O

Tvrzeni: Pro libovolnd dvé rozdéleni P, Q intervalu J mdame s(f, P) < S(f,Q).

Dikaz: Jelikoz je trividlné s(f, P) < S(f, P), pouzitim spole¢ného zjemnéni R rozdéleni P, () dosta-
neme
s(f, P) < s(f,R) < S(f,R) < 5(/, Q)
O
Definice ((Horni/doln{) Riemanntv integral): Mnoziny {s(f, P) | P rozdéleni} a {S(f, P) | P rozdéleni}

jsou shora/zdola omezené (predchozi tvrzeni) a miizeme definovat dolni/horni Riemanntv integral
funkce f pres J jako

/ f(x)dx = sup{s(f, P) | P rozdéleni} a / f(x)dx = inf{S(f, P) | P rozdéleni}.
J J

Jsou-li si rovny, mame Riemannuv integral funkce f pfes J, znaéimeﬂ

/ f(x)dx nebo prosté / f
J J

3Nekdy se také znaéi jako fJf(a:l7 wety T )dT1, ... T NEDO fJ flx1, .y zn)dzrdas - - - dzsy
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9.2 Existence

Véta (Kritérium existence Riemannova integralu): Riemanniiv integrdl [, f(x)dx existuje prave kdyz
Ve > 0 existuje rozdeélent P takové, Ze

SJ(f,P) —SJ(f,P) <e€

Dukaz: Nerovnost dava
SJ(f7P) < 8+SJ(faP)

z toho dostaneme

/SSJ(fvP)§6+SJ(f,P)§6+/§8+/

pro libovolné malé e. OJ

9.3 Riemanntv integral pro spojité funkce

Véta (Riemannuv integral pro spojité funkce): KaZdd spojitda funkce f : J — R na n-rozmérném
kompaktnim intervalu md Riemanniv integrdl | g

Diukaz: V E, budeme pouZivat metriku o definovanou predpisem
o(x,y) = max|zi - yi

Jelikoz je f stejnomérné spojitd, mizeme pro € > 0 zvolit § > 0 takové, Ze

€
vol(J)

o(xy)<d = [f(x)-fy)l<

Pfipomenime si jemnost pu(P). Je-li u(P) < §, pak je diam(B) < § pro viechny B € B(P) a tedy
M(f,B) —m(f, B) = sup{f(x) [ x € B} —inf{f(x) | x € B} <

< swflf(x) = W)l %,y € B} =

takze
S(f,P) = s(f,P) =Y _{(M(f,B)—m(f,B))-vol(B) | B € B(P)} <
< VOf(J) Y {vol(B) | B € B(P)} = Vof( i) =<

9.4 Fubiniova véta

Véta (Fubiniova véta): Vezméme soucin J = J x J" C K,y intervali J' C By, J” C E,. Necht
existuje

/J f(x,y) dxy

a necht pro kazdé x € J', resp. y € J", existuje

fx,y)dx a f(x,y)dy
J/ J//

/Jf(x,Y)de:/,< » f(XaY)dY) dx:///( i f(X7Y)dX> dy

Potom je
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Piiklad: Ve dvou proménnych

/f / ( 2f<x,y)dy>dm

oL (L e e
/f /b1 </b2 << ainf(xl,:cg,...,xn)d:zn) > dg;Q) diy

Dikaz: Polozme

Ve tfech proménnych

Obecné

Fo) = [ foey)dy

L= ]

f-e<s(f,P)<S(f,P)< [ f+e
/ /

Dokazeme, Ze fJ, F existuje a Ze

Zvolme rozdéleni P intervalu J tak, aby

Toto rozdéleni je tvofeno rozdélenimi P’ intervalu J' a P” intervalu J”. Mame
B(P)={B' x B"| B' € B(P'),B" € B(P")}
a kazd4 cihla P se objevi jako pravé jedno B’ x B”. Potom je

F(x) < Z max f(x,y) - vol(B")

BeB(P") yeB”
a tedy
F P/ . " . / <
Z max Z ;ré%)/(l f(x,y) - vol(B") | -vol(B') <
B/eB(P') B"eB(P")
Z Z max _ f(x,y) - vol(B") - vol(B’) <
(x,y)€B’'xB"
B'e€B(P') B"€B(P")
< . / " —
< ). max f(z) vol(B'x B)
B'xB"€B(P)
= S(f,P)
a podobné
s(f,P) < s(F, P')
Méme tedy

/Jf—egs(F,P’)g//FgS(F,P’)g/Jf%—s

afJ,Fjeroveanf
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9.5 Lebesguetiv integral

Riemanniiv integrél je intuitivné velmi uspokojivy a pocita to, co chceme, pokud tedy funguje. Jeho
uziti ma ale nékolik problémi:

e Nemusi existovat i pro nékteré prirozené definované funkce, nebo pfinejmensim neni snadno vidét,
zda existuje.

e NemtiZzeme provadét uzitecné operace (limity, derivovani) dost univerzalné.

Definice (Lebesguetv integral) je rozsifeni Riemannova integralu, kde miZzeme délat prakticky cokoliv,
za snadno zapamatelnych podminek:

1. Je-li J interval a Riemanntv integral [ ; [ existuje, shoduje se s Lebesgueovym.

2. Pokud fDn f fexistuje pron = 1,2, ..., existuje i

L.

3. Pokud [}, f, existuje a posloupnost (f,), je monoténni, plati [, limy, f, = lim, [, fn
4. Pokud [, fn existuje a | f,| < g pro n&jaké g pro které existuje [, g, plati [, lim,, f, = lim, [, fn
5. (Diisledek 4.) Je-li D omezend, |fn(z)| < C a [, fn existuji, plati [, limy, f, = lim, [}, fa

6. Bud U okoli bodu ty a g takové, Ze existuji [, g a [, f(t,x)de aVt € U\{to} : |f(t, )| < g(z),
potom

/Df(t(),ft)dl'— lim /Df(t7x)dx

t—to

7. Jestlize pro integrovatelnou g plati

lafgt’ z) <g(z)

a v né&jakém okoli U bodu ty v8echno davéa smysl(?), potom plati

of(to,—) d
/D@t —dt/Df(to,—)

9.6 Tietzeova véta

Véta (Tietzeova véta): Bud'Y wzavieny podprostor metrického prostoru X. Potom miZeme kaZdou

v oy

spojitou redlnou funkci f na'Y takovou, Ze Vx € Y :a < f(x) < b rozsirit na stejné omezenou spojitou
funkct g na X.

The End
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