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Co?

Práv¥ £tete u£ební text k p°edná²kám Lineární algebra I a II pro první ro£ník studia informatiky na
Matematicko-fyzikální fakult¥ Univerzity Karlovy. Nicmé n¥ v¥°ím, ºe m·ºe dob°e poslouºit i na jiných
²kolách.

Pro£?

Tento text vznikl mj. i proto, ºe ºádná sou£asná u£ebnice nekopíruje p°esn¥ sylabus p°edná²ky. Nejblíºe
jsou elektronická skripta [Barto a T·ma, 2018; T·ma, 2003] nebo skripta pro studenty informaticky [Rohn,
2004]. Dal²í u£ebnice z lineární algebry jsou nap°íklad [Be£vá°, 2005; Bican, 2009]. Lineární algebru více
z pohledu geometrie popisuje ƒech [1951, 1952]. Na stránkách J. Matou²ka [Matou²ek, 2010] je moºno
nalézt p°ibliºný podrobný sylabus p°edná²ky, stejn¥ jako �’estnáct miniatur� , ²estnáct aplikací lineární
algebry. Anglicky psané knihy, které stojí za doporu£ení, jsou [Gareth, 2001], [Meyer, 2000], [Strang, 2006,
2009] nebo stru£ná, ale p¥kn¥ motivující kníºka [Chartier,2015]. Kniha Strang and Borre [2009] popisuje
lineární algebru pro geodézii a GPS.

Jak?

Text poskytuje pom¥rn¥ ucelený výklad na sebe navazujícíchtémat ze základ· lineární algebry. N¥kolik
sloºitých d·kaz· z didaktických d·vod· vynecháváme � konkr étn¥ d·kaz v¥ty 4.35 o velikosti kone£ných
t¥les, v¥ty 10.44 o Jordanov¥ normální form¥, Perronovy v¥ty 10.60 a v¥ty 13.14 o SVD rozkladu.

Formát textu je tradi£ní se £len¥ním do de�nic, v¥t, d·kaz· a pod. Snaºil jsem, nicmén¥, obohatit
text vysv¥tlujícími komentá°i a ilustrativními obrázky. N a konci kaºdé kapitoly je vºdy uvedeno n¥kolik
problém· na zamy²lení a £asto poukazující na pokro£ilej²í souvislosti. Dále je na konci kaºdé kapitoly její
krátké neformální shrnutí a zd·razn¥ní hlavních my²lenek avýsledk·.

Jistým speci�kem textu je n¥co, co nazývám �nahlédnutí pod pokli£ku� jiných obor·. Bez detail·, na
které není prostor a mnohdy ani matematické zázemí, ukazujeme netriviální aplikace a souvislosti s jinými
matematickými obory. Toto se týká mj. aplikací o diskrétní a rychlé Fourierov¥ transformaci (p°íklady 3.57
a 10.41), samoopravných kódech (p°íklad 4.42), Stewartov¥�Goughov¥ platform¥ v robotice (p°íklad 7.25),
vyhledáva£i od Google (p°íklad 10.70), ur£ování strukturybílkovin (p°íklad 11.24), kuºelose£ek (sekce 12.2)
£i komprese dat (sekce 13.5).

N¥které partie a v¥ty dále nerozvíjíme a v p°ípad¥ nutnosti je lze p°i výkladu vynechat. Jedná se
nap°íklad o sekci o LU rozkladu (sekce 3.4), o dodatcích k soustavám rovnic (sekce 3.5), o prostoru line-
árních zobrazení (sekce 6.4), o a�nních prostorech (kapitola 7), o teorii nezáporných matic (sekce 10.6),
o výpo£tu vlastních £ísel (sekce 10.7) a o maticových rozkladech (kapitola 13). Z v¥t je moºno p°esko-
£it nap°íklad Shermanovu�Morrisonovu formuli (v¥ta 3.44), Besselovu nerovnost a Parsevalovu rovnost
(v¥ta 8.36), Gramovu matici (v¥ta 8.52), ortogonální matici a lineární zobrazení (v¥ta 8.78 a tvrzení 8.79),
nebo Courantovu�Fischerovu formuli (v¥ta 10.59).

Chyby?

Jakékoli p°ipomínky a p°ípadné chyby neváhejte prosím zasílat na adresu hladik@kam.m�.cuni.cz.

Pod¥kování!

Základ tohoto textu jsem za£al psát b¥hem zimního semestru roku 2010. D¥kuji v²em, kte°í n¥jakým
zp·sobem pomohli k vylep²ení textu. Mnoho drobných chyb a p°eklep· mi pomohla opravit °ada mých
student· z let 2010�2017. Za podn¥tné p°ipomínky a diskuse d¥kuji koleg·m Jaroslavu Horá£kovi, Petru
Zemanovi, Ji°ímu ’ejnohovi a Pavlu Klavíkovi, a za konstruk tivní poznámky a podrobné £tení prof. Ji°ímu
Matou²kovi.

mailto:hladik@kam.mff.cuni.cz


3

�Pokud jsem dohlédl dále neº jiní, bylo to proto, ºe jsem stálna ramenech obr·.�
[Isaac Newton, 1675]
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Kapitola 1

Úvod

V této kapitole nejprve nastíníme obsah a cíl celého textu a vdal²ích sekcích p°ipomeneme n¥které základní
pojmy a poznatky, které by £tená° m¥l znát, anebo jsou mimo hlavní proud tohoto textu, ale n¥jak se ho
dotýkají. Vlastní látka za£ne aº v následující kapitole.

1.1 O knize a lineární algeb°e

Co je lineární algebra?

Lineární algebra je jeden za základních matematických obor· a je nedílnou sou£ástí matematických, in-
formatických a technických studijních odv¥tví. Mezi hlavní nástroje, se kterými lineární algebra pracuje,
pat°í vektory a matice. Vektory ºijí v n¥jakém prostoru, a práv¥ lineární algebra se zabývá lineárními
objekty v prostoru, jako jsou body, p°ímky, roviny a podobn¥. Studuje také lineární zobrazení, jako na-
p°íklad p°eklopení, rotace £i projekce. Vidíme tedy, ºe lineární algebra velmi úzce souvisí s geometrií a
poskytuje efektivní techniky na °e²ení geometrických problém·.

Matice p°edstavuje dal²í klí£ový pojem v lineární algeb°e.Vstupní data reálných problém· jsou £asto
v maticové form¥, proto um¥t pracovat s maticemi a rozum¥ti jim je zásadní schopnost nejen pro teoretický
výzkum, ale i ryze z praktického hlediska. Matice tak m·ºe reprezentovat po£íta£ový obrázek nebo t°eba
data n¥jaké velké databáze (katalog knih, databáze zákazník·,. . . ). Vlastnosti matic tedy p°ímo odráºí
vlastnosti objekt·, které popisují. Matice dále odpovídají lineárním transformacím v eukleidovském pro-
storu, tudíº na matice m·ºeme op¥t nahlíºet geometricky. Tento dvojí pohled � algebraický a geometrický
� je nesmírn¥ uºite£ný pro pochopení a pro práci s maticemi.

O £em je tento text?

První téma, které probíráme, jsou Soustavy lineárních rovnic. Ty tvo°í nejzákladn¥j²í problém lineární
algebry a jsou stále p°edm¥tem výzkumu (n¥které praktické problémy vedou na obrovské soustavy rovnic,
které se musí po£íta£ov¥ vy°e²it). Ukáºeme algoritmus, nazývaný Gaussova eliminace, který umí vy°e²it
principiáln¥ kaºdou soustavu rovnic. Rozhodne, zda je soustava °e²itelná, a pokud, ano, tak vydá popis
celé mnoºiny °e²ení. Mnoºina °e²ení je vºdy lineární útvar typu p°ímky, roviny atp. Pozd¥ji, v kapitole 7
� A�nní podprostory uvidíme, ºe naopak kaºdý takovýto útvar lze popsat pomocí soustavy rovnic.

Jak jsme jiº nastínili, Matice p°edstavují fundamentální nástroj lineární algebry. V kapitole 3 ukáºeme
základní operace s maticemi, typy matic a jejich vztah k soustavám lineárních rovnic.

Kapitola 4 � Grupy a t¥lesaukazuje, ºe °ada výsledk·, ke kterým jsme dosp¥li a které pozd¥ji rozvi-
neme, platí nejenom pro reálná £ísla, ale jdou p°irozen¥ roz²í°it i na jiné £íselné obory. Lze tudíº analogicky
pracovat s komplexními £ísly, nebo pro informatiky d·leºit ou mnoºinou bit· 0 a 1.

Vektory a vektorové prostory jsou probírané v kapitole 5. Prostory zavádíme axiomatickypomocí
vlastností, které mají spl¬ovat. Výhodou jest, ºe ve²kerouteorii, kterou vybudujeme, m·ºeme pouºít nejen
pro standardní eukleidovský prostor, ale i pro jiné, abstraktní prostory. Ukáºeme, ºe v t¥chto prostorech jde
zavést sou°adný systém, pojem dimenze a °ada dal²ích známých koncept·. Nakonec se ukáºe, ºe v²echny
n-dimenzionální prostory jsou isomorfní, tedy z pohledu lineární algebry se chovají stejn¥.

9



10 Kapitola 1. Úvod

Lineární zobrazeníjsou transformace v prostoru, které zobrazují p°ímky zase na p°ímky a po£átek na
po£átek. Mezi takováto zobrazení pat°í oto£ení, zkosení, nataºení, zrcadlení £i projekce. Základní vlastností
je, ºe kaºdé lineární zobrazení lze popsat maticov¥ a naopakkaºdá matice reprezentuje n¥jaké lineární
zobrazení. Jde tedy o dva r·zné pohledy na tutéº v¥c. A práv¥ tento dvojí pohled je zde klí£ový, protoºe
n¥kdy je lep²í pouºít algebraický p°ístup, a jindy zase geometrický pomocí lineárních zobrazení.

Kapitola 8 � Skalární sou£inse v¥nuje více geometrii. Budeme zkoumat kolmost, vzdálenosti, projekce
a pod. Dosaºené výsledky poslouºí nejen k efektivnímu °e²ení v²elijakých geometrických úloh, ale dají
nám také geometrický pohled na algebraické problémy.

Determinanty a Vlastní £ísla jsou jisté charakteristiky matic, a tím pádem ukazují n¥které vlastnosti
objektu, který matice reprezentuje (a´ uº se jedná o soustavu rovnic nebo lineární zobrazení). Konkrétn¥ji,
determinant nap°íklad umoº¬uje spo£ítat objem ur£itých geometrických útvar· nebo dává explicitní vzo-
re£ek na °e²ení soustavy rovnic. Vlastní £ísla jsou je²t¥ jemn¥j²í charakteristikou a proto dávají mnohem
detailn¥j²í informaci o chování matice. Pouºití vlastních £ísel je vskutku ²iroké. Jeden p°íklad za v²echny:
Pokud vyjád°íme maticov¥ internetovou sí´ webových stránek, pak vlastní vektor odpovídající nejv¥t²ímu
vlastnímu £íslu m·ºeme chápat jako vektor, jehoº sloºky udávají �d·leºitost� jednotlivých stránek. Na
tomto pozorování je mj. zaloºen PageRank vyhledáva£eGoogle.

Navzdory svému názvu, lineární algebra studuje i vybrané nelineární problémy. Positivn¥ de�nitní
matice a Kvadratické formy (kapitola 11 a 12) se zabývají kvadratickými výrazy. Positivn¥ de�nitní matice,
které jsou de�novány pomocí kvadratického výrazu (tzv. kvadratické formy), p°edstavují t°ídu matic,
které se objevují p°i projekcích, v popisu elipsoid·, v optimalizaci £i statistice. Kvadratické formy pak
klasi�kujeme na základní typy a vyvineme ú£inný nástroj na jejich rozli²ování.

Maticové rozkladyp°edstavují zlatý h°eb celého textu. Maticovým rozkladem rozumíme vyjád°ení ma-
tice jako sou£in n¥kolika (v¥t²inou dvou nebo t°í) speciálních matic. I kdyº se to takto z obecného popisu
nezdá, maticové rozklady jako QR nebo SVD mají velkou teoretickou a výpo£etní sílu. V zásad¥ skoro
v²echny problémy, kterými se tento text zabývá (a je²t¥ mnoho dal²ích), jdou elegantn¥ vy°e²it pomocí
QR £i SVD rozkladu.

A co £tená°?

Co by si m¥l £tená° odnést? ƒtená° by si m¥l odnést nejenom vlastní výsledky, ale m¥l by jim rozum¥t
a chápat souvislosti. Myslím, ºe £lov¥k n¥£emu po°ádn¥ rozumí jen tehdy, kdyº to dokáºe aplikovat a
adaptovat v novém prost°edí.

A jakého £tená°e si p°eji? P°eji si p°edev²ím zvídavého £tená°e. U£ením se nazpam¥´ se matematika
nedá pochopit. •e²ením úloh se sice získá pat°i£ná dovednost, ale ani to je²t¥ úpln¥ nesta£í. Podle mého
názoru je pro pochopení matematiky d·leºité, kdyº si £lov¥k klade otázky �Pro£?� a �Co by kdyby?� .
Proto si p°eji zvídavého £tená°e, který si klade otázky: Pro£ je tento pojem de�nován zrovna takto? Co
by se stalo, kdybychom zm¥nili de�nici takto? Co by pak je²t¥ platilo a co uº ne? Pro£ platí ve v¥t¥ jenom
implikace a ne ekvivalence? Pro£ jsou p°edpoklady takové a takové a jaký by m¥lo následek, kdybychom
je zm¥nili? Zvídavého £tená°e pak leckdy n¥jaké téma zaujmetak, ºe sám pátrá po dal²ích výsledcích a
souvislostech, a tím si roz²i°uje sv·j obzor nad rámec, který m·ºe dát tento text.

1.2 Pojmy a zna£ení

Nyní zavedeme n¥které standardní pojmy a zna£ení, které budeme pouºívat.

ƒíselné obory

P°ipome¬me základní £íselné obory:

� N . . . mnoºina p°irozených £ísel, to jest,N = f 1; 2; : : : g,

� Z . . . mnoºina celých £ísel,

� Q . . . mnoºina racionálních £ísel,

� R . . . mnoºina reálných £ísel,
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� C . . . mnoºina komplexních £ísel (podrobn¥ji v sekci 1.4).

Suma

Symbol sumy �
P

� reprezentuje sou£et v²ech instancí výrazu za sumou pro v²echny p°ípustné hodnoty
indexu (resp. index·) pod sumou. Konkrétn¥:

nX

i =1

ai je zkratka za a1 + : : : + an ;

X

1� i � 8 a liché

ai je zkratka za a1 + a3 + a5 + a7;

X

i;j 2f 1;2g

aij je zkratka za a11 + a12 + a21 + a22:

Z praktických (a logických) d·vod· sou£et p°es prázdnou mnoºinu de�nujeme jako 0, protoºe p°i£tením
nuly se hodnota nezm¥ní. Nap°íklad

X

i> 5 ^ i< 2

ai = 0 :

Produkt

Analogicky symbol �
Q

� se pouºívá pro sou£in, tedy nap°.

nY

i =1

ai je zkratka za a1 � a2 � : : : � an :

Kvanti�kátory

Symbol �8� je zkratka pro sousloví �pro v²echna� , a symbol �9� znamená �existuje� . Nap°.

8x 2 R : x + 1 � ex

se £te

pro v²echna reálná £íslax platí nerovnost x + 1 � ex :

Podobn¥,

8x; y 2 R; x < y; 9z 2 Q : x < z < y

m·ºeme £íst

pro jakékoliv dv¥ r·zná reálná £ísla existuje racionální £íslo leºící mezi nimi.

Modulo

Modulo, zapisované výrazem �a mod n� , udává zbytek p°i d¥lení celého £íslaa p°irozeným £íslemn. Zbytek
je de�nován jako £íslo b 2 f 0; 1; : : : ; n � 1g takové, ºe a = zn + b pro n¥jaké z 2 Z. Nap°íklad

17 mod 7 = 3;

� 17 mod 7 = 4;

protoºe v prvním p°ípad¥ je 17 = 2 � 7 + 3 a v druhém p°ípad¥ je� 17 = � 3 � 7 + 4.
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Faktoriál

Faktoriál p°irozeného £íslan je sou£in p°irozených £ísel1; 2; : : : ; n a zna£í sen!. Tedy

n! = 1 � 2 � 3 � : : : � n:

Body a vektory

Pojem bod se v základním kurzu z lineární algebry moc nepouºívá. Bod, jakoºto n-tice reálných £ísel
(v1; : : : ; vn ), se algebraicky chová stejn¥ jako aritmetický vektor (de�nice 2.3). Oba pojmy se interpretují
r·zn¥ aº z geometrického hlediska, kdy nenulovému vektoru odpovídá ur£itý sm¥r (mimochodem, slovo
�vektor� , stejn¥ jako �vehikl� , pochází z latinského vehere, tedy �vézt� ).

Zobrazení

Zobrazení f z mnoºiny A do mnoºiny B se zna£íf : A ! B . Pro kaºdé a 2 A je tedy f (a) de�nováno a
náleºí do B. N¥které základní typy zobrazení, se kterými budeme pracovat, jsou následující:

� Zobrazení f : A ! B je prosté, pokud pro kaºdé a1; a2 2 A , a1 6= a2, je f (a1) 6= f (a2). Prosté
zobrazení tedy nezobrazí dva r·zné prvky z mnoºinyA na jeden prvek mnoºiny B.

� Zobrazení f : A ! B je �na� , pokud pro kaºdé b 2 B existuje a 2 A takové, ºe f (a) = b. Jinými
slovy, zobrazeníf pokryje celou mnoºinu B.

� Zobrazeníf : A ! B je vzájemn¥ jednozna£né (bijekce), pokud je prosté a �na� .

� Je-li f : A ! B vzájemn¥ jednozna£né, pakinverzní zobrazeník f je zobrazeníf � 1 : B ! A de�no-
vané f � 1(b) = a pokud f (a) = b. Vzájemná jednozna£nost zobrazeníf zajistí, ºe inverzní zobrazení
f � 1 je dob°e de�nované v kaºdém bod¥ mnoºinyB a je také vzájemn¥ jednozna£né (ov¥°te!). Dále
platí (f � 1)� 1 = f .

� Jsou-li f : A ! B , g: B ! C , pak sloºené zobrazeníf a g je zobrazeníg � f : A ! C de�nované
p°edpisem(g � f )(a) = g(f (a)) . Sloºením vzájemn¥ jednozna£ných zobrazení dostaneme vzájemn¥
jednozna£né zobrazení (ov¥°te!). Skládání zobrazení je asociativní, £ili pro zobrazení f : A ! B ,
g: B ! C , h : C ! D platí h � (g � f ) = ( h � g) � f .

� Zobrazení f : A ! B je isomor�smem, pokud je vzájemn¥ jednozna£né a zachovává strukturu. To
znamená, ºe mnoºinyA ; B jsou vybaveny jistou strukturou a vztahy mezi prvky mnoºiny A se zacho-
vávají i pro jejich obrazy. Pokud mezi mnoºinami A ; B existuje isomor�smus, tak se mnoºiny nazývají
isomorfní. Isomor�smem mezi vektorovými prostory se budeme zabývat podrobn¥ v sekci 6.3.

Spo£etná a nespo£etná mnoºina

Mnoºina M je spo£etná, pokud existuje vzájemn¥ jednozna£né zobrazení meziM a mnoºinou p°irozených
£íselN nebo její podmnoºinou. Spo£etná je tak kaºdá kone£ná mnoºina nebo mnoºinyN, Z £i Q. Nespo£etná
je mnoºina, jeº není spo£etná. P°íkladem nespo£etné mnoºiny je mnoºina reálných £íselR.

Relace

Binární relace R na mnoºin¥ M je libovolná podmnoºina kartézského sou£inu

M � M := f (x; y); x; y 2 M g;

tedy R � M � M . RelaceR je

� re�exivní , pokud (x; x ) 2 R pro kaºdé x 2 M ,

� symetrická, pokud pro kaºdé x; y 2 M platí, ºe je-li (x; y) 2 R, potom (y; x) 2 R,

� anti-symetrická, pokud pro kaºdé x; y 2 M platí, ºe je-li (x; y); (y; x) 2 R, potom x = y,

� transitivní , pokud pro kaºdé x; y; z 2 M platí, ºe je-li (x; y); (y; z) 2 R, potom (x; z) 2 R,
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� ekvivalence, pokud je re�exivní, symetrická a transitivní.

� (£áste£né) uspo°ádání, pokud je re�exivní, anti-symetrická a transitivní.

P°íkladem relace ekvivalence je

� rovnost £ísel,

� rovnost zbytk· p°irozených £ísel p°i d¥lení £íslemn (nap°íklad p°i d¥lení £íslem5 jsou v relaci £ísla
2 a 7, ale nikoliv £ísla1 a 8),

� shodnost (£i podobnost) geometrických objekt·,

� shoda barev r·zných p°edm¥t·.

P°íkladem £áste£ného uspo°ádání je

� nerovnost � mezi £ísly,

� inkluze � mezi mnoºinami,

� d¥litelnost na p°irozených £íslech (nap°íklad2 d¥lí 6, 6 d¥lí 30 a 2 d¥lí 30, ale 30 ned¥lí 2).

Stavba matematické teorie

Kaºdá matematická teorie je vybudovaná podle ur£itých pravidel a za pouºití ur£itých stavebních jednotek.
Jedná se p°edev²ím o následující pojmy:

� De�nice je p°esné vymezení pojmu pomocí základních pojm· nebo pojm·de�novaných d°íve.

� Tvrzení je výrok, jehoº pravdivost musí být stvrzena d·kazem.

� V¥ta je význa£n¥j²í tvrzení.

� Lemma je pomocné tvrzení, obvykle slouºí k d·kazu sloºit¥j²í v¥ty.

� D·sledek je tvrzení, které vícemén¥ jednodu²e vyplývá z p°edchozíhotvrzení.

� D·kaz je posloupnost logických krok·, která formáln¥ prokazuje platnost matematického tvrzení.

Existuje n¥kolik typ· d·kaz·. Pokud má tvrzení tvar implika ce �Pokud platí P, potom platí T � , tak
se zpravidla pouºívají dva d·kazové postupy:

� D·kaz p°ímý vyjde z p°edpokladuP a posloupností logických odvození dojde k platnosti výrokuT .

P°íklad. Uvaºujme tvrzení �Je-li n liché £íslo, pakn2 je také liché.� D·kaz provedeme tak, ºe vyjá-
d°íme liché £íslo jakon = 2k + 1 pro ur£ité k 2 N. Potom n2 = (2 k + 1) 2 = 4k(k + 1) + 1 je z°ejm¥
liché.

� D·kaz sporem vyjde z p°edpokladuP a z negace výrokuT a posloupností platných odvození dojde
k logickému sporu.

P°íklad. Uvaºujme tvrzení �Je-li n2 liché £íslo, pakn je také liché.� D·kaz provedeme sporem. Pro
spor p°edpokládejme, ºen je sudé, tedy jde vyjád°it ve tvaru n = 2k pro k 2 N. Potom ale n2 = 4k2

je také sudé, coº je spor s p°edpokladem, který tvrdil, ºen2 je liché.

Dal²í b¥ºn¥ pouºívaný typ d·kazu je d·kaz matematickou indukcí. Ten se pouºívá pro tvrzení typu
�Pro v²echna p°irozenán platí T (n).� D·kaz má dva kroky. V prvním kroku nahlédneme platnost výr oku
T (n) pro konkrétní volbu n = 1 . Druhý krok je induk£ní a ozna£ujeme ho symbolem �n  n � 1� . To
schematicky nazna£uje, ºe v induk£ním kroku musíme ukázat platnost výroku T (n) s vyuºitím platnosti
výroku T (n � 1).

P°íklad. Uvaºujme tvrzení �Pro kaºdé p°irozené £íslon je £íslon3 + 2n d¥litelné 3.� V prvním kroku
ukáºeme platnost pro n = 1 . Zde je n3 + 2n = 1 + 2 skute£n¥ d¥litelné t°emi. V induk£ním kroku
p°edpokládáme platnost pron � 1 a chceme ukázat platnost pron. Upravíme

n3 + 2n = (( n � 1) + 1) 3 + 2(( n � 1) + 1)

= ( n � 1)3 + 3( n � 1)2 + 3( n � 1) + 1 + 2( n � 1) + 2

= ( n � 1)3 + 2( n � 1) + 3( n � 1)2 + 3( n � 1) + 3 :
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Z induk£ního p°edpokladu je(n � 1)3 + 2( n � 1) d¥litelné t°emi, proto i £íslo n3 + 2n je d¥litelné t°emi.

1.3 Reprezentace £ísel

Vzhledem k omezené opera£ní pam¥ti nem·ºeme v po£íta£i reprezentovat v²echna reálná £ísla. Proto se
£ísla standardn¥ reprezentují v tzv. tvaru s pohyblivou °ádovou £árkou

m � bt ;

kde b je daný základ vyjad°ující, jakou £íselnou soustavu pouºíváme; v¥t²inou je b = 2 . Hodnota mantisy
m a exponentu t pak ur£ují konkrétní hodnotu reprezentovaného £ísla. Navíc vyjád°ení normujeme tak,
aby mantisa m spl¬ovala podmínku1 � m < b. Protoºe pro mantisu a exponent bývá na po£íta£i omezená
velikost zápisu, m·ºeme reprezentovat pouze kone£n¥ mnohoreálných £ísel. Ty ostatní pak alespo¬ chceme
vyjád°it nejbliº²ím reprezentovatelným £íslem. Tím p°irozen¥ dochází ke ztrát¥ informace.

Nap°íklad, £íslo 1=3 se v dekadickém zápisu p°i p°esnosti na £ty°i platné cifry reprezentuje jako
3:333 � 10� 1, £ili odpovídá £íslu 0:3333. Takovéto zaokrouhlovací chyby se pak mohou dále akumulo-
vat p°i vyhodnocování aritmetických operací. Nap°íklad, sou£et £ísel1=3 a 1=3 vede na sou£et reprezen-
tací 0:3333a 0:3333s výsledkem0:6666. Nicmén¥, nejbliº²í reprezentovatelné £íslo ke skute£nému sou£tu
1=3 + 1=3 = 2=3 je 0:6667.

Vliv zaokrouhlovacích chyb a omezené reprezentace £ísel proto musíme vzít v úvahu p°i návrhu al-
goritm·. Podrobn¥ji se touto problematikou zabývá obor numerická analýza, ale i my se numerického
hlediska dotkneme nap°íklad v sekci 3.5 a sekci 13.5.

1.4 Komplexní £ísla

Komplexní £íslo z zavádíme jako výraza + bi, kde a; b 2 R a imaginární jednotka i spl¬uje i2 = � 1.
Zde a je reálná £ást komplexního £íslaz a zna£í seRe(z), a b je imaginární £ást komplexního £íslaz a
zna£í seIm(z). Díky vlastnosti imaginární jednotky de�nujeme základní operace s£ítání a násobení pro
dv¥ komplexní £íslaz1 = a + bi, z2 = c + di takto:

z1 + z2 = ( a + c) + ( b+ d)i;

z1z2 = ( ac � bd) + ( cb+ ad)i:

Podobn¥ pro ode£ítání. Proz2 6= 0 pak vychází podíl

z1

z2
=

a + bi
c + di

=
a + bi
c + di

�
c � di
c � di

=
ac+ bd
c2 + d2 +

cb� ad
c2 + d2 i:

Komplexní £ísla mají také geometrickou interpretaci. ƒíslo a+ bi si lze p°edstavit jako bod(a; b) v rovin¥.
Tato rovina se nazývá komplexní rovina (téº Gaussova rovina). Mnoºinu komplexních £ísel zna£ímeC.

0 Re

Im

a

b z = a + bi

Im(z)

Re(z)

Pro komplexní £ísloz = a + bi pak zavádíme následující operace:

komplexn¥ sdruºené £íslo:z := a � bi;

absolutní hodnota: jzj :=
p

zz =
p

a2 + b2:
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Absolutní hodnota £íslaz = a+ bi vlastn¥ ur£uje v komplexní rovin¥ eukleidovskou vzdálenost bodu (a; b)
od po£átku. Komplexn¥ sdruºené £íslo k £ísluz pak p°edstavuje p°eklopení v komplexní rovin¥ podle
reálné osy.

0 Re

Im

a

b

� b

z = a + bi

z = a � bi

jzj

jzj

Je jednoduchým cvi£ením ukázat, ºe komplexn¥ sdruºená £ísla a absolutní hodnoty komplexních £ísel
spl¬ují vlastnosti:

� z = z práv¥ tehdy, kdyº z je reálné £íslo,

� z + z = 2 Re(z),

� z1 + z2 = z1 + z2,

� z1 � z2 = z1 � z2,

� j z1 + z2j � j z1j + jz2j,

� j z1 � z2j = jz1j � j z2j,

� Re(z) � j zj.

Na druhou stranu obecn¥jzj2 6= z2.
S£ítání a násobení komplexních £ísel mají také geometrickývýznam. Bu¤ v 2 C pevné komplexní £íslo

a uvaºujme zobrazeníz 7! z + v nad komplexními £ísly. V komplexní rovin¥ toto zobrazení p°edstavuje
posun ve sm¥ru vektoru(Re(v); Im(v)) .

0 Re

Im

v
z

z + v

Bu¤ v 2 C op¥t pevné komplexní £íslo a uvaºujme zobrazeníz 7! vz nad komplexními £ísly. Je-liv reálné
£íslo (tedyIm(v) = 0 ), pak zobrazení p°edstavuje ²kálování s násobkemjvj. Je-li v komplexní a jvj = 1 , pak
zobrazení p°edstavuje oto£ení proti sm¥ru hodinových ru£i£ek o úhel� , který v komplexní rovin¥ svírá v
s reálnou osou. Nap°íklad prov = i pak zobrazeníz 7! iz p°edstavuje oto£ení o90� . V obecném p°ípad¥
se kombinují ob¥ vlastnosti dohromady, tedy zobrazeníz 7! vz otá£í o úhel� a ²káluje s násobkemjvj.
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0 Re

Im

v
z

zv

�

�
jz

vj
=

jzj
� j

vj

1.5 Polynomy

Reálným polynomemstupn¥ n je funkce p(x) = anxn + an� 1xn� 1 + : : : + a1x + a0, kde a0; : : : ; an 2 R
a an 6= 0 . Krom¥ reálných polynom· m·ºeme uvaºovat polynomy s komplexními koe�cienty, pop°. nad
jinými £íselnými obory (o tom aº pozd¥ji).

Polynomy m·ºeme s£ítat, od£ítat, násobit a d¥lit se zbytkem. Bu¤te p(x) = anxn + : : : + a1x + a0,
q(x) = bm xm + : : : + b1x + b0 dva polynomy a nech´ bez újmy na obecnostin � m. Pak máme operace

� S£ítání:

p(x) + q(x) = anxn + : : : + am+1 xm+1 + ( am + bm )xm + : : : + ( a1 + b1)x + ( a0 + b0):

� Násobení:

p(x)q(x) = anbm xn+ m + : : : + ( akb0 + ak� 1b1 + : : : + a0bk )xk + : : : + a0b0;

kde ak pro k > n a bk pro k > m de�nujeme jako 0.

� D¥lení se zbytkem: Existuje jednozna£n¥ ur£ený polynomr (x) stupn¥ n � m a polynom s(x) stupn¥
men²ího neºm tak, ºe p(x) = r (x)q(x)+ s(x). Zde r (x) p°edstavuje podíl as(x) p°edstavuje zbytek.
Nap°íklad, d¥líme-li polynomp(x) = x3 polynomemq(x) = x2 � x, dostaneme polynomr (x) = x +1
a zbytek s(x) = x, tedy

p(x) = ( x + 1) q(x) + x:

Ko°eny

Ko°en polynomu p(x) je taková hodnota x � 2 R, ºe p(x � ) = 0 . Nap°íklad, p(x) = x2 � 1 má ko°eny 1 a
� 1. Polynom p(x) = x2 + 1 nemá reálný ko°en, ale má dva komplexní,i a � i . Základní v¥ta algebry °íká,
ºe aspo¬ jeden ko°en, by´ komplexní, vºdy existuje.

V¥ta 1.1 (Základní v¥ta algebry). Kaºdý polynom s komplexními koe�cienty má alespo¬ jeden komplexní
ko°en.

Idea d·kazu. D·kaz· existuje celá °ada a ºádný není zcela elementární.1) My²lenkov¥ snadno uchopitelný
je d·kaz autor· Melane & Birkhof a základní idea je následující. Uvaºujme obraz kruºnice v komplexní
rovin¥ se st°edem v po£átku a polom¥remr p°i zobrazeníx 7! p(x). Je-li r hodn¥ blízko nuly, je obrazem
uzav°ená k°ivka kolem bodua0. Naopak, je-li r dost velké, pakp(x) � anxn a obrazem je k°ivka probíhající
p°ibliºn¥ kolem kruºnice se st°edem v po£átku a polom¥reman r n . Postupným spojitým zv¥t²ováním r od
nuly nakonec musí n¥kde obraz protnout po£átek, coº odpovídá ko°enu.

Je-li x1 ko°en polynomu p(x), pak p(x) je d¥litelný £lenem(x � x1) beze zbytku a podíl je polynom
stupn¥ n � 1. Ten má podle základní v¥ty algebry ko°enx2, op¥t m·ºeme beze zbytku d¥lit £lenem(x � x2)
atd. aº sníºíme stupe¬ polynomu na nulu. Kaºdý polynom tudíº lze zapsat jakop(x) = an (x � x1) : : : (x �
xn ), kde x1; : : : ; xn jsou jeho ko°eny. Dal²ím d·sledkem je, ºe polynom stupn¥n má práv¥n ko°en·, pokud
zapo£ítáváme i násobnosti.

1) Jeden z prvních d·kaz· p°edloºil Carl Friedrich Gauss roku 1 799, d·kaz nebyl ale zcela úplný. První matematicky zcela
rigorózní d·kaz pochází od Jean-Robert Arganda z roku 1806.
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Poznámka 1.2. Nyní víme, ºe kaºdý polynom má ko°en, ale zatím není jasné, jak ho ur£it. Ko°eny
polynomu druhého stupn¥a2x2 + a1x + a0 snadno najdeme podle známého vzore£kux1;2 = 1

2a2
(� a1 �

p
a2

1 � 4a2a0). Pro ko°eny polynomu t°etího stupn¥ existují také vzorce, tzv. Cardanovy, ale jiº mnohem
komplikovan¥j²í. D·leºitým zji²t¥ním bylo, kdyº roku 1824 p°i²el Abel na ve°ejnost s tím, ºe pro polynomy
stup¬· vy²²ích neº 4 obecn¥ ºádný vzore£ek na výpo£et ko°en·nem·ºe existovat. Ve²keré praktické metody
jsou tedy pouze itera£ní, kdy ko°eny aproximujeme, ale v jistém itera£ním procesu aproximaci vylep²ujeme
na libovolnou p°esnost.

1.6 Analytická geometrie

P°ímka v rovin¥

Rovnicový popisp°ímky v rovin¥ je
a1x1 + a2x2 = b;

kde a1; a2; b jsou daná reálná £ísla taková, ºe alespo¬ jedno za1; a2 je nenulové; toto vyjad°ujeme vztahem
(a1; a2) 6= (0 ; 0). Potom v²echny body (x1; x2) spl¬ující rovnici p°edstavují p°ímku v rovin¥, a naopak
kaºdá p°ímka se dá vyjád°it tímto zp·sobem pro vhodné koe�cienty a1; a2; b 2 R. Vektoru (a1; a2) se °íká
normálový vektor a je kolmý na p°ímku.

0 x1

x2

a1x1 + a2x2 = b

(a1; a2)

Parametrický popis p°ímky v rovin¥ je

(x1; x2) = ( b1; b2) + t � (v1; v2); t 2 R;

kde (b1; b2) je daný bod p°ímky a (v1; v2) 6= (0 ; 0) sm¥rový vektor p°ímky. Libovolný bod p°ímky lze
potom vyjád°it jako (b1; b2)+ t � (v1; v2) pro vhodné reálné £íslot. Na obrázku dole máme znázorn¥ny body
odpovídající t = 1 , t = 0 a t = � 2.

0 x1

x2

(b1; b2)
(b1; b2) + ( v1; v2)

(b1; b2) � 2(v1; v2)(v1; v2)

P°ímka v prostoru

Parametrický popis p°ímky v prostoru je

(x1; x2; x3) = ( b1; b2; b3) + t � (v1; v2; v3); t 2 R;

kde (b1; b2; b3) je op¥t daný bod p°ímky a(v1; v2; v3) 6= (0 ; 0; 0) její sm¥rový vektor. Tím, jak parametr t
prochází v²echna reálná £ísla postupn¥ projdeme v²echny body p°ímky.
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Takovéto parametrické vyjád°ení p°ímky funguje i ve vy²²ích dimenzích. V n-dimenzionálním prostoru
tedy libovolnou p°ímku m·ºeme vyjád°it

(x1; : : : ; xn ) = ( b1; : : : ; bn ) + t � (v1; : : : ; vn ); t 2 R;

kde (b1; : : : ; bn ) je daný bod na p°ímce a(v1; : : : ; vn ) 6= (0 ; : : : ; 0) její sm¥rový vektor. Sm¥rový vektor je
aº na násobek ur£ený jednozna£n¥, zatímco bod(b1; : : : ; bn ) lze zvolit na p°ímce libovoln¥.

Rovina v prostoru

Jedna rovnice
a1x1 + a2x2 + a3x3 = b;

kde (a1; a2; a3) 6= (0 ; 0; 0), tentokrát v prostoru nepopisuje p°ímku, ale rovinu. Vektor (a1; a2; a3) je její
normálový vektor, tedy vektor kolmý na tuto rovinu. Tento no rmálový vektor je aº na násobek ur£ený
jednozna£n¥.

x1

x3

x2

0

(a1; a2; a3)

Abychom popsali rovnicov¥ p°ímku v prostoru, pot°ebujeme ktomu jiº dv¥ rovnice

a1x1 + a2x2 + a3x3 = b1;

a0
1x1 + a0

2x2 + a0
3x3 = b2:

Nyní musíme p°edpokládat nejenom to, ºe normály jsou nenulové, to jest (a1; a2; a3) 6= (0 ; 0; 0) a (a0
1; a0

2; a0
3) 6=

(0; 0; 0), ale navíc nesmí udávat stejný sm¥r. To nám zaru£í, ºe roviny, které dané rovnice popisují, nejsou
rovnob¥ºné, a tudíº jejich pr·nikem je p°ímka.

1.7 Optimalizace

Bu¤ f : Rn ! R reálná funkce, která p°i°azuje kaºdému bodux = ( x1; : : : ; xn ) reálné £íslof (x). Bu¤
M � Rn mnoºina bod·. Pak úloha optimalizace je

min f (x) za podmínky x 2 M: (1.1)

Chceme tedy najít minimální hodnotu funkce f (x) na mnoºin¥ M . Jinými slovy, hledáme takový bod
(nebo body, pokud je jich víc) x 2 M , ºe f (x) � f (y) pro v²echna y 2 M .

P°íklad 1.3. Uvaºujme funkci f (x1; x2) = x1 � x2 a mnoºinu bod· M v rovin¥ zadanou omezeními

x1 + 2x2 � 4; x1 � 0; x2 � 0:

Mnoºina M p°edstavuje trojúhelník s vrcholy (0; 0), (4; 0) a (0; 2). Minimální hodnota funkce se nabyde
v bod¥ (0; 2), coº je hledané optimální °e²ení optimaliza£ní úlohy(1:1).
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0 x14

x2

2

x1 + 2x2 = 4

1.8 Matematický software

Funkce na °e²ení základních úloh lineární algebry jsou standardní sou£ástí matematických softwarových
systém·. Dole uvádíme pro ilustraci n¥kolik takových systém·, které umí navíc celou °adu pokro£ilých
matematických technik a obsahují funkce pro práci s daty a vizualizaci. Seznam není v ºádném p°ípad¥
úplný a £asem pochopiteln¥ m·ºe zastarat.

� Matlab je bohaté prost°edí pro numerické výpo£ty. Vzhledem k jednoduchosti zápisu p°íkaz· a práci
s maticemi jsme jej zvolili jako jazyk, ve kterém v této knizedemonstrujeme n¥které p°íklady.

Octaveje zjednodu²ená varianta Matlabu s tém¥° identickou syntaxí. Jedná se o svobodný software
pod hlavi£kou GNU. Jako jiná open source alternativa k Matlabu vzniknul i Scilab, jehoº syntaxe je
ale mén¥ kompatibilní s Matlabem.

� Mathematicaa Maple jsou dva £elní p°edstavitelé výpo£etních systém·, jejichºp°edností je silná
podpora pro symbolické výpo£ty. Mezi mnoha dal²ími nástroji umoº¬ují také výpo£ty s libovolnou
p°esností.

SageMathje voln¥ dostupná alternativa s GNU licencí.

� Julia je jeden z mlad²ích voln¥ dostupných systém·. P·vodn¥ byl ur£en pro °e²ení výpo£etn¥ náro£-
ných úloh a snadno za£le¬uje paralelní a distribuované výpo£ty.

� Wolfram Alpha(https://www.wolframalpha.com/ ) je on-line výpo£etní systém zaloºený na Mathe-
matice, který umí °e²it algebraické úlohy a odpovídat na otázky zadané uºivatelem. Úloha m·ºe být
v ur£ité mí°e zadána i ve form¥ dotazu v p°irozeném jazyce.

https://www.wolframalpha.com/
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Kapitola 2

Soustavy lineárních rovnic

2.1 Základní pojmy

Soustavy lineárních rovnic pat°í mezi základní (algebraické) úlohy a setkáme se s nimi skoro v²ude �
pokud n¥jaký problém nevede na soustavu rovnic p°ímo, tak sesoustavy rovnic £asto objeví jako jeho
podproblém.

P°íklad 2.1 ([Meyer, 2000]). Nejstar²í zaznamenaná úloha na soustavy rovnic z £ínské knihy Chiu-chang
Suan-shu (ca 200 p°.n.l.):

T°i snopy dobrého obilí, dva snopy pr·m¥rného a jeden pod°adného se prodávají celkem za
39 dou. Dva snopy dobrého obilí, t°i pr·m¥rného a jeden pod°adného se prodávají za 34 dou.
Jeden snop dobrého obilí, dva pr·m¥rného a t°i pod°adného seprodávají za 26 dou. Jaká je
cena za jeden snop dobrého / pr·m¥rného / pod°adného obilí?

Zapsáno dne²ní matematikou, dostáváme soustavu rovnic

3x + 2y + z = 39;

2x + 3y + z = 34;

x + 2y + 3z = 26;

kde x; y; z jsou neznámé pro ceny za jeden snop dobrého / pr·m¥rného / pod°adného obilí.

Soustavy rovnic budeme zapisovat maticov¥, proto nejprve zavedeme pojemmatice.

De�nice 2.2 (Matice) . Reálná matice typu m � n je obdélníkové schema (tabulka) reálných £ísel

A =

0

B
@

a11 a12 : : : a1n
...

...
...

am1 am2 : : : amn

1

C
A :

Prvek na pozici (i; j ) matice A (tj. v i -tém °ádku a j -tém sloupci) zna£ímeaij nebo A ij . Mnoºinu v²ech
reálných matic typu m � n zna£ímeRm� n ; podobn¥ pro komplexní, racionální, atd. Je-lim = n, potom
matici nazýváme £tvercovou.

De�nice 2.3 (Vektor) . Reálný n-rozm¥rný aritmetický sloupcový vektor je matice typu n � 1

x =

0

B
@

x1
...

xn

1

C
A

a °ádkový vektor je matice typu 1 � n
x = ( x1; : : : ; xn ):

21
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Standardn¥, pokud není °e£eno jinak, uvaºujeme vektory sloupcové. Mnoºina v²ech n-rozm¥rných
vektor· se zna£íRn (namísto Rn� 1). Obecn¥j²í pojem vektoru zavedeme pozd¥ji v de�nici 5.2. Pro odli²ení
zna£íme obecné matice velkými písmeny a vektory malými písmeny.

De�nice 2.4 (� notace).
i -tý °ádek matice A se zna£í:A i � = ( ai 1; ai 2; : : : ; ain ).

j -tý sloupec maticeA se zna£í:A � j =

0

B
B
B
@

a1j

a2j
...

anj

1

C
C
C
A

.

Matici A 2 Rm� n tudíº m·ºeme rozepsat po sloupcích a po °ádcích takto

A =

0

B
B
@A � 1 A � 2 : : : A � n

1

C
C
A =

0

B
B
B
@

A1�

A2�
...

Am�

1

C
C
C
A

;

nebo následovn¥, abychom zd·raznili °ádkovou resp. sloupcovou strukturu matice

A =

0

B
B
@

j j j

A � 1 A � 2 : : : A � n

j j j

1

C
C
A =

0

B
B
B
@

� A1� �
� A2� �

...
� Am� �

1

C
C
C
A

:

De�nice 2.5 (Soustava lineárních rovnic). M¥jme soustavum lineárních rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1;

a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2;
...

am1x1 + am2x2 + : : : + amn xn = bm ;

(2.1)

kde aij ; bi jsou dané koe�cienty a x1; : : : ; xn jsou neznámé.•e²ením rozumíme kaºdý vektor x 2 Rn

vyhovující v²em rovnicím.

Zápis (2:1) v zásad¥ obsahuje trochu nadbyte£né opakování symbol·. Podstatné jsou jen rozm¥ry
soustavy a jednotlivé koe�cienty. To nás vede na maticovou formu zápisu soustavy, obsahující jen esenciální
informace.

De�nice 2.6 (Matice soustavy). Matice soustavy je matice

A =

0

B
@

a11 a12 : : : a1n
...

...
...

am1 am2 : : : amn

1

C
A

a roz²í°ená matice soustavyje

(A j b) =

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n b1

a21 a22 : : : a2n b2
...

...
...

...
am1 am2 : : : amn bm

1

C
C
C
A

:

Svislá £ára v roz²í°ené matici soustavy symbolizuje rovnost mezi levou a pravou stranou soustavy.
Z formálního hlediska sice není nutné ji zobrazovat, ale pomáhá mnemotechnicky chápat význam této
matice.



2.1. Základní pojmy 23

Poznamenejme, ºe roz²í°ená matice soustavy pln¥ popisuje soustavu rovnic; °ádky odpovídají rovnicím,
sloupce nalevo postupn¥ prom¥nnýmx1; : : : ; xn a poslední sloupec hodnotám na pravé stran¥ soustavy.
Tudíº m·ºeme soustavu rovnic zadávat i v maticovém tvaru.

Kup°íkladu soustava z p°íkladu 2.1 by se maticov¥ zapsala jako
0

@
3 2 1 39
2 3 1 34
1 2 3 26

1

A :

Poznámka 2.7 (Geometrický význam soustavy rovnic). Pro jednoduchost uvaºujme nejprve p°ípadm =
n = 2 , tedy dv¥ rovnice o dvou neznámých

a11x1 + a12x2 = b1;

a21x1 + a22x2 = b2:

Za obecných p°edpoklad· (a11 6= 0 neboa12 6= 0) popisuje první rovnice p°ímku v rovin¥ R2, a stejn¥ tak
druhá rovnice popisuje n¥jakou p°ímku. •e²ení soustavy leºí tedy v pr·niku obou p°ímek.

x1

x2

0

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

Podobn¥ pron = 3 , kaºdá rovnice s aspo¬ jedním nenulovým koe�cientem popisuje rovinu v prostoru R3

a °e²ení p°edstavuje pr·nik t¥chto rovin. Pokud jsou roviny v obecné poloze, pr·nikem je jediný bod, jak
ilustruje obrázek:

Ve speciálním p°ípad¥ m·ºou v²echny roviny obsahovat jednup°ímku:
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Pr·nik rovin m·ºe být i prázdná mnoºina:

Obecn¥, pro libovolnén, rovnice ur£ují tzv. nadroviny (srov. kapitola 7) a °e²ení soustavy hledáme v jejich
pr·niku.

Chceme-li um¥t °e²it soustavy rovnic, je pot°eba v¥d¥t, jaké úpravy s nimi lze provád¥t a jak ovliv¬ují
mnoºinu °e²ení. Pochopiteln¥ nás zajímají p°edev²ím ty úpravy, které mnoºinu °e²ení nem¥ní.

De�nice 2.8 (Elementární °ádkové úpravy). Elementární °ádkové úpravy matice jsou

1. vynásobeníi -tého °ádku reálným £íslem� 6= 0 (tj. vynásobí se v²echny prvky °ádku),

2. p°i£tení � -násobku j -tého °ádku k i -tému, p°i£emº i 6= j a � 2 R,

3. vým¥na i -tého a j -tého °ádku.

Poznámka 2.9. Ve skute£nosti vý²e zmín¥né úpravy nejsou zas tak elementární. U druhé °ádkové úpravy
vysta£íme jen s� = 1 a t°etí úpravu lze simulovat pomocí p°edchozích dvou. Schematicky

0

B
B
B
B
@

: : :
A i �

: : :
A j �

: : :

1

C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
@

: : :
A i �

: : :
A j � � A i �

: : :

1

C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
@

: : :
A j �

: : :
A j � � A i �

: : :

1

C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
@

: : :
A j �

: : :
� A i �

: : :

1

C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
@

: : :
A j �

: : :
A i �

: : :

1

C
C
C
C
A

:

Tvrzení 2.10. Elementární °ádkové operace zachovávají mnoºinu °e²ení soustavy.

Idea d·kazu. Základní my²lenkou je ukázat, ºe elementární úpravou se mnoºina °e²ení nem¥ní. Elementární
úpravou neztratíme ºádné °e²ení, protoºe pokud jex °e²ením p°ed úpravou, je i po úprav¥. A naopak,
úpravou ºádné °e²ení nep°ibyde. To se nahlédne ze symetrie,protoºe kaºdá úprava má svoji inverzní
úpravu � vhodnou elementární úpravou m·ºeme dojít zp¥t k p·v odnímu tvaru soustavy. Detailní analýzu
jednotlivých úprav ponecháváme £tená°i k rozmy²lení.

2.2 Gaussova eliminace

Nyní se p°esuneme k tomu, jak soustavy rovnic °e²it. Neº p°edstavíme obecný algoritmus a jeho maticový
zápis, ukáºeme nejprve my²lenku Gaussovy eliminace na p°íkladu.

P°íklad 2.11. Uvaºujme soustavu lineárních rovnic

x1 + 2x2 + 3x3 = 32;
x1 + x2 + 2x3 = 21;

3x1 + x2 + 3x3 = 35:

Nejprve eliminujeme prom¥nnoux1 z druhé a t°etí rovnice. Ode£tením první rovnice od druhé dostaneme

x1 + 2x2 + 3x3 = 32;
� x2 � x3 = � 11;

3x1 + x2 + 3x3 = 35;



2.2. Gaussova eliminace 25

a ode£tením trojnásobku první rovnice od t°etí získáme

x1 + 2x2 + 3x3 = 32;
� x2 � x3 = � 11;
� 5x2 � 6x3 = � 61:

Nyní eliminujeme prom¥nnoux2 z t°etí rovnice. Ode£tením p¥tinásobku druhé rovnice od t°etí dostane
soustava výsledný tvar

x1 + 2x2 + 3x3 = 32;
� x2 � x3 = � 11;

� x3 = � 6:

Tím kon£í první fáze (tzv. dop°edná eliminace), kdy soustavu upravujeme do jednodu²²ího tvaru eliminací
prom¥nných. Následuje druhá fáze, nazývaná zp¥tná substituce. Ze t°etí rovnice okamºit¥ vidíme hodnotu
t°etí prom¥nné, x3 = 6 . Dosadíme tuto hodnotu do druhé rovnice

� x2 � 6 = � 11;

ze které ur£íme hodnotu druhé prom¥nné,x2 = 5 . Nakonec hodnotyx1; x2 dosadíme do první rovnice

x1 + 2 � 5 + 3 � 6 = 32;

a dopo£ítáme hodnotu první prom¥nné,x1 = 4 . Výsledné °e²ení soustavy je tedy(x1; x2; x3) = (4 ; 5; 6).

Základní my²lenka metody, kterou popí²eme, je transformace roz²í°ené matice soustavy pomocí ele-
mentárních úprav na jednodu²²í matici, ze které °e²ení snadno vy£teme (podobn¥ jako v p°íkladu 2.11).
Ten jednodu²²í tvar matice se nazýváodstup¬ovaný tvar matice, v angli£tin¥ �row echelon form� (REF).

De�nice 2.12 (Odstup¬ovaný tvar matice). Matice A 2 Rm� n je v °ádkov¥ odstup¬ovaném tvaru, pokud
existuje r takové, ºe platí

� °ádky 1; : : : ; r jsou nenulové (tj. kaºdý obsahuje aspo¬ jednu nenulovou hodnotu),

� °ádky r + 1 ; : : : ; m jsou nulové,

a navíc ozna£íme-li jakopi = min f j ; aij 6= 0g pozici prvního nenulového prvku v i -tém °ádku, tak platí

� p1 < p 2 < � � � < p r .

K odstup¬ovanému tvaru se vztahují n¥které zásadní pojmy: Pozice (1; p1), (2; p2); : : : ; (r; pr ) se
nazývají pivoty, sloupce p1, p2; : : : ; pr se nazývají bázické a ostatní sloupcenebázické(význam bude
z°ejmý pozd¥ji).

Schematické znázorn¥ní odstup¬ovaného
tvaru. Pivoty jsou pozice £erných te£ek a
obsahují nenulové hodnoty.

0

1
2
3
...
r

m

p1 p2 p3 � � � pr

P°íklad 2.13. Matice
0

@
1 2 3
0 4 5
0 0 6

1

A ;

0

@
1 2 3
0 0 5
0 0 0

1

A ;

0

@
1 0
0 2
0 0

1

A ;

0

@
0 1 2 3
0 0 4 5
0 0 0 0

1

A

jsou v odstup¬ovaném tvaru, zatímco matice
0

@
1 1 1
0 0 2
0 0 3

1

A ;

0

@
1 2 3
2 3 0
3 0 0

1

A ;

0

@
0
1
0

1

A ;

0

@
0 0 0 1
0 0 2 2
0 0 0 0

1

A

v odstup¬ovaném tvaru nejsou.
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De�nice 2.14. Hodností matice A rozumíme po£et nenulových °ádk· po p°evodu do odstup¬ovaného
tvaru a zna£ímerank(A).

Hodnost matice je tedy rovna po£tu pivot· (tj. £íslu r ) po p°evedení do odstup¬ovaného tvaru. I kdyº
odstup¬ovaný tvar není jednozna£ný, pozice pivot· jednozna£né jsou (ukáºeme pozd¥ji ve v¥t¥ 2.28). Proto
je pojem hodnosti1) dob°e de�nován, i kdyº to v tuto chvíli je²t¥ není z°ejmé.

Kaºdou matici lze p°evést elementárními °ádkovými úpravami do odstup¬ovaného tvaru. Nap°íklad
následující algoritmus p°evádí matici do odstup¬ovaného tvaru po nejvý²e min(m; n) iteracích hlavního
cyklu; d·kaz správnosti se ud¥lá matematickou indukcí podle po£tu sloupc· a rozborem. Pochopiteln¥,
existují i r·zné varianty.

Algoritmus 2.15 (REF(A)) .
Vstup: matice A 2 Rm� n .

1: i := 1 , j := 1 ,

2: if ak` = 0 pro v²echna k � i a ` � j then konec,

3: j := min f `; ` � j; a k` 6= 0 pro n¥jaké k � ig, //p°esko£íme nulové podsloupe£ky

4: ur£i k takové, ºe akj 6= 0 , k � i a vym¥¬ °ádky A i � a Ak� ,

//nyní je na pozici pivota hodnota aij 6= 0

5: pro v²echnak > i poloº Ak� := Ak� � akj
aij

A i � , //2. elementární úprava

6: poloº i := i + 1 , j := j + 1 , a jdi na krok 2.

Výstup: matice A v odstup¬ovaném tvaru.

Krok 2 je ukon£ovací: Skon£íme, kdyº podmatice vpravo dole od aktuální pozice (i; j ) je nulová. Spe-
ciáln¥, konec nastane také kdyºi = m nebo j = n. V kroku 3 se posouváme indexemj na nejbliº²í pozici
napravo tak, aby v j -tém podsloupe£ku o prvcíchai;j ; ai +1 ;j ; : : : ; am;j existoval nenulový prvek. Celkem
neur£it¥ jsme de�novali index k v kroku 4. Teoreticky si m·ºeme zvolit libovoln¥, v praxi se doporu£uje
kandidát akj s maximální absolutní hodnotou, tzv.parciální pivotizace, protoºe má lep²í numerické vlast-
nosti p°i °e²ení soustav rovnic na po£íta£ích (viz p°íklad 3.52). V kroku 5 zkrácen¥ popisujeme druhou
elementární úpravu, kdy odk-tého °ádku ode£ítámeakj

aij
-násobeki -tého °ádku.

D·kaz správnosti algoritmu uvád¥t nebudeme, ale pov²imneme si alespo¬, ºe v kroku 5 vynulujeme
v²echny prvky pod pivotem (i; j ). Pro kaºdé k > i je hodnota akj po úprav¥ rovna j -tému prvku °ádku
Ak� := Ak� � akj

aij
A i � , a ten má hodnotu akj � akj

aij
aij = 0 .

P°íklad 2.16. Ukázka p°evodu matice na odstup¬ovaný tvar, zakrouºkovanéhodnoty ukazují aktuální
pozicei; j , £asto to jsou pozice pivot·. U kaºdého kroku ozna£ujeme, který krok algoritmu 2.15 se zrovna

1) Pojem hodnosti zavedl n¥mecký matematik Ferdinand Georg Fr obenius, ale podobný koncept uº byl pouºíván d°íve
nap°íklad anglickým matematikem Sylvestrem.
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Te¤ uº máme v²e p°ipraveno na Gaussovu eliminaci pro °e²ení soustav rovnic.

Algoritmus 2.17 (Gaussova eliminace2) ). Bu¤ dána soustava rovnic (A j b), kde A 2 Rm� n , b 2 Rm .
P°evedeme roz²í°enou matici soustavy(A j b) na odstup¬ovaný tvar (A0 j b0) a ozna£ímer = rank( A j b).
Nyní nastala práv¥ jediná z následujících t°í situací:

(A) Soustava nemá °e²ení.

Tato situace nastane v p°ípad¥, ºe poslední sloupec je bázický, £ili v posledním sloupci je pivot.
Ekvivalentn¥ vyjád°eno, rank(A) < rank(A j b), nebo je²t¥ jinak rank(A0) < rank(A0 j b0).

D·kaz. r -tý °ádek soustavy (v REF tvaru) má tvar

0x1 + 0x2 + : : : + 0xn = b0
r :

Vzhledem k tomu, ºe b0
r 6= 0 , nebo´ je to pivot, soustava nem·ºe mít °e²ení.

(B) Soustava má alespo¬ jedno °e²ení.

Tato situace naopak nastane, pokud poslední sloupec je nebázický, £ili neobsahuje pivota. Jinými
slovy to znamená, ºerank (A) = rank( A j b), neboli rank(A0) = rank( A0 j b0). Rozli²íme dva pod-
p°ípady, odpovídající tomu, jestli má soustava jediné °e²ení nebo nekone£n¥ mnoho °e²ení.

(B1) Soustava má jediné °e²ení.
Jediné °e²ení existuje pokudr = n, to znamená, ºe po£et prom¥nných je roven po£tu pivot·.
V kaºdém sloupci, krom¥ nejprav¥j²ího, se tudíº nachází pivot. •e²ení nyní najdeme tzv. zp¥tnou
substitucí: Postupn¥ pro k = n; n � 1; : : : ; 1 v tomto po°adí dosadíme

xk :=
b0

k �
P n

j = k+1 a0
kj x j

a0
kk

:

D·kaz. Soustava v odstup¬ovaném tvaru má podobu
0

B
B
B
B
B
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@

a0
11 : : : a0

1n b0
1

. . .
...

...
0 a0

nn b0
n

0 : : : 0 0
...

...
...

1

C
C
C
C
C
C
A

:

2) Carl Friedrich Gauss, z roku 1810.
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V rovnicové podob¥ má soustava tvar

a0
11x1 + a0

12x2 + : : : + a0
1nxn = b0

1;

a0
22x2 + : : : + a0

2nxn = b0
2;

...

a0
kk xk + : : : + a0

kn xn = b0
k ;

...

a0
nn xn = b0

n

(pop°ípad¥ je²t¥ n¥jaké rovnice typu0x1 + : : :+0xn = 0 , které lze vynechat). Hodnotu neznámé
xn spo£ítáme z poslední rovnice, tu dosadíme do p°edposlední adopo£ítáme xn� 1 atd. aº
nakonec spo£ítáme hodnotux1. Máme tedy jediné °e²ení, které je dob°e de�nované, nebo´
a0

kk 6= 0 .

(B2) Soustava má nekone£n¥ mnoho °e²ení.
Tento p°ípad nastane, pokudr < n . To znamená, ºe krom¥ nejprav¥j²ího sloupe£ku je v matici
alespo¬ jeden dal²í nebázický sloupec. Mnoºinu v²ech nekone£n¥ mnoho °e²ení3) popí²eme pa-
rametricky. Jako bázické prom¥nnéozna£íme ty, které odpovídají bázickým sloupc·m, tj. xp1 ,
xp2 , . . . ,xpr , a jako nebázické prom¥nnéty zbývající. Potom nebázické prom¥nné budou para-
metry, které mohou nabývat libovolných reálných hodnot a pomocí nichº dopo£ítáme bázické
prom¥nné op¥t zp¥tnou substitucí: Postupn¥ prok = r; r � 1; : : : ; 1 v tomto po°adí dosadíme

xpk
:=

b0
k �

P n
j = pk +1 a0

kj x j

a0
kpk

:

Po£et nebázických prom¥nných jen � r > 0 a toto £íslo vyjad°uje dimenzi mnoºiny °e²ení.
Pokud n � r = 1 , pak je mnoºinou °e²ení p°ímka, pokudn � r = 2 , pak mnoºina °e²ení tvo°í
rovinu atp.

Z popisu algoritmu vidíme, ºe °e²itelnost soustavy lineárních rovnic souvisí nejenom s velikostí sou-
stavy, ale p°edev²ím s hodností matice. Práv¥ hodnost matice A a hodnost roz²í°ené matice(A j b)
charakterizují skute£nost, zda je £i není soustava °e²itelná. Pokud je soustava °e²itelná, tak ur£ují, zda je
°e²ení jednozna£né nebo jich je nekone£n¥ mnoho (a v tomto p°ípad¥ jaká je dimenze mnoºiny °e²ení, coº
po°ádn¥ nahlédneme pozd¥ji ve tvrzení 7.12).

Hodnost matice (A j b) také udává po£et významných rovnic v soustav¥. Ty ostatní jsou pouze kom-
binací významných rovnic (jsou na nich tzv. lineárn¥ závislé) a b¥hem elementárních úprav se vynulují.
Proto jsou v soustav¥ v podstat¥ nadbyte£né. Z odstup¬ovaného tvaru matice zjistíme, kolik takovýchto
významných rovnic v p·vodní soustav¥ bylo, ale uº nikoliv, které konkrétn¥ to byly � elementárními
úpravami se tato informace ztrácí.

P°íklad 2.18. Vy°e²íme Gaussovou eliminací následující soustavu. Nejprve p°evedeme roz²í°enou matici
soustavy na odstup¬ovaný tvar
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Zp¥tná substituce probíhá takto:

1. x4 = 1 ,

3) Toto platí, pokud pracujeme nad reálnými £ísly. Nad kone£ný mi t¥lesy (sekce 4.3) se postupuje stejn¥, ale po£et °e²ení
bude kone£ný.
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2. x3 je volná (nebázická) prom¥nná,
3. x2 = 1 + x4 � 2x3 = 2 � 2x3,
4. x1 = 1

2(1 � 5x4 + x3 � 2x2) = � 4 + 5
2x3.

V²echna °e²ení jsou tvaru (zapsáno v °ádku)

(� 4 + 5
2x3; 2 � 2x3; x3; 1); kde x3 2 R:

Tato °e²ení m·ºeme vyjád°it ekvivalentn¥ ve tvaru

(� 4; 2; 0; 1) + x3( 5
2 ; � 2; 1; 0); kde x3 2 R;

jehoº význam vyplyne v následující kapitole. Z tohoto vyjád°ení rovn¥º vyplyne, ºe mnoºina °e²ení p°ed-
stavuje p°ímku v R4 se sm¥rnicí( 5

2 ; � 2; 1; 0) a procházející bodem(� 4; 2; 0; 1).

Poznámka 2.19 (Výpo£etní sloºitost). V praxi chceme um¥t nejenom daný problém vy°e²it, ale chceme
ho i vy°e²it rychle. Proto nás zajímá výpo£etní (£asová) sloºitost algoritm·, která nám poskytuje p°edstavu
o tom, jak dlouho daný algoritmus trvá a umoº¬uje porovnávat r·zné algoritmy mezi sebou. Sloºitost
algoritm· lze m¥°it r·znými zp·soby. Pro na²e ú£ely pouºije me jednoduchou p°edstavu výpo£etní sloºitosti
jako po£tu £i odhadu po£tu aritmetických operací (p°ípadn¥dal²ích základních operací jako porovnání
<; � atp.), které algoritmus vykoná.

Po£et operací algoritmu 2.15 na výpo£et REF(A) se dá vyjád°it jako polynom prom¥nnén (viz pro-
blém 2.3). Reáln¥ jsou £leny polynomu s niº²ími mocninami zanedbatelné, a proto nás bude zajímat
pouze hlavní £len s nejvy²²í mocninou. V jednom cyklu algoritmu je st¥ºejní krok 5, po£et operací ostat-
ních krok· je op¥t zanedbatelný. Pro danék > i musíme vypo£ítat hodnotu � := akj

aij
a potom upravit

Ak� := Ak� � �A i � . Tato úprava stojí °ádov¥ n sou£in· a n od£ítání reálných £ísel. V prvním cyklu algo-
ritmu proto musíme vykonat °ádov¥ n2 sou£in· a n2 od£ítání. V druhém cyklu je to (n � 1)2 sou£in· a
(n � 1)2 od£ítání, atd. S vyuºitím vzore£ku

nX

k=1

k2 =
1
6

n(n + 1)(2 n + 1)

vidíme, ºe souhrnn¥ pot°ebujeme °ádov¥1
3n3 s£ítání / od£ítání reálných £ísel a stejn¥ tak pro náso-

bení / d¥lení. Celková asymptotická sloºitost algoritmu REF je tedy 2
3n3 operací.

Asymptotická sloºitost Gaussovy eliminace je stejná. Gaussova eliminace sice navíc po£ítá zp¥tnou
substituci, ale ta má °ádov¥ kvadratickou sloºitost vzhledem k prom¥nnén, proto na celkovou sloºitost
nemá zásadní vliv.

2.3 Gaussova�Jordanova eliminace

Druhý algoritmus na °e²ení soustav lineárních rovnic, který uvedeme, je Gaussova�Jordanova eliminace.
Namísto odstup¬ovaného tvaru pouºívá je²t¥ speci�£t¥j²í redukovaný odstup¬ovaný tvar, v angli£tin¥
�reduced row echelon form� (RREF).

De�nice 2.20 (Redukovaný odstup¬ovaný tvar matice). Matice A 2 Rm� n je v redukovaném °ádkov¥
odstup¬ovaném tvaru, pokud je v REF tvaru a navíc platí

� a1p1 = a2p2 = : : : = arp r = 1 , tedy na pozicích pivot· jsou jedni£ky, a

� pro kaºdé i = 1 ; : : : ; r je a1pi = a2pi = : : : = ai � 1;pi = 0 , tedy nad kaºdým pivotem jsou samé nuly.

Schematické znázorn¥ní redukovaného od-
stup¬ovaného tvaru. Narozdíl od REF jsou
pivoty navíc znormovány na jedni£ku a
nad nimi jsou samé nuly.
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1
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1
1

0
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Algoritmus, který pomocí elementárních °ádkových úprav p°evede libovolnou matici do RREF tvaru
je podobný tomu pro REF. Jediná zm¥na je v kroku 5, který nahradíme dv¥ma novými.

Algoritmus 2.21 (RREF(A)) .
Vstup: matice A 2 Rm� n .

1: i := 1 , j := 1 ,

2: if ak` = 0 pro v²echna k � i a ` � j then konec,

3: j := min f `; ` � j; a k` 6= 0 pro n¥jaké k � ig, //p°esko£íme nulové podsloupe£ky

4: ur£i akj 6= 0 , k � i a vym¥¬ °ádky A i � a Ak� , //nyní je na pozici pivota hodnota aij 6= 0

5: poloº A i � := 1
aij

A i � , //nyní je na pozici pivota hodnota aij = 1

6: pro v²echnak 6= i poloº Ak� := Ak� � akj A i � , //2. elementární úprava

7: poloº i := i + 1 , j := j + 1 , a jdi na krok 2.

Výstup: matice A v redukovaném odstup¬ovaném tvaru.

P°íklad 2.22. Ukázka p°evodu matice na redukovaný odstup¬ovaný tvar, zakrouºkované hodnoty ukazují
aktuální pivoty:
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Gaussova�Jordanova eliminace pak funguje následujícím zp·sobem.

Algoritmus 2.23 (Gaussova�Jordanova eliminace4) ). Bu¤ dána soustava rovnic(A j b), kde A 2 Rm� n ,
b 2 Rm . P°evedeme roz²í°enou matici soustavy na redukovaný odstup¬ovaný tvar (A0 j b0) a ozna£íme
r = rank( A j b). Rozli²íme t°i situace:

(A) Soustava nemá °e²ení.

Tento p°ípad nastane, pokud je poslední sloupec bázický. Jinými slovy, poslední sloupec obsahuje
pivota, £ili rank(A) < rank(A j b). D·kaz analogický jako pro Gaussovu eliminaci.

(B1) Soustava má práv¥ jedno °e²ení.

Toto nastane, pokud je poslední sloupec nebázický (neobsahuje pivota) a zárove¬ r = n. Tudíº
sloupce 1; : : : ; n jsou bázické a poslední je nebázický. Tvrdíme, ºe jednozna£né °e²ení má tvar
(x1; : : : ; xn ) = ( b0

1; : : : ; b0
n ).

4) Wilhelm Jordan, z roku 1887.
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D·kaz. Soustava v RREF má tvar
0
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@

1 0 : : : 0 b0
1

0 1
. . .

... b0
2

...
. . . . . . 0

...
0 : : : 0 1 b0

n
0 : : : 0 0 0
...

...
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1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Její rovnicový p°epis je

x1 = b0
1;

x2 = b0
2;

...

xn = b0
n

(op¥t tam mohou být je²t¥ n¥jaké rovnice typu 0x1 + : : : + 0xn = 0 , které nemusíme uvaºovat).
Rovnice zde p°ímo ur£ují °e²ení.

(B2) Soustava má nekone£n¥ mnoho °e²ení.

Pro tento p°ípad musí být poslední sloupec nebázický ar < n . Mnoºinu °e²ení popí²eme para-
metricky. Ozna£íme nebázické prom¥nnéx i , i 2 N , kde N = f 1; : : : ; ng n fp1; : : : ; pr g. Op¥t, ne-
bázické prom¥nné budou parametry, které mohou nabývat libovolných reálných hodnot a pomocí
nich dopo£ítáme bázické prom¥nné op¥t zp¥tnou substitucí (zde lze i dop°ednou): Postupn¥ pro
k = r; r � 1; : : : ; 1 v tomto po°adí dosadíme

xpk
:= b0

k �
X

j 2 N; j>p k

a0
kj x j :

P°íklad 2.24. Uvaºujme soustavu z p°íkladu 2.18, ale tentokrát ji vy°e²íme Gaussovou�Jordanovou eli-
minací. P°evedeme roz²í°enou matici soustavy na redukovaný odstup¬ovaný tvar
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Jednotlivé kroky zp¥tné substituce jsou:

1. x4 = 1 ,

2. x3 je volná (nebázická) prom¥nná,

3. x2 = 2 � 2x3,

4. x1 = � 4 + 5
2x3.

Mnoºinu °e²ení dostáváme op¥t ve tvaru(� 4; 2; 0; 1) + x3( 5
2 ; � 2; 1; 0), kde x3 2 R.

Poznámka 2.25 (Frobeniova v¥ta). P°i odvozování Gaussovy a Gaussovy�Jordanovy eliminace jsme
jako d·sledek dostali známou v¥tu lineární algebry, nazývanou Frobeniova v¥ta,5) která charakterizuje
°e²itelnost soustav rovnic pomocí hodností matice a roz²í°ené matice soustavy:

Soustava(A j b) má aspo¬ jedno °e²ení práv¥ tehdy, kdyºrank(A) = rank( A j b).

5) V angli£tin¥ v¥tu nazývají Rouchého�Capelliho v¥ta, v Rusk u Kroneckerova�Capelliho v¥ta a ve ’pan¥lsku Rouchého�
Frobeniova v¥ta. M·ºete se setkat i s názvem Rouché-Fonteného v¥ta. Inu, jiný kraj, jiný mrav.
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Pozd¥ji v kapitole v¥nované vektorovým prostor·m (poznámka 5.71) k tomu získáme je²t¥ jiný náhled.

Poznámka 2.26 (Výpo£etní sloºitost). Pro £tvercovou matici A °ádu n pot°ebuje algoritmus 2.21 na
výpo£et RREF(A) °ádov¥ 1

2n3 s£ítání / od£ítání a 1
2n3 násobení / d¥lení reálných £ísel. Celková výpo£etní

sloºitost algoritmu je proto °ádov¥ n3 aritmetických operací. Stejnou asymptotickou sloºitost má i algo-
ritmus Gaussovy�Jordanovy eliminace. S ohledem na poznámku 2.19 tedy Gaussova�Jordanova eliminace
vyºaduje p°ibliºn¥ o polovinu více operací neº Gaussova eliminace.

Poznámka 2.27 (Gaussova versus Gaussova�Jordanova eliminace). ƒtená° se m·ºe ptát, pro£ jsme uvá-
d¥li dv¥ pom¥rn¥ podobné metody na °e²ení soustav rovnic. Gaussova eliminace má výhodu v tom, ºe je
p°ibliºn¥ o t°etinu rychlej²í neº ta druhá, na druhou stranu Gaussovu�Jordanovu eliminaci (£i spí²e RREF
tvar) budeme pot°ebovat p°i invertování matic (sekce 3.3).

Nyní ukáºeme, ºe RREF tvar matice je jednozna£ný. Bez ohledu na to, jaké elementární °ádkové úpravy
a v jakém po°adí vykonáváme, tak výsledný RREF tvar matice jevºdy tentýº.

V¥ta 2.28 (Jednozna£nost RREF). RREF tvar matice je jednozna£n¥ ur£en.

D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe maticeA 2 Rm� n má dva r·zné RREF tvary A1 a A2. Ozna£me
jako i index prvního sloupce, ve kterém se maticeA1; A2 li²í. Odstra¬me z matic A; A 1; A2 v²echny sloupce
za i -tým a také v²echny nebázické sloupce p°edi -tým. Ozna£me výsledné matice jakoB; B 1; B2. Potom
B1; B2 jsou RREF tvary matice B , protoºe k nim dosp¥jeme stejnými úpravami jako k maticímA1 a A2

od A. Matice tedy mají následující strukturu

B =
�

~B j ~b
�

; B1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : 0 c1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
0 : : : 0 1 cn
0 : : : 0 0 cn+1
...

...
...

...

1

C
C
C
C
C
C
C
A

; B2 =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : 0 d1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
0 : : : 0 1 dn

0 : : : 0 0 dn+1
...

...
...

...

1

C
C
C
C
C
C
C
A

;

kde poslední sloupcec; d matic B1; B2 jsou r·zné. Pokud interpretujeme matici B jako soustavu lineárních
rovnic, potom z RREF tvaru B1 vy£teme jiné °e²ení neº z tvaruB2, coº je spor. Podotkn¥me, ºe pokud
ob¥ soustavy s maticemiB1 a B2 jsou ne°e²itelné, pak jejich poslední sloupcec; d jsou bázické, a proto
stejné.

2.4 Aplikace

Soustavy lineárních rovnic se v praktických problémech objevují velice £asto, zejména jako podúloha
v¥t²ího problému. Uvedeme jednu aplikaci, vedoucí p°ímo nasoustavu rovnic. Dal²í jsou zmín¥né nap°íklad
v sekci 3.6.

P°íklad 2.29. Uvaºujme elektrický obvod jak je vyzna£ený na obrázku

D

10 


A I 1 B

I 2

10 


E
10 V 5 V

F

20 


CI 3

Chceme-li ur£it hodnoty elektrických proud· I 1; I 2; I 3, vyuºijeme fyzikálních zákon·:
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1. Ohm·v zákon: Nap¥tí je rovno sou£inu proudu a odporu:U = IR .

2. Kirchho�·v zákon o proudu: Sou£et proud· vstupujících do uzlu se rovná sou£tu proud· z uzlu
vystupujících.

3. Kirchho�·v zákon o nap¥tí: Sou£et nap¥tí ve smy£ce je roven nule.

Konkrétn¥, Kirchho�·v zákon o proudu dává rovnici I 1 + I 2 � I 3 = 0 . Kirchho�·v zákon o nap¥tí (spolu
s Ohmovým zákonem) pro smy£ku DABE dává rovnici10I 1 � 10I 2 = 10, a pro smy£ku EBCF dává
10I 2 + 20I 3 = 5 . (Smy£ku DABCFE jiº uvaºovat nemusíme, nebo´ vyplývá z p°edchozích dvou.) Tím
dostáváme soustavu rovnic

0

@
1 1 � 1 0

10 � 10 0 10
0 10 20 5

1

A :

Vy°e²ením mámeI 1 = 0 :7A, I 2 = � 0:3A, I 3 = 0 :4A.

Ukázka práce s Matlabem / Octave

P°edstavíme základní p°íkazy pro práci s maticemi a pro °e²ení soustav lineárních rovnic v softwarovém
prost°edí Matlabu £i Octave.

Zadání konkrétní matice A:

>> A~= [1 2 3;4 5 6]
A~=

1 2 3
4 5 6

Výpo£et hodnosti maticeA:

>> rank(A)
ans = 2

Výpo£et redukovaného odstup¬ovaného tvaru maticeA:

>> rref(A)
ans =

1 0 -1
0 1 2

Výb¥r prvku a23 matice A:

>> A(2,3)
ans = 6

Výb¥r prvních dvou sloupc· matice A do nové maticeD :

>> D = A(:,1:2)
D =

1 2
4 5

•e²ení soustavy Dx =
� 1

7

�
s regulární maticí D :
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>> D \ [1;7]
ans =

3.0000
-1.0000

Problémy
2.1. Jak se zm¥ní °e²itelnost a po£et °e²ení soustavy(A j b), kdyº zm¥níme vektor pravých stran b za

jiný vektor b0?

2.2. Jaké maximální absolutní hodnoty mohou nabývat sloºky°e²ení soustavy(A j b) pokud nenulové
prvky matice A 2 Rn� n jsou omezenyq� 1 � j aij j � q pro n¥jaké danéq?

2.3. Poznámky 2.19 a 2.19 se v¥novaly výpo£etní sloºitosti Gaussovy a Gaussovy�Jordanovy eliminace
pro soustavu n � n. Namísto asymptotického odhadu te¤ ur£ete p°esn¥ maximální po£et aritme-
tických operací p°íslu²ných algoritm· v závislosti na n.

2.4. Zobecn¥te p°edchozí problém na obdélníkovou soustavum � n. To znamená, ur£ete sloºitost Gaus-
sovy a Gaussovy�Jordanovy eliminace v závislosti nam; n.
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Shrnutí ke kapitole 2. Soustavy lineárních rovnic

Soustava lineárních rovnic je základní úlohou nejen lineární algebry, um¥t vy°e²it
soustavu je znalost pot°ebná skoro pro kaºdý sloºit¥j²í problém. Jedna lineární rov-
nice popisuje v prostoru prom¥nných tzv. nadrovinu. Mnoºina °e²ení soustavy rovnic
pak tedy geometricky p°edstavuje pr·nik n¥kolika nadrovin, £ímº m·ºe být bod,
p°ímka, rovina; : : : •e²it soustavu pak znamená rozhodnout, zda je soustava °e²i-
telná, a pokud ano, vydat °e²ení. Pokud je °e²ení nekone£n¥ mnoho, popisujeme je
pomocí parametr·.

P°edvedli jsme Gaussovu(�Jordanovu) eliminaci jako metodu, která vy°e²í jakou-
koli soustavu lineárních rovnic. Pozná, zda je soustava °e²itelná, a pokud ano tak
v parametrickém zápisu popí²e v²echna °e²ení. Metoda je zaloºená na elementárních
úpravách, které sice m¥ní soustavu a matici, která ji reprezentuje, ale nem¥ní mnoºinu
°e²ení. Elementárními úpravami p°evedeme matici do jednodu²²ího (odstup¬ovaného)
tvaru, ze kterého se °e²ení snadno vy£te.
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Kapitola 3

Matice

Matice jsme zavedli v minulé kapitole ke kompaktnímu zápisusoustav lineárních rovnic a popisu metod na
jejich °e²ení. Matice v²ak mají mnohem ²ir²í vyuºití, a prot o se na n¥ v této kapitole podíváme podrobn¥ji.
Zavedeme n¥kolik typ· matic a základní operace, které umoºní s maticemi lépe a jednodu²eji zacházet.

3.1 Základní operace s maticemi

De�nice 3.1 (Rovnost). Dv¥ matice se rovnají,A = B , pokud mají stejné rozm¥rym � n a A ij = B ij

pro i = 1 ; : : : ; m, j = 1 ; : : : ; n.

De�nice 3.2 (Sou£et). Bu¤ A; B 2 Rm� n . Pak A + B je matice typu m � n s prvky (A + B ) ij = A ij + B ij ,
i = 1 ; : : : ; m, j = 1 ; : : : ; n.

De�nice 3.3 (Násobek). Bu¤ � 2 R a A 2 Rm� n . Pak �A je matice typu m � n s prvky (�A ) ij = �A ij ,
i = 1 ; : : : ; m, j = 1 ; : : : ; n.

P°íklad 3.4 (Sou£et a násobek matic).
�

1 2
3 4

�
+

�
5 6
7 8

�
=

�
6 8

10 12

�
; 5

�
1 2
3 4

�
=

�
5 10

15 20

�
:

Vý²e zmín¥né operace umoº¬ují zavést p°irozen¥ i od£ítání jako A � B := A + ( � 1)B .
Speciální maticí jenulová matice, jejíº v²echny prvky jsou nuly. Zna£íme ji 0 £i 0m� n pro zd·razn¥ní

rozm¥ru.

Tvrzení 3.5 (Vlastnosti sou£tu a násobk· matic). Pro reálná £ísla �; � a matice A; B; C 2 Rm� n platí

(1) A + B = B + A (komutativita),

(2) (A + B ) + C = A + ( B + C) (asociativita),

(3) A + 0 = A,

(4) A + ( � 1)A = 0 ,

(5) � (�A ) = ( �� )A,

(6) 1A = A,

(7) � (A + B ) = �A + �B (distributivita),

(8) (� + � )A = �A + �A (distributivita).

D·kaz. D·kaz vlastností je vesm¥s triviální, ale je vhodný pro procvi£ení formálního p°ístupu. Základní
idea d·kaz· je redukce dané vlastnosti na odpovídající vlastnost reálných £ísel. Dokáºeme vlastnost (1),
zbytek necháváme £tená°i.

(1) Nejprve ov¥°íme, ºeA + B i B + A mají stejný typ. Pak ukáºeme, ºe odpovídající si prvky jsou
shodné:(A + B ) ij = A ij + B ij = B ij + A ij = ( B + A) ij , kde jsme v druhé rovnici vyuºili komutativitu
s£ítání reálných £ísel.

37
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P°íklad 3.6. Jednoduchým pouºitím maticových operací je manipulace s obrázky. Nech´ obrázek je
reprezentován maticí A 2 Rm� n tak, ºe pixel obrázku na pozici (i; j ) má barvu s £íslemaij . Násobení
matice A skalárem pak m¥ní odstíny barev. Na obrázcích listovnice dole je ilustrována matice �A pro
r·zné volby � . Pro � = 1 dostaneme p·vodní matici, pro � > 1 se obrázek zesv¥tlí a naopak pro� < 1 se
obrázek ztmaví.

originál (� = 1 ) ztmavení (� = 0 :5)

originál (� = 1 ) zesv¥tlení (� = 1 :5)

Nyní zavedeme násobení matic; to je de�nováno na první pohled trochu neobvykle, jeho význam
vyplyne pozd¥ji v sekci 6.2.

De�nice 3.7 (Sou£in). Bu¤ A 2 Rm� p a B 2 Rp� n . Pak AB je matice typu m � n s prvky (AB ) ij =P p
k=1 A ik Bkj .

P°íklad 3.8 (Mnemotechnika násobení matic). Bu¤

A =

0

@
1 2 3 4
0 1 0 1
2 2 2 2

1

A ; B =

0

B
B
@

1 1 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0

1

C
C
A :

Mnemotechnická pom·cka pro násobení maticAB , prvek na pozici (i; j ) spo£ítáme jako skalární sou£in
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i -tého °ádku matice A a j -tého sloupce maticeB :
0

B
B
@

1 1 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0

1

C
C
A

0

@
1 2 3 4
0 1 0 1
2 2 2 2

1

A

0

B
@

10 15 12 14

2 2 3 2
8 10 10 12

1

C
A

V kontextu s maticovým násobením pot°ebujeme zavést pojemjednotková matice. Zna£í seI £i I n a
je to £tvercová matice °ádun s prvky I ij = 1 pro i = j a I ij = 0 jinak. Je to tedy matice s jedni£kami na
diagonále a s nulami jinde, p°i£emºdiagonálou se rozumí prvky na pozicích(1; 1), (2; 2); : : : Schematicky

I n =

0

B
B
B
B
@

1 0 : : : 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 1

1

C
C
C
C
A

:

Související pojemjednotkový vektorei je pak i -tý sloupec jednotkové matice, tj. ei = I � i .

Tvrzení 3.9 (Vlastnosti sou£inu matic). Platí následující vlastnosti; � je £íslo aA; B; C matice vhodných
rozm¥r·.

(1) (AB )C = A(BC ) (asociativita),

(2) A(B + C) = AB + AC (distributivita zleva),

(3) (A + B )C = AC + BC (distributivita zprava),

(4) � (AB ) = ( �A )B = A(�B ),

(5) 0A = A0 = 0,

(6) I mA = AI n = A, kde A 2 Rm� n .

D·kaz. Op¥t dokáºeme jen vlastnost (1), ostatní necháváme za cvi£ení.
(1) Bu¤ A 2 Rm� p, B 2 Rp� r a C 2 Rr � n . Pak AB má typ m � r , BC má typ p � n a oba sou£iny

(AB )C, A(BC ) mají typ m � n. Nyní ukáºeme, ºe odpovídající si prvky jsou shodné. Na pozici (i; j ) jest

((AB )C) ij =
rX

k=1

(AB ) ik Ckj =
rX

k=1

� pX

`=1

A i` B `k

�
Ckj =

rX

k=1

pX

`=1

A i` B `k Ckj ;

(A(BC )) ij =
pX

`=1

A i` (BC )`j =
pX

`=1

A i`

� rX

k=1

B `k Ckj

�
=

pX

`=1

rX

k=1

A i` B `k Ckj :

Vidíme, ºe oba výrazy jsou shodné aº na po°adí s£ítanc·. Ale protoºe s£ítání reálných £ísel je komutativní,
tak jsou hodnoty stejné.

Poznámka 3.10. Sou£in matic obecn¥ není komutativní, pro mnoho matic jeAB 6= BA . Nap°íklad pro
matice

A =
�

0 1
0 0

�
; B =

�
1 0
0 0

�

je

AB =
�

0 0
0 0

�
; BA =

�
0 1
0 0

�
:

Navíc, m·ºe se stát, ºe sou£inAB má smysl, a p°itom násobit matice v po°adíBA nelze. Nebo matice
AB a BA existují, ale mají r·zné rozm¥ry. Najd¥te takové p°íklady!
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De�nice 3.11 (Transpozice). Bu¤ A 2 Rm� n . Pak transponovaná maticemá typ n � m, zna£í seAT a
je de�novaná (AT ) ij := aj i .

P°íklad 3.12. Transpozice vlastn¥ znamená p°eklopení dle hlavní diagonály, nap°.

A =
�

1 2 3
4 5 6

�
; AT =

0

@
1 4
2 5
3 6

1

A :

Díky transpozici m·ºeme sloupcové vektory x 2 Rn zapisovat do °ádk· takto: x = ( x1; : : : ; xn )T .

Tvrzení 3.13 (Vlastnosti transpozice). Platí následující vlastnosti; � je £íslo a A; B matice vhodných
rozm¥r·.

(1) (AT )T = A,

(2) (A + B )T = AT + B T ,

(3) (�A )T = �A T ,

(4) (AB )T = B T AT .

D·kaz. Pro ilustraci dokáºeme jen vlastnost (1), zbytek ponechámeza cvi£ení.
(1) Bu¤ A 2 Rm� n . Pak AT má rozm¥rn � m a (AT )T má tedy rozm¥rm� n, shodný sA. Porovnáním

odpovídajících si prvk· ((AT )T ) ij = ( AT ) j i = A ij konstatujeme rovnost, tudíº (AT )T = A.

Vlastnost (4) lze matematickou indukcí snadno roz²í°it na sou£ink matic: (A1A2 : : : Ak)T = AT
k : : : AT

2 AT
1 .

De�nice 3.14 (Symetrická matice). Matice A 2 Rn� n je symetrická, pokud A = AT .

Symetrické matice jsou tedy takové matice, které jsou invariantní v·£i operaci transpozice. Vizuáln¥
jsou symetrické dle hlavní diagonály. P°íkladem symetrických matic jsou jednotková matice I n , £tvercová
nulová matice0n nebo( 1 2

2 3 ). Sou£et symetrických matic stejného °ádu je zase symetrická matice (dokaºte!),
ale pro sou£in uº to obecn¥ neplatí (najd¥te protip°íklad!).

P°íklad 3.15 (Symetrické matice). Pro libovolnou matici B 2 Rm� n je matice B T B symetrická. To
snadno nahlédneme z de�nice, nebo´ její transpozicí je ona sama: (B T B )T = B T (B T )T = B T B . Matice
B T B se objevuje v lineární algeb°e £asto v r·zných souvislostech, setkáme se s ní nap°íklad v sekci 8.4
nebo v kapitole 11.

Symetrické matice se vyskytují také v r·zných dopravních £igeometrických úlohách. Pokud v matici
A 2 Rn� n udává hodnotaaij vzdálenost mezii -tým a j -tým objektem, pak zjevn¥aij = aj i a matice A je
symetrická. Takováto matice vzdáleností se vyskytuje nap°íklad v tzv. problému obchodního cestujícího.
Jiným p°íkladem symetrické matice je kovarian£ní matice vestatistice nebo Hessián (matice druhých
parciálních derivací) pro dvakrát spojit¥ diferencovatelné funkcef : Rn ! R.

Existuje celá °ada dal²ích speciálních typ· matic. Mezi ty nejpouºívan¥j²í pat°í nap°íklad:

� Diagonální matice.Matice A 2 Rn� n je diagonální, pokudaij = 0 pro v²echnai 6= j . Tedy diagonální
matice má na diagonále libovolné prvky a mimo ni jsou nuly.

P°íkladem diagonální matice jeI n nebo 0n . Diagonální matici s diagonálními prvky v1; : : : ; vn zna-
£ímediag(v), tedy

diag(v) =

0

B
B
B
B
@

v1 0 : : : 0

0 v2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 vn

1

C
C
C
C
A

:
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� Horní trojúhelníková matice. Matice A 2 Rm� n je horní trojúhelníková, pokud aij = 0 pro v²echna
i > j . Horní trojúhelníková matice má tedy pod diagonálou nuly. M·ºe mít libovolné rozm¥ry, i
kdyº nej£ast¥j²í p°ípad je £tvercová matice. Schematicky pro m � n

0

B
B
B
B
@

a11 : : : : : : a1m : : : a1n

0 a22
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 : : : 0 amm : : : amn

1

C
C
C
C
A

:

Podobn¥ se zavádí idolní trojúhelníková matice jako matice s nulami nad diagonálou.

P°íkladem horní trojúhelníkové matice je jakákoli matice v REF tvaru, protoºe pivoty musí být
na nebo nad diagonálou. Obrácen¥ to ov²em neplatí, horní trojúhelníková matice není automaticky
v REF tvaru (najd¥te protip°íklad!).

P°íklad 3.16. Ukaºte, ºe sou£in dvou horních trojúhelníkových maticA; B 2 Rn� n je op¥t horní trojú-
helníková matice.

Vra´me se na chvíli k aritmetickým vektor·m. Transpozice a sou£in vektor· jakoºto matic o jednom
sloupci umoº¬ují zavést sou£in vektor· x; y 2 Rn jako xTy nebo jako xyT , jiné kombinace nejsou moºné.
První z výraz· de�nuje standardní skalární sou£in, a má tvar

xTy =
nX

i =1

x i yi

(formáln¥ je to matice 1� 1, ale ztotoºníme ji s reálným £íslem). Standardní eukleidovskou normu vektoru
x 2 Rn lze pak zavést jako

kxk =
p

xTx =
q P n

i =1 x2
i :

Obecn¥j²í de�nice skalárního sou£inu a normy p°ijde pozd¥ji (kapitola 8).
Vn¥j²í sou£in vektor· x; y je £tvercová matice °ádun

xyT =

0

B
B
B
@

x1y1 x1y2 : : : x1yn

x2y1 x2y2 : : : x2yn
...

...
...

xny1 xny2 : : : xnyn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

� x1yT �
� x2yT �

...
� xnyT �

1

C
C
C
A

=

=

0

B
B
@

j j j

xy1 xy2 � � � xyn

j j j

1

C
C
A :

Nap°íklad ei e
T
j je matice s jedni£kou na pozici(i; j ) a jinde s nulami.

Protoºe v matici xyT jsou v²echny °ádky násobkem vektoruyT (a v²echny sloupce násobkem vektoru
x), tak má matice xyT hodnost nanejvý² 1. Nulová hodnost nastane pouze pokud jeden z vektor· x; y
je nulový, takºe pro nenulové x; y má matice xyT hodnost p°esn¥ 1. Tvrzení platí i opa£ným sm¥rem:
Pokud má matice A hodnost jedna, musí být v²echny °ádky násobkem jednoho vektoru. Odvodili jsme
tedy následující pozorování.

Tvrzení 3.17. Matice A 2 Rm� n má hodnost1 práv¥ tehdy, kdyº je tvaruA = xyT pro n¥jaké nenulové
vektory x 2 Rm , y 2 Rn .

V následující v¥t¥ zmíníme je²t¥ n¥jaké vlastnosti maticového násobení, které ob£as budeme vyuºívat.
První dv¥ vlastnosti °íkají, co je výsledkem násobení matice s jednotkovým vektorem, dal²í dv¥ ukazují,
jak snadno získat °ádek £i sloupec sou£inu matic a poslední dv¥ dávají jiný pohled na násobení matice
s vektorem.
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Tvrzení 3.18. Bu¤ A 2 Rm� n , B 2 Rn� p, x 2 Rn a y 2 Rm . Pak platí:

(1) Aej = A � j ,

(2) eT
i A = A i � ,

(3) (AB )� j = AB � j ,

(4) (AB ) i � = A i � B ,

(5) Ax =
P n

j =1 x j A � j ,

(6) yTA =
P m

i =1 yi A i � .

D·kaz. Jednoduché z de�nice. Pro ilustraci uvedeme d·kaz jen n¥kterých tvrzení.

(1) (Aej ) i =
P n

k=1 aik (ej )k =
P n

k6= j aik � 0 + aij � 1 = aij .

(3) S vyuºitím první vlastnosti, (AB )� j = ( AB )ej = A(Bej ) = AB � j .

(5) Levá strana: (Ax ) i =
P n

j =1 aij x j , pravá strana: (
P n

j =1 x j A � j ) i =
P n

j =1 x j (A � j ) i =
P n

j =1 x j aij .

Schematické vyjád°ení vlastnosti (1)

Aej =

0

B
B
@

j j j

A � 1 � � � A � j � � � A � n

j j j

1

C
C
A

0
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B
B
B
B
B
@

0
...
1
...
0

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
@

j

A � j

j

1

C
C
A ;

vlastnosti (3)

0

B
B
@

j j

B � 1 � � � B � p

j j

1

C
C
A

0

B
B
@ A

1

C
C
A

0

B
B
@

j j

AB � 1 � � � AB � p

j j

1

C
C
A

; (3.1)

a vlastnosti (5)

0

B
B
@

j j j

A � 1 A � 2 � � � A � n

j j j

1

C
C
A

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
@

j

A � 1

j

1

C
C
A x1 +

0

B
B
@

j

A � 2

j

1

C
C
A x2 + : : : +

0

B
B
@

j

A � n

j

1

C
C
A xn :

Poznámka 3.19 (Zápis a interpretace soustavy rovnic). Soustavu lineárních rovnic(2:1) m·ºeme mati-
cov¥ zapsat také takto:Ax = b, kde x = ( x1; : : : ; xn )T je vektor prom¥nných, b 2 Rm vektor pravých stran
a A 2 Rm� n matice soustavy. To, ºe výrazAx = b vyjad°uje soustavu lineárních rovnic (2:1), je snadno
vid¥t rozepsáním tohoto výrazu:

0

B
@

a11 a12 : : : a1n
...

...
...

am1 am2 : : : amn

1

C
A

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

=

0

B
@

b1
...

bm

1

C
A ;
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neboli

a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1;

a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2;
...

am1x1 + am2x2 + : : : + amn xn = bm :

Zápis Ax = b je b¥ºn¥ pouºívaný zápis pro soustavu lineárních rovnic.
Na soustavu rovnicAx = b m·ºeme nahlíºet °ádkov¥ a sloupcov¥. Jejíi -tá rovnice má tvar A i � x = bi ,

neboli ai 1x1 + : : : + ain xn = bi , a popisuje nadrovinu v prostoru Rn (srov. poznámka 2.7). Hledáme-li
°e²ení soustavy, hledáme vektoryx, které spl¬ují v²echny rovnice, neboli body v pr·niku v²ech nadrovin.

Oproti tomu sloupcová interpretace soustavy rovnic vychází z bodu (5) tvrzení 3.18. SoustavuAx = b
m·ºeme vyjád°it jako

P n
j =1 x j A � j = b, nebo je²t¥ názorn¥ji jako

0

B
B
@

j

A � 1

j

1

C
C
A x1 +

0

B
B
@

j

A � 2

j

1

C
C
A x2 + : : : +

0

B
B
@

j

A � n

j

1

C
C
A xn =

0

B
B
@

j

b

j

1

C
C
A :

P°i °e²ení soustavy tedy chceme vektorb vyjád°it jako kombinaci sloupe£k· matice A, p°i£emº sloupe£ky
m·ºeme pronásobovat jednotlivými prom¥nnými. Více viz poznámka 5.20.

Poznámka 3.20 (Matice a zobrazení). ƒasto bude uºite£né se na matici dívat jako na ur£ité zobrazení
(více v kapitole 6). Bu¤ A 2 Rm� n a uvaºujme zobrazení zRn do Rm de�nované p°edpisemx 7! Ax .
•e²it soustavu rovnic Ax = b pak z tohoto pohledu znamená najít v²echny vektoryx, které se zobrazí na
vektor b.

Je²t¥ zajímav¥j²í je dívat se na sloºení dvou takovýchto zobrazení. M¥jme dv¥ zobrazeníx 7! Ax ,
y 7! By , kde A 2 Rp� n ; B 2 Rm� p. Jak vypadá sloºené zobrazení? Vektorx se p°i prvním zobrazení
zobrazí naAx a p°i druhém na B (Ax ) = ( BA )x. Sloºené zobrazení jde tedy op¥t reprezentovat maticov¥,
a to maticí BA . Skládání zobrazení tudíº odpovídá násobení matic! To nenínáhoda, protoºe maticové
násobení bylo p·vodn¥ vyvinuto práv¥ k t¥mto ú£el·m.

Rn Rp Rm

A B

BA

Asociativitu maticového násobení m·ºeme také alternativn¥ nahlédnout pomocí lineárních zobrazení.
Protoºe skládání zobrazení je vºdy asociativní, musí být asociativní i sou£in matic, který reprezentuje
skládání lineárních zobrazení.

P°íklad 3.21 (Matice a zobrazení). Uvaºujme konkrétní zobrazení f : x 7! Ax v rovin¥ R2 s maticí
A =

�
� 1 0
0 1

�
. Vektor x = ( x1; x2)T 2 R2 se pak zobrazí na vektorAx = ( � x1; x2)T a zobrazení tudíº

p°edstavuje p°eklopení podle osyx2, jak ilustruje následující obrázek:
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f

x1

x2

Uvaºujme nyní jiné zobrazení x 7! Ax v rovin¥ R2 s maticí A = ( 2:5 0
0 1 ). Vektor x 2 R2 se zobrazí na

vektor Ax = (2 :5x1; x2)T a zobrazení p°edstavuje roztáhnutí ve sm¥ru osyx1:

f

x1

x2

Jako poslední zobrazení uvaºujme oto£ení v rovin¥ kolem po£átku o úhel � proti sm¥ru hodinových ru£i£ek.
I toto zobrazení lze reprezentovat maticov¥ jakox 7! Ax s maticí

A =
�

cos(� ) � sin(� )
sin(� ) cos(� )

�
:

Zde vektor x 2 R2 se zobrazí na vektorAx = ( x1 cos(� ) � x2 sin(� ); x1 sin(� ) + x2 cos(� ))T .

f

x1

x2

Podrobn¥ji toto zobrazení probereme v p°íkladech 6.3 a 6.28, ale £tená° m·ºe jiº nyní nahlédnout platnost
pro speciální volbu � = 90 � , kdy má zobrazení tvar (x1; x2)T 7! (� x2; x1)T , nebo pro volbu � = 180� ,
kdy má zobrazení tvar (x1; x2)T 7! (� x1; � x2)T .

P°íklad 3.22 (Matice a skládání zobrazení). Uvaºujme zobrazení x 7! Ax v rovin¥ R2 s maticí A =�
0 � 1
1 0

�
. Vektor x 2 R2 se pak zobrazí na vektorAx = ( � x2; x1)T a není t¥ºké nahlédnout, ºe toto zobrazení

p°edstavuje oto£ení o90� proti sm¥ru hodinových ru£i£ek. Uvaºujme je²t¥ jinou matici B =
�

� 1 0
0 1

�
, která

p°estavuje p°eklopení podle osyx2. Pokud sloºíme ob¥ zobrazení, dostaneme zobrazení

x 7! B (Ax ) = ( BA )x =
�

0 1
1 0

�
x = ( x2; x1)T ;

které p°edstavuje p°eklopení podle osyx2 = x1. Pokud bychom zobrazení skládali v opa£ném po°adí,
výsledné zobrazení

x 7! A(Bx ) = ( AB )x =
�

0 � 1
� 1 0

�
x = ( � x2; � x1)T

by zase p°edstavovalo p°eklopení podle osyx2 = � x1. Dostali bychom tedy jiné zobrazení, coº odpovídá
tomu, ºe sou£in matic není komutativní. Skládání zobrazenítotiº obecn¥ £asto nekomutuje.
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Poznámka 3.23 (Blokové násobení matic). Ob£as je výhodné pouºít tzv. blokové násobení matic, tj.
matice rozd¥líme do n¥kolika blok· (podmatic) a pak se matice násobí jako by byly podmatice oby£ejná
£ísla. Nap°íklad pokud maticeA; B rozd¥líme na 4 podmatice, pak

AB =
�

A11 A12

A21 A22

� �
B11 B12

B21 B22

�
=

�
A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22

A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

�
:

Zde je nutné si dát pozor, aby podmaticeA11; : : : ; B22 m¥ly vhodné rozm¥ry a sou£iny v pravé £ásti rovnosti
dávaly smysl. Jedno z moºných rozd¥lení maticA; B 2 Rn� n na bloky, které v této knize opakovan¥
pouºijeme, je to, kdy matice A11; B11 jsou £tvercové °ádu1. Tím pádem matice A22; B22 jsou £tvercové
°ádu n � 1, bloky A12; B12 p°edstavují °ádkové a blokyA21; B21 sloupcové vektory délkyn � 1. Stejnou
strukturu má i výsledný sou£in.

Poznámka 3.24 (Výpo£etní sloºitost). M¥jme A; B 2 Rn� n . Výpo£etní sloºitost (viz poznámka 2.19)
sou£tu A + B je n2 operací, protoºe kaºdý prvek výsledné matice vyºaduje jednu operaci. Pro spo£ítání
sou£inu AB podle de�nice pot°ebujeme °ádov¥n3 operací s£ítání an3 operací násobení reálných £ísel,
protoºe matice AB obsahuje n2 prvk· a ur£ení kaºdého z nich stojí °ádov¥n sou£t· a n sou£in· £ísel.
Celkem tedy má sou£in maticAB asymptotickou sloºitost 2n3 aritmetických operací.

Poznámka 3.25 (Rychlé násobení matic). Podle poznámky 3.24 stojí vynásobení dvou £tvercových ma-
tic velikosti n p°ibliºn¥ 2n3 operací. Pro ú£ely této poznámky nebudeme uvaºovat konstantní faktory,
£ili standardní postup má sloºitost °ádov¥n3. Na první pohled se m·ºe zdát, ºe výpo£et nelze výrazn¥
urychlit. Nicmén¥ n¥mecký matematik Volker Strassen p°i²el roku 1969 s algoritmem, který pot°ebuje
°ádov¥ pouzen log2 7 � n2:807 operací. Strassen·v algoritmus vyuºívá práv¥ rozd¥lení matic do blok· a
chytrého p°euspo°ádání. Vývoj ²el dál, Coppersmith·v�Win ograd·v algoritmus z roku 1990 sníºil výpo-
£etní sloºitost na °ádov¥n2:376 a jeho vylep²ená verze pak nan2:373. Tyto rychlé algoritmy se ale uplatní
pouze pro velkén, protoºe skryté koe�cienty u °ádových odhad· jsou pom¥rn¥ vysoké. Jaká je nejmen²í
moºná asymptotická sloºitost je stále otev°ený problém. Zajímavé také je, ºe násobení matic má stej-
nou asymptotickou sloºitost jako maticová inverze probíraná v sekci 3.3, tedy oba problémy jsou na sebe
efektivn¥ p°evoditelné.

3.2 Regulární matice

Regulární matice p°edstavují d·leºitý typ matic a budou nás provázet celou knihou. Uvaºujme £tvercovou
soustavun lineárních rovnic o n neznámýchAx = b. Víme z poznámky 2.7, ºe geometricky se jedná o pr·-
nik jakýchsi nadrovin v prostoru Rn . M·ºe se stát, ºe rovnice jsou takzvan¥ lineárn¥ závislé (více o tomto
pojmu v sekci 5.3) � nap°íklad kdyº se rovnice opakují nebo jejedna sou£tem n¥kolika jiných. Potom ºádné
°e²ení existovat nemusí nebo jich je nekone£n¥ mnoho, nap°íklad celá p°ímka. Pokud jsou ale rovnice ne-
závislé a tedy odpovídající nadroviny jsou v prostoru v obecné poloze, pak je °e²ení (= pr·nik nadrovin)
jednozna£né. Práv¥ tento p°ípad je charakterizován tím, ºematice soustavy je regulární. Pro ú£ely de�nice
se nejprve omezíme na soustavy s nulovou pravou stranou, a pak ukáºeme souvislost s obecnou £tvercovou
soustavou.

De�nice 3.26 (Regulární matice). Bu¤ A 2 Rn� n . Matice A je regulární, pokud soustavaAx = 0 má
jediné °e²eníx = 0 . V opa£ném p°ípad¥ se maticeA nazývá singulární.

SoustavaAx = 0 s nulovou pravou stranou se nazýváhomogenní. Evidentn¥, nulový vektor je vºdy
jejím °e²ením. Pro A regulární ale ºádné jiné °e²ení existovat nesmí. Jiný ekvivalentní pohled na regulární
matice je, ºeAx 6= 0 pro v²echnax 6= 0 . Typickým p°íkladem regulární matice je I n a singulární matice0n .

Tvrzení 3.27. Bu¤ A 2 Rn� n . Pak následující jsou ekvivalentní:

(1) A je regulární,

(2) RREF(A) = I n ,

(3) rank(A) = n.
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D·kaz. Plyne z rozboru Gaussovy�Jordanovy eliminace. Soustava(A j 0) má jediné °e²ení práv¥ tehdy,
kdyº RREF tvar matice (A j 0) je (I n j 0).

Nyní ukáºeme, ºe nulová pravá strana soustavy z de�nice regulární matice není tak podstatná. Soustava
rovnic Ax = b s regulární maticí A má vºdy jednozna£né °e²ení, na pravé stran¥ nezáleºí.

Tvrzení 3.28. Bu¤ A 2 Rn� n . Pak následující jsou ekvivalentní:

(1) A je regulární,

(2) pro n¥jaké b 2 Rn má soustavaAx = b jediné °e²ení,

(3) pro kaºdé b 2 Rn má soustavaAx = b jediné °e²ení.

D·kaz. Plyne z rozboru Gaussovy�Jordanovy eliminace a tvrzení 3.27.

Podívejme se na základní vlastnosti regulárních matic. Sou£et regulárních matic nemusí být regulární
matice, vezm¥me nap°.I + ( � I ) = 0 . Sou£in matic ale regularitu zachovává.

Tvrzení 3.29. Bu¤te A; B 2 Rn� n regulární matice. Pak AB je také regulární.

D·kaz. Bu¤ x °e²ení soustavyABx = 0 . Chceme ukázat, ºex musí být nulový vektor. Ozna£mey := Bx .
Pak soustava lze p°epsat na novou soustavuAy = 0 s prom¥nnými y. Z regularity matice A je jediné
°e²ení y = 0 , coº dává rovnost Bx = 0 . Z regularity matice B je pak x = 0 .

Tvrzení 3.30. Je-li aspo¬ jedna z maticA; B 2 Rn� n singulární, pak AB je také singulární.

D·kaz. Uvaºme dva p°ípady. Je-li matice B singulární, pak Bx = 0 pro n¥jaké x 6= 0 . Z toho ale plyne
(AB )x = A(Bx ) = A0 = 0, tedy i AB je singulární.

Nyní p°edpokládejme, ºe maticeB je regulární, tedy maticeA je singulární a existujey 6= 0 takové, ºe
Ay = 0 . Z regularity matice B existuje x 6= 0 takové, ºe Bx = y. Celkem dostáváme(AB )x = A(Bx ) =
Ay = 0 , tedy AB je singulární.

Matice elementárních úprav. Vra´me se k elementárním °ádkovým úpravám. Ukáºeme si, ºe jdou
reprezentovat maticov¥, a ºe tyto matice jsou regulární. To, ºe jdou reprezentovat maticov¥, znamená, ºe
výsledek úpravy na matici A se dá vyjád°it jako EA pro n¥jakou matici E . Jak najít tuto matici? Pom·ºe
nám uv¥domíme-li si, ºe aplikací dané úpravy na jednotkovoumatici I n dostanemeEI n = E, tedy matici
reprezentující danou úpravu dostaneme tak, ºe tuto úpravu provedeme na jednotkovou matici. Ale pozor!
To je pouze nutná podmínka, jak by taková matice m¥la vypadat. To, ºe to skute£n¥ funguje, se musí
dokázat pro kaºdou úpravu zvlá²´ (d·kaz necháváme na cvi£ení):

1. Vynásobeníi -tého °ádku £íslem� 6= 0 lze reprezentovat vynásobením zleva maticí

E i (� ) = I + ( � � 1)ei eT
i =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : : : : 0

0
. . . . . .

...
...

. . . �
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : : : : 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

2. P°i£tení � -násobku j -tého °ádku k i -tému, p°i£emº i 6= j , lze reprezentovat vynásobením zleva
maticí

E ij (� ) = I + �e i eT
j =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : : : : 0
. . . . . .

...

1
. . .

...

�i
. . . 0

j

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:
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3. Vým¥na i -tého a j -tého °ádku jde reprezentovat vynásobením zleva maticí

E ij = I + ( ej � ei )(ei � ej )T =

0

B
B
B
B
@

i 0 1

j 1 0

i j

1

C
C
C
C
A

:

Schematické znázorn¥ní matice napravo vyzna£uje rozdíl oproti jednotkové matici. Tedy na prázd-
ných pozicích na diagonále jsou jedni£ky a mimo diagonálu nuly.

Snadno se ukáºe, ºe matice elementárních operací jsou regulární. Kaºdou jsme získali aplikací elemen-
tární úpravy na jednotkovou matici, tudíº inverzní úpravou p°evedeme matici zp¥t na jednotkovou.

Maticov¥ jdou reprezentovat nejenom elementární °ádkové úpravy, ale také celá transformace p°evodu
matice na odstup¬ovaný tvar.

V¥ta 3.31. Bu¤ A 2 Rm� n . Pak RREF(A) = QA pro n¥jakou regulární matici Q 2 Rm� m .

D·kaz. RREF(A) získáme aplikací kone£n¥ mnoha elementárních °ádkových úprav. Nech´ jdou reprezen-
tovat maticemi E1; E2; : : : ; Ek . Pak RREF(A) = Ek : : : E2E1A = QA, kde Q = Ek : : : E2E1. Protoºe
matice E1; E2; : : : ; Ek jsou regulární, i jejich sou£inQ je regulární.

Tvrzení 3.32. Kaºdá regulární matice A 2 Rn� n se dá vyjád°it jako sou£in kone£n¥ mnoha elementárních
matic.

D·kaz. Pokud k elementárními úpravami dokáºu dovést matici A na jednotkovou I n , pak jistými k ele-
mentárními úpravami mohu p°evést naopakI n na A. Je to tím, ºe kaºdá elementární úprava má svojí
inverzní, která vykonává opa£nou úpravu. Tudíº existují matice E1; : : : ; Ek elementárních úprav tak, ºe
A = Ek : : : E2E1I n = Ek : : : E2E1.

3.3 Inverzní matice

Motivace pro inverzní matice je z°ejmá. Maticové s£ítání máinverzní operaci od£ítání, od maticeA + B
tak mohu p°ejít zp¥t k matici A p°i£tením opa£né matice� B , £ili A + B + ( � B ) = A. Zde je dokonce
jedno, jestli p°i£ítáme matici zprava £i zleva. Existuje n¥co podobného i pro sou£in matic? To znamená,
dokáºu pro matici danou sou£inemAB najít inverzní B � 1 takovou, aby ABB � 1 = A? Z°ejm¥ se mi to
poda°í, pokud BB � 1 = I . To je i správná cesta k de�nici inverzní matice.

De�nice 3.33. Bu¤ A 2 Rn� n . Pak A � 1 je inverzní maticí k A, pokud spl¬uje AA � 1 = A � 1A = I n .

Nap°íklad, matice inverzní k I n je op¥t I n . Inverzní matice k nulové 0n evidentn¥ neexistuje. Které
matice tedy mají inverzi? Ukáºeme, ºe pouze a jen ty regulární.

V¥ta 3.34 (O existenci inverzní matice). Bu¤ A 2 Rn� n . Je-li A regulární, pak k ní existuje inverzní
matice a je ur£ená jednozna£n¥. Naopak, existuje-li kA inverzní, pak A musí být regulární.

D·kaz. �Existence.� Z p°edpokladu regularity maticeA plyne, ºe soustavaAx = ej má (jediné) °e²ení pro
kaºdé j = 1 ; : : : ; n, ozna£me jex j , j = 1 ; : : : ; n. Vytvo°me matici A � 1 tak, aby její sloupce byly vektory
x1; : : : ; xn , to jest, A � 1 = ( x1jx2j : : : jxn ). Ukáºeme, ºe tato matice je hledaná inverze. RovnostAA � 1 = I
ukáºeme po sloupcích. Bu¤j 2 f 1; : : : ; ng, pak

(AA � 1)� j = A(A � 1)� j = Ax j = ej = I � j :

Druhou rovnost dokáºeme trochu trikem. Uvaºme výraz

A(A � 1A � I ) = AA � 1A � A = IA � A = 0 :
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Matice A(A � 1A � I ) je tedy nulová a její j -tý sloupec je nulový vektor: A(A � 1A � I )� j = 0 . Z regularity
matice A dostáváme, ºe(A � 1A � I )� j = 0 . Protoºe to platí pro kaºdé j 2 f 1; : : : ; ng, je A � 1A � I = 0 ,
neboli A � 1A = I .

�Jednozna£nost.� Nech´ pro n¥jakou maticiB platí AB = BA = I . Pak

B = BI = B (AA � 1) = ( BA )A � 1 = IA � 1 = A � 1;

tedy B uº musí být automaticky rovno na²í zkonstruované matici A � 1.
�Naopak.� Nech´ pro A existuje inverzní matice. Bu¤ x °e²ení soustavyAx = 0 . Pak x = Ix =

(A � 1A)x = A � 1(Ax ) = A � 10 = 0. Tedy A je regulární.

Pomocí inverzních matic snadno dokáºeme následující v¥tu,kterou bychom p°ímo z de�nice bez vy-
budovaného aparátu dokazovali jen t¥ºko.

Tvrzení 3.35. Je-li A regulární, pak AT je regulární.

D·kaz. Je-li A regulární, pak existuje inverzní matice a platíAA � 1 = A � 1A = I n . Po transponování v²ech
stran rovností dostaneme(AA � 1)T = ( A � 1A)T = I T

n , neboli (A � 1)T AT = AT (A � 1)T = I n . Vidíme, ºe
matice AT má inverzní matici (rovnou (A � 1)T ) a je tudíº regulární.

Z d·kazu vyplynul p¥kný vztah (AT )� 1 = ( A � 1)T , kteráºto matice se n¥kdy zna£ívá zkrácen¥A � T .
Nyní ukáºeme, ºe dv¥ rovnostiAA � 1 = I n , A � 1A = I n z de�nice inverzní matice jsou zbyte£ný p°epych

a k jejímu ur£ení sta£í jen jedna z nich.

V¥ta 3.36 (Jedna rovnost sta£í). Bu¤te A; B 2 Rn� n . Je-li BA = I n , pak ob¥ maticeA; B jsou regulární
a navzájem k sob¥ inverzní, to jestB = A � 1 a A = B � 1.

D·kaz. Regularita vyplývá z tvrzení 3.30 vzhledem k regularit¥ jednotkové matice I n . Nyní víme, ºe A; B
jsou regulární a tudíº mají inverze A � 1; B � 1. Odvodíme

B = BI n = B (AA � 1) = ( BA )A � 1 = I nA � 1 = A � 1;

a podobn¥
A = AI n = A(BB � 1) = ( AB )B � 1 = I nB � 1 = B � 1:

Jak vypo£ítat inverzní matici? První £ást d·kazu v¥ty 3.34 ukázala návod, jak inverzní matici spo£ítat
pomocí n soustav lineárních rovnic. Návod °íká, ºej -tý sloupec inverzní maticeA � 1 je °e²ením soustavy
Ax = ej . Není v²ak t°eba °e²it tyto soustavy zvlá²´. Protoºe v²echny soustavy mají stejnou matici A,
vy°e²íme je naráz tak, ºe na pravou stranu umístíme vedle sebe v²echny jednotkové vektory e1; : : : ; en .
Pravá strana je tak tvo°ena jednotkovou maticí I n a soustava má tvar tzv. maticové soustavyAx = I n .
Formální opodstatn¥ní postupu shrnuje následující v¥ta.

V¥ta 3.37 (Výpo£et inverzní matice). Bu¤ A 2 Rn� n . Nech´ matice(A j I n ) typu n � 2n má RREF tvar
(I n j B ). Pak B = A � 1. Netvo°í-li první £ást RREF tvaru jednotkovou matici, pakA je singulární.

D·kaz. Je-li RREF(A j I n ) = ( I n j B ), potom dle v¥ty 3.31 existuje regulární maticeQ taková, ºe (I n j B ) =
Q(A j I n ), neboli po roztrºení na dv¥ £ástiI n = QA a B = QI n . První rovnost °íká Q = A � 1 a druhá
B = Q = A � 1.

Netvo°í-li první £ást RREF tvaru jednotkovou matici, pak RREF(A) 6= I n a tudíº A není regulární.

P°íklad 3.38. Bu¤ A =

0

@
1 1 3
0 2 � 1
3 5 7

1

A . Inverzní matici spo£ítáme takto:

(A j I 3) =

0

@
1 1 3 1 0 0
0 2 � 1 0 1 0
3 5 7 0 0 1

1

A �

0

@
1 1 3 1 0 0
0 2 � 1 0 1 0
0 2 � 2 � 3 0 1

1

A �

0

@
1 1 3 1 0 0
0 1 � 0:5 0 0:5 0
0 2 � 2 � 3 0 1

1

A �

�

0

@
1 0 3:5 1 � 0:5 0
0 1 � 0:5 0 0:5 0
0 0 � 1 � 3 � 1 1

1

A �

0

@
1 0 0 � 9:5 � 4 3:5
0 1 0 1:5 1 � 0:5
0 0 1 3 1 � 1

1

A =
�
I 3 j A � 1�

:
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Tedy máme A � 1 =

0

@
� 9:5 � 4 3:5

1:5 1 � 0:5
3 1 � 1

1

A :

Níºe uvádíme základní vlastnosti inverzních matic a vztah kostatním maticovým operacím. Inverze
sou£tu dvou matic tam chybí, protoºe pro ni není znám ºádný jednoduchý vzore£ek.

Tvrzení 3.39 (Vlastnosti inverzní matice). Bu¤te A; B 2 Rn� n regulární. Pak:

(1) (A � 1)� 1 = A,

(2) (A � 1)T = ( AT )� 1,

(3) (�A )� 1 = 1
� A � 1 pro � 6= 0 ,

(4) (AB )� 1 = B � 1A � 1.

D·kaz.

(1) Z rovnosti A � 1A = I n máme, ºe inverzní matice kA � 1 je práv¥ A.

(2) Bylo ukázáno v d·kazu v¥ty 3.35.

(3) Plyne z (�A )( 1
� A � 1) = �

� AA � 1 = I n .

(4) Plyne z (AB )(B � 1A � 1) = A(BB � 1)A � 1 = AI nA � 1 = AA � 1 = I n .

Pomocí inverzních matic m·ºeme elegantn¥ vyjád°it °e²ení soustavy rovnic s regulární maticí. V praxi
se ov²em tento výpo£et nepouºívá, nebo´ je £asov¥ draº²í neºGaussova eliminace (viz poznámka 3.45).

V¥ta 3.40 (Soustava rovnic a inverzní matice). Bu¤ A 2 Rn� n regulární. Pak °e²ení soustavyAx = b je
dáno vzorcemx = A � 1b.

D·kaz. Protoºe A je regulární, má soustava jediné °e²eníx. Platí x = Ix = ( A � 1A)x = A � 1(Ax ) =
A � 1b.

Poznámka 3.41. Význam v¥ty 3.40 spo£ívá spí² v tom, ºe udává explicitní vyjád°ení °e²ení soustav
lineárních rovnic, neº ºe by dávala nejlep²í zp·sob na °e²ení. Popravd¥, pouºití m·ºe být spí²e opa£né:
Chceme-li nap°íklad vypo£ítat výsledek maticového sou£inu BA � 1b pro matice A; B 2 Rn� n a vektor
b 2 Rn , pak dobrý zp·sob je vy°e²it soustavu Ax = b a toto °e²ení x pak vynásobit s maticí B jako Bx .

P°íklad 3.42. Jak se zm¥ní mnoºina °e²ení soustavyAx = b, kdyº ob¥ strany vynásobíme maticíQ, tj.
p°ejdeme k soustav¥(QA)x = Qb? Jak se zm¥ní mnoºina °e²ení, kdyºQ je regulární?

Pokud je vektor x °e²ením soustavyAx = b, pak je °e²ením i soustavy(QA)x = Qb, protoºe levá a
pravá strana se rovnají. Tudíº p°enásobením obou stran rovnice maticí Q z·stane mnoºina °e²ení stejná
nebo se zv¥t²í. Jednoduchý p°íklad, kdy se mnoºina °e²ení zv¥t²í, je t°eba p°i p°enásobení nulovou maticí.

Pokud je matice Q regulární, tak se mnoºina °e²ení nezm¥ní. Od soustavy(QA)x = Qb totiº m·ºeme
p°ejít k p·vodní soustav¥ p°enásobením inverzní maticíQ� 1. Tudíº mnoºina °e²ení soustavy(QA)x = Qb
je £ástí mnoºiny °e²ení soustavyAx = b, coº spolu s p°edchozím dává rovnost. Rovnost mnoºin °e²enílze
rovn¥º nahlédnout z tvrzení 3.32: Kaºdou regulární matici lze sloºit z elementárních matic a elementární
úpravy mnoºinu °e²ení soustavy nem¥ní.

Poznámka 3.43. Uvaºujme op¥t zobrazeníx 7! Ax z mnoºiny Rn do mnoºiny Rn , kde A 2 Rn� n (viz
poznámka 3.20). Je-li maticeA regulární, pak pro kaºdéy 2 Rn existuje x 2 Rn takové, ºe Ax = y. Jinými
slovy, kaºdý vektor z Rn má sv·j jediný vzor, který se na n¥j zobrazí. Zobrazení je tedy bijekcí a existuje
k n¥mu inverzní zobrazení, jeº má zjevn¥ p°edpisy 7! A � 1y. Vidíme tedy, ºe inverzní zobrazení jde také
vyjád°it maticov¥, a to s inverzní maticí.

Víme, ºe regulární matice jsou uzav°ené na sou£in. Lineárnízobrazení nám dávají na tuto vlastnost
dal²í náhled: Regulární matici odpovídá lineární zobrazení, které je bijekcí a skládání bijekcí je op¥t bijekce.
Proto sou£inem regulárních matic je op¥t regulární matice.Vyjád°ení pro její inverzi m·ºeme nahlédnout
geometricky. Uvaºujme dv¥ zobrazeníf : x 7! Ax , g: y 7! By , kde A; B 2 Rn� n jsou regulární. Sloºené
zobrazeníg � f má p°edpis x 7! B (Ax ) = ( BA )x. Inverzní zobrazení tedy má p°edpisz 7! (BA )� 1z.
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Podíváme-li se na inverzní zobrazení tak, ºe skládámeg� 1 a f � 1, dostaneme ekvivalentní vyjád°eníz 7!
A � 1(B � 1z) = ( A � 1B � 1)z. Tím jsme geometricky ukázali identitu (BA )� 1 = A � 1B � 1.

Geometricky pak zobrazeníx 7! Ax s regulární maticí A 2 Rn� n p°edstavuje takové zobrazení, které
zobrazí celý prostorRn op¥t na Rn . P°íkladem takových zobrazení je oto£ení, p°evrácení, nataºení atp.,
viz p°íklad 3.21. Pokud je ale maticeA 2 Rn� n singulární, tak dojde k deformaci prostoru aRn se zobrazí
jen na £ást prostoruRn . Typickým p°íkladem takového zobrazení je projekce. Nap°íklad zobrazeníx 7! Ax
v rovin¥ R2 s maticí A = ( 1 0

0 0 ) p°edstavuje projekci na osux1, protoºe vektor x = ( x1; x2)T se zobrazí na
vektor Ax = ( x1; 0)T . Tím pádem obor hodnot tohoto zobrazení, kam se zobrazí rovina R2, je pouze osa
x1:

f

x1

x2

Na tomto p°íkladu také vidíme, pro£ zobrazení projekce (a tedy i matice A) nemá inverzi: Z obrazu(x1; 0)T

nejsme schopni jednozna£n¥ zrekonstruovat, který vektor se na n¥j zobrazil.

P°estoºe pro inverzi sou£tu matic není znám ºádný jednoduchý vzore£ek, pro ur£itou t°ídu matic
m·ºeme inverzi sou£tu matic vyjád°it explicitn¥. Tím speciálním p°ípadem je tzv. rank-one update, tedy
situace, kdy jedna matice má hodnost 1. Tato formule tedy umoº¬uje rychle p°epo£ítat inverzní matici,
pokud p·vodní matici �málo� zm¥níme, nap°íklad zm¥ny jsou jen v jednom °ádku £i jednom sloupci (pak
b resp. c je jednotkový vektor).

V¥ta 3.44 (Shermanova�Morrisonové formule1) ). Bu¤ A 2 Rn� n regulární a m¥jme b; c 2 Rn . Pokud
cTA � 1b = � 1, tak A + bcT je singulární, jinak

(A + bcT )� 1 = A � 1 �
1

1 + cTA � 1b
A � 1bcTA � 1:

D·kaz. V p°ípad¥ cTA � 1b = � 1 máme (A + bcT )A � 1b = AA � 1b+ bcTA � 1b = b(1 + cTA � 1b) = 0 . Protoºe
b 6= 0 a vzhledem k regularit¥A je A � 1b 6= 0 , musí matice (A + bcT ) být singulární.

Pokud cT A � 1b 6= � 1, dostáváme:

(A + bcT )
�

A � 1 �
1

1 + cTA � 1b
A � 1bcTA � 1

�
=

= I n + bcTA � 1 �
1

1 + cTA � 1b
bcT A � 1 �

1
1 + cTA � 1b

b(cTA � 1b)cT A � 1 =

= I n +
�

1 �
1

1 + cTA � 1b
�

cTA � 1b
1 + cTA � 1b

�
bcTA � 1 = I n + 0 � bcTA � 1 = I n :

Poznámka 3.45 (Výpo£etní sloºitost). Výpo£etní sloºitost inverze matice A 2 Rn� n je daná sloºitostí
algoritmu RREF na matici (A j I n ). Podobnými úvahami jako v poznámce 2.26 dosp¥jeme k tomu, ºe
postup vyºaduje °ádov¥3

2n3 operací s£ítání a3
2n3 operací násobení reálných £ísel. Celková sloºitost je tudíº

3n3 operací. Ve skute£nosti m·ºeme postup elementárních úpravvylep²it tak, aby celková sloºitost byla
pouze2n3 operací (srov. problém 3.2). Tudíº výpo£et inverze matice má stejnou asymptotickou sloºitost
jako sou£in matic!

V tomto kontextu m·ºeme také nahlédnout výhodu Shermanovy� Morrisonové formule. Známe-li matici
A � 1, potom ke spo£ítání(A + bcT )� 1 pot°ebujeme pouze °ádov¥3n2 sou£t· a 3n2 sou£in· reálných £ísel,
celkem tedy 6n2 operací. Abychom dosáhli této sloºitosti, musíme formuli vyhodnocovat ve vhodném
po°adí. St¥ºejní je zde výrazA � 1bcTA � 1, který vyhodnotíme podle uzávorkování(A � 1b)(cTA � 1).

1) Nazývána podle amerických statistik· Jacka Shermana a Wini fred J. Morrisonové, kte°í ji odvodili v letech 1949�50.
Nezávisle na nich byla objevena °adou jiných osobností, nap°. obecn¥j²í tvar odvodil Max Woodbury v roce 1950.
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3.4 LU rozklad

De�nice 3.46. LU rozklad £tvercové maticeA 2 Rn� n je rozklad na sou£inA = LU , kde L je dolní
trojúhelníková matice s jedni£kami na diagonále aU horní trojúhelníková matice.

LU rozklad úzce souvisí s odstup¬ovaným tvarem matice. Za matici U m·ºeme vzít odstup¬ovaný tvar
matice A a matici L m·ºeme získat z elementárních úprav, protoºe v zásad¥ p°edstavuje akumulované
elementární úpravy. Pokud z elementárních úprav pouºívámepouze p°i£tení násobku °ádku k n¥jakému
pod ním (tedy bez prohazování °ádk·), tak matice E ij (� ) takovýchto úprav jsou dolní trojúhelníkové
a jejich inverze E ij (� )� 1 = E ij (� � ) taky. Protoºe sou£in dolních trojúhelníkových matic je op¥t dolní
trojúhelníková matice, tak nám dají dohromady hledanou matici L . Základní algoritmus tedy m·ºe být:

P°eve¤ A na odstup¬ovaný tvar U: tedy Ek : : : E1A = U, z £ehoºA = E � 1
1 : : : E � 1

k| {z }
L

U.

Uv¥domíme-li si jak se invertuje matice elementární úpravy, lzeL konstruovat velice efektivn¥ a dokonce
ob¥ maticeL a U m·ºeme udrºovat v jedné matici. Asymptotická sloºitost LU r ozkladu pak je stejná jako
sloºitost výpo£tu REF tvaru, tedy 2

3n3, viz poznámka 2.19.

P°íklad 3.47. Upravme matici A tak, ºe namísto nul pod diagonálou budeme zapisovat koe�cienty � �
z elementárních úprav s maticíE ij (� ), pro zd·razn¥ní jsou zakrouºkovány:

A =

0

@
2 1 3
4 1 7

� 6 � 2 � 12

1

A �

0

B
@

2 1 3

2 � 1 1
� 6 � 2 � 12

1

C
A �

0

B
B
@

2 1 3

2 � 1 1

� 3 1 � 3

1

C
C
A �

0

B
B
@

2 1 3

2 � 1 1

� 3 � 1 � 2

1

C
C
A :

Tedy

A =

0

@
2 1 3
4 1 7

� 6 � 2 � 12

1

A =

0

@
1 0 0
2 1 0

� 3 � 1 1

1

A

0

@
2 1 3
0 � 1 1
0 0 � 2

1

A = LU:

Algoritmus se dá adaptovat i na p°ípad, kdyº p°i elementárních úpravách musíme n¥kde prohodit
°ádky. Pak dostaneme LU rozklad matice vzniklé zA prohozením n¥jakých °ádk·. Obecn¥ totiº LU
rozklad neexistuje pro kaºdou matici (nap°. proA = ( 0 1

1 0 )), ale po vhodném proházení °ádk· uº ano.
LU rozklad má ²iroké uplatn¥ní. Nap°íklad pro invertování matic: A � 1 = U � 1L � 1, pro po£ítání

determinantu det(A) = det( L ) det(U) (viz kapitola 9) nebo pro °e²ení soustav rovnic. V zásad¥ umoº¬uje
matici A p°edzpracovat tak, aby dal²í výpo£ty na ní byly pak jednodu²²í.

P°íklad 3.48. Pouºití LU rozkladu pro °e²ení soustavy Ax = b (tedy LUx = b):

1. Najdi LU rozklad matice A, tj. A = LU ,

2. vy°e² soustavuLy = b dop°ednou substitucí,

3. vy°e² soustavuUx = y zp¥tnou substitucí.

Druhý krok v podstat¥ odpovídá aplikaci jednotlivých krok· Gaussovy eliminace na pravou stranub,
zatímco t°etí krok je zp¥tná substituce tak, jak ji známe z Gaussovy eliminace. Výpo£etní sloºitost celého
algoritmu je asymptoticky stejná jako u Gaussovy eliminace.

Nap°íklad pro soustavu s maticí z p°íkladu 3.47

�
A j b

�
=

0

@
2 1 3 � 1
4 1 7 5

� 6 � 2 � 12 � 2

1

A :

Krok 2.

�
L j b

�
=

0

@
1 0 0 � 1
2 1 0 5

� 3 � 1 1 � 2

1

A ! y = ( � 1; 7; 2)T :
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Krok 3.

�
U j y

�
=

0

@
2 1 3 � 1
0 � 1 1 7
0 0 � 2 2

1

A ! x = (5 ; � 8; � 1)T :

•e²ením soustavy Ax = b je tedy vektor x = (5 ; � 8; � 1)T .

Podívejme se nyní na to, co se stane, kdyº p°i Gaussov¥ eliminaci musíme n¥kde prohodit dva °ádky.
Nech´ matice A je upravena na tvar E` : : : E1A pomocí ` elementárních úprav p°i£tení násobku °ádku
k n¥jakému pod ním, a nech´ nyní pot°ebuje prohodit °ádkyi; j , coº je reprezentováno elementární maticí
E ij , i < j . Dále, nech´ p°edposlední úprava s maticíE` je tvaru Ep;q(� ). Uv¥domme si, ºe z charakteru
Gaussovy eliminace jeq < i .

Jsou-li indexové mnoºiny f i; j g a f p; qg disjunktní, pak E ij Ep;q(� ) = Ep;q(� )E ij . V opa£ném p°ípad¥ je
p 2 f i; j g. Pro p = i dostanemeE ij Ep;q(� ) = E j;q (� )E ij a pro p = j analogicky E ij Ep;q(� ) = E i;q (� )E ij .
Tudíº m·ºeme souhrnn¥ psát E ij E` = E 0

` E ij , kde E 0
` je matice elementární úpravy p°i£tení násobku

°ádku k n¥jakému pod ním. Podobn¥ m·ºeme pokra£ovat dál, a nakonec p°epí²emeE ij E` : : : E1A =
E 0

` : : : E 0
1E ij A, kde E 0

` ; : : : ; E0
1 jsou matice elementární úpravy p°i£tení násobku °ádku k °ádku pod ním.

Tento postup lze aplikovat pokaºdé, kdyº musíme vym¥nit dva°ádky. Takºe po upravení na odstup¬o-
vaný tvar U máme E 0

k : : : E 0
1E i 1 j 1 : : : E i r j r A = U, kde E 0

k ; : : : ; E0
1 jsou matice elementární úpravy p°i£tení

násobku °ádku k °ádku pod ním aE i 1 j 1 ; : : : ; E i r j r jsou matice úpravy prohození dvou °ádk·. Po úprav¥
dostanemePA = LU , kde L = ( E 0

k : : : E 0
1)� 1 je hledaná dolní dolní trojúhelníková matice s jedni£kami na

diagonále aP = E i 1 j 1 � � � E i r j r je takzvaná permuta£ní matice, nebo´ zp·sobuje permutaci °ádk· matice A
(srov. problém 4.2).

D·sledek 3.49. Kaºdá matice A 2 Rn� n jde rozloºit na tvar PA = LU , kdeP 2 Rn� n je permuta£ní ma-
tice, L 2 Rn� n je dolní trojúhelníková matice s jedni£kami na diagonále aU 2 Rn� n horní trojúhelníková
matice.

3.5 Numerická stabilita p°i °e²ení soustav, iterativní met ody

Numerická stabilita p°i °e²ení soustav

Na záv¥r kapitol v¥novaných soustavám rovnic a maticím zmíníme, jak je to s numerickým °e²ením soustav
lineárních rovnic (srov. sekce 1.3). P°i numerickém °e²enína po£íta£ích dochází k zaokrouhlovacím chy-
bám a vypo£tený výsledek se m·ºe diametráln¥ li²it od správného °e²ení. Zaokrouhlovací chyby se tímto
zp·sobem projevují zejména u tzv. ²patn¥ podmín¥ných matic. Je to pon¥kud vágní pojem, ale posta£í
nám p°edstava, ºe takováto ²patn¥ podmín¥ná matice je v jistém smyslu blízko k singulární matici, a tím
pádem p°i po£ítání s maticí dochází k ampli�kaci zaokrouhlovacích chyb. Toto je vnit°ní vlastnost matice,
a ºádná numerická metoda si s tím v principu nedokáºe zcela poradit. Detailn¥ o p°esnosti a stabilit¥ p°i
numerických výpo£tech pojednává kniha Higham [2002].

Základní algoritmus Gaussovy eliminace tak, jak jsme ho p°edstavili v sekci 2.2, je zrovna na zao-
krouhlovací chyby citlivý. Existují v²ak jiné metody nebo v arianty Gaussovy eliminace, které se dokáºí
s p°ípadnou nestabilitou vypo°ádat trochu lépe. Následující dva p°íklady ukazují konkrétní soustavy se
²patn¥ podmín¥nými maticemi. P°íklad 3.52 potom ilustrujepouºití parciální pivotizace pro zlep²ení p°es-
nosti vypo£teného °e²ení.

P°íklad 3.50. Uvaºujme dv¥ soustavy, které se li²í v jediném koe�cientu podle toho, zda jsme zaokrouhlili
£íslo 2

30 nahoru £i dol· (na t°i desetinná místa).

0:835x1 + 0 :667x2 = 0 :168;

0:333x1 + 0 :266x2 = 0:067

0:835x1 + 0 :667x2 = 0 :168;

0:333x1 + 0 :266x2 = 0:066
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Zatímco první soustava má °e²ení(x �
1; x �

2) = (1 ; � 1), ta druhá má °e²ení(x �
1; x �

2) = ( � 666; 834).

Geometrická p°edstava je pr·se£ík dvou
tém¥° identických p°ímek, takºe malá
zm¥na v datech znamená potenciáln¥
velkou zm¥nu v pr·se£íku.

x1

x2

1

1

� 1

P°íklad 3.51. Jiným, typickým p°íkladem ²patn¥ podmín¥ných matic jsou tzv. Hilbertovy matice. Hil-

bertova matice Hn °ádu n je de�nována (Hn ) ij =
1

i + j � 1
, i; j = 1 ; : : : ; n. Nap°.

H3 =

0

B
@

1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

1

C
A :

Uvaºujme soustavu Hnx = b, kde jako pravou stranu zvolímeb := Hne a kde e = (1 ; : : : ; 1)T . •e²ení
soustavy je evidentn¥x = e, a protoºe Hn je regulární, je to jediné °e²ení. Jak se se soustavou vypo°ádá
po£íta£? Výpo£ty vMatlabu (R 2008b), double precision 52 bit·, coº odpovídá p°esnosti� 10� 16, v roce
2019 ukázaly následující sloºky numericky spo£ítaného °e²ení:

n rozsah sloºek °e²ení

8 x i = 1
10 x i 2 [0:9997; 1:0003]
12 x i 2 [0:7000; 1:2555]
14 x i 2 [� 5:5807; 6:6260]

Tedy jiº p°i n � 14 mají numerické chyby enormní vliv na p°esnost °e²ení.

P°íklad 3.52 (Parciální pivotizace). Nyní ukáºeme, ºe parciální pivotizace zmín¥ná na stran¥ 26 £asto
vede k p°esn¥j²ímu °e²ení, i kdyº ani ta samoz°ejm¥ není v²elék. •e²íme soustavu v aritmetice s p°esností
na 3 platné £íslice:

10� 3x1 � x2 = 1 ;

2x1 + x2 = 0 :

Bez pivotizace probíhají úpravy matice v omezené aritmeticetakto:
�

10� 3 � 1 1
2 1 0

�
�

�
1 � 1000 1000
2 1 0

�
�

�
1 � 1000 1000
0 2000 � 2000

�
�

�
�

1 � 1000 1000
0 1 � 1

�
�

�
1 0 0
0 1 � 1

�
:

Úpravy matice s pouºitím parciální pivotizace:
�

10� 3 � 1 1
2 1 0

�
�

�
2 1 0

10� 3 � 1 1

�
� � � � �

�
1 0 1

2
0 1 � 1

�
:

Pro porovnání, skute£né °e²ení je( 1000
2001; � 2000

2001)T .

Numerickou stabilitu m·ºeme je²t¥ vylep²it tzv. úplnou pivotizací. P°i ní pivota vybíráme nikoli v ak-
tuálním podsloupe£ku, ale v celé podmatici vpravo dole od aktuální pozice, a to tak, aby m¥l maximální
absolutní hodnotu. Tím pádem musíme povolit prohazování sloupc· matice � nejedná se sice o elementární
°ádkovou úpravu, ale v zásad¥ jde o p°ejmenování prom¥nných. Úplná pivotizace sice zlep²uje numerické
vlastnosti Gaussovy eliminace, ale výpo£etn¥ je trochu náro£n¥j²í, a proto se v praxi moc nepouºívá.
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Iterativní metody

Poznámka 3.53 (Velké °ídké soustavy). N¥které praktické úlohy (typicky p°i °e²ení soustav diferenciál-
ních rovnic) vedou na velké, ale °ídké, soustavy lineárníchrovnic Ax = b. •ád matice m·ºe být nap°íklad
n = 107, ale v¥t²ina prvk· matice jsou nuly. P°edpokládejme, ºe v kaºdém °ádku je nanejvý² k nenulo-
vých hodnot, p°i£emº k je výrazn¥ men²í neºn, nap°íklad k = 10. Zde vyr·stá °ada p°irozených otázek:
Nap°íklad, jak uchovávat matici A v pam¥ti po£íta£e (ur£it¥ ne jako pole v²ech hodnot), abychom k jejím
prvk·m mohli efektivn¥ p°istupovat a vykonávat b¥ºné matic ové operace?

Gaussova eliminace není vhodnou metodou na °e²ení takovýchto typ· úloh, protoºe elementárními
úpravami se maticeA zahustí, tj. výrazn¥ vzroste podíl nenulových prvk·. Tím pádem m·ºe být problém
uchovat matici v po£íta£ové pam¥ti. Navíc Gaussova eliminace nijak nevyuºívá toho, ºe je matice °ídká,
takºe jiné metody mohou být výhodn¥j²í.

Krom¥ p°ímých metod typu Gaussovy eliminace na °e²ení soustav lineárních rovnic existují i iterativní
metody, které od po£áte£ního vektoru postupn¥ konvergují k°e²ení soustavy. Výhoda iterativních metod
je men²í citlivost k zaokrouhlovacím chybám, a men²í £asovéa pam¥´ové nároky práv¥ pro velké a °ídké
soustavy.

Jedna ze základních iterativních metod je Gaussova�Seidelova metoda, ukáºeme si ji na konkrétním
p°íkladu. Metoda nekonverguje k °e²ení vºdycky, konvergence se dá ukázat jen pro ur£ité t°ídy matic,
nap°íklad, kdyº v kaºdém °ádku je diagonální prvek v¥t²í neº sou£et absolutních hodnot zbývajících
prvk·.

P°íklad 3.54 (Gaussova�Seidelova metoda). Uvaºujme soustavu

6x + 2y � z = 4

x + 5y + z = 3

2x + y + 4z = 27

9
>=

>;

x = 1
6(4 � 2y + z)

y = 1
5(3 � x � z)

z = 1
4(27 � 2x � y)

Zvolme po£áte£ní hodnotyx(0) = y(0) = z(0) = 1 . Itera£ní krok je pak:

x(i ) = 1
6(4 � 2y(i � 1) + z(i � 1) );

y(i ) = 1
5(3 � x(i ) � z(i � 1));

z(i ) = 1
4(27 � 2x(i ) � y(i ) ):

Postup opakujeme proi = 1 ; 2; : : : , dokud se hodnoty neustálí. Pr·b¥h prvních ²esti iterací:

iterace x(i ) y(i ) z(i )

0 1 1 1
1 0:5 0:3 6:425
2 1:6375 � 1:0125 6:184375
3 2:034896 � 1:043854 5:993516
4 2:013537 � 1:001411 5:993584
5 1:999401 � 0:998597 5:999949
6 1:999624 � 0:999895 6:000212

Vidíme, ºe jiº po n¥kolika iteracích máme aproximaci skute£ného °e²ení(2; � 1; 6)T .

Víme z poznámky 2.19, ºe výpo£etní sloºitost Gaussovy eliminace je asymptoticky 2
3n3 operací. Oproti

tomu jedna iterace Gaussovy�Seidelovy metody vyºaduje pouze °ádov¥2kn aritmetických operací. Po£et
iterací závisí na vlastnostech maticeA a poºadované p°esnosti. Výhodou ale je, ºe m·ºeme itera£ní proces
v p°ípad¥ pot°eby zastavit a pouºít aktuální vektor jako p°ibliºné °e²ení.

3.6 Aplikace

P°íklad 3.55 (Leontief·v model ekonomiky) . Leontief·v 2) vstupn¥-výstupní model ekonomiky popisuje
vztahy mezi r·znými odv¥tvími ekonomiky.

2) Wassily Leontief (1906�1999) byl rusko-americký ekonom. J eho model ekonomiky pochází z 30. let 20. století, a byl za
n¥j roku 1973 ocen¥n Nobelovou cenou za ekonomii.



3.6. Aplikace 55

Uvaºujme ekonomiku s n sektory (nap°. zem¥d¥lství, pr·mysl, dopravu, atp.). Sektor i vyrábí jednu
komoditu o mnoºství x i . P°edpokládejme, ºe výroba jednotkyj -té komodity pot°ebuje aij jednotek i -té
komodity. Ozna£medi výsledný poºadavek na výrobu sektorui . Nyní ná² model vypadá

x i = ai 1x1 + : : : + ain xn + di ; i = 1 ; : : : ; n:

V maticové form¥
x = Ax + d;

neboli
(I n � A)x = d:

Problém tedy vede na °e²ení soustavy lineárních rovnic, kdex = ( x1; : : : ; xn )T je vektor neznámých a
A 2 Rn , d 2 Rn jsou dány. •e²ení má explicitní vyjád°ení x = ( I n � A)� 1d a za mírných p°edpoklad·
na matici A se dá (s pokro£ilými znalostmi maticové teorie) ukázat, ºe °e²ení je nezáporné, coº odpovídá
na²emu o£ekávání.

Leontief model aplikoval na ekonomiku USA ve 40. letech 20. století. Ekonomiku rozd¥lil na 500
sektor·, coº v tehdej²í dob¥ to byla p°íli² velká soustava na vy°e²ení, a tak zredukoval model na 42
sektor·. Z praktických d·vod· ukáºeme zjednodu²ený model s e t°emi sektory zem¥d¥lství, zpracovatelský
pr·mysl a sluºby. Reálná data z roku 1947 jsou

x = Ax + d =

0

@
0:4102 0:0301 0:0257
0:0624 0:3783 0:1050
0:1236 0:1588 0:1919

1

A x +

0

@
39:24
60:02

130:65

1

A ;

kde hodnoty sloºek vektor· x a d jsou v mld. $. Výsledné °e²ení jex = (82 :4; 138:85; 201:57)T , tedy celková
produkce v zem¥d¥lství musí být82:4mld. $, ve zpracovatelském pr·myslu 138:85mld. $ a ve sluºbách
201:57mld. $.

P°íklad 3.56 (Interpolace polynomem). Uvaºujme problém interpolace bod· polynomem. M¥jme v rovin¥
n + 1 bod· (x0; y0), (x1; y1), . . . , (xn ; yn ), kde x i 6= x j pro i 6= j . Cílem je najít polynom p(x) procházející
t¥mito body.

(x1; y1)

(x2; y2)

(x3; y3)

(x4; y4)

(x5; y5)

0 x

y p(x)

Hledejme interpola£ní polynom ve tvarup(x) = anxn + : : : + a1x + a0. Dosadíme-li dané body, dostáváme
soustavu rovnic

anxn
0 + : : : + a1x0 + a0 = y0;

anxn
1 + : : : + a1x1 + a0 = y1;

...

anxn
n + : : : + a1xn + a0 = yn :

Rovnic je n+1 a prom¥nných také, jsou to koe�cientyan ; : : : ; a0. Máme tedy soustavu rovnic se £tvercovou
maticí, nazývanou Vandermondova3) . Proto jsme také hledali polynom p(x) stupn¥ n; polynom men²ího

3) Francouzský matematik Alexandre�Théophile Vandermonde ( 1735�1796) byl i jedním ze zakladatel· matematické teorie
uzl·.
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stupn¥ by nemusel existovat (více rovnic neº prom¥nných) a naopak polynom vy²²ího stupn¥ by nemusel
být jednozna£ný (více prom¥nných neº rovnic). Jak ukáºeme dole, na²e £tvercová matice je regulární a
proto polynom stupn¥ n vºdy existuje a je ur£ený jednozna£n¥. Polynom pak získáme vy°e²ením soustavy
rovnic.

Regularita matice soustavy se ukáºe následujícími elementárními úpravami. Protoºe se regularita za-
chovává maticovou transpozicí (tvrzení 3.35), m·ºeme provád¥t elementární úpravy i na sloupce. Nejprve
od kaºdého sloupce krom¥ posledního ode£temexn -násobek sloupce t¥sn¥ napravo a pak proi = 1 ; : : : ; n
vyd¥líme i -tý °ádek £íslemx i � 1 � xn . Aº na poslední °ádek a sloupec dostaneme Vandermondovu matici
men²ího °ádu, kterou upravujeme rekurzivn¥ dále.

0

B
B
B
@

xn
0 : : : x2

0 x0 1
xn

1 : : : x2
1 x1 1

...
...

...
xn

n : : : x2
n xn 1

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

(x0 � xn )xn� 1
0 : : : (x0 � xn )x0 x0 � xn 1

(x1 � xn )xn� 1
1 : : : (x1 � xn )x1 x1 � xn 1

...
...

...
(xn � xn )xn� 1

n : : : (xn � xn )xn xn � xn 1

1

C
C
C
A

�

�

0

B
B
B
B
B
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xn� 1
0 : : : x0 1 1

x0 � xn

xn� 1
1 : : : x1 1 1

x1 � xn
...

...
...

xn� 1
n� 1 : : : xn� 1 1 1

xn � 1 � xn

0 : : : 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

� � � � �

0

B
B
B
B
@

1

0
.. .
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. . . . . .

0 : : : 0 1

1

C
C
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:

Interpolaci polynomem z pohledu vektorových prostor· nastíníme pozd¥ji v p°íkladu 5.77.

P°íklad 3.57 (Diskrétní a rychlá Fourierova transformace). Z p°edchozího p°íkladu máme v zásad¥ dv¥
moºné reprezentace polynomup(x), první je základní tvar p(x) = anxn + : : :+ a1x+ a0 a druhá je seznamem
funk£ních hodnot v n +1 r·zných bodech. Mezi t¥mito reprezentacemi m·ºeme snadno p°echázet. Z první
na druhou sta£í zvolit libovolných n + 1 bod· a spo£ítat funk£ní hodnoty, a druhý sm¥r jsme rozebírali
naho°e.

Která reprezentace je výhodn¥j²í? Kaºdá na n¥co jiného. Dejme tomu, ºe chceme um¥t efektivn¥
s£ítat a násobit polynomy. V první reprezentaci je s£ítání jednoduché, stojí nás to °ádov¥n aritmetických
operací, ale vynásobit polynomy dá trochu zabrat, to uº stojí °ádov¥2n2 aritmetických operací. V druhé
reprezentaci stojí s£ítání i násobení °ádov¥n, pokud známe funk£ní hodnoty polynom· ve stejných bodech.
Toto by nás mohlo inspirovat k tomu násobit polynomy v základním tvaru tak, ºe spo£ítáme funk£ní
hodnoty ve vhodných bodech, vynásobíme a p°evedeme zp¥t. A skute£n¥, pokud se zvolí vhodné body,
lze transformaci mezi reprezentacemi implementovat tak, ºe stojí °ádov¥�n log(n) aritmetických operací
pro ur£itou konstantu � > 0, a tolik °ádov¥ stojí i výsledné násobení polynom·. T¥mto transformacím se
°íká Fourierova transformace, viz p°íklad 10.41 a [Stanovský a Barto, 2018], [T·ma, 2003, kap. 15].

Um¥t rychle násobit polynomy je prakticky velmi pot°ebné. Nap°íklad i oby£ejné násobení reálných
£ísel v desetinném rozvoji si lze p°edstavit jako násobení polynom·.

P°íklad 3.58 (Komprese obrázku). Ukáºeme jednoduchou kompresi obrázku pomocí tzv. Haarovy trans-
formace (jinou kompresi zmíníme v p°íkladu 13.24). P°edpokládejme, ºe maticeM 2 Rm� n reprezentuje
obrázek, ve kterém pixel na pozici(i; j ) má barvu s £íslemmij . Rozd¥líme matici M na jednotlivé pod-
matice A velikosti 8 � 8, které budeme postupn¥ komprimovat (pro jednoduchost p°edpokládáme, ºe £ísla
m; n jsou d¥litelná osmi).

Základní my²lenka komprese spo£ívá v takové transformaci matice A, abychom dostali v matici co
nejvíce nul � protoºe pak sta£í ukládat pouze nenulová £ísla. Kompresi rozd¥líme do t°í krok·. Nejprve
sdruºíme prvky matice do dvojic aij ; ai;j +1 , i 2 f 1; : : : ; 8g, j 2 f 1; 3; 5; 7g. Jejich pr·m¥r 1

2(aij + ai;j +1 )
uloºíme do matice8� 4 a zprava doplníme tuto matici o jejich odchylky 1

2(aij � ai;j +1 ). Výslednou matici
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z matice A dostaneme alternativn¥ tak, ºe matici A vynásobíme zprava regulární maticí

H8 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
2 0 0 0 1

2 0 0 0
1
2 0 0 0 � 1

2 0 0 0
0 1

2 0 0 0 1
2 0 0

0 1
2 0 0 0 � 1

2 0 0
0 0 1

2 0 0 0 1
2 0

0 0 1
2 0 0 0 � 1

2 0
0 0 0 1

2 0 0 0 1
2

0 0 0 1
2 0 0 0 � 1

2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

V druhém kroku aplikujeme analogický postup na matici AH 8, ale tentokrát jen na první £ty°i sloupce.
Výsledek tedy dostaneme vynásobením maticeAH 8 zprava maticí

�
H4 04;4

04;4 I 4

�
:

Ve t°etím kroku pak stejný postup pouºijeme pouze na první dva sloupce výsledné matice, coº vyjád°íme
vynásobením zprava maticí

�
H2 02;6

06;2 I 6

�
:

V souhrnu m·ºeme v²echny t°i kroky vyjád°it jako jediné mati cové násobeníAH , kde

H = H8

�
H4 04;4

04;4 I 4

� �
H2 02;6

06;2 I 6

�
=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@
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Tuto sérii úprav budeme aplikovat i na °ádky, tudíº výsledná matice A0po transformaci se dá vyjád°it jako
A0 = H TAH . Protoºe matice H je regulární, lze se vrátit k p·vodní matici A úpravou A = H � T A0H � 1.

Protoºe £asto v obrázku mají sousední pixely stejnou £i podobnou barvu, takovýmto pr·m¥rováním
hodnot p°íslu²né matice m·ºeme dostat po transformaci hodn¥ nul nebo nule blízkých £ísel.

Vý²e zmín¥ná komprese je bezeztrátová. Vy²²í ú£innosti komprese m·ºeme dosáhnout pokud v matici
A0 vynulujeme v²echny hodnoty, které jsou v absolutní hodnot¥men²í neº pevná hranice" > 0. Tento
p°ístup uº vede ke ztrát¥ ur£ité informace. Pom¥r nenulových £ísel v matici A0 p°ed a po vynulování
malých hodnot se pak nazývákompresní pom¥r.

Následující obrázky ilustrují kompresi pro r·znou volbu kompresního pom¥ruk. Ve skute£nosti matici
H je²t¥ p°ed pouºitím upravíme tak, ºe kaºdý sloupe£ek vyd¥líme jeho eukleidovskou normou � výsledná
matice je tzv. ortogonální (viz sekce 8.6) a má lep²í vlastnosti.
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originál (k = 1 ) k = 10

k = 50 k = 100

Ukázka práce s Matlabem / Octave

Zde uvádíme dal²í p°íkazy pro práci s maticemi v prost°edí Matlabu £i Octave.
Zadání konkrétních matic A; B; C :

>> A=[1 2; 3 4], B=[1 1; 1 1], C=[1 0 2;0 1 0]
A~=

1 2
3 4

B =
1 1
1 1

C =
1 0 2
0 1 0

Sou£et dvou maticA + B :

>> A+B
ans =

2 3
4 5

Násobek maticeA, konkrétn¥ 5A:
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>> 5*A
ans =

5 10
15 20

Sou£in dvou maticAC :

>> A*C
ans =

1 2 2
3 4 6

Transpozice maticeC:

>> C'
ans =

1 0
0 1
2 0

Vytvo°ení jednotkové matice °ádu 2:

>> eye(2)
ans =

1 0
0 1

Vytvo°ení nulové matice velikosti 2� 3 a uloºení do maticeM :

>> M=zeros(2,3);

Zadání konkrétních vektor· x; y:

>> x=[1;2;3]; y=[2;0;5];

Vytvo°ení diagonální matice s prvky podle sloºek vektorux:

>> diag(x)
ans =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

Skalární sou£in vektor· xTy:

>> x'*y
ans = 17

Vn¥j²í sou£in vektor· xyT :
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>> x*y'
ans =

2 0 5
4 0 10
6 0 15

Inverze maticeA:

>> inv(A)
ans =

-2.00000 1.00000
1.50000 -0.50000

LU rozklad matice A, tj. PA = LU pro permuta£ní matici P:

>> [L,U,P]=lu(A)
L =

1.00000 0.00000
0.33333 1.00000

U~=
3.00000 4.00000
0.00000 0.66667

P =
0 1
1 0

Vandermondova matice sestavená podle sloºek vektorux:

>> vander(x)
ans =

1 1 1
4 2 1
9 3 1

Vytvo°ení blokové matice (A j C):

>> [A~C]
ans =

1 2 1 0 2
3 4 0 1 0

Problémy
3.1. Bu¤ A 2 Rn� n ; b 2 Rn . Navrhn¥te co nejefektivn¥j²í zp·sob výpo£tu Akb v závislosti na k; n,

m¥°íme-li efektivitu po£tem aritmetických operací s £ísly(pro jednoduchost po£ítejte jen sou£iny
£ísel).

3.2. Ukaºte, ºe asymptotická sloºitost výpo£tu inverzní matice k matici A 2 Rn� n je 2n3. Hint: Vyuºijte
Gaussovu eliminaci a zp¥tnou substituci. Ukaºte, ºe ob¥ £ásti pot°ebují °ádov¥ n3 operací, pokud
upravujeme aktuáln¥ vºdy jen tu £ást matice, která se potenciáln¥ m¥ní.

3.3. Dokaºte, ºe soustavaAx = b má °e²ení práv¥ tehdy kdyºAT y = 0 ; bT y = 1 nemá °e²ení.

3.4. Na °e²ení soustavy rovnicAx = b s regulární maticí se m·ºeme dívat jako na funkci (A j b) 7!
x = A � 1b, která vstupním hodnotám, reprezentovaným prvky maticeA a vektoru b, p°i°adí °e²ení
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soustavy. Znáte-li pojem derivace, spo£ítejte derivaci této funkce podleaij .

3.5. Bu¤ A 2 Rn� n a ozna£me jakoA i levou horní podmatici A velikosti i , tj. vznikne z A odstran¥ním
posledních n � i °ádk· a sloupc·. Ukaºte, ºe matici A lze upravit na RREF tvar bez vým¥ny
°ádk· (to mj. znamená, ºe existuje LU rozklad matice A) práv¥ tehdy, kdyº matice A1; : : : ; An jsou
regulární.

3.6. (Souboj o regularitu) René a Simona hrají hru s maticí °ádun � 2. René p°i°adí n¥jakému polí£ku
libovolné reálné £íslo, pak Simona p°i°adí jinému polí£ku £íslo atd. dokud se nezaplní celá matice.
René vyhraje, pokud je výsledná matice regulární, a Simona vyhraje, pokud je singulární. Má
n¥kdo vít¥znou strategii? A jaká bude situace, kdyº za£ne Simona?
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Shrnutí ke kapitole 3. Matice

Matice je jeden ze základních objekt· v informatice a aplikované matematice. Ma-
tice kompaktním zp·sobem reprezentuje data, zobrazení, vztahy aj., a proto r·zné
charakteristiky matic odráºí r·zné vlastnosti p·vodního p roblému.

Abychom s maticemi mohli dob°e pracovat, zavedli jsme základní operace s£ítání,
násobku, sou£inu a transpozice. Existuje celá °ada speciálních typ· matic. D·le-
ºitým typem jsou regulární matice, které odpovídají soustavám lineárních rovnic
s jediným °e²ením pro libovolnou pravou stranu. Navíc jsou to p°esn¥ ty matice, pro
které existuje inverzní matice pro operaci maticového sou£inu. Dají se také poskládat
jako sou£in n¥kolika matic elementárních úprav. Regulárnímatice tedy odpovídají
ekvivalentním úpravám � p°enásobením soustavy regulární maticí se mnoºina °e²ení
nezm¥ní.

Pokud maticov¥ analyzujeme Gaussovu eliminaci, dosp¥jemek tomu, ºe (za ur£itých
p°edpoklad·) lze matice soustavy zapsat jako sou£in dolní ahorní trojúhelníkové
matice. Tento LU rozklad se hodí nejen pro n¥které výpo£ty s maticemi, ale i pro
teoretický rozbor Gaussovy eliminace.



Kapitola 4

Grupy a t¥lesa

Tato kapitola je v¥novaná základním algebraickým strukturám jako jsou grupy a t¥lesa. Jsou to abstraktní
pojmy zobec¬ující dob°e známé obory reálných (racionálních, komplexních aj.) £ísel s operacemi s£ítání a
násobení.

Pro hlub²í informace a souvislosti dopln¥né mnoha názornými vizualizacemi doporu£uji knihu Carter
[2009].

4.1 Grupy

Grupa je velmi abstraktní algebraická struktura. Jedná se vzásad¥ o mnoºinu s binární operací, která
musí spl¬ovat n¥kolik základních vlastností. Jak nahlédneme v sekci 4.2, pomocí grup se popisují symetrie
(nejen geometrických) objekt·. Díky jejich obecnosti a abstraktnosti m·ºeme grupy najít mnoha v r·zných
oborech: fyzika (Lieovy grupy), architektura (Friezovy grupy), geometrie a molekulární chemie (symetrické
grupy) aj.

De�nice 4.1 (Grupa). Bu¤ � : G2 ! G binární operace na mnoºin¥G. Pak grupa je dvojice (G; � )
spl¬ující:

(1) 8a; b; c2 G : a � (b� c) = ( a � b) � c (asociativita),

(2) 9e 2 G 8a 2 G : e � a = a � e = a (existence neutrálního prvku),

(3) 8a 2 G 9b 2 G : a � b = b� a = e (existence inverzního prvku).

Abelova (komutativní) grupa je taková grupa, která navíc spl¬uje:

(4) 8a; b2 G : a � b = b� a (komutativita).

V de�nici grupy je implicitn¥ schovaná podmínka uzav°enosti, aby výsledek operace nevypadl ven
z mnoºiny G, tedy aby pro kaºdé dva prvky a; b2 G platilo a � b 2 G. Pokud je operací� s£ítání, v¥t²inou
se zna£í neutrální prvek0 a inverzní � a, pokud jde o násobení, neutrální prvek se ozna£uje1 a inverzní
a� 1.

Poznámka 4.2 (De�nice konstrukcí vs. axiomy). Matematický objekt lze zavést bu¤ konstrukcí z n¥-
jakých jiº vytvo°ených objekt·, nebo speci�kací vlastnost í (axiom·), které má spl¬ovat. De�nice grupy
spadá do druhé skupiny, podobn¥ jako de�nice t¥lesa v sekci 4.3 £i vektorových prostor· v kapitole 5.
Grupou pak je jakýkoli objekt, který spl¬uje dané vlastnosti. Axiomatická de�nice má tu výhodu, ºe nás
nesvazuje s jedním konkrétním objektem � jakoukoli vlastnost, kterou odvodíme pro axiomaticky de�-
novaný objekt potom automaticky platí pro kaºdý konkrétní p °ípad. Mnoho konkrétních p°íklad· grup
ukazujeme v následujícím odstavci.

P°íklad 4.3. P°íklady grup:

� Dob°e známé obory celých £ísel(Z; +) , racionálních £ísel(Q; +) , reálných £ísel(R; +) a komplexních
£ísel(C; +) . Neutrálním prvkem je 0, inverzním prvkem k prvku a je � a. Komutativita a asociativita
s£ítání zjevn¥ platí.

63



64 Kapitola 4. Grupy a t¥lesa

� Grupy matic (Rm� n ; +) . Neutrálním prvkem je nulová matice 0 rozm¥ru m � n, inverzním prvkem
k matici A je � A. Komutativita a asociativita s£ítání platí s ohledem na tvrzení 3.5.

� Kone£ná grupa(Zn ; +) , kde mnoºina Zn := f 0; 1; : : : ; n � 1g a s£ítání se provádí modulon. Neut-
rálním prvkem je 0, inverzním prvkem k prvku a je � a mod n.

� ƒíselné obory s násobením, nap°.(Q n f 0g; �), (R n f 0g; �). Nulu musíme vynechat, protoºe nemá
inverzní prvek. Neutrálním prvkem je nyní 1, inverzním prvkem k prvku a je a� 1.

� Mnoºina reálných polynom· prom¥nné x se s£ítáním (pro základní operace s polynomy viz sekce 1.5).

Vý²e zmín¥né grupy jsou Abelovy. Dva d·leºité p°íklady neabelovských grup jsou:

� Zobrazení na mnoºin¥ s operací skládání, nap°. rotace vRn podle po£átku nebo pozd¥ji probírané
permutace (sekce 4.2). Rotace v rovin¥R2 jsou je²t¥ komutativní, ale ve vy²²ích dimenzích komuta-
tivitu ztrácíme. Neutrálním prvkem je oto£ení o nulový úhel, inverzním prvkem je oto£ení o opa£ný
úhel zp¥t.

� Regulární matice pevného °ádun s násobením (tzv. maticová grupa). Neutrálním prvkem jeI n , in-
verzním prvkem k matici A je inverzní maticeA � 1. Asociativita maticového sou£inu byla nahlédnuta
ve tvrzení 3.9.

P°íklady negrup:

� (N; +) , (Z; � ), (R n f 0g; :), . . .

Tvrzení 4.4 (Základní vlastnosti v grup¥). Pro prvky grupy (G; � ) platí následující vlastnosti.

(1) a � c = b� c implikuje a = b (tzv. krácení),

(2) neutrální prvek e je ur£en jednozna£n¥,

(3) pro kaºdé a 2 G je jeho inverzní prvek ur£en jednozna£n¥,

(4) rovnice a � x = b má práv¥ jedno °e²ení pro kaºdéa; b2 G,

(5) (a� 1)� 1 = a,

(6) (a � b)� 1 = b� 1 � a� 1.

D·kaz. Ukáºeme jen n¥kolik vlastností.

(1)

a � c = b� c =� c� 1 zprava

a � (c � c� 1) = b� (c � c� 1)

a � e = b� e

a = b

(2) Existují-li dva r·zné neutrální prvky e1; e2, pak e1 = e1 � e2 = e2, coº je spor.

(3) Existují-li k prvku a 2 G dva r·zné inverzní prvky a1; a2, pak a � a1 = e = a � a2 a z vlastnosti
krácení dostávámea1 = a2, coº je spor.

(4) Vynásobíme rovnost a � x = b zleva prvkem a� 1 a dostaneme jediného kandidátax = a� 1 � b.
Dosazením ov¥°íme, ºe rovnost spl¬uje.

Tak jako mnoºiny doprovází pojem podmnoºina, tak nelze mluvit o grupách a nezmínit podgrupy.

De�nice 4.5 (Podgrupa). Podgrupagrupy (G; � ) je grupa (H; � ) taková, ºe H � G a pro v²echnaa; b2 H
platí a � b = a � b. Zna£ení:(H; � ) � (G; � ).

Jinými slovy, se stejn¥ de�novanou operací spl¬ujeH vlastnosti uzav°enost a existence neutrálního a
inverzního prvku. To jest, pro kaºdé a; b2 H je a � b 2 H , dále e 2 H , a pro kaºdé a 2 H je a� 1 2 H .

P°íklad 4.6.

� Kaºdá grupa (G; � ) má dv¥ triviální podgrupy: sama sebe(G; � ) a (f eg; � ).
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� (N; +) 6� (Z; +) � (Q; +) � (R; +) � (C; +) .

P°íklad 4.7. Ukaºte, ºe podgrupy jsou uzav°ené na pr·nik, ale ne na sjednocení. Jinými slovy, ukaºte,
ºe pr·nik dvou podgrup grupy (G; � ) je op¥t její podgrupa a najd¥te p°íklad, kdy sjednocení podgrup jiº
podgrupa není.

4.2 Permutace

Dal²ím p°íkladem grup je takzvaná symetrická grupa permutací, proto si povíme n¥co více o permutacích.
P°ipome¬me, ºe vzájemn¥ jednozna£né zobrazeníf : X ! Y je zobrazení, které je prosté (ºádné dva r·zné
prvky se nezobrazí na jeden) a �na� (pokryje celou mnoºinuY).

De�nice 4.8 (Permutace). Permutace na kone£né mnoºin¥X je vzájemn¥ jednozna£né zobrazeníp: X !
X .

V¥t²inou budeme uvaºovat X = f 1; : : : ; ng. Mnoºina v²ech permutací na mnoºin¥ f 1; : : : ; ng se pak
zna£íSn . Zadání permutace je moºné nap°íklad:

� Tabulkou, kde naho°e jsou vzory a dole jejich obrazy

p =
�

1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

�

� Grafem vyzna£ujícím kam se který prvek zobrazí

1

2 3

4

56

� Rozloºením na cykly

p = (1 ; 2)(3)(4; 5; 6);

kde kaºdá závorka uvádí seznam prvk· v jednom cyklu. Tedy(a1; : : : ; ak ) znamená, ºea1 se zobrazí
na a2, a2 se zobrazí naa3, atd. aº ak� 1 se zobrazí naak a nakonecak se zobrazí naa1. Z de�nice je
patrné, ºe kaºdou permutaci lze rozloºit na disjunktní cykly. V následujícím textu budeme nej£ast¥ji
pouºívat redukovaný zápis

p = (1 ; 2)(4; 5; 6);

ve kterém vynecháváme cykly délky 1.

P°íkladem jednoduché, ale netriviální, permutace jetranspozice, coº je permutacet = ( i; j ) s jedním
cyklem délky 2 prohazující dva prvky. Jednodu²²í uº je jenom identita id zobrazující kaºdý prvek na sebe.

Inverzní permutace a skládání permutací je de�nováno stejn¥ jako pro jiná zobrazení:

De�nice 4.9 (Inverzní permutace). Bu¤ p 2 Sn . Inverzní permutace k p je permutace p� 1 de�novaná
p� 1(i ) = j , pokud p(j ) = i .

P°íklad 4.10. (i; j )� 1 = ( i; j ), (i; j; k )� 1 = ( k; j; i ), . . .

De�nice 4.11 (Skládání permutací). Bu¤te p; q 2 Sn . Sloºená permutacep � q je permutace de�novaná
(p � q)( i ) = p(q(i )) .

P°íklad 4.12. id � p = p � id = p, p � p� 1 = p� 1 � p = id, . . .
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Skládání permutací je asociativní (jako kaºdé zobrazení),ale komutativní obecn¥ není. Nap°íklad pro
p = (1 ; 2), q = (1 ; 3; 2) máme p � q = (1 ; 3), ale q � p = (2 ; 3).

Významná charakteristika permutace je tzv. znaménko.

De�nice 4.13 (Znaménko permutace). Nech´ se permutacep 2 Sn skládá z k cykl·. Pak znaménko
permutace je £íslosgn(p) = ( � 1)n� k .

P°íklad 4.14. sgn(id) = 1 ; sgn((i; j )) = � 1, . . .

Znaménko je vºdy 1 nebo � 1. Podle toho se téº rozd¥lují permutace nasudé (ty, co mají znaménko
1) a na liché (ty se znaménkem� 1).

V¥ta 4.15 (O znaménku sloºení permutace a transpozice). Bu¤ p 2 Sn a bu¤ t = ( i; j ) transpozice. Pak
sgn(p) = � sgn(t � p) = � sgn(p � t).

D·kaz. Dokáºeme sgn(p) = � sgn(t � p), druhá rovnost je analogická. Permutacep se skládá z n¥kolika
cykl·. Rozli²me dva p°ípady:

Nech´ i; j jsou £ástí stejného cyklu, ozna£me jej(i; u 1; : : : ; ur ; j; v 1; : : : ; vs). Pak

(i; j ) � (i; u 1; : : : ; ur ; j; v 1; : : : ; vs) = ( i; u 1; : : : ; ur )( j; v 1; : : : ; vs);

tedy po£et cykl· se zvý²í o jedna. Viz obrázek, kde £erné ²ipky znázor¬ují p·vodní cyklus a plné ²ipky
nové dva cykly:

vs

v1

j

ur

u1

i

Nech´ i; j náleºí do dvou r·zných cykl·, nap°. (i; u 1; : : : ; ur )( j; v 1; : : : ; vs). Pak

(i; j ) � (i; u 1; : : : ; ur )( j; v 1; : : : ; vs) = ( i; u 1; : : : ; ur ; j; v 1; : : : ; vs);

tedy po£et cykl· se sníºí o jedna.

ur � 1

ur

i

u1u2

v2v1

j

vs

vs� 1

V kaºdém p°ípad¥ se po£et cykl· zm¥ní o jedna, a tudíº i výsledné znaménko.

V¥ta 4.16. Kaºdou permutaci lze rozloºit na sloºení transpozic.

D·kaz. Rozloºíme na transpozice postupn¥ v²echny cykly permutace. Libovolný cyklus (u1; : : : ; ur ) se
rozloºí

(u1; : : : ; ur ) = ( u1; u2) � (u2; u3) � (u3; u4) � : : : � (ur � 1; ur ):

Poznamenejme, ºe rozklad na transpozice není jednozna£ný,dokonce ani po£et transpozic ne. Pouze
jejich parita z·stane stejná.

Vý²e zmín¥né vlastnosti mají °adu d·sledk· ohledn¥ znaménka permutací.



4.2. Permutace 67

D·sledek 4.17. Platí sgn(p) = ( � 1)r , kde r je po£et transpozic p°i rozkladup na transpozice.

D·kaz. Je to d·sledek v¥ty 4.15. Vyjdeme z identity, která je sudá. Kaºdá transpozice m¥ní znaménko,
tedy výsledné znaménko bude(� 1)r .

D·sledek 4.18. Bu¤ p; q 2 Sn . Pak sgn(p � q) = sgn(p) sgn(q).

D·kaz. Nech´ p se dá rozloºit nar1 transpozic aq na r2 transpozic. Tedy p� q lze sloºit z r1+ r2 transpozic.
Pak sgn(p � q) = ( � 1)r 1 + r 2 = ( � 1)r 1 (� 1)r 2 = sgn(p) sgn(q).

D·sledek 4.19. Bu¤ p 2 Sn . Pak sgn(p) = sgn(p� 1).

D·kaz. Platí 1 = sgn(id) = sgn(p � p� 1) = sgn(p) sgn(p� 1), tedy p; p� 1 musí mít stejné znaménko.

Poznámka 4.20. Krom¥ po£tu cykl· a po£tu transpozic jde znaménko permutacep zavést také nap°íklad
pomocí po£tu inverzí. Inverzí zde rozumíme uspo°ádanou dvojici (i; j ) takovou, ºe i < j a p(i ) > p (j ).
Ozna£íme-li po£et inverzí permutacep jako I (p), pak platí sgn(p) = ( � 1)I (p) .

Poznámka 4.21 (Symetrická grupa). Vra´me se zp¥t ke grupám. Mnoºina permutacíSn s operací sklá-
dání � tvo°í nekomutativní grupu (Sn ; � ), tzv. symetrickou grupu. Dá se ukázat, ºe kaºdá grupa je isomorfní
n¥jaké podgrup¥ symetrické grupy (tzv. Cayleyova reprezentace, dokonce platí i zobecn¥ní na nekone£né
grupy). Podobnou roli hrají maticové grupy, protoºe kaºdá kone£ná grupa je isomorfní n¥jaké maticové
podgrup¥ (lineární reprezentace) s tím, ºe t¥leso, nad kterým s maticemi pracujeme, si m·ºeme dop°edu
zvolit.

Grupa (Sn ; � ) se nazývá symetrická, protoºe ona a její podgrupy popisují symetrie r·zných objekt·.
Kup°íkladu rovnoramenný trojúhelník dole na obrázku je symetrický podle svislé osy, a této symetrii
odpovídá permutace(2; 3). Uvaºujeme-li je²t¥ základní symetrii danou podobností trojúhelníku se se-
bou samým, které odpovídá permutaceid, potom symetrie tohoto trojúhelníku odpovídají podgrup¥
f id; (2; 3)g.

1

2 3

Symetrie následujícího objektu jsou rotace o0� , 120� a o 240� . Tyto symetrie odpovídají permutacím id,
(1; 2; 3) a (1; 3; 2) a popisuje je podgrupaf id, (1; 2; 3), (1; 3; 2)g.

1

2
3

Symetrie rovnostranného trojúhelníku jsou soum¥rnosti podle t¥ºnic, které odpovídají permutacím(1; 2),
(2; 3) a (1; 3), a dále oto£ení o0� , 120� a o 240� . V²echny symetrie tedy p°edstavují celou grupu(S3; � ).

1

2 3

Naopak nesymetrickému trojúhelníku jako na obrázku dole p°íslu²í pouze identita, a proto jeho symetrie
p°edstavují podgrupu f idg.
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1

2 3

U zrodu symetrických grup stál francouzský matematik Èvariste Galois (1811�1832), kdyº budoval
teorii °e²itelnosti hledání ko°en· polynom·. Pro ko°eny po lynom· stupn¥ alespo¬ 5 neexistuje obecn¥
ºádný vzore£ek, viz poznámka 1.2. Galoisova teorie ale dávánávod, jak to otestovat pro konkrétní polynom,
tj. jestli ko°eny daného polynomu jdou vyjád°it pomocí základních aritmetických operací a odmocnin.
P°íkladem situace, kdy to nelze, je polynomx5 � 2x � 1.

Symetrie se studují v mnoha dal²ích v¥dních oborech. Nap°íklad ve fyzice dokázaly p°edpov¥d¥t exis-
tenci n¥kolika elementárních £ástic je²t¥ p°ed tím, neº se je poda°ilo objevit experimentáln¥. Známou
ukázkou je predikce existence baryonu
 � americkým fyzikem Murray Gell-Mannem v roce 1962.

P°íklad 4.22 (Loydova patnáctka). Symetrické grupy a znaménko permutace se vyuºijí také p°i analýze
hlavolam· jako je Loydova patnáctka nebo Rubikova kostka. Rubikova kostka vyºaduje trochu hlub²í
rozbor, proto nahlédneme pod pokli£ku pouze Loydovy patnáctky.

Loydova patnáctka. Cílový stav. [zdroj: Wikipedia]

Loydova patnáctka je hra, která sestává z pole4 � 4 a z kachlík· o£íslovaných 1 aº 15. Jedno pole je
prázdné a p°esouváním sousedních kachlík· na prázdné pole m¥níme rozloºení kachlík·. Cílem je dosp¥t
pomocí t¥chto p°esun· k vzestupnému uspo°ádání kachlík· tak, jak je uvedeno na obrázku.

Otázka zní, které po£áte£ní kon�gurace jsou °e²itelné a které ne. Jestliºe o£íslujeme jednotlivá polí£ka
jako 1 aº 16, pak kon�gurace kachlík· odpovídá n¥jaké permutaci p 2 S16 a p°esun kachlíku odpovídá
sloºení p s n¥jakou transpozicí. Ozna£íme-li(r; s) pozici prázdného pole, pak hodnotah = ( � 1)r + s sgn(p)
z·stává po celou hru stejná, protoºe kaºdý posun kachlíku zm¥ní o jedni£ku bu¤ r nebo s, ale zárove¬
posun kachlíku odpovídá sloºeníp s odpovídající transpozicí, £ili isgn(p) zm¥ní znaménko.

Cílová kon�gurace má hodnotu h = 1 , tedy po£áte£ní kon�gurace sh = � 1 °e²itelné být nemohou.
Detailn¥j²í analýza [Výborný a Zahradník, 2002] ukáºe, ºe v²echny po£áte£ní kon�gurace sh = 1 uº
°e²itelné jsou.

4.3 T¥lesa

Algebraická t¥lesa zobec¬ují t°ídu tradi£ních £íselných obor· jako je t°eba mnoºina reálných £ísel na
abstraktní mnoºinu se dv¥ma operacemi a °adou vlastností. To nám umoºní pracovat s maticemi (s£ítat,
násobit, invertovat, °e²it soustavy rovnic, . . . ) nad jinými obory neº jen nad R.

P°íklad 4.23 (Motiva£ní) . Uvaºujme soustavu lineárních rovnicAx = b s regulární maticí A. Soustava
má tudíº jediné °e²ení. Jsou-li prvky matice (A j b) celá £ísla, pak °e²ení nemusí mít celo£íselné sloºky,
protoºe b¥hem úprav dochází k d¥lení. Jsou-li ale prvky matice (A j b) racionální £ísla, pak °e²ení má
také racionální sloºky, protoºe b¥ºnými maticovými úpravami provádíme pouze aritmetické operace s £ísly.
Mnoºina racionálních £íselQ má tedy tu vlastnost, ºe b¥ºnými maticovými operacemi se nedostaneme
mimo Q. Podobnou vlastnost má také nap°íklad mnoºina reálných £ísel R a mnoºina komplexních £íselC.
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Zatímco grupa pracovala s jednou operací, t¥leso je spojenose dv¥ma operacemi. Je to v souladu s tím,
ºe na mnoºin¥ reálných £íselR pouºíváme b¥ºn¥ také dv¥ operace, s£ítání a násobení, a tytodv¥ operace
mají speci�cké vlastnosti (kaºdá zvlá²´ i spole£n¥).

De�nice 4.24 (T¥leso). T¥leso je mnoºina T spolu se dv¥ma komutativními binárními operacemi+ a �
spl¬ující

(1) (T; +) je Abelova grupa, neutrální prvek zna£íme0 a inverzní k a pak � a,

(2) (T n f 0g; �) je Abelova grupa, neutrální prvek zna£íme1 a inverzní k a pak a� 1,

(3) 8a; b; c2 T: a � (b+ c) = a � b+ a � c (distributivita).

De�nice t¥lesa si zaslouºí n¥kolik poznámek. Kaºdé t¥leso má aspo¬ dva prvky, protoºe z de�nice nutn¥
vyplývá, ºe 0 6= 1 . Dále, operace+ a � nemusí nutn¥ p°edstavovat klasické s£ítání a násobení, alemohou
být de�novány i jinak. Toto zna£ení v²ak pouºíváme pro korespondenci se standardními £íselnými obory.
Z tohoto d·vodu budeme také zkrácen¥ psátab namísto a � b.

Vlastnost inverzního prvku v grup¥ (T; +) p°irozen¥ zavádí operaci �� � de�novanou jako p°i£tení
inverzního prvku, tj. a � b � a+ ( � b). Analogicky vlastnost inverzního prvku v grup¥ (T n f 0g; �) p°irozen¥
zavádí operaci �=� de�novanou jako násobení inverzním prvkem, tj. a=b� ab� 1.

Pro£ jsme v de�nici t¥lesa poºadovali, aby operace byly komutativní, kdyº jejich komutativitu impli-
citn¥ zahrnuje vlastnost Abelových grup? D·vod je ten, ºe druhá Abelova grupa nic ne°íká o prvku0.
Musíme proto n¥jakým zp·sobem dodat, ºe i násobení nulou je komutativní, tedy 0a = a0 pro kaºdé
a 2 T.

T¥leso se ob£as zavádí bez komutativity násobení a t¥lesu s komutativním násobením se pak °íká
komutativní t¥leso nebo pole, ale pro na²e ú£ely budeme komutativitu automaticky p°edpokládat.

Podobn¥ jako podgrupy m·ºeme zavést i pojem podt¥leso jako podmnoºinu t¥lesa, která se stejn¥
de�novanými operacemi tvo°í t¥leso. Formální de�nici jiº n euvádíme.

P°íklad 4.25. P°íkladem nekone£ných t¥les je nap°íkladQ, R nebo C s b¥ºn¥ pouºívanými operacemi
s£ítání a násobení. Mnoºina celých £íselZ ale t¥leso netvo°í, protoºe chybí inverzní prvky pro násobení,
(nap°. kdyº invertujeme celo£íselnou matici, tak £asto vycházejí zlomky a tím pádem se dostáváme mimo
obor Z). T¥leso netvo°í ani £ísla reprezentovaná na po£íta£i v aritmetice s pohyblivou desetinnou £árkou
� jednak nejsou operace s£ítání a násobení uzav°ené (pokud by výsledkem bylo hodn¥ velké £i hodn¥ malé
£íslo), a jednak nejsou ani asociativní (díky zaokrouhlování). Kone£ná t¥lesa prozkoumáme pozd¥ji.

P°íklad 4.26 (Kvaterniony) . Dal²ím p°íkladem t¥les jsoukvaterniony. Jedná se o zobecn¥ní komplexních
£ísel p°idáním dal²ích dvou imaginárních jednotekj a k, jejichº druhá mocnina je � 1, a které jsou navíc
svázány vztahemijk = � 1. Zatímco s£ítání se de�nuje p°irozen¥, násobení je trochu komplikovan¥j²í a
neplatí uº pro n¥j komutativita. Kvaterniony pak tudíº tvo° í nekomutativní t¥leso. Pomocí kvaternion·
se dob°e popisují rotace ve t°írozm¥rném prostoru a na²ly vyuºití i v robotice nebo ve fyzikální kvantové
teorii. Více viz nap°. Barto a T·ma [2018].

•adu základních vlastností zd¥dí t¥leso z vlastností p°íslu²ných grup (T; +) a (T n f 0g; �). Nap°íklad
distributivita zprava (b + c)a = ba + ca plyne z levé distributivity a komutativity násobení. N¥kte ré
speci�cké vlastnosti uvádíme v následující v¥t¥.

Tvrzení 4.27 (Základní vlastnosti v t¥lese). Pro prvky t¥lesa platí následující vlastnosti.
(1) 0a = 0 ,

(2) ab= 0 implikuje, ºe a = 0 nebob = 0 ,

(3) � a = ( � 1)a.

D·kaz.
(1) Odvodíme

0a = (0 + 0) a = 0a + 0a =+ ( � 0a)

(� 0a) + 0 a = (0 + 0) a = ( � 0a) + 0 a + 0a

0 = 0 + 0 a

0 = 0a
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(2) Je-li a = 0 , pak v¥ta platí. Je-li a 6= 0 , pak existuje a� 1. Pronásobením obou stran rovniceab = 0
zleva prvkem a� 1 dostanemea� 1ab= a� 10, neboli 1b = 0 .

(3) Máme 0 = 0a = (1 � 1)a = 1a + ( � 1)a = a + ( � 1)a, tedy � a = ( � 1)a.

Druhá vlastnost (a její d·kaz) p°edchozí v¥ty mj. °íkají, ºe p°i rozhodování, zda n¥jaká struktura
tvo°í t¥leso, nemusíme ov¥°ovat uzav°enost násobení na mnoºin¥ T n f 0g (ºádné dva nenulové prvky se
nevynásobí na nulu), tato vlastnost vyplývá z ostatních. Sta£í tedy jen uzav°enost naT.

Nyní se podíváme na kone£ná t¥lesa. Jiº v p°íkladu 4.3 jsme zavedli mnoºinu Zn = f 0; 1; : : : ; n � 1g.
Operace+ a � na této mnoºin¥ de�nujeme modulo n. Snadno nahlédneme, ºeZ2 a Z3 jsou t¥lesy, aleZ4

uº není, nebo´ prvek 2 nemá inverzi 2� 1. Tento výsledek m·ºeme zobecnit.

Lemma 4.28. Bu¤ n prvo£íslo a bu¤0 6= a 2 Zn . Pak p°i pouºití násobení modulon platí

f 0; 1; : : : ; n � 1g = f 0a;1a; : : : ; (n � 1)ag:

Poznámka.V mnoºin¥ f 0a;1a; : : : ; (n � 1)ag se tedy postupn¥ objeví v²echna £ísla0; 1; : : : ; n � 1 (ne
nutn¥ v tomto po°adí) a kaºdé z nich práv¥ jednou.

D·kaz. Sporem p°edpokládejme, ºeak = a` pro n¥jaké k; ` 2 Zn , k 6= `. Pak dostávámea(k � `) = 0 ,
tudíº bu¤ a nebo k � ` je d¥litelné n. To znamená bu¤ a = 0 nebo k � ` = 0 . Ani jedna moºnost ale
nastat nem·ºe, coº je spor.

V¥ta 4.29. Zn je t¥leso práv¥ tehdy, kdyºn je prvo£íslo.

D·kaz. Je-li n sloºené, pakn = pq, kde 1 < p; q < n . Kdyby Zn bylo t¥leso, pakpq = 0 implikuje podle
tvrzení 4.27 bu¤ p = 0 nebo q = 0 , ale ani jedno neplatí.

Je-li n prvo£íslo, pak se snadno ov¥°í v²echny axiomy z de�nice t¥lesa. Jediný pracn¥j²í m·ºe být
existence inverzea� 1 pro libovolné a 6= 0 . To ale nahlédneme snadno z lemmatu 4.28. Protoºef 0; 1; : : : ; n�
1g = f 0a;1a; : : : ; (n � 1)ag, musí být v mnoºin¥ napravo prvek 1, a tudíº existuje b 2 Zn n f 0g takové, ºe
ba= 1 . Proto b = a� 1.

P°íklad 4.30 (T¥leso Z5). Pro ilustraci uvádíme v tabulkách dole explicitní vyjád°ení obou operací nad
t¥lesemZ5:

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

� 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

V tabulkách se odráºí n¥které základní vlastnosti t¥les: Komutativita se projevuje jako symetrie tabulek,
neutrální prvek kopíruje záhlaví tabulky do p°íslu²ného °ádku a sloupce, a násobení nulou dává nulu.
Vlastnost inverzního prvku se pak projevuje tak, ºe v kaºdém°ádku a sloupci (krom¥ násobení nulou) je
uveden kaºdý prvek t¥lesa práv¥ jednou.

Inverzní prvky t¥lesa Z5 jsou pak:

x 0 1 2 3 4
� x 0 4 3 2 1

x 0 1 2 3 4

x � 1 � 1 3 2 4

P°íklad 4.31 (T¥lesoZ2 a bity) . T¥lesoZ2 má pro informatiky obzvlá²t¥ velký význam, protoºe pracuje
se dv¥ma prvky0 a 1, na které m·ºeme nahlíºet jako na po£íta£ové bity. Mnoho b¥ºných operací s bity
pak lze p°etlumo£it v °e£i operací v t¥leseZ2. Je snadné pak nahlédnout, ºe operace s£ítání vZ2 odpovídá
po£íta£ové operaciXOR a násobení odpovídá operaciAND. Podobn¥ i ostatní logické operace m·ºeme
vyjád°it pomocí operací v t¥leseZ2. Tím pádem jakýkoliv logický £len digitálního obvodu reprezentuje
n¥jaký aritmetický výraz nad Z2.
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Poznámka 4.32. Soustavy rovnic a operace s maticemi jsme zavád¥li nad t¥lesem reálných £ísel. Nicmén¥
nic nám nebrání roz²í°it tyto pojmy a pracovat nad jakýmkoli jiným t¥lesem. Je-li T t¥leso, pak Tm� n

bude zna£it matici °ádu m � n s prvky v t¥leseT. Jediné vlastnosti reálných £ísel, který jsme pouºívali,
jsou p°esn¥ ty, které se vyskytují v de�nici t¥lesa; nepot°ebovali jsme £ísla odmoc¬ovat ani mezi sebou
porovnávat ani nic podobného. Proto ve²keré postupy a teorie vybudované v p°edchozích kapitolách 2
a 3 z·stanou v platnosti. M·ºeme tak nap°íklad °e²it soustav y lineárních rovnic nad libovolným t¥lesem
pomocí Gaussovy eliminace, hovo°it o regularit¥ matice zTn� n £i hledat její inverzi.

P°íklad 4.33 (Výpo£et inverzní matice nadZ5).

(A j I 3) =

0

@
1 2 3 1 0 0
2 0 4 0 1 0
3 3 4 0 0 1

1

A �

0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 3 3 1 0
0 2 0 2 0 1

1

A �

0

@
1 0 2 0 3 0
0 1 3 3 1 0
0 0 4 1 3 1

1

A �

�

0

@
1 0 2 0 3 0
0 1 3 3 1 0
0 0 1 4 2 4

1

A �

0

@
1 0 0 2 4 2
0 1 0 1 0 3
0 0 1 4 2 4

1

A =
�
I 3 j A � 1�

Poznámka 4.34 (Jak najít inverzi) . P°irozená otázka p°i po£ítání nad t¥lesemZp zní, jak najít inverzní
prvek k prvku x 2 Zp n f 0g. Pro malé hodnoty p mohu zkusit postupn¥1; 2; : : : ; p � 1 dokud nenarazím
na inverzní prvek k x. Pokud p je hodn¥ velké prvo£íslo, tento postup uº není efektivní a postupuje se
tzv. roz²í°eným Eukleidovým algoritmem, který najde a; b 2 Z taková, ºe ax + bp = 1 . Z rovnice vidíme,
ºe hledanou inverzíx � 1 je prvek a, bereme-li jeho zbytek po d¥leníp.

Nyní víme, ºe existují t¥lesa o velikostech odpovídajícíchprvo£ísl·m. Existují v²ak t¥lesa jiných veli-
kostí?

V¥ta 4.35 (O velikosti kone£ných t¥les). Existují kone£ná t¥lesa práv¥ o velikostechpn , kde p je prvo£íslo
a n � 1.

D·kaz vynecháme, ale ukáºeme základní my²lenku, jak sestrojit t¥leso o velikosti pn . Takové t¥leso se
zna£í1) symbolem GF(pn ) a jeho prvky jsou polynomy stupn¥ nanejvý² n � 1 s koe�cienty v t¥lese Zp,
tedy

GF(pn ) = f an� 1xn� 1 + : : : + a1x + a0; a0; : : : ; an� 1 2 Zpg:

Snadno nahlédneme, ºe polynom· je správný po£et, tedypn . S£ítání je de�nováno analogicky jako pro
reálné polynomy; viz sekce 1.5. B¥ºným násobením bychom v²akmohli dostat polynomy vy²²ích stup¬·
neº n � 1. Proto nejprve zvolíme libovolný pevný ireducibilní polynom stupn¥n, to znamená nerozloºitelný
na sou£in dvou polynom· stupn¥ aspo¬ jedna (takový polynom vºdy existuje). Násobení se nyní provádí
tak, ºe polynomy vynásobíme b¥ºným zp·sobem a pak vezmeme zbytek p°i d¥lení tímto ireducibilním
polynomem.

Dal²í zajímavá vlastnost je, ºe kaºdé kone£né t¥leso velikosti pn je isomorfní sGF(pn ), to znamená, ºe
taková t¥lesa jsou v zásad¥ stejná aº na jiné ozna£ení prvk·.

P°íklad 4.36 (T¥leso GF(8)). Mnoºina má za prvky polynomy stup¬· nanejvý² dva s koe�cient y v Z2

GF(8) = f 0; 1; x; x + 1 ; x2; x2 + 1 ; x2 + x; x 2 + x + 1g:

S£ítání je de�nované

(a2x2 + a1x + a0) + ( b2x2 + b1x + b0) = ( a2 + b2)x2 + ( a1 + b1)x + ( a0 + b0);

nap°. (x + 1) + ( x2 + x) = x2 + 1 . Uvaºme ireducibilní polynom, nap°. x3 + x + 1 . Pak násobíme modulo
tento polynom, nap°. x2 � x = � x � 1 = x + 1 , nebo x2 � (x2 + 1) = � x = x.

1) GF = Galois �eld, tedy Galoisovo t¥leso.
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De�nice 4.37 (Charakteristika t¥lesa). Charakteristika t¥lesaT je nejmen²í n takové, ºe

1 + 1 + : : : + 1| {z }
n

= 0 :

Pokud takové n neexistuje pak ji de�nujeme jako 0.

Kup°íkladu nekone£ná t¥lesaQ, R £i C mají charakteristiku 0, t¥lesoZp má charakteristiku p.

Tvrzení 4.38. Charakteristika t¥lesa je bu¤ nula, nebo prvo£íslo.

D·kaz. Protoºe 0 6= 1 , charakteristika nem·ºe být 1. Pokud by byla charakteristika sloºené £íslon = pq,
pak

0 = 1 + 1 + : : : + 1| {z }
n= pq

= (1 + : : : + 1| {z }
p

)(1 + : : : + 1| {z }
q

);

tedy sou£etp nebo q jedni£ek dá nulu, coº je spor s minimalitoun.

Poznámka 4.39. Jestliºe charakteristika t¥lesaT není 2, tak m·ºeme zavést n¥co jako pr·m¥r. Ozna£me
symbolem2 hodnotu 1 + 1 a pak pro libovolné a; b2 T má £íslop = 1

2(a + b) má vlastnost a � p = p � b,
je tedy stejn¥ �vzdálené� oda jako od b. (Viz d·kaz v¥ty 7.4 £i d·sledek 12.9.)

T¥leso s charakteristikou2 je Z2 nebo obecn¥ji jakékoliv t¥lesoGF(2n ), kde n 2 N. V t¥chto t¥lesech
tedy pr·m¥r 0 a 1 nelze zade�novat, zatímco nap°íklad v t¥leseZ5 je pr·m¥r £ísel 0 a 1 £íslo3.

Malá Fermatova v¥ta2) ,pouºívaná nap°. pro pravd¥podobnostní test prvo£íselnosti velkých £ísel, se
£asto uvádí ve zn¥níap� 1 � 1 mod p, tedy, ºe £íslaap� 1 a 1 mají stejný zbytek p°i d¥lení prvo£íslemp.
V jazyce kone£ných t¥les v¥tu formulujeme takto:

V¥ta 4.40 (Malá Fermatova v¥ta). Bu¤ p prvo£íslo a bu¤0 6= a 2 Zp. Pak ap� 1 = 1 v t¥leseZp.

D·kaz. Podle lemmatu 4.28 jef 0; 1; : : : ; p � 1g = f 0a;1a; : : : ; (p � 1)ag. Protoºe 0 = 0a, tak dostáváme
f 1; : : : ; p � 1g = f 1a; : : : ; (p � 1)ag. Tudíº 1 � 2 � 3 � : : : � (p � 1) = (1 a) � (2a) � (3a) � : : : � (p � 1)a. Zkrácením
obou stran £ísly1; 2; : : : ; p � 1 získáme poºadovanou rovnost1 = a � : : : � a = ap� 1.

P°íklad 4.41. Jaká je hodnota2111 v t¥leseZ11? Podle Malé Fermatovy v¥ty je210 = 1 , tudíº i 2110 = 1 .
Proto 2111 = 2 110+1 = 2 11021 = 2 .

4.4 Aplikace

Kone£ná t¥lesa se pouºívají nap°íklad v kódování a ²ifrování. Na záv¥r této kapitoly ukáºeme praktické
vyuºití t¥les práv¥ v kódování, viz [Barto a T·ma, 2018, sekce5.8] [T·ma, 2003, kap. 11]. Jinou ukázkou
pouºití je tzv. �Secret sharing� , viz [T·ma, 2003, kap. 4].

P°íklad 4.42 (Samoopravné kódy � Hamming·v kód (7; 4; 3)). Uvaºujme problém p°enosu dat, která
jsou tvo°ena posloupností nul a jedni£ek. Zatímco úlohou ²ifrování je transformovat data tak, aby je nikdo
nepovolaný nep°e£etl, úlohou kódování je zlep²it jejich p°enosové vlastnosti. Tím myslíme zejména um¥t
detekovat a opravit chyby, které p°i p°enosu p°irozen¥ vznikají.

Kódování vesm¥s funguje tak, ºe odesílatel rozd¥lí binárníposloupnost na úseky o délcek. Kaºdý úsek
pak ur£itou metodou p°etransformuje na úsek délkyk0, který pak ode²le. P°íjemce dat pak transformuje
kaºdý úsek na p·vodní hodnoty. Podle zvolené metody je pak schopen detekovat nebo i rovnou opravit
ur£itý po£et chyb, které v úseku vznikly. Pokud je v²ak po£etchyb p°íli² vysoký, p·vodní úsek dat není
schopen zrekonstruovat.

2) Malá Fermatova v¥ta byla formulována francouzským právník em a amatérským matematikem Pierre de Fermatem roku
1640. Pro srovnání, Velká Fermatova v¥ta z roku 1637 pak °íká, ºe neexistují p°irozená £íslax; y; z spl¬ující rovnici xn + yn = zn

pro n > 2. Tato v¥ta z·stávala dlouho jako otev°ený problém bez d·kaz u. Dokázal ji aº britský matematik Andrew Wiles
roku 1993.
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Jednoduchý p°íklad. Pokud kódujeme tak, ºe zdvojíme kaºdý bit, tedy nap°. úsek v = 010 zakódujeme
na v0 = 001100, tak jsme schopni detekovat maximáln¥ jednu chybu v kaºdém úseku. Nicmén¥, neumíme
data opravit. Pokud budeme kódovat tak, ºe kaºdý bit ztrojím e, tedy nap°. úsekv = 010 zakódujeme na
v0 = 000111000, tak uº jsme schopni nejen detekovat, ale i opravit jednu chybu. Pokud p°íjemce dostane
úsek 000111010, ví, ºe p·vodní úsek byl 000111000, anebo do²lo aspo¬ ke dv¥ma p°enosovým chybám.
Tento zp·sob kódování je zna£n¥ neefektivní, ukáºeme ²ikovn¥j²í zp·sob.

Hamming·v kód (7; 4; 3) spo£ívá v rozd¥lení p°enosových dat na úseky o £ty°ech bitech, které zakódu-
jeme na sedm bit·. Tento kód umí detekovat a opravit jednu p°enosovou chybu. Kódování a dekódování
jde elegantn¥ reprezentovat maticovým násobením. Úsek £ty° bit· si p°edstavíme jako aritmetický vektor
a nad t¥lesemZ2. Kódování probíhá vynásobením vektorua takzvanou generující maticíH 2 Z7� 4

2 ,

nap°.: Ha =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
@

0
1
1
0

1

C
C
A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
1
0
0
1
1
0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

= b.

P°íjemce obdrºí úsek reprezentovaný vektoremb. Bity p·vodních dat jsou na zvýrazn¥ných pozicích
b3; b5; b6; b7, ostatní bity b1; b2; b4 jsou kontrolní. K detekci a oprav¥ chyb pouºívá p°íjemce detek£ní matici
D 2 Z3� 7

2 . Pokud Db = 0 , nedo²lo k ºádné chyb¥ v p°enosu (nebo nastaly více neº dv¥ chyby). V opa£ném
p°ípad¥ nastala p°enosová chyba a chybný bit je na poziciDb, bereme-li tento vektor jako binární zápis
p°irozeného £ísla.

nap°.: Db =

0

@
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

1

A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
1
0
0
1
1
0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

@
0
0
0

1

A . . . v po°ádku.

nap°.: Db =

0

@
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

1

A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
1
0
0
1
0
0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

@
1
1
0

1

A . . . chyba na pozici1102 = 6 .

Jak to, ºe chybný bit najdeme tak snadno? Protoºe vektor Db = (1 ; 1; 0)T je obsaºen v matici D
v ²estém sloupe£ku, sta£í zm¥nit ²estý bit vektorub a uº bude platit rovnost Db = 0 . V²imn¥me si, ºe
matice D obsahuje ve sloupcích v²echny nenulové vektory, tedy v²echny moºné výsledky sou£inuDb jsou
pokryty. Navíc sloupce maticeD vyjad°ují v binárním zápisu £ísla1 aº 7, proto ur£íme index pokaºeného
bitu pomocí dvojkového vyjád°ení vektoru Db.

Popsat obecnou konstrukci maticH a D by bylo na pokro£ilou p°edná²ku kódování. Nicmén¥ je²t¥
n¥kolik podrobností k matici D zmíníme v p°íkladu 5.75.

Problémy

4.1. Bu¤ G kone£ná grupa aH její podgrupa. Dokaºte, ºe velikostG je d¥litelná velikostí H . P°i d·kazu
moºná vyuºijete následující mezikroky:

(a) ozna£meaH := f ah; h 2 H g3) ,

(b) pro kaºdé a; b2 G platí bu¤ aH = bH, aneboaH \ bH = ; ,

(c) pro kaºdé a 2 G platí, ºe velikost aH je stejná jako velikost H .

3) Tato mnoºina se nazývá levý koset.
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4.2. Pro permutaci p 2 Sn de�nujme matici P 2 Rn tak, ºe Pij = 1 pokud p(i ) = j a nula jinak.
Ukaºte, ºe tato de�nice je ekvivalentní de�nici permuta£ní matice ze sekce 3.4. Dále zjist¥te, jak
vypadá permuta£ní matice inverzní permutace a permuta£ní matice sloºení dvou permutací.

4.3. Dokaºte vlastnost z poznámky 4.20.

4.4. Spo£ítejte pr·m¥rný po£et cykl· v n-prvkové permutaci.

4.5. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe u náhodn¥ zvolené permutace p 2 Sn je ten cyklus, který obsahuje
prvek 1, dlouhý p°esn¥k.
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Shrnutí ke kapitole 4. Grupy a t¥lesa

Grupy p°edstavují první axiomaticky de�novaný abstraktní pojem, se kterým jsme
se setkali. Grupa je jakákoli mnoºina, na které máme zavedenou operaci spl¬ující
n¥kolik základních vlastností (asociativita, neutrální a inverzní prvek, p°ípadn¥ ko-
mutativita). Práv¥ tato abstraktní de�nice umoº¬uje obsáh nout velkou °adu objekt·
a tak roz²i°uje pole p·sobnosti. Jako význa£ný p°íklad nekomutativní grupy jsme pro-
bírali permutace s operací skládání, tzv. symetrickou grupu, protoºe práv¥ k popisu
symetrií byla vymy²lena.

Algebraická t¥lesa jsou oproti grupám bohat²í o dal²í operaci. T¥lesem je tedy mno-
ºina se dv¥ma operacemi, spl¬ujícími ur£ité vlastnosti. Maticové operace probírané
v minulých kapitolách tak lze sm¥le roz²í°it a pracovat nad libovolným t¥lesem, ni-
koliv jen nad R; ve²keré výsledky z·stanou v zásad¥ v platnosti. Známe nekone£ná
t¥lesa jako nap°íkladR £i C, a kone£ná t¥lesa jako nap°íklad informatik·m blízké
dvouprvkové t¥lesoZ2. Kone£ná t¥lesa existují práv¥ o velikostipn , kde p je prvo-
£íslo.
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Kapitola 5

Vektorové prostory

Vektorové prostory (v n¥kterých odv¥tvích ozna£ované takéjako lineární prostory ) zobec¬ují dob°e známý
prostor aritmetických vektor· Rn . Stejn¥ jako u grup a t¥les je zade�nujeme pomocí abstraktních axiom·.

První my²lenky na zavedení vektor· pochází od Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646�1716). Solidní
teorii v²ak vybudoval aº n¥mecký u£itel, lingvista a �losof Hermann Grassmann (1809�1877) poté, co jej
roku 1845 o tomto problému (a o cen¥ za rozvinutí Leibnizových my²lenek) informoval August Ferdinand
Möbius (1790�1868). Pojmy, se kterými se seznámíme, jako nap°íklad podprostor £i lineární závislost,
stejn¥ jako axiomatizaci pomocí komutativity, asociativity a distributivity, zavedl práv¥ Grassmann. Vy-
budovaná teorie v²ak byla t¥ºká na pochopení a ve své dob¥ se nesetkala moc s pochopením. S výjimkou
Williama Rowana Hamiltona (1805�1865), který téº p°isp¥l k budování teorie vektorových prostor· a
povaºoval Grassmanna za génia, upadl Grassmann trochu v pozapom¥ní, neº ho �znovuobjevil� italský
matematik Giuseppe Peano (1858�1932). Sou£asná verze de�nice vektorových prostor· pochází od n¥mec-
kého matematika Hermanna Weyla (1885�1955).

5.1 Základní pojmy

P°íklad 5.1 (Motiva£ní) . Uspo°ádaná n-tice reálných £íselv = ( v1; : : : ; vn ) má v eukleidovskémn-
dimenzionálním prostoru Rn dv¥ moºné interpretace a ob¥ budeme pro geometrickou p°edstavu pouºívat.
M·ºeme se na ní dívat jako na jeden konkrétní bod nebo jako na vektor. Vektor udává sm¥r od po£átku
(0; : : : ; 0) k bodu (v1; : : : ; vn ). S vektory umíme následující operace:

� S£ítání. Sou£tem vektor· je op¥t vektor, pro u; v 2 Rn je u + v = ( u1 + v1; : : : ; un + vn ). S£ítání je
komutativní a asociativní.

u

v u + v = v + u

v

u

� Násobení £íslem.Násobek vektoru je op¥t vektor, pro� 2 R, v 2 Rn je �v = ( �v 1; : : : ; �v n ). Násobek
vektoru udává stejný sm¥r (pokud� > 0) nebo opa£ný sm¥r (pokud� < 0). Jsou spln¥ny základní
vlastnosti jako nap°íklad distributivita v·£i s£ítání.

77
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v

� v

2v

S reálnými aritmetickými vektory jsou moºné je²t¥ dal²í operace, ale ty prozatím neuvaºujeme. V na²í
snaze zobecnit pojem vektoru a prostoru vektor· budeme p°irozen¥ poºadovat podobné vlastnosti, které
jsme zmínili naho°e. Tedy abychom vektory um¥li s£ítat a násobit skalárem (£íslem) a aby tyto operace
spl¬ovaly základní axiomy.

De�nice 5.2 (Vektorový prostor) . Bu¤ T t¥leso s neutrálními prvky 0 pro s£ítání a 1 pro násobení.
Vektorovým prostorem nad t¥lesemT rozumíme mnoºinu V s operacemi s£ítání vektor·+ : V 2 ! V , a
násobení vektoru skalárem� : T � V ! V spl¬ující pro kaºdé �; � 2 T a u; v 2 V :

(1) (V;+) je Abelova grupa, neutrální prvek zna£ímeo a inverzní k v pak � v,

(2) � (�v ) = ( �� )v (asociativita),

(3) 1v = v,

(4) (� + � )v = �v + �v (distributivita),

(5) � (u + v) = �u + �v (distributivita).

Prvk·m vektorového prostoru V °íkámevektory a budeme je zna£it latinkou. Vektory pí²eme bez ²ipek,
tedy v a ne~v. Prvk·m t¥lesa T pak °íkámeskaláry, a pro odli²ení je budeme zna£it °eckými písmeny.

P°íklad 5.3. P°íklady vektorových prostor·:

� Aritmetický prostor Rn nad R, £i obecn¥jiTn nad T, kde T je libovolné t¥leso;n-tice prvk· z t¥lesa
T s£ítáme a násobíme skalárem po sloºkách podobn¥ jako uRn . Axiomy z de�nice vektorového
prostoru pak vyplývají z vlastností t¥lesa.

� Prostor matic Rm� n nad R, £i obecn¥ji Tm� n nad T. Axiomy z de�nice vektorového prostoru se
snadno nahlédnou z vlastností matic a t¥les.

� Prostor v²ech reálných polynom· prom¥nnéx nad t¥lesemR, zna£íme jejP.

� Prostor v²ech reálných polynom· nad R prom¥nnéx stupn¥ nanejvý² n, který zna£ímePn . Operace
jsou de�novány standardním zp·sobem:

� S£ítání:

(anxn + an� 1xn� 1 + : : : + a1x + a0) + ( bn xn + bn� 1xn� 1 + : : : + b1x + b0) =

= ( an + bn )xn + ( an� 1 + bn� 1)xn� 1 + : : : + ( a1 + b1)x + ( a0 + b0)

� Násobení skalárem� 2 R:

� (an xn + an� 1xn� 1 + : : : + a1x + a0) =

= ( �a n )xn + ( �a n� 1)xn� 1 + : : : + ( �a 1)x + ( �a 0)

� Nulový vektor: 0.
� Opa£ný vektor:

� (anxn + an� 1xn� 1 + : : : + a1x + a0) =

= ( � an )xn + ( � an� 1)xn� 1 + : : : + ( � a1)x + ( � a0)
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� Prostor v²ech reálných funkcí f : R ! R, který zna£íme F . Funkce f; g : R ! R s£ítáme tak, ºe
se£teme p°íslu²né funk£ní hodnoty, tedy(f + g)(x) = f (x) + g(x). Podobn¥ funkci f : R ! R
násobíme skalárem� 2 R tak, ºe vynásobíme v²echny funk£ní hodnoty, tj. (�f )(x) = �f (x).

f (x)

g(x)

(f + g)(x)

x

y

Sou£et vektor·.

f (x)
3f (x)

x

y

Vynásobení vektoru skalárem.

� Prostor v²ech spojitých funkcí f : R ! R, který zna£ímeC. Prostor v²ech spojitých funkcí f : [a; b] !
R na intervalu [a; b] pak zna£ímeC[a;b]. Operace jsou de�novány analogicky jako proF .

Pokud ne°ekneme jinak, prostoryRn a Rm� n budeme nadále implicitn¥ uvaºovat nad t¥lesemR.

Tvrzení 5.4 (Základní vlastnosti vektor·) . V prostoru V nad t¥lesemT platí pro kaºdý skalár � 2 T a
vektor v 2 V :

(1) 0v = o,

(2) �o = o,

(3) �v = o implikuje, ºe � = 0 nebov = o,

(4) (� 1)v = � v.

D·kaz. Analogicky jako u vlastností v t¥lese.

5.2 Podprostory a lineární kombinace

De�nice 5.5 (Podprostor). Bu¤ V vektorový prostor nad T. Pak U � V je podprostorem prostoru V ,
pokud tvo°í vektorový prostor nad T se stejn¥ de�novanými operacemi. Zna£ení:U b V .

Jak ukazuje následující tvrzení, ekvivalentní de�nice podprostoru je, ºe musí obsahovat nulový vektor
a být uzav°ený na ob¥ operace.

Tvrzení 5.6. Bu¤ U podmnoºina vektorového prostoruV nad T. Pak U je podprostoremV práv¥ tehdy,
kdyº platí:

(1) o 2 U,

(2) 8u; v 2 U : u + v 2 U,

(3) 8� 2 T 8u 2 U : �u 2 U.

D·kaz. Pokud je U podprostorem V, pak musí spl¬ovat poºadované t°i vlastnosti z de�nice vektorového
prostoru.

P°edpokládejme naopak, ºeU spl¬uje zadané t°i vlastnosti. Ostatní vlastnosti z de�nice vektorového
prostoru (jako je komutativita, asociativita, distributi vita) pak platí také, protoºe platí pro mnoºinu V , a
tudíº automaticky platí i pro kaºdou její podmnoºinu. To, ºe je mnoºina U uzav°ená na opa£né vektory,
vyplývá z uzav°enosti na násobky, nebo´ podle tvrzení 5.4 je� v = ( � 1)v.

P°íklad 5.7. P°íklady vektorových podprostor·:

� Dva triviální podprostory prostoru V jsou: V a f og.
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� Libovolná p°ímka v rovin¥ procházející po£átkem je podprostorem R2, jiná ne.

� P n b P b C b F .

� Mnoºina symetrických reálných matic °ádu n je podprostorem prostoruRn� n .

� Qn nad Q je podprostorem prostoruRn nad Q, ale není podprostorem prostoruRn nad R, protoºe
pracuje nad jiným t¥lesem.

N¥které vlastnosti vektorových podprostor·:

� Jsou-li U; V podprostory prostoru W a platí-li U � V , pak U b V .

� Pro vlastnost �býti podprostorem� platí transitivita, £il i U b V b W implikuje U b W .

Nyní ukáºeme, ºe pr·nik libovolného systému (i nekone£néhonespo£etného) podprostor· je zase pod-
prostor. Pro sjednocení tato vlastnost obecn¥ neplatí (najd¥te protip°íklad).

Tvrzení 5.8 (Pr·nik podprostor·) . Bu¤ V vektorový prostor nadT, a m¥jme Vi , i 2 I , libovolný systém
podprostor· V . Pak

T
i 2 I Vi je op¥t podprostorV .

D·kaz. Podle tvrzení 5.6 sta£í ov¥°it t°i vlastnosti: Protoºe o 2 Vi pro kaºdé i 2 I , musí být i v jejich
pr·niku. Uzav°enost na s£ítání: Bu¤ u; v 2

T
i 2 I Vi , tj. pro kaºdé i 2 I je u; v 2 Vi , tedy i u + v 2 Vi .

Proto u + v 2
T

i 2 I Vi . Analogicky uzav°enost na násobky: Bu¤� 2 T a v 2
T

i 2 I Vi , tj. pro kaºdé i 2 I
je v 2 Vi , tedy i �v 2 Vi . Proto �v 2

T
i 2 I Vi .

Tato vlastnost nás oprav¬uje k následující de�nici, která formáln¥ zavádí nejmen²í podprostor, obsa-
hující danou mnoºinu vektor·.

De�nice 5.9 (Lineární obal). Bu¤ V vektorový prostor nad T, a W � V . Pak lineární obal W , zna£ený
span(W ), je pr·nik v²ech podprostor· V obsahujícíchW , to jest span(W ) =

T
U:W � Ub V U.

Lineární obal mnoºiny vektor· W je tedy nejmen²í prostor obsahujícíW v tom smyslu, ºe jakýkoli
jiný prostor obsahující W je jeho nadmnoºinou.

P°íklad 5.10. P°íklady lineárních obal· ve vektorovém prostoru R2:

� spanf (1; 0)T g je p°ímka, konkrétn¥ osax1.

� spanf (1; 0)T ; (2; 0)T g je totéº.

� spanf (1; 1)T ; (1; 2)T g je celá rovina R2.

� spanfg = f og.

S lineárním obalem se váºe je²t¥ n¥kolik pojm·, které budemepouºívat.

De�nice 5.11 (Generátory a kone£n¥ generovaný prostor). Nech´ prostor U je lineárním obalem mnoºiny
vektor· W , tedy U = span(W ). Pak °íkáme, ºeW generujeprostor U, a prvky mnoºiny W jsou generátory
prostoru U. Prostor U se nazývákone£n¥ generovaný, jestliºe je generovaný n¥jakou kone£nou mnoºinou
vektor·.

P°íklad 5.12. Uvaºujme vektorový prostor R2 a jeho podprostorU reprezentovaný osoux1. Tento pod-
prostor lze vygenerovat vektorem(1; 0)T , nebo lze vygenerovat vektorem(� 3; 0)T , anebo jakýmkoli jiným
tvaru (a;0)T , kde a 6= 0 . Nicmén¥, U lze vygenerovat i mnoºinou vektor· f (2; 0)T ; (5; 0)T g. Vidíme, ºe
tato mnoºina není minimální � jeden vektor lze odstranit a zbylý vektor stále generuje podprostorU. Tato
snaha o minimální reprezentaci a odstran¥ní redundancí povede pozd¥ji k pojmu báze (sekce 5.4).

Vektory umíme s£ítat a násobit skalárem. Opakováním t¥chtooperací na vektoryv1; : : : ; vn vytvá°íme
takzvané lineární kombinace vektor· v1; : : : ; vn .

De�nice 5.13 (Lineární kombinace). Bu¤ V vektorový prostor nad T a v1; : : : ; vn 2 V . Pak lineární
kombinací vektor· v1; : : : ; vn rozumíme výraz typu

P n
i =1 � i vi = � 1v1 + : : : + � nvn , kde � 1; : : : ; � n 2 T.
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Poznámka 5.14. Zde je pot°eba zd·raznit, ºe uvaºujeme pouze lineární kombinace kone£n¥ mnoha
vektor·. To pro na²e ú£ely pln¥ posta£uje, protoºe vesm¥s budeme pracovat s kone£n¥ generovanými
vektorovými prostory. Nekone£né lineární kombinace je moºné také v n¥kterých p°ípadech zavést, ale
pot°ebovali bychom siln¥j²í p°edpoklady (nap°. pracovat nad R) a siln¥j²í aparát (limity, konvergenci, . . . )

Poznámka 5.15. Lineární kombinaci lze chápat dv¥ma zp·soby. První zp·sob je chápat ji jako výrazP n
i =1 � i vi a druhý zp·sob je uvaºovat její konkrétní hodnotu, tedy výsl edný vektor. Budeme pouºívat oba

tyto pohledy.

Poznámka 5.16. Ozna£ení typuv1; : : : ; vn jsme doposud pouºívali výhradn¥ pro jednotlivé sloºky arit-
metického vektoru v = ( v1; : : : ; vn ). Nicmén¥, nyní ho budeme pouºívat spí²e pron n¥jakých vektor·.
Význam by v²ak m¥l být vºdy jasný z kontextu.

Pomocí lineárních kombinací m·ºeme vygenerovat celý lineární obal kone£né mnoºiny vektor·.

V¥ta 5.17. Bu¤ V vektorový prostor nadT, a m¥jme v1; : : : ; vn 2 V . Pak

spanf v1; : : : ; vng = f
P n

i =1 � i vi ; � 1; : : : ; � n 2 Tg: (5.1)

D·kaz. Inkluze � � � . Lineární obal spanf v1; : : : ; vng je podprostor V obsahující vektory v1; : : : ; vn , tedy
musí být uzav°ený na násobky a sou£ty. Tudíº obsahuje i násobky � i vi , i = 1 ; : : : ; n, a také jejich sou£etP n

i =1 � i vi .
Inkluze � � � . Sta£í ukázat, ºe mnoºina lineárních kombinací

M := f
P n

i =1 � i vi ; � 1; : : : ; � n 2 Tg

je vektorový podprostor V obsahující vektory v1; : : : ; vn , a proto je jednou z mnoºin, jejichº pr·nikem
spanf v1; : : : ; vn g vzniklo. Pro kaºdé i je vektor vi v mnoºin¥ M obsaºen, sta£í vzít lineární kombinaci s� i =
1 a � j = 0 , j 6= i . Nulový vektor rovn¥º obsahuje, vezm¥me lineární kombinaci s nulovými koe�cienty.
Uzav°enost na sou£ty: Vezm¥me libovolné dva vektoryu =

P n
i =1 � i vi , u0 =

P n
i =1 � 0

i vi z mnoºiny M . Pak
u+ u0 =

P n
i =1 � i vi +

P n
i =1 � 0

i vi =
P n

i =1 (� i + � 0
i )vi , coº je prvek mnoºiny. Podobn¥ pro násobky, bu¤� 2 T,

pak �u = �
P n

i =1 � i vi =
P n

i =1 (�� i )vi , coº op¥t náleºí do mnoºiny M .

P°íklad 5.18. Lineární obal jednoho vektoru v je dán mnoºinou v²ech jeho lineárních kombinací, tedy
jeho násobk·:

o

v

2v

� 3
2v

spanf vg

Lineární obal dvou vektor· u; v (s r·znými sm¥ry) v prostoru R3 p°edstavuje rovinu:

o

u
v

spanf u; vg
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P°ekvapiv¥ m·ºeme pomocí (kone£ných) lineárních kombinací vygenerovat lineární obal i nekone£né
mnoºiny vektor·.

Tvrzení 5.19. Bu¤ V vektorový prostor nadT a bu¤ M � V . Pak span(M ) je tvo°en v²emi lineárními
kombinacemi kaºdé kone£né soustavy vektor· zM .

D·kaz. Analogický d·kazu v¥ty 5.17, necháváme na cvi£ení.

Poznámka 5.20 (Trochu jiný pohled na soustavu rovnic Ax = b). Výraz Ax =
P

j x j A � j je vlastn¥
lineární kombinace sloupc· maticeA (srov. poznámka 3.19), takºe °e²it soustavuAx = b znamená hledat
lineární kombinaci sloupc·, která se rovnáb. •e²ení tedy existuje práv¥ tehdy, kdyº bnáleºí do podprostoru
generovaného sloupci maticeA, tedy b 2 spanf A � 1; : : : ; A � ng.

Poznámka 5.21 (Trochu jiný pohled na sou£in matic AB ). P°edchozí úvahu m·ºeme pouºít i pro ma-
ticové násobení. UvaºujmeA 2 Tm� p; B 2 Tp� n . Zam¥°íme se nejprve na sloupce výsledné maticeAB .
Libovolný j -tý sloupec vyjád°íme (AB )� j = AB � j =

P p
k=1 bkj A � k , je tedy lineární kombinací sloupc·

matice A. Schematicky:

0

B
B
B
@

: : : b1j : : :
: : : b2j : : :

...
: : : bpj : : :

1

C
C
C
A

0

B
B
@

j j j

A � 1 A � 2 : : : A � p

j j j

1

C
C
A

0

B
B
@

j

: : : (AB )� j : : :

j

1

C
C
A

Kaºdý sloupec maticeAB je tudíº tvo°en lineární kombinací sloupc· matice A.
Podobn¥ lze interpretovat maticové násobení jako vytvá°ení lineárních kombinací °ádk·. Libovolný

i -tý °ádek výsledné maticeAB vyjád°íme jako (AB ) i � = A i � B =
P p

k=1 aik Bk� , a tedy p°edstavuje line-
ární kombinaci °ádk· matice B . Na elementární °ádkové úpravy maticeB se pak m·ºeme dívat jako na
vytvá°ení lineárních kombinací °ádk· a nahrazování p·vodních °ádk· t¥mito kombinacemi.

Poznámka 5.22 (Je²t¥ jiný pohled na sou£in maticAB ). Sou£inA 2 Tm� p; B 2 Tp� n lze vyjád°it je²t¥
jiným zp·sobem jako AB =

P p
k=1 A � kBk� . Kaºdý £len sumy p°edstavuje vn¥j²í sou£in dvou vektor·, coº

vytvo°í matici hodnosti nanejvý² 1. Tímto p°edpisem jsme tedy rozepsali matici na sou£et maximáln¥ k
matic hodnosti 1. Nahlédnout toto vyjád°ení sou£inu matic je snadné, nebo´ porovnáním prvk· na pozici
i; j máme

(AB ) ij =
P p

k=1 A ik Bkj ;
� P p

k=1 A � kBk�
�

ij =
P p

k=1 (A � kBk� ) ij =
P p

k=1 A ik Bkj :

Která z uvedených forem maticového sou£inu se pouºívá v praktických implementacích?1) Na to není
jednoduchá odpov¥¤. Pokud jsou maticeA; B velké, rozd¥lují se na men²í bloky a na nejvy²²í úrovni
se n¥kdy pouºívá forma sou£inu z této poznámky. Pro sou£in jednotlivých blok· se pak pouºívá forma
z poznámky 5.21. Oproti standardní de�nici 3.7 maticového sou£inu má výhodu v tom, ºe lépe hospoda°í
s na£ítáním hodnot matice do r·zných úrovní pam¥ti. Více podrobností viz Goto and Geijn [2008].

1) Speci�kace rozhraní pro základní maticové operace jsou dané v knihovn¥ BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms).
Nejedná se o konkrétní knihovnu, ale spí² o popis standardu. Jednotlivých implementací je pak celá °ada a pouºívají vnit °n¥
r·zné algoritmy mj. v závislosti na cílové architektu°e.
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5.3 Lineární nezávislost

Kone£n¥ generovaný prostor typicky m·ºe být generován r·znými mnoºinami vektor·. Motivací pro tuto
sekci je snaha najít mnoºinu generátor·, která bude minimální co do po£tu i co do inkluze (tedy ºádná ostrá
podmnoºina uº prostor negeneruje), srov. p°íklad 5.12. To pak povede i k pojm·m jako báze, sou°adnice
a dimenze.

De�nice 5.23 (Lineární nezávislost). Bu¤ V vektorový prostor nad T a m¥jme vektory v1; : : : ; vn 2 V .
Pak vektory v1; : : : ; vn se nazývají lineárn¥ nezávislé, pokud rovnost

P n
i =1 � i vi = o nastane pouze pro

� 1 = : : : = � n = 0 . V opa£ném p°ípad¥ jsou vektorylineárn¥ závislé.

Tedy vektory v1; : : : ; vn jsou lineárn¥ závislé, pokud existují� 1; : : : ; � n 2 T, ne v²echna nulová a
taková, ºe

P n
i =1 � i vi = o.

Pojem lineární nezávislosti zobecníme i na nekone£né mnoºiny vektor·, nicmén¥ s nekone£ny bývá
trochu potíº (nap°. co by se myslelo nekone£nou lineární kombinací?), proto se to de�nuje takto:

De�nice 5.24 (Lineární nezávislost nekone£né mnoºiny). Bu¤ V vektorový prostor nad T a bu¤ M � V
nekone£ná mnoºina vektor·. PakM je lineárn¥ nezávislá, pokud kaºdá kone£ná podmnoºinaM je lineárn¥
nezávislá. V opa£ném p°ípad¥ jeM lineárn¥ závislá.

P°íklad 5.25. P°íklady lineárn¥ (ne)závislých vektor· v R2:

� (1; 0)T je lineárn¥ nezávislý,

� (1; 0)T , (2; 0)T jsou lineárn¥ závislé,

� (1; 1)T , (1; 2)T jsou lineárn¥ nezávislé,

� (1; 0)T , (0; 1)T , (1; 1)T jsou lineárn¥ závislé,

� (0; 0)T je lineárn¥ závislý,

� prázdná mnoºina je lineárn¥ nezávislá.

P°íklad 5.26. Není t¥ºké nahlédnout, ºe dva vektory tvo°í lineárn¥ závislý systém pokud jeden z nich je
násobkem druhého. Pro více vektor· v²ak lineární závislostnení tak snadno vid¥t. Jak prakticky zjistit,
zda dané aritmetické vektory, nap°.(1; 3; 2)T , (2; 5; 3)T , (2; 3; 1)T , jsou lineárn¥ závislé £i nezávislé? Podle
de�nice hledejme, kdy lineární kombinace vektor· dá nulový vektor:

�

0

@
1
3
2

1

A + �

0

@
2
5
3

1

A + 


0

@
2
3
1

1

A =

0

@
0
0
0

1

A :

Toto vyjád°íme ekvivalentn¥ jako soustavu rovnic s neznámými �; �; 
 , kdy první rovnice odpovídá rovnosti
vektor· v první sloºce, a podobn¥ pro dal²í dv¥:

1� + 2 � + 2 
 = 0 ;

3� + 5 � + 3 
 = 0 ;

2� + 3 � + 1 
 = 0 :

Soustavu vy°e²íme upravením matice soustavy na odstup¬ovaný tvar
0

@
1 2 2 0
3 5 3 0
2 3 1 0

1

A �

0

@
1 0 � 4 0
0 1 3 0
0 0 0 0

1

A :

Soustava má nekone£n¥ mnoho °e²ení a ur£it¥ najdeme n¥jaké nenulové, nap°.� = 4 , � = � 3, 
 = 1 . To
znamená, ºe dané vektory jsou lineárn¥ závislé. (Je²t¥ jinépostupy uvedeme pozd¥ji v sekci 5.6.)

P°íklad 5.27. De�nice lineární nezávislosti trochu p°ipomíná de�nici regularity (de�nice 3.26). Není
to náhoda, sloupce regulární matice (a potaºmo i °ádky) p°edstavují dal²í p°íklad lineárn¥ nezávislých
vektor·. Podle de�nice je £tvercová matice A regulární, pokud rovnost

P
j A � j x j = o nastane pouze pro

x = o, a toto p°esn¥ odpovídá lineární nezávislosti sloupc· matice A.
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V¥ta 5.28. Bu¤ V vektorový prostor nadT, a m¥jmev1; : : : ; vn 2 V . Pak vektory v1; : : : ; vn jsou lineárn¥
závislé práv¥ tehdy, kdyº existujek 2 f 1; : : : ; ng takové, ºevk =

P
i 6= k � i vi pro n¥jaké � 1; : : : ; � n 2 T, to

jest vk 2 spanf v1; : : : ; vk� 1; vk+1 ; : : : ; vng.

D·kaz. Implikace � ) � . Jsou-li vektory v1; : : : ; vn lineárn¥ závislé, pak existuje jejich netriviální lineární
kombinace rovna nule, tj.

P n
i =1 � i vi = o pro � 1; : : : ; � n 2 T a � k 6= 0 pro n¥jaké k 2 f 1; : : : ; ng. Zde

m·ºeme zvolit libovolné k takové, ºe � k 6= 0 . Vyjád°íme k-tý £len � kvk = �
P

i 6= k � i vi a po zkrácení
dostáváme poºadovaný p°edpisvk =

P
i 6= k(� � � 1

k � i )vi .
Implikace � ( � . Je-li vk =

P
i 6= k � i vi , pak vk �

P
i 6= k � i vi = o, coº je poºadovaná netriviální kombinace

rovna nule, nebo´ koe�cient u vk je 1 6= 0 .

D·sledkem je je²t¥ jiná charakterizace lineární závislosti. Ta mj. °íká, ºe vektory jsou lineárn¥ závislé
práv¥ tehdy, kdyº odebráním n¥jakého (ale ne libovolného, viz p°íklad 5.30) z nich se jejich lineární
obal nezmen²í. Tudíº mezi nimi je n¥jaký nadbyte£ný. U lineárn¥ nezávislého systému je tomu naopak:
Odebráním libovolného z nich se jejich lineární obal ost°e zmen²í, není mezi nimi tedy ºádný nadbyte£ný.

D·sledek 5.29. Bu¤ V vektorový prostor nad T, a m¥jme v1; : : : ; vn 2 V . Pak vektory v1; : : : ; vn jsou
lineárn¥ závislé práv¥ tehdy, kdyº existujek 2 f 1; : : : ; ng takové, ºe

spanf v1; : : : ; vng = spanf v1; : : : ; vk� 1; vk+1 ; : : : ; vng: (5.2)

D·kaz. Implikace � ) � . Jsou-li vektory v1; : : : ; vn lineárn¥ závislé, pak podle v¥ty 5.28 existujek 2
f 1; : : : ; ng takové, ºe vk =

P
i 6= k � i vi pro n¥jaké � 1; : : : ; � n 2 T. Inkluze � v (5:2) je spln¥na triviáln¥,

zam¥°íme se na tu opa£nou. Libovolný vektoru 2 spanf v1; : : : ; vng se dá vyjád°it jako lineární kombinace

u =
nX

i =1

� i vi = � kvk +
X

i 6= k

� i vi = � k

� X

i 6= k

� i vi

�
+

X

i 6= k

� i vi =
X

i 6= k

(� k � i + � i )vi :

Tedy u 2 spanf v1; : : : ; vk� 1; vk+1 ; : : : ; vng a máme dokázanou inkluzi �� � v (5:2).
Implikace � ( � . Pokud platí rovnost (5:2), tak

vk 2 spanf v1; : : : ; vn g = spanf v1; : : : ; vk� 1; vk+1 ; : : : ; vng

a podle v¥ty 5.28 jsou vektoryv1; : : : ; vn lineárn¥ závislé.

P°íklad 5.30. Vektory (2; 3)T ; (2; 1)T ; (4; 2)T 2 R2 jsou lineárn¥ závislé, tudíº jejich lineární obal lze
vygenerovat i z vlastní podmnoºiny t¥chto vektor·. M·ºeme o dstranit nap°íklad druhý, anebo t°etí vektor
(ale ne oba zárove¬) a výsledné dva vektory po°ád budou generovat stejný prostor R2. Nicmén¥, první
vektor odebrat nelze, zbylé dva vektory uºR2 nevygenerují!

5.4 Báze

De�nice 5.31 (Báze). Bu¤ V vektorový prostor nad T. Pak bází rozumíme jakýkoli lineárn¥ nezávislý
systém generátor· V .

V de�nici pod pojmem systém rozumíme uspo°ádanou mnoºinu, £asem uvidíme, pro£ je uspo°ádání
d·leºité (pro sou°adnice atp.). Nicmén¥ pro jednoduchost zna£ení budeme bázi, skládající se z kone£n¥
mnoha vektor· v1; : : : ; vn , zna£it f v1; : : : ; vn g.

Báze je tedy podle de�nice takový systém generátor· prostoruV , který je minimální ve smyslu in-
kluze. Kaºdý z generátor· má sv·j smysl, nem·ºeme ºádný vynechat, jinak bychom nevygenerovali celý
prostor V .

P°íklad 5.32. P°íklady bází:

� V R2 máme bázi nap°.e1 = (1 ; 0)T , e2 = (0 ; 1)T . Jiná báze je(7; 5)T , (2; 3)T .

� V Rn máme nap°. bázie1; : : : ; en , °íká se jíkanonickáa zna£í sekan. Kaºdý vektor v = ( v1; : : : ; vn )T 2
Rn se dá vyjád°it jako lineární kombinace vektor· báze jednodu²e jako v =

P n
i =1 vi ei .
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� V Pn je bází nap°.1; x; x 2; : : : ; xn . Kaºdý polynom p 2 P n v základním tvaru p(x) = anxn + : : : +
a1x + a0 jiº je vyjád°ený jako lineární kombinace bázických vektor· (v opa£ném po°adí).

Toto je na první pohled nejjednodu²²í báze, nikoliv v²ak jediná moºná. Bernsteinova báze se skládá
z vektor·

� n
i

�
x i (1 � x)n� i pro i = 0 ; 1; : : : ; n a pouºívá se pro r·zné aproximace, nap°. ve výpo£etní

geometrii pro aproximaci k°ivek procházejících nebo kontrolovaných danými body (tzv. Bézierovy
k°ivky, pouºívají se t°eba v typogra�i pro popis font·).

� V P je bází nap°. nekone£ný ale spo£etný systém polynom·1; x; x 2; : : :

� V prostoru C[a;b] také existuje báze, ale není jednoduché ºádnou explicitn¥ vyjád°it.

V¥ta 5.33. Nech´ v1; : : : ; vn je báze prostoruV . Pak pro kaºdý vektoru 2 V existují jednozna£n¥ ur£ené
koe�cienty � 1; : : : ; � n 2 T takové, ºeu =

P n
i =1 � i vi .

D·kaz. Vektory v1; : : : ; vn tvo°í bázi V , tedy kaºdé u 2 V se dá vyjád°it jako u =
P n

i =1 � i vi pro vhodné
skaláry � 1; : : : ; � n 2 T. Jednozna£nost ukáºeme sporem. Nech´ existuje i jiné vyjád°ení u =

P n
i =1 � i vi .

Potom
P n

i =1 � i vi �
P n

i =1 � i vi = u � u = o, neboli
P n

i =1 (� i � � i )vi = o. Protoºe v1; : : : ; vn jsou lineárn¥
nezávislé, musí� i = � i pro kaºdé i = 1 ; : : : ; n. To je spor s tím, ºe vyjád°ení jsou r·zná.

Díky zmín¥né jednozna£nosti m·ºeme zavést pojem sou°adnice.

De�nice 5.34 (Sou°adnice). Nech´ B = f v1; : : : ; vng je báze prostoru V a nech´ vektor u 2 V má
vyjád°ení u =

P n
i =1 � i vi . Pak sou°adnicemi vektoru u 2 V vzhledem k bázi B rozumíme koe�cienty

� 1; : : : ; � n a vektor sou°adnic zna£íme[u]B := ( � 1; : : : ; � n )T .

Pojem sou°adnic je d·leºit¥j²í, neº se na první pohled zdá. Umoº¬uje totiº reprezentovat t¥ºko ucho-
pitelné vektory a (kone£n¥ generované) prostory pomocí sou°adnic, tedy aritmetických vektor·. Kaºdý
vektor má ur£ité sou°adnice a naopak kaºdán-tice skalár· dává sou°adnici n¥jakého vektoru. Existuje tedy
vzájemn¥ jednozna£ný vztah mezi vektory a sou°adnicemi, který pozd¥ji (sekce 6.3) vyuºijeme k tomu,
abychom °adu, nap°. po£etních, problém· z prostoruV p°evedli do aritmetického prostoru, kde se pracuje
snadn¥ji.

P°íklad 5.35. Sou°adnice vektoru vzhledem k bázi v prostoruR2.

(� 2; 3)T

x

y

e1

e2

Sou°adnice vektoru (� 2; 3)T vzhledem ke
kanonické bázi:[(� 2; 3)T ]kan = ( � 2; 3)T .

(� 2; 3)T

x

y

(1; 1)T
(� 3; 1)T

Sou°adnice vektoru(� 2; 3)T vzhledem k bázi
B = f (� 3; 1T ); (1; 1)T g: [(� 2; 3T )]B = ( 5

4 ; 7
4)T .

P°íklad 5.36. Pro kaºdé v 2 Rn je [v]kan = v, nebo´ vektor v = ( v1; : : : ; vn )T má vyjád°ení v =P n
i =1 vi ei .

P°íklad 5.37. Uvaºujme bázi B = f 1; x; x 2g prostoru P2. Pak [3x2 � 5]B = ( � 5; 0; 3)T . Obecn¥ kaºdý
polynom p 2 P n v základním tvaru p(x) = anxn + : : :+ a1x + a0 má vzhledem k báziB = f 1; x; x 2; : : : ; xng
sou°adnice[p]B = ( a0; a1; : : : ; an )T .

P°íklad 5.38. Bu¤ B = f v1; : : : ; vn g báze prostoruV . Potom [v1]B = (1 ; 0; : : : ; 0)T = e1, [v2]B = e2, . . . ,
[vn ]B = en .
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P°íklad 5.39. Nahlédn¥te následující pozorování pro vektorový prostorV :

� Je-li v1; : : : ; vn 2 V systém generátor·V , pak kaºdý vektor u 2 V lze vyjád°it jako lineární kombinaci
vektor· v1; : : : ; vn alespo¬ jedním zp·sobem.

� Jsou-li v1; : : : ; vn 2 V lineárn¥ nezávislé, pak kaºdý vektoru 2 V lze vyjád°it jako lineární kombinaci
vektor· v1; : : : ; vn nejvý²e jedním zp·sobem.

� Je-li v1; : : : ; vn 2 V báze V , pak kaºdý vektor u 2 V lze vyjád°it jako lineární kombinaci vektor·
v1; : : : ; vn práv¥ jedním zp·sobem.

Tvrzení 5.40. Pro libovolnou báziB kone£n¥ generovaného prostoruV nad T, vektory u; v 2 V a skalár
� 2 T platí

[u + v]B = [ u]B + [ v]B ;

[�v ]B = � [v]B :

D·kaz. Nech´ bázeB sestává z vektor· z1; : : : ; zn , nech´ u =
P n

i =1 � i zi a nech´ v =
P n

i =1 
 i zi . Potom
u + v =

P n
i =1 (� i + 
 i )zi a tedy

[u]B + [ v]B = ( � 1; : : : ; � n )T + ( 
 1; : : : ; 
 n )T = ( � 1 + 
 1; : : : ; � n + 
 n )T = [ u + v]B :

Podobn¥ pro násobek� [u]B = � (� 1; : : : ; � n )T = ( �� 1; : : : ; �� n )T = [ �u ]B .

Vlastnost z tvrzení m·ºeme zobecnit: Sou°adnice libovolnélineární kombinace vektor· jsou rovny
té samé lineární kombinaci jejich sou°adnic. Sou°adnice tedy zachovávají jistou strukturu a vazby mezi
vektory (lineární závislost aj.). Pozd¥ji v kapitole 6 uvidíme, ºe díky této vlastnosti dokáºeme efektivn¥
vyjad°ovat sou°adnice.

V¥ta 5.41 (O existenci báze). Kaºdý vektorový prostor má bázi.

D·kaz. D·kaz provedeme pouze pro kone£n¥ generovaný prostorV . Pro ty ostatní je d·kaz sloºit¥j²í a je
pot°eba ur£ité poznatky z teorie mnoºin (tzv. Zornovo lemma).

Bu¤ v1; : : : ; vn systém generátor· prostoru V . Jsou-li vektory lineárn¥ nezávislé, tak uº tvo°í bázi.
Jinak podle d·sledku 5.29 existuje indexk tak, ºe

spanf v1; : : : ; vng = spanf v1; : : : ; vk� 1; vk+1 ; : : : ; vng:

Tedy odstran¥nímvk bude systém vektor· stále generovatV . Je-li nyní systém vektor· lineárn¥ nezávislý,
tvo°í bázi. Jinak postup opakujeme dokud nenajdeme bázi. Postup je kone£ný, protoºe máme kone£nou
mnoºinu generátor·, tudíº bázi najít musíme.

Nyní sm¥°ujeme k tomu, ºe pro daný kone£n¥ generovaný prostor jsou v²echny jeho báze stejn¥ velké,
coº povede k zavedení pojmu dimenze. K tomuto ú£elu nejprve ukáºeme pomocné tvrzení, které °íká, kdy
mohu v systému generátor· vektorového prostoru vym¥nit n¥jaký z generátor· za úpln¥ jiný vektor.

Lemma 5.42 (O vým¥n¥). Bu¤ y1; : : : ; yn systém generátor· vektorového prostoruV a nech´ vektor
x 2 V má vyjád°ení x =

P n
i =1 � i yi . Pak pro libovolnék takové, ºe� k 6= 0 , je y1; : : : ; yk� 1; x; yk+1 ; : : : ; yn

systém generátor· prostoru V .

D·kaz. Ze vztahu x =
P n

i =1 � i yi vyjád°íme yk

yk =
1

� k

�
x �

X

i 6= k

� i yi

�
:

Chceme dokázat, ºe vektoryy1; : : : ; yk� 1; x; yk+1 ; : : : ; yn generují prostor V . Vezm¥me libovolný vektor
z 2 V . Pro vhodné koe�cienty � i m·ºeme vektor z vyjád°it jako

z =
nX

i =1

� i yi = � kyk +
X

i 6= k

� i yi =
� k

� k

�
x �

X

i 6= k

� i yi

�
+

X

i 6= k

� i yi =

=
� k

� k
x +

X

i 6= k

�
� i �

� k

� k
� i

�
yi :
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P°íklad 5.43. V prostoru R2 uvaºujme vektory y1 = (1 ; 2)T , y2 = (3 ; 5)T , x = (2 ; 4)T . Vektory y1; y2

generují celý prostor a vektorx má vyjád°ení x = 2y1 + 0y2. Proto m·ºeme vym¥nit y1 za x a stále platí
spanf x; y2g = R2. Vektor y2 za x ale jiº vym¥nit nelze.

V¥ta 5.44 (Steinitzova v¥ta o vým¥n¥2)). Bu¤ V vektorový prostor, bu¤ x1; : : : ; xm lineárn¥ nezávislý
systém veV , a nech´ y1; : : : ; yn je systém generátor· V . Pak platí

(1) m � n,

(2) existují navzájem r·zné indexy k1; : : : ; kn� m takové, ºex1; : : : ; xm ; yk1 ; : : : ; ykn � m tvo°í systém ge-
nerátor· V .

D·kaz. D·kaz provedeme matematickou indukcí podlem. Je-li m = 0 , pak tvrzení platí triviáln¥. P°ejd¥me
k induk£nímu kroku. P°edpokládejme, ºe tvrzení platí prom � 1 a ukáºeme, ºe platí i pro m.

Uvaºujme vektory x1; : : : ; xm� 1. Ty jsou lineárn¥ nezávislé, a podle induk£ního p°edpokladu je m� 1 �
n a existují navzájem r·zné indexy `1; : : : ; `n� m+1 takové, ºe x1; : : : ; xm� 1; y`1 ; : : : ; y`n � m +1 generují V .
Kdyby m � 1 = n, pak by vektory x1; : : : ; xm� 1 byly generátory prostoru V , a dostali bychom xm 2
V = spanf x1; : : : ; xm� 1g, coº je spor s lineární nezávislostíx1; : : : ; xm . Tudíº jsme dokázali první tvrzení
m � n.

Pro d·kaz druhé £ásti uvaºujme lineární kombinaci xm =
P m� 1

i =1 � i x i +
P n� m+1

j =1 � j y` j , coº si m·ºeme
dovolit díky tomu, ºe vektory v sum¥ generují V . Kdyby � 1 = : : : = � n� m+1 = 0 , pak dostáváme spor
s lineární nezávislostíx1; : : : ; xm . Proto existuje k takové, ºe � k 6= 0 . Podle lemmatu 5.42 lze vym¥nity`k za
xm a výsledné vektoryx1; : : : ; xm , y`1 ; : : : ; y`k � 1 , y`k +1 ; : : : ; y`n � m +1 budou op¥t generovat prostorV .

D·sledek 5.45. V²echny báze kone£n¥ generovaného vektorového prostoruV jsou stejn¥ velké.

D·kaz. Bu¤te x1; : : : ; xm a y1; : : : ; yn dv¥ báze prostoruV . Speciáln¥,x1; : : : ; xm jsou lineárn¥ nezávislé
a y1; : : : ; yn jsou generátory V , tedy m � n. Analogicky naopak, y1; : : : ; yn jsou lineárn¥ nezávislé a
x1; : : : ; xm generují V , tedy n � m. Dohromady dostávámem = n.

Tvrzení se dá zobecnit na prostory, které nejsou kone£n¥ generované, s tím, ºe v²echny báze mají
stejnou mohutnost.

5.5 Dimenze

Kaºdý kone£n¥ generovaný prostor má bázi (v¥ta 5.41) a v²echny báze jsou stejn¥ velké (d·sledek 5.45),
coº ospravedl¬uje zavedení dimenze prostoru jako velikosti (libovolné) báze.

De�nice 5.46 (Dimenze). Dimenze kone£n¥ generovaného vektorového prostoru je velikost n¥jaké jeho
báze. Dimenze prostoru, který není kone£n¥ generovaný, je1 . Dimenzi prostoru V zna£ímedim V.

P°íklad 5.47. P°íklady dimenzí:

� dim Rn = n, dim Rm� n = mn, dim f og = 0 , dim Pn = n + 1 ,

� reálné prostory P, F , a prostor R nad Q nejsou kone£n¥ generované, mají dimenzi1 (viz pro-
blém 5.1).

Nadále budeme uvaºovat pouze kone£n¥ generované vektorovéprostory.

Tvrzení 5.48 (Vztah po£tu prvk· systému k dimenzi) . Pro vektorový prostor V platí:

(1) Nech´ x1; : : : ; xm 2 V jsou lineárn¥ nezávislé. Pakm � dim V . Pokud m = dim V, potom
x1; : : : ; xm je báze.

(2) Nech´ y1; : : : ; yn jsou generátoryV . Pak n � dim V. Pokud n = dim V, potom y1; : : : ; yn je báze.

2) V angli£tin¥ replacement theorem, autorem je matematik Ernst Steinitz (1871�1928) z d°íve n¥ meckého, dnes polského
Slezska.
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D·kaz. Ozna£med = dim V a nech´z1; : : : ; zd je báze prostoruV , tedy jeho lineárn¥ nezávislé generátory.
(1) Protoºe x1; : : : ; xm jsou lineárn¥ nezávislé az1; : : : ; zd generátoryV , tak podle Steinitzovy v¥ty 5.44

je m � d. Pokud m = d, pak podle stejné v¥ty lze systémx1; : : : ; xm doplnit o d � m = 0 vektor· na
systém generátor· prostoru V . Tedy jsou to nutn¥ generátory a tím i báze.

(2) Protoºe y1; : : : ; yn jsou generátory prostoruV a z1; : : : ; zd lineárn¥ nezávislé, tak podle Steinitzovy
v¥ty 5.44 je n � d. Nech´ n = d. Jsou-li y1; : : : ; yn lineárn¥ nezávislé, pak tvo°í bázi. Pokud jsou line-
árn¥ závislé, pak lze jeden vynechat a získat systém generátor· o velikosti n � 1 (d·sledek 5.29). Podle
Steinitzovy v¥ty by pak ale platilo d � n � 1, coº vede ke sporu.

První £ást tvrzení 5.48 mj. °íká, ºe na bázi se dá nahlíºet jako na maximální lineárn¥ nezávislý systém.
Druhá £ást v¥ty pak °íká, ºe báze je minimální systém generátor· (co do inkluze i co do po£tu).

V¥ta 5.49 (Roz²í°ení lineárn¥ nezávislého systému na bázi). Kaºdý lineárn¥ nezávislý systém vektorového
prostoru V lze roz²í°it na bázi V .

D·kaz. Nech´ x1; : : : ; xm jsou lineárn¥ nezávislé az1; : : : ; zd je báze prostoruV . Podle Steinitzovy v¥ty 5.44
existují indexy k1; : : : ; kd� m takové, ºe x1; : : : ; xm ; zk1 ; : : : ; zkd� m jsou generátoryV . Jejich po£et jed, tedy
podle tvrzení 5.48 je to bázeV .

V¥ta 5.50 (Dimenze podprostoru). Je-li W podprostorem prostoruV , pak dim W � dim V. Pokud navíc
dim W = dim V , tak W = V.

D·kaz. De�nujme mnoºinu M := ; . Pokud span(M ) = W , jsme hotovi. V opa£ném p°ípad¥ existuje
vektor v 2 W nspan(M ). P°idáme vektor v do mnoºiny M a celý postup opakujeme. ProtoºeM je lineárn¥
nezávislá mnoºina vektor·, podle tvrzení 5.48 je velikostM shora omezena dimenzí prostoruV . Proces je
tedy kone£ný. Protoºespan(M ) = W , mnoºina M tvo°í bázi prostoru M , a proto dim W � dim V.

Pokud dim W = dim V, tak mnoºina M musí podle tvrzení 5.48 tvo°it báziV , a proto W = V.

P°íklad 5.51. Najd¥me v²echny podprostory prostoruR2:

� dimenze 2: to je pouzeR2 (z v¥ty 5.50),

� dimenze 1: ty jsou generovány jedním vektorem, tedy jsou to v²echny p°ímky procházející po£átkem,

� dimenze 0: to je pouzef og.

P°íklad 5.52 (Struktura podprostor·) . K tomu, abychom ilustrovali strukturu podprostor·, nejprv e
uvaºujme v²echny podmnoºiny mnoºiny f 1; : : : ; ng a relaci �býti podmnoºinou� , neboli inkluzi � . N¥které
podmnoºiny jsou neporovnatelné co do inkluze a jiné zase jsou. Inkluze je tedy £áste£né uspo°ádání a
m·ºeme ji znázornit tzv. Hasseovým diagramem, kde spojnice zna£í �sousední� podmnoºiny v inkluzi:

f 1; 2; 3g

f 1; 2g f 1; 3g f 2; 3g

f 1g f 2g f 3g

;

Podobným zp·sobem m·ºeme znázornit i strukturu podprostor · prostoru V dimenze n, protoºe relace
�býti podprostorem� je také £áste£né uspo°ádání. Diagram bude mít n + 1 hladin, p°i£emº na i -té hla-
din¥ budou podprostory dimenzei . Ty jsou mezi sebou neporovnatelné ve smyslu inkluze £i ve smyslu
�býti podprostorem�, nicmén¥ n¥které vektory mohou sdílet. Mezi jednotlivými hladinami pak op¥t vede
spojnice mezi podprostory, z nichº jeden je podprostorem druhého. Následující obrázek ilustruje struk-
turu podprostor· prostoru R3; narozdíl od p°edchozího p°ípadu se v prost°edních hladinách vyskytuje
nekone£n¥ mnoho objekt·.
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dim 3

dim 2

dim 1

dim 0

R3

v²echny roviny v R3

v²echny p°ímky v R3

f og

Víme, ºe sjednocení podprostor· obecn¥ podprostor netvo°í. Nicmén¥ m·ºeme sestrojit lineární obal
sjednocení, tomu se °íká spojení podprostor· a má následující ekvivalentní p°edpis.

De�nice 5.53 (Spojení podprostor·). Bu¤te U; V podprostory vektorového prostoru W . Pak spojení
podprostor· U; V je de�nováno jako U + V := f u + v; u 2 U; v 2 V g.

Tvrzení 5.54 (Spojení podprostor·). Bu¤te U; V podprostory vektorového prostoruW . Pak

U + V = span(U [ V ):

D·kaz. Inkluze � � � : je triviální, nebo´ prostor span(U [ V ) je uzav°ený na sou£ty.
Inkluze � � � : Sta£í ukázat, ºe U + V obsahuje prostoryU; V a ºe je podprostoremW . První £ást je

z°ejmá, pro druhou uvaºujmex1; x2 2 U + V. Vektory se dají vyjád°it jako x1 = u1 + v1, u1 2 U, v1 2 V ,
a x2 = u2 + v2, u2 2 U, v2 2 V . Potom x1 + x2 = u1 + v1 + u2 + v2 = ( u1 + u2) + ( v1 + v2) 2 U + V , coº
dokazuje uzav°enost na s£ítání. Pro uzav°enost na násobky uvaºujme x = u + v 2 U + V, u 2 U, v 2 V a
skalár � . Pak �x = � (u + v) = ( �u ) + ( �v ) 2 U + V .

P°íklad 5.55.

� R2 = spanf e1g + spanf e2g,

� R3 = spanf e1g + spanf e2g + spanf e3g,

� R3 = spanf e1; e2g + spanf e3g,

� R2 = spanf (1; 2)T g + spanf (3; 4)T g,

� ale i R2 = spanf (1; 2)T g + spanf (3; 4)T g + spanf (5; 6)T g.

Pro dimenzi podprostor· a jejich spojení a pr·niku platí pod obný vztah jako známý vztah pro velikost
kone£ných mnoºin a jejich sjednocení a pr·niku (princip inkluze a exkluze).

V¥ta 5.56 (Dimenze spojení a pr·niku). Bu¤te U; V podprostory vektorového prostoruW . Pak platí

dim(U + V ) + dim( U \ V ) = dim U + dim V: (5.3)

D·kaz. U\ V je podprostor prostoruW , tedy má kone£nou báziz1; : : : ; zp. Podle v¥ty 5.49 ji m·ºeme roz²í-
°it na bázi U tvaru z1; : : : ; zp; x1; : : : ; xm . Podobn¥ ji m·ºeme roz²í°it na bázi V tvaru z1; : : : ; zp; y1; : : : ; yn .
Sta£í, kdyº ukáºeme, ºe vektoryz1; : : : ; zp, x1; : : : ; xm , y1; : : : ; yn dohromady tvo°í bázi U + V , a rovnost
(5:3) uº bude platit. Nejprve ukáºeme, ºe to jsou generátory, a pak, ºe jsou lineárn¥ nezávislé.

zix j

yk

U

V

U \ V

U + V
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�Generujícnost.� Bu¤ z 2 U + V, pak z = u + v, kde u 2 U; v 2 V . Vektor u lze vyjád°it u =P p
i =1 � i zi +

P m
j =1 � j x j a podobn¥v =

P p
i =1 
 i zi +

P n
k=1 � kyk . Potom z = u + v =

P p
i =1 (� i + 
 i )zi +P m

j =1 � j x j +
P n

k=1 � kyk , tedy vektor z je lineární kombinací na²ich vektor·.
�Lineární nezávislost.� Bu¤

P p
i =1 � i zi +

P m
j =1 � j x j +

P n
k=1 
 kyk = o, chceme ukázat, ºe v²echny

koe�cienty musí být nulové. Ozna£mez :=
P p

i =1 � i zi +
P m

j =1 � j x j = �
P n

k=1 
 kyk . Z°ejm¥ z 2 U \ V ,
tedy lze vyjád°it jako lineární kombinaci z =

P p
i =1 � i zi . Tím dostáváme z =

P p
i =1 � i zi = �

P n
k=1 
 kyk ,

neboli
P p

i =1 � i zi +
P n

k=1 
 kyk = o. Jediná lineární kombinace lineárn¥ nezávislých vektor·,která dá nulový
vektor, je triviální, proto � i = 0 pro v²echna i a 
 k = 0 pro v²echna k. Dosazením do p·vodní rovnosti
dostaneme

P p
i =1 � i zi +

P m
j =1 � j x j = o, a tudíº z lineární nezávislosti máme� i = 0 pro v²echna i a � j = 0

pro v²echna j .

P°íklad 5.57. Uvaºujme následující podprostory prostoru matic R3� 3. Podprostor U je tvo°en symet-
rickými maticemi a podprostor V horními trojúhelníkovými maticemi. Snadno nahlédneme, ºedimenze
obou podprostor· je 6. Jejich pr·nik pak tvo°í podprostor diagonálních matic, jehoº dimenze je3. Dimenzi
spojení spo£ítáme podle vzore£ku(5:3) jako dim(U + V) = dim U + dim V � dim(U \ V ) = 6 + 6 � 3 = 9.
Podle v¥ty 5.50 je pak nutn¥U + V = R3� 3, spojením obou podprostor· je tedy celý prostor matic. V d·-
sledku to také znamená, ºe kaºdou matici zR3� 3 lze vyjád°it jako sou£et symetrické a horní trojúhelníkové
matice.

Poznámka 5.58 (Direktní sou£et podprostor·) . Je-li U \ V = f og, pak spojení podprostor· W = U + V
se nazývádirektní sou£etpodprostor· U; V a zna£í seW = U� V. Podle v¥ty 5.56 jedim(U� V) = dim U+
dim V. Podmínka U \ V = f og pak navíc zp·sobí, ºe kaºdý vektor w 2 W lze zapsat jediným zp·sobem
ve tvaru w = u + v, kde u 2 U a v 2 V (viz problém 5.2). Nyní jsou nap°. R2 = spanf e1g � spanf e2g,
R2 = spanf (1; 2)T g � spanf (3; 4)T g nebo R3 = spanf e1g � spanf e2g � spanf e3g direktními sou£ty, ale
R2 = spanf (1; 2)T g � spanf (3; 4)T g � spanf (5; 6)T g není.

5.6 Maticové prostory

Nyní skloubíme teorii matic s vektorovými prostory. Oba obory se vzájemn¥ obohatí: Vektorov¥ prostorový
pohled nám umoºní jednodu²e odvodit dal²í vlastnosti matic, a naopak, postupy z maticové teorie nám
poskytnou nástroje na testování lineární nezávislosti, ur£ování dimenze atp.

De�nice 5.59 (Maticové prostory). Bu¤ A 2 Tm� n . Pak de�nujeme

(1) sloupcový prostor S(A) := spanf A � 1; : : : ; A � n g,

(2) °ádkový prostor R(A) := S(AT ),

(3) jádro Ker(A) := f x 2 Tn ; Ax = og.

Sloupcový prostor je tedy prostor generovaný sloupci matice A, a je to podprostor Tm . Podobn¥
°ádkový prostor je prostor generovaný °ádky maticeA, ale jedná se o podprostorTn . Jádro Ker(A) pak je
tvo°eno v²emi °e²eními soustavyAx = o a jedná se také o podprostorTn , nebo´ jsou spln¥ny t°i základní
vlastnosti:

� Jádro obsahuje nulový vektor:Ao = o.

� Jádro je uzav°ené na sou£ty: Jsou-li vektoryx; y 2 Tn °e²ením soustavy, pakAx = o, Ay = o.
Sou£tem rovnic dostanemeA(x + y) = o, tedy i vektor x + y náleºí do jádra.

� Jádro je uzav°ené na násobky: Je-li vektorx 2 Tn °e²ením soustavy, pakAx = o. Pro libovolné
� 2 T platí A(�x ) = � (Ax ) = �o = o, tedy i vektor �x náleºí do jádra.

P°íklad 5.60. Uvaºme reálnou matici

A =
�

1 1 1
0 1 0

�
:

Pak její sloupcový prostor je S(A) = R2 a její °ádkový prostor je R(A) = spanf (1; 1; 1)T ; (0; 1; 0)T g.
Jádro matice A ur£íme vy°e²ením soustavyAx = o. Matice A jiº je v odstup¬ovaném tvaru, proto
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pomocí volné prom¥nnéx3 popí²eme mnoºinu °e²ení jakof (x3; 0; � x3)T ; x3 2 Rg. Jádro má tedy tvar
Ker(A) = spanf (1; 0; � 1)T g.

Výpo£et báze jádra matice v Matlabu / Octave:

>> null([1 1 1;0 1 0])
ans =

-0.7071
0.0000
0.7071

Díky v¥t¥ 5.17 m·ºeme maticové prostory ekvivalentn¥ charakterizovat pomocí lineárních kombinací,
coº vede na následující tvrzení. Porovnejte s interpretacísou£inuAx u tvrzení 3.18(5).

Tvrzení 5.61. Bu¤ A 2 Tm� n . Pak

(1) S(A) = f Ax ; x 2 Tng,

(2) R(A) = f AT y; y 2 Tmg.

D·kaz. Z°ejmý z toho, ºe Ax =
P n

j =1 x j A � j p°edstavuje lineární kombinaci sloupc· maticeA. V druhé
£ásti analogickyAT y p°edstavuje lineární kombinaci °ádk· matice A.

Maticov¥ m·ºeme reprezentovat libovolný podprostor V prostoru Tn . Sta£í vzít n¥jaké jeho generátory
v1; : : : ; vm a sestavit matici A 2 Tm� n , jejíº °ádky tvo°í práv¥ vektory v1; : : : ; vm . Pak V = R(A).
Podobn¥V m·ºeme vyjád°it jako sloupcový prostor vhodné matice z Tn� m . Dokonce m·ºeme prostor V
reprezentovat i jako jádro vhodné matice zTm� n � to jiº není z°ejmé a pozd¥ji ve tvrzení 7.7 odvodíme
obecn¥j²í výsledek. Získali jsme tedy následující tvrzení.

Tvrzení 5.62. Bu¤ V podprostor prostoru Tn . Pak

(1) V = S(A) pro vhodnou matici A 2 Tn� m ,

(2) V = R(A) pro vhodnou matici A 2 Tm� n ,

(3) V = Ker( A) pro vhodnou matici A 2 Tm� n .

Pokud tedy dokáºeme dob°e manipulovat s maticovými prostory, umoºní nám to zacházet i s pod-
prostory Tn . Jak ukáºeme pozd¥ji v sekci 6.3, m·ºeme takto s pomocí sou°adnic pracovat s libovolnými
kone£n¥ generovanými prostory.

Poznámka 5.63 (Geometrický pohled na maticové prostory). Uvaºujme zobrazení x 7! Ax s maticí
A 2 Tm� n . Jádro matice A je tedy tvo°eno v²emi vektory z Tn , které se zobrazí na nulový vektor.
Sloupcový prostor S(A) matice A pak zase p°edstavuje mnoºinu v²ech obraz·, neboli obraz prostoru
Tn p°i tomto zobrazení. Jak pozd¥ji ukáºeme, tyto prostory hrají klí£ovou roli pro analýzu geometrické
struktury tohoto zobrazení.

f
Tn

Tm

Ker(A)

S(A)

o o
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Podívejme se, jak se m¥ní maticové prostory, kdyº matici násobíme zleva n¥jakou jinou maticí (to
vlastn¥ d¥lá Gaussova eliminace).

Tvrzení 5.64 (Prostory a násobení maticí zleva). Bu¤ A 2 Tm� n , Q 2 Tp� m . Pak

(1) R(QA) je podprostoremR(A),

(2) Pokud A � k =
P

j 6= k � j A � j pro n¥jaké k 2 f 1; : : : ; ng a n¥jaká � j 2 T, j 6= k, pak (QA)� k =P
j 6= k � j (QA)� j .

D·kaz.

(1) Sta£í ukázat R(QA) � R (A). Bu¤ x 2 R (QA), pak existuje y 2 Tp takové, ºe x = ( QA)T y =
AT QT y = AT (QT y) 2 R (A).

(2) (QA)� k = QA � k = Q(
P

j 6= k � j A � j ) =
P

j 6= k � j QA � j =
P

j 6= k � j (QA)� j , kde jsme vyuºili tvr-
zení 3.18(3).

V¥ta °íká, ºe °ádkové prostory jsou porovnatelné p°ímo � po pronásobení libovolnou maticí zleva
dostaneme podprostor. To se snadno nahlédne i z toho, ºe kaºdý °ádek matice QA je vlastn¥ lineární
kombinací °ádk· matice A (viz poznámka 5.21), a vybranými lineárními kombinacemi lze vygenerovat
pouze podprostor. Konkrétn¥,i -tý °ádek matice QA má vyjád°ení (QA) i � =

P m
j =1 qij A j � , schematicky

A

Q QA

odpovídá

0

B
B
B
@

___________________________________________________ ____________________________ A1�
___________________________________________________ ____________________________

___________________________________________________ ____________________________ A2�
___________________________________________________ ____________________________

...
___________________________________________________ ____________________________ Am�

___________________________________________________ ____________________________

1

C
C
C
A

0

B
B
@

: : : : : :

qi 1 qi 2 : : : qim

: : : : : :

1

C
C
A

0

B
B
@

: : :
___________________________________________________ ____________________________ P m

j =1 qij A j �
___________________________________________________ ____________________________

: : :

1

C
C
A

Sloupcové prostory z principu porovnávat nelze, protoºe jsou to podprostory r·zných prostor· ( Tm a
Tp). Nicmén¥, jak °íká bod (2) tvrzení 5.64, mezi sloupci se zachovává jakási lineárn¥ závislostní vazba:
Je-li i -tý sloupec matice A závislý na ostatních, potom i -tý sloupec matice QA je závislý na ostatních
se stejnou lineární kombinací (pozor, lineární nezávislost se nemusí zachovávat). Tuto vlastnost m·ºeme
nahlédnout i geometricky. Uvaºujme lineární zobrazeníx 7! Qx. Pak sloupce maticeA se zobrazí na
sloupce maticeQA, nebo´ podle(3:1) je

QA =

0

B
B
@

j j

QA � 1 � � � QA � n

j j

1

C
C
A :

Tudíº stejná geometrická transformacex 7! Qx se aplikuje na v²echny sloupce maticeA, a proto závislosti
mezi sloupci z·stanou zachovány i pro výslednou maticiQA.

P°íklad 5.65. V matici A je druhý sloupe£ek je dvojnásobkem prvního a tato vlastnostz·stane i pro
výsledný sou£inQA:

QA =
�

1 2 � 1
� 2 1 1

�
0

@
1 2 4
2 4 5
1 2 7

1

A =
�

4 8 7
1 2 4

�
:

V matici A0 je t°etí sloupe£ek je sou£tem prvních dvou a tato vlastnost op¥t z·stane i pro výsledný
sou£inQA0:

QA0 =
�

1 2 � 1
� 2 1 1

�
0

@
1 1 2
1 2 3
1 3 4

1

A =
�

2 2 4
0 3 3

�
:
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Jestliºe násobíme zleva regulární maticí, coº je typický p°ípad, tak m·ºeme odvodit siln¥j²í tvrzení.

Tvrzení 5.66 (Prostory a násobení regulární maticí zleva). Bu¤ Q 2 Tm� m regulární a A 2 Tm� n . Pak

(1) R(QA) = R(A),

(2) Rovnost A � k =
P

j 6= k � j A � j platí práv¥ tehdy, kdyº(QA)� k =
P

j 6= k � j (QA)� j , kde k 2 f 1; : : : ; ng
a � j 2 T, j 6= k.

D·kaz.

(1) Podle tvrzení 5.64 jeR(QA) � R (A). Aplikujeme-li tvrzení 5.64 na matici (QA) násobenou zleva
Q� 1, tak dostanemeR(Q� 1QA) � R (QA), tedy R(A) � R (QA). Dohromady mámeR(QA) =
R(A).

(2) Implikaci zleva doprava dostaneme z tvrzení 5.64. Obrácenou implikaci dostaneme z tvrzení 5.64
aplikovaného na matici (QA) násobenou zlevaQ� 1.

D·sledkem p°edchozí v¥ty je, ºe pokud n¥které sloupce matice A jsou lineárn¥ nezávislé, tak z·stanou
i po vynásobení regulární maticí zleva.

P°íklad 5.67. Jak se zm¥ní prostoryR(A) a S(A) pokud matici A násobíme maticíQ zprava namísto
zleva? A jak se zm¥ní jádro matice? Konkrétn¥, pro maticeA 2 Tm� p, B 2 Tp� n , jaký je vztah prostor·
Ker(A), Ker(AB ) a Ker(B )?

Tvrzení 5.66 nám také usnadní dokázat st¥ºejní výsledek o maticových prostorech.

V¥ta 5.68 (Maticové prostory a RREF). Bu¤ A 2 Tm� n a bu¤ AR její RREF tvar s pivoty na pozicích
(1; p1); : : : ; (r; pr ), kde r = rank( A). Pak

(1) nenulové °ádkyAR , tedy vektory AR
1� ; : : : ; AR

r � , tvo°í bázi R(A),

(2) sloupceA � p1 ; : : : ; A � pr tvo°í bázi S(A),

(3) dim R(A) = dim S(A) = r .

D·kaz. Víme z v¥ty 3.31, ºeAR = QA pro n¥jakou regulární matici Q.

(1) Podle tvrzení 5.66 jeR(A) = R(QA) = R(AR ). Nenulové °ádkyAR jsou lineárn¥ nezávislé, tedy
tvo°í bázi R(AR ) i R (A).

(2) Nejprve ukáºeme, ºe sloupceAR
� p1

; : : : ; AR
� pr

tvo°í bázi S(AR ). Tyto vektory jsou jist¥ lineárn¥
nezávislé (jsou to jednotkové vektory). GenerujíS(AR), nebo´ libovolný nebázický sloupec se dá
vyjád°it jako lineární kombinace t¥ch bázických:

AR
� j =

mX

i =1

aR
ij ei =

rX

i =1

aR
ij ei =

rX

i =1

aR
ij AR

� pi
:

Nyní pouºijeme tvrzení 5.66, která zaru£í, ºe iA � p1 ; : : : ; A � pr jsou lineárn¥ nezávislé a generují
ostatní sloupce, tedy tvo°í báziS(A).

(3) Hodnota dim R(A) je velikost bázeR(A), tedy r , a podobn¥dim S(A) je velikost bázeS(A), také r .
Navíc r = rank( A).

Zd·razn¥me, ºe bázi °ádkového prostoruR(A) najdeme v °ádcích maticeAR , zatímco bázi sloupcového
prostoru S(A) najdeme ve sloupcích p·vodní maticeA.

T°etí vlastnost v¥ty 5.68 dává velmi netriviální d·sledek pro hodnost matice a její transpozice, nebo´

rank(A) = dim R(A) = dim S(A) = dim R(AT ) = rank( AT ):

Dostáváme tedy následující v¥tu, kterou jsme v kapitole 3 je²t¥ nezmi¬ovali, protoºe k jejímu dokázání
jsme pot°ebovali netriviální poznatky z vektorových prostor·.

V¥ta 5.69. Pro kaºdou matici A 2 Tm� n platí rank(A) = rank( AT ).
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V¥ta 5.68 rovn¥º nabízí ekvivalentní charakterizaci hodnosti matice jako dimenzi °ádkového nebo
sloupcového prostoru. Tím potvrzuje korektnost de�nice hodnosti z de�nice 2.14, alternativn¥ k v¥t¥ 2.28
o jednozna£nosti RREF tvaru matice.

V¥ta 5.68 dále dává návod, jak zjistit ur£ité charakteristiky prostor· pomocí RREF tvaru matice. Sta£í
dát aritmetické vektory do matice, p°evést do RREF tvaru a z n¥j pak vy£íst danou informaci. Jestliºe
vektory nejsou z aritmetického prostoru Tn , pak je pot°eba na to jít oklikou, pomocí tzv. isomor�smu
(sekce 6.3).

P°íklad 5.70. Uvaºujme prostor

V = spanf (1; 2; 3; 4; 5)T ; (1; 1; 1; 1; 1)T ; (1; 3; 5; 7; 9)T ; (2; 1; 1; 0; 0)T g b R5:

Nejprve sestavme maticiA, jejíº sloupce jsou rovny daným generátor·m V , tedy V = S(A), a upravíme
ji na redukovaný odstup¬ovaný tvar:

A =

0

B
B
B
B
@

1 1 1 2
2 1 3 1
3 1 5 1
4 1 7 0
5 1 9 0

1

C
C
C
C
A

RREF�

0

B
B
B
B
@

1 0 2 0
0 1 � 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

Z RREF tvaru vidíme, ºe dim(V ) = rank( A) = 3 a báze V je nap°íklad (1; 2; 3; 4; 5)T , (1; 1; 1; 1; 1)T ,
(2; 1; 1; 0; 0)T . T°etí z generátor· je závislý na ostatních, konkrétn¥ je roven dvojnásobku prvního minus
druhý (koe�cienty vidíme ve t°etím sloupci matice v RREF tva ru).

Nyní dejme generující vektory do °ádk· matice, tedy V = R(AT ):

AT =

0

B
B
@

1 2 3 4 5
1 1 1 1 1
1 3 5 7 9
2 1 1 0 0

1

C
C
A

RREF�

0

B
B
@

1 0 0 � 1 � 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 2
0 0 0 0 0

1

C
C
A

Op¥t z RREF tvaru vy£teme, ºe dim(V ) = rank( AT ) = 3 , dostaneme ale jinou bázi:(1; 0; 0; � 1; � 1)T ,
(0; 1; 0; 1; 0)T , (0; 0; 1; 1; 2)T .

Poznámka 5.71. Uvaºujme soustavu lineárních rovnic Ax = b. •e²itelnost soustavy vlastn¥ znamená,
ºe vektor pravých stran b se dá vyjád°it jako lineární kombinace sloupc· maticeA (srov. poznámka 5.20).
Tudíº soustava je °e²itelná práv¥ tehdy, kdyº b 2 S(A), neboli S(A) = S(A j b). V¥ta 5.68 pak p°ímo dává
zn¥ní Frobeniovy v¥ty z poznámky 2.25.

Následující vzore£ek vyjad°uje dimenzi jádra maticeA, tedy mnoºiny °e²ení soustavyAx = o. Dimenzí
mnoºiny °e²ení obecné soustavyAx = b se budeme zabývat pozd¥ji a analogický vzore£ek uvedeme ve
tvrzení 7.12.

V¥ta 5.72 (O dimenzi jádra a hodnosti matice). Pro kaºdou matici A 2 Tm� n platí

dim Ker( A) + rank( A) = n: (5.4)

D·kaz. Bu¤ dim Ker( A) = k. Nech´ vektory v1; : : : ; vk tvo°í bázi Ker(A), coº mj. znamená, ºeAv1 =
: : : = Avk = o. Roz²i°me vektory v1; : : : ; vk na bázi celého prostoruTn dopln¥ním o vektory vk+1 ; : : : ; vn .
Sta£í ukázat, ºe vektory Avk+1 ; : : : ; Avn tvo°í bázi S(A), protoºe pak rank(A) = dim S(A) = n � k a
rovnost z v¥ty je spln¥na.

�Generujícnost.� Bu¤ y 2 S(A), pak y = Ax pro n¥jaké x 2 Tn . Toto x lze vyjád°it x =
P n

i =1 � i vi .
Dosazením

y = Ax = A
� nX

i =1

� i vi

�
=

nX

i =1

� i Av i =
nX

i = k+1

� i (Av i ):

�Lineární nezávislost.� Bu¤
P n

i = k+1 � i Av i = o. Pak platí A
� P n

i = k+1 � i vi
�

= o, £ili
P n

i = k+1 � i vi pat°í
do jádra matice A. Proto

P n
i = k+1 � i vi =

P k
i =1 � i vi pro n¥jaké skaláry � 1; : : : ; � k . P°epsáním rovnice

dostáváme
P n

i = k+1 � i vi +
P k

i =1 (� � i )vi = o a vzhledem k lineární nezávislosti vektor·v1; : : : ; vn je � k+1 =
: : : = � n = � 1 = : : : = � k = 0 .
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Poznámka 5.73 (Geometrický pohled na v¥tu 5.72). Uvaºujme zobrazeníx 7! Ax s maticí A 2 Tm� n ,
viz poznámka 5.63. ProstorTn se zobrazí na prostorS(A), jehoº dimenze jer = rank( A). Tudíº zobrazení
zobrazujen-dimenzionální prostor nar -dimenzionální prostor. Práv¥ ten de�cit n � r � 0 je podle vzore£ku
(5:4) roven dimenzi jádra matice A. Pro regulární matici je jádro triviální ( Ker(A) = f og), a proto
zobrazuje Tn na celéTn . ƒím je v²ak jádro v¥t²í, tím men²í je obraz prostoru Tn . Dimenze jádra tedy
popisuje míru �degenerace� zobrazení. Nicmén¥ i jádro samotné popisuje zp·sob této degenerace, protoºe
Ker(A) obsahuje práv¥ ty vektory, které se zobrazí nao.

P°íklad 5.74. Uvaºujme matici a její RREF tvar

A =

0

@
2 4 4 4

� 3 � 4 2 0
5 7 � 2 1

1

A RREF�

0

@
1 0 � 6 � 4
0 1 4 3
0 0 0 0

1

A :

Tedy dim Ker( A) = 4 � 2 = 2. Prostor Ker(A) p°edstavuje v²echna °e²ení soustavyAx = o a ta jsou tvaru

(6x3 + 4x4; � 4x3 � 3x4; x3; x4)T ; x3; x4 2 R;

neboli

x3(6; � 4; 1; 0)T + x4(4; � 3; 0; 1)T ; x3; x4 2 R:

Tudíº vektory (6; � 4; 1; 0)T , (4; � 3; 0; 1)T tvo°í bázi Ker(A). Tyto vektory nalezneme i p°ímo tak, ºe za
jednu nebázickou prom¥nnou dosadíme1, za zbylé nuly a dopo£ítáme hodnoty bázických prom¥nných.
Konkrétn¥ vektor (6; � 4; 1; 0)T získáme dosazenímx3 = 1 , x4 = 0 a vektor (4; � 3; 0; 1)T získáme dosazením
x3 = 0 , x4 = 1 .

Tento postup platí univerzáln¥ pro kaºdou matici. Vypo£ítaných vektor· je stejn¥ jako je nebázických
prom¥nných, tedy n � rank(A). Tato hodnota ale udává dimenziKer(A). Protoºe vypo£ítané vektory jsou
generátory jádra a je jich stejný po£et jako je jeho dimenze,musí to být báze Ker(A) (srov. tvrzení 5.48).

Dal²í vlastnosti maticových prostor· ukáºeme v d·sledku 8. 56.

5.7 Aplikace

P°íklad 5.75 (Je²t¥ ke kódování). Naváºeme na p°íklad 4.42 o Hammingov¥ kódu(7; 4; 3). Ke kódování
jsme pouºívali generující maticiH rozm¥ru 7� 4 jednodu²e tak, ºe vstupní úseka délky 4 se zakóduje na
úsekb := Ha délky 7. V²echny zakódované úseky tak p°edstavují sloupcový prostor matice H . Protoºe H
má lineárn¥ nezávislé sloupce, jedná se o podprostor dimenze 4 v prostoru Z7

2.
Detekce chyb p°ijatého úsekub probíhá pomocí detek£ní maticeD rozm¥ru 3 � 7. Pokud Db = o,

nenastala chyba (nebo nastaly alespo¬ dv¥). Po detek£ní matici tedy chceme, aby (pouze) vektory ze
sloupcového prostoru maticeH zobrazovala na nulový vektor. Tudíº musí S(H ) = Ker( D ). Nyní jiº
vidíme, pro£ má matice D dané rozm¥ry � aby její jádro byl £ty°dimenzionální podprostor, musí mít
podle v¥ty 5.72 hodnost3, a proto 3 lineárn¥ nezávislé °ádky posta£ují.

P°íklad 5.76 (Rozpoznávání obli£ej· [Turk and Pentland, 1991]). Detekce a rozpoznávání obli£ej· z di-
gitálního obrazu je moderní úloha po£íta£ové gra�ky. Je to p°íli² sloºitý problém, abychom mohli vysv¥tlit
v²echny detaily úsp¥²ných algoritm·, ale zkusíme objasnitjejich podstatu z hlediska vektorových prostor·.

Digitální obraz reprezentujeme jako matici A 2 Rm� n , kde aij udává barvu pixelu na pozici i; j .
Mnoºinu obrázk· s obli£eji si m·ºeme s jistou mírou zjednodu²ení p°edstavit jako podprostor prostoru
v²ech obrázk· Rm� n . Báze tohoto podprostoru jsou tzv. eigenfaces, £ili ur£ité základní typy nebo rysy
obli£ej·, ze kterých skládáme ostatní obli£eje.

Pokud chceme rozhodnout, zda obrázek odpovídá obli£eji, tak spo£ítáme, zda odpovídající vektor leºí
v podprostoru obli£ej· nebo v jejich blízkosti. Podobn¥ postupujeme, pokud chceme rozpoznat zda daný
obrázek odpovídá n¥jakému známému obli£eji: Ve vektorovémprostoru Rm� n zjistíme, který z vektor·
odpovídajících známým tvá°ím je nejblíºe vektoru na²eho obrázku.

N¥kolikrát jsme pouºili pojem �vzdálenost� vektor·. Eukle idovskou vzdálenost £tená° patrn¥ zná,
podrobn¥ji a obecn¥ji v²ak tento termín rozebíráme v kapitole 8.
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P°íklad 5.77 (Lagrange·v interpola£ní polynom). Vra´me se nyní k problému interpolace bod· polyno-
mem. M¥jme v rovin¥ n + 1 bod· (x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn ; yn ), kde x i 6= x j pro i 6= j . Úkolem je najít
polynom p(x) procházející t¥mito body. V p°íkladu 3.56 jsme ukázali, jaknajít interpola£ní polynom v zá-
kladním tvaru p(x) = anxn + : : :+ a1x + a0 vy°e²ením soustavy rovnic s Vandermondovou maticí. Na tento
problém m·ºeme nahlíºet pohledem vektorových prostor·. Polynomy 1; x; x 2; : : : ; xn tvo°í standardní bázi
vektorového prostoru Pn , a na²ím cílem vlastn¥ je najít sou°adnicea0; a1; : : : ; an hledaného polynomu
p(x) vzhledem k této bázi.

Nyní se nabízí otázka, jestli bychom nena²li polynom snadn¥ji, kdybychom zvolili jinou bázi pro-
storu Pn ? Odpov¥¤ zní �ano� . Zvolíme následující bázi prostoruPn . Pro i = 0 ; 1; : : : ; n de�nujeme
polynom

pi (x) =
nY

j =0 ; j 6= i

1
x i � x j

(x � x j ):

Tento polynom má v bod¥x i hodnotu 1 a v ostatních bodechx j , j 6= i , hodnotu 0. Je snadné nahlédnout,
ºe tyto polynomy jsou lineárn¥ nezávislé: ºádný polynompi (x) není lineární kombinací ostatních, protoºe
ostatní polynomy mají v bod¥ x i hodnotu 0. Tudíº polynomy p0(x); : : : ; pn (x) tvo°í bázi prostoru Pn .
Interpola£ní polynom p(x) se tak dá jednozna£n¥ vyjád°it jako lineární kombinace t¥chto polynom· a
sou°adnice tvo°í práv¥ funk£ní hodnotyy0; : : : ; yn . Tím dostáváme explicitní vyjád°ení interpola£ního
polynomu v tzv. Lagrangeov¥ tvaru

p(x) =
nX

i =0

yj pi (x):

Tento výsledek dává rovn¥º alternativní zd·vodn¥ní, ºe interpola£ní polynom je ur£en jednozna£n¥.

Problémy
5.1. Ukaºte, ºe prostor reálných polynom· P, prostor reálných funkcí F a prostor R nad Q nejsou

kone£n¥ generované.

5.2. K direktnímu sou£tu podprostor· (poznámka 5.58):

(a) Ukaºte, ºe pokud W = U � V , pak kaºdý vektor w 2 W lze zapsat jediným zp·sobem ve
tvaru w = u + v, kde u 2 U a v 2 V .

(b) Bu¤te BU ; BV báze podprostor· U; V prostoru W . Ukaºte, ºe W = U � V práv¥ tehdy, kdyº
bázeBU ; BV jsou disjunktní a jejich sjednocením dostaneme báziW .

5.3. Dokaºte, ºe hodnost maticeA 2 Tm� n se dá ekvivalentn¥ de�novat jako:

(a) velikost nejv¥t²í regulární podmatice (podmatice vznikne odstran¥ním ur£itého, klidn¥ i nu-
lového, po£tu °ádk· a sloupc·).

(b) nejmen²í z rozm¥r· matic B; C ze v²ech moºných rozklad· A = BC .

5.4. Pro matice A 2 Rm� n , B 2 Rn� p zd·vodn¥te následující odhady pro hodnost jejich sou£inu

rank(A) + rank( B ) � n � rank(AB ) � minf rank(A); rank(B )g:

5.5. Bu¤ A 2 Rn� n a k 2 N. Dokaºte rank(Ak ) � rank(Ak+1 ) � rank(Ak+1 ) � rank(Ak+2 ).
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Shrnutí ke kapitole 5. Vektorové prostory

Vektorové prostory p°edstavují dal²í abstraktní pojem. Vektory v prostoru umíme
s£ítat a kaºdý jednotliv¥ násobit skalárem (nikoli nutn¥ mezi sebou!). Aplikací obou
operací nan vektor· získáme lineární kombinaci t¥chto vektor·. Mnoºin a v²ech li-
neárních kombinací zadaných vektor· vytvo°í vektorový podprostor. Pokud stejný
podprostor nevygeneruje ºádná ost°e men²í podmnoºina vektor·, jsou tyto vektory
lineárn¥ nezávislé, jinak jsou lineárn¥ závislé. Alternativn¥, vektory jsou závislé pokud
mezi nimi je aspo¬ jeden, který je lineární kombinací ostatních. Lineárn¥ nezávislé
generátory prostoru se nazývají báze tohoto prostoru. Kaºdý prostor má n¥jakou bázi
a pokud jich je více, tak mají v²echny stejnou velikost (Steinitzova v¥t¥ o vým¥n¥).
To nás oprav¬uje zavést dimenzi prostoru jako po£et vektor·v bázi. Báze prostoru
pak p°edstavuje jakýsi sou°adný systém v tomto prostoru, protoºe kaºdý vektor pro-
storu se dá jednozna£n¥ vyjád°it jako lineární kombinace bázických vektor·; p°íslu²né
koe�cienty se nazývají sou°adnice.

Prostory úzce souvisí s maticemi, a to dvojím zp·sobem. S kaºdou maticí A je spjato
n¥kolik vektorových prostor·: ten, generovaný sloupci, ten, generovaný °ádky, a pak
jádro, £ili prostor °e²ení soustavyAx = o. Tím, ºe jsme prozkoumali, jak elementární
aj. maticové úpravy m¥ní tyto prostory pak na druhou stranu dokáºeme pomocí matic
snadno °e²it spoustu úloh: zjistit, zda dané vektory jsou lineárn¥ nezávislé, ur£it
dimenzi prostoru, který generují, vybrat z nich vhodnou bázi, spo£ítat sou°adnice
vektoru v dané bázi atp.
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Kapitola 6

Lineární zobrazení

S lineárními zobrazeními jsme se jiº letmo setkali v poznámkách 3.20, 3.43, 5.63 a 5.73 jako se zobrazeními
typu x 7! Ax , kde A 2 Tm� n . Nahlédli jsme, ºe zobrazení je bijekcí práv¥ pro regulárnímatice a inverzní
zobrazení má popisy 7! A � 1y. Dále víme, ºe prostor Tn se zobrazí na prostorS(A), jehoº dimenze je
r = rank( A). Rozdíl dimenzí n � r vzoru a obrazu pak odpovídá dimenzi jádra maticeA.

Pro lineární zobrazeníx 7! Ax z°ejm¥ také platí

(x + y) 7! A(x + y) = Ax + Ay;

(�x ) 7! A(�x ) = � (Ax ):

Práv¥ tuto vlastnost pouºijeme jako de�nici lineárního zobrazení pro obecné prostory. Jinými slovy tato
vlastnost °íká, ºe obraz sou£tu dvou vektor· je roven sou£tujejich obraz· a analogicky pro násobky. Tím
pádem obraz lineární kombinace vektor· se dá vyjád°it jako lineární kombinace jejich obraz·. Lineární
zobrazení tedy zachovává vztah mezi vektory: lineárn¥ závislé vektory se zobrazí na lineárn¥ závislé obrazy
(ale ne naopak!); vektor, který je závislý na jiných vektorech se zobrazí na vektor závislý na jejich obrazech
p°i stejné lineární kombinaci atp.

V celé kapitole uvaºujeme pouze kone£n¥ generované vektorové prostory.

6.1 Lineární zobrazení mezi obecnými prostory

De�nice 6.1 (Lineární zobrazení). Bu¤te U; V vektorové prostory nad t¥lesemT. Zobrazení f : U ! V
je lineární, pokud pro kaºdé x; y 2 U a � 2 T platí:

� f (x + y) = f (x) + f (y),

� f (�x ) = �f (x).

Lineární zobrazení se téº nazýváhomomor�smus1) . Pro toho, koho by zajímala zoologie latinsko-
°eckých názv· druh· zobrazení, poznamenejme, ºe prosté zobrazení jeinjektivní , zobrazení �na� jesurjek-
tivní , injektivní homomor�smus je monomor�smus, surjektivní homomor�smus je epimor�smus, homomor-
�smus mnoºiny do sebe sama jeendomor�smus, surjektivní a injektivní homomor�smus je isomor�smus,
a isomorfní endomor�smus se nazýváautomor�smus.2)

P°íklad 6.2 (P°íklady lineárních zobrazení v rovin¥). Jiº v p°íkladu 3.21 jsme ukázali n¥kolik lineárních
zobrazení daných p°edpisemx 7! Ax , kde A 2 R2� 2. Tato zobrazení p°edstavovala r·zné transformace
v rovin¥, konkrétn¥ p°eklopení podle osy, natáhnutí podle osy a oto£ení kolem po£átku. Projekci jako
lineární zobrazení jsme uvedli v poznámce 3.43. Pro ilustraci zde p°idáme n¥kolik dal²ích p°íklad·.

Lineární zobrazení s maticíA =
� v1 0

0 v2

�
p°edstavuje ²kálování, které natahujev1-krát ve sm¥ru osyx1

a v2-krát ve sm¥ru osyx2. Konkrétn¥ pro hodnotu v = (0 :6; 0:6)T dostaneme zobrazení, které rovnom¥rn¥
zmen²uje objekty:

1) Homomor�smus je obecn¥ zobrazení, které zachovává n¥jakou podstatnou strukturu. V teorii vektorových prostor·
jsou základní operace sou£et vektor· a jejich násobek, a potaºmo je tedy základní strukturou vyjád°ení vektoru jako lin eární
kombinace jiných vektor·. Proto homomor�smus v teorii vekt orových prostor· znamená zachování lineárn¥-závislostní vazby,
coº se dá elementárn¥ vyjád°it jako zachování struktury ope rací sou£tu a násobk· vektor·.

2) V teorii kategorií mají pojmy jako monomor�smus a dal²í je²t ¥ trochu obecn¥j²í význam.

99
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0 x1

x2

f

0 x1

x2

Pro hodnotu v = (2 ; 1)T dostaneme zobrazení, které dvakrát roztahuje ve sm¥ru osyx1, ale ve sm¥ru osy
x2 nijak neroztahuje:

0 x1

x2

f

0 x1

x2

Obecné lineární zobrazení v rovin¥x 7! Ax je kombinací p°eklopení, nataºení a rotací kolem po£átku:

0 x1

x2

f

0 x1

x2

P°íklad 6.3 (Matice rotace). V tomto p°íkladu odvodíme vyjád°ení lineárního zobrazení,které repre-
zentuje oto£ení v rovin¥ kolem po£átku o úhel� proti sm¥ru hodinových ru£i£ek. Bod(x1; x2)T 2 R2

ztotoºníme s komplexním £íslemz := x1 + ix 2 a ozna£íme komplexní £íslor := cos(� ) + i sin(� ). Jak
víme ze sekce 1.4, násobení £íslemr reprezentuje oto£ení o úhel� . Tudíº komplexní £íslo z se oto£í na
komplexní £íslo

r � z = (cos(� ) + i sin(� )) � (x1 + ix 2)

= cos(� )x1 � sin(� )x2 + i (sin(� )x1 + cos(� )x2) :

Pokud zpátky ztotoºníme komplexní £ísla s body v rovin¥, takdostáváme, ºe bod(x1; x2)T se zobrazí na
bod (cos(� )x1 � sin(� )x2; sin(� )x1 + cos(� )x2)T . Tudíº oto£ení tvo°í lineární zobrazení a jeho maticové
vyjád°ení je x 7! Ax , kde

A =
�

cos(� ) � sin(� )
sin(� ) cos(� )

�
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je p°íslu²ná matice rotace; srov. p°íklad 3.21. Speciáln¥,vektor e1 = (1 ; 0)T se zobrazí na vektor(cos(� ); sin(� ))T

a vektor e2 = (0 ; 1)T se zobrazí na vektor(� sin(� ); cos(� ))T , viz obrázek:

1

1� 1 0 x1

x2

(cos(� ); sin(� ))T

�
sin(� )

cos(� )

(� sin(� ); cos(� ))T

�

Konkrétn¥ matice oto£ení o90� a matice oto£ení o180� mají tvar
�

0 � 1
1 0

�
a

�
� 1 0

0 � 1

�
:

Matici rotace snadno zobecníme na p°ípad rotace v prostoruRn , pokud se omezíme pouze na oto£ení
o úhel � v rovin¥ os x i ; x j . Schematicky (prázdné místo odpovídá nulám):

0

B
B
B
B
@

I
cos(� ) � sin(� )

I
sin(� ) cos(� )

I

1

C
C
C
C
A

S touto maticí se setkáme je²t¥ pozd¥ji v p°íkladu 8.74.

P°íklad 6.4 (Dal²í p°íklady lineárních zobrazení).

� Jiº jsme zmínili v úvodu, ºe typickým p°íkladem lineárního zobrazení je f : Rn ! Rm de�nované
f (x) = Ax , kde A 2 Rm� n je pevná matice. Jak uvidíme pozd¥ji v d·sledku 6.20, tak ºádné jiné
lineární zobrazení mezi prostoryRn a Rm neexistuje.

� Triviální zobrazení f : U ! V de�nované f (x) = o je zjevn¥ lineární.

� Identita je zobrazení id : U ! U de�nované id(x) = x a je dal²ím p°íkladem lineárního zobrazení.

� Zobrazení f : Tm� n ! Tn� m dané p°edpisemf (A) = AT je lineární díky vlastnostem maticové
transpozice (tvrzení 3.13).

� Derivace z prostoru reálných diferencovatelných funkcí doprostoru reálných funkcí F p°edstavuje
také lineární zobrazení, protoºe spl¬uje vlastnosti(f + g)0 = f 0+ g0 a (�f )0 = �f 0 pro kaºdé dv¥
funkce f; g a skalár � 2 R.

Tvrzení 6.5 (Vlastnosti lineárních zobrazení). Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení. Pak

(1) f (
P n

i =1 � i x i ) =
P n

i =1 � i f (x i ) pro kaºdé � i 2 T; x i 2 U; i = 1 ; : : : ; n,

(2) f (o) = o.

D·kaz.

(1) Z de�nice lineárního zobrazení mámef (� 1x1 + � 2x2) = � 1f (x1) + � 2f (x2) a zbytek dostaneme
roz²í°ením matematickou indukcí pro libovolné p°irozenén.

(2) f (o) = f (0 � o) = 0 � f (o) = o.
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Lineární zobrazení tedy zobrazuje lineární kombinace vzor· na lineární kombinace obraz·. To v d·-
sledku znamená, ºe je-li vektory lineárn¥ závislý na vektorechx1; : : : ; xn , pak jeho obrazf (y) je lineárn¥
závislý na obrazechf (x1); : : : ; f (xn ). Speciáln¥, je-liy =

P n
i =1 � i x i , pak f (y) =

P n
i =1 � i f (x i ). Lineární

zobrazení tudíº zachovává lineární závislost (v£etn¥ koe�cient·). Na druhou stranu, lineární nezávislost
zachovávat nemusí.

Poznámka 6.6. Jedna z geometrických vlastností lineárních zobrazení je ta, ºe zobrazují p°ímku na
p°ímku nebo na bod. P°ímka (viz str. 120) ur£ená dv¥ma r·znými vektory v1; v2 je mnoºina vektor·
tvaru �v 1 + (1 � � )v2, kde � 2 T. Obrazem této mnoºiny p°i lineárním zobrazeníf je mnoºina popsaná
f (�v 1 + (1 � � )v2) = �f (v1) + (1 � � )f (v2), coº je op¥t p°ímka nebo bod (je-lif (v1) = f (v2)). Pozor,
opa£ným sm¥rem tvrzení neplatí, ne kaºdé zobrazení zachovávající p°ímky je lineární. Nap°íklad posunutí
je nelineární zobrazení, ale zobrazuje p°ímky na p°ímky.

Ke kaºdému lineárnímu zobrazení se vztahují dva vektorové prostory, obraz a jádro (téº nazývané
nulátor).

De�nice 6.7 (Obraz a jádro). Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení. Pak de�nujeme

� obraz f (U) := f f (x); x 2 Ug,

� jádro Ker( f ) := f x 2 U; f (x) = og.

Obraz má p°irozený význam jako obor hodnot zobrazení. De�nici m·ºeme roz²í°it na obraz jakékoli
podmnoºiny M � U takto: f (M ) := f f (x); x 2 M g.

Jádro popisuje ur£ité rysy lineárního zobrazení. Jak uvidíme, triviální jádro (tj. Ker( f ) = f og) zna£í,
ºe zobrazení je prosté a tím pádem dimenze vzoruU i obrazu f (U) jsou stejné. Naopak, £ím v¥t²í je jádro,
tím více zobrazení degeneruje, více vektor· se zobrazí na tusamou hodnotu, a tím men²í má obrazf (U)
dimenzi vzhledem k dimenzi vzoruU (viz d·sledek 6.43).

f
U

V

Ker( f )

f (U)

o o

Schematické znázorn¥ní obrazu a jádra (srov. poznámka 5.63).

Poznámka 6.8. Jádro matice a jádro lineárního zobrazení spolu úzce souvisí. De�nujeme-li zobrazení f
p°edpisemf (x) = Ax , potom Ker( f ) = Ker( A) a f (U) = S(A).

P°íklad 6.9 (Obraz a jádro). Uvaºujme lineární zobrazeníx 7! Ax , kde A 2 R2� 2, viz p°íklad 6.2.

� Pro matici A =
�

� 1 0
0 1

�
p°edstavuje zobrazení p°eklopení podle osyx2. Obraz je f (R2) = R2 a jádro

je Ker( f ) = f og.

� Pro matici A = ( 1 0
0 0 ) dostáváme projekci na osux1. Obraz je nyní f (R2) = spanf (1; 0)T g, tedy

osax1, a jádro je Ker( f ) = spanf (0; 1)T g, tedy osax2.

Snadno nahlédneme, ºe obraz p°edstavuje podprostor prostoru V a jádro podprostor prostoru U.

Tvrzení 6.10. Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení. Pak:

(1) f (U) je podprostoremV,
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(2) Ker( f ) je podprostoremU,

(3) pro kaºdé x1; : : : ; xn 2 U platí: f (spanf x1; : : : ; xng) = spanf f (x1); : : : ; f (xn )g.

D·kaz.

(1) Sta£í ov¥°it, ºe f (U) obsahuje nulový vektor a je uzav°ený na sou£ty a násobky vektor·. Protoºe
f (o) = o, máme o 2 V . Pokud v1; v2 2 f (U), tak existují u1; u2 2 U takové, ºe f (u1) = v1 a
f (u2) = v2. Potom f (u1 + u2) = f (u1) + f (u2) = v1 + v2, tudíº i v1 + v2 2 f (U). Kone£n¥ pokud
v 2 f (U), tak existuje u 2 U : f (u) = v. Pak pro libovolné � 2 T je f (�u ) = �f (u) = �v 2 f (U),
z £ehoº je�v 2 f (U).

(2) Analogicky, ponecháváme za cvi£ení.

(3) Ozna£meW := spanf x1; : : : ; xng.

Inkluze � � � . Kaºdý vektor w 2 W lze vyjád°it ve tvaru w =
P n

i =1 � i x i pro n¥jaké� 1; : : : ; � n 2 T.
Z linearity zobrazení f pak f (w) =

P n
i =1 � i f (x i ) 2 spanf f (x1); : : : ; f (xn )g.

Inkluze � � � . Protoºe x1; : : : ; xn 2 W , tak f (x1); : : : ; f (xn ) 2 f (W ). Nakonec pouºijeme toho, ºe
f (W ) je podprostor, £ili s vektory f (x1); : : : ; f (xn ) obsahuje i jejich lineární obal.

Bod (3) tvrzení 6.10 zárove¬ dává návod jak ur£ovat obraz podprostoru W prostoru U: ur£íme obrazy
báze (nebo obecn¥ generátor·W ), a ty tvo°í generátory obrazu f (W ).

P°ipome¬me dva druhy zobrazení, prosté a �na� . Lineární zobrazeníf : U ! V je �na� , pokud f (U) =
V . Jinými slovy, pro kaºdý vektor y 2 V existuje vektor x 2 U, který se na n¥j zobrazí, tj. f (x) = y.
Rozhodnout, zda je zobrazeníf �na� , lze snadno podle bodu (3) tvrzení 6.10. Sta£í zvolit generátory
prostoru U a ov¥°it, jestli jejich obrazy generují prostorV .

D·sledek 6.11. Lineární zobrazení f : U ! V je �na� práv¥ tehdy, kdyº se n¥jaké generátory prostoru
U zobrazí na generátory prostoruV .

Lineární zobrazeníf : U ! V je prosté, pokud f (x) = f (y) nastane jenom prox = y. Jinými slovy,
pro kaºdé dva vektory x; y 2 U, x 6= y, platí f (x) 6= f (y). Následující v¥ta charakterizuje, kdy je lineární
zobrazení prosté.

V¥ta 6.12 (Prosté lineární zobrazení). Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení. Pak následující jsou ekviva-
lentní:

(1) f je prosté,

(2) Ker( f ) = f og,

(3) obraz libovolné lineárn¥ nezávislé mnoºiny je lineárn¥nezávislá mnoºina.

D·kaz. Dokáºeme implikace(1) ) (2) ) (3) ) (1).

� Implikace � (1) ) (2) � . Protoºe f (o) = o, tak o 2 Ker( f ). Ale vzhledem k tomu, ºe f je prosté
zobrazení, tak jádro uº jiný prvek neobsahuje.

� Implikace � (2) ) (3) � . Bu¤te x1; : : : ; xn 2 U lineárn¥ nezávislé a nech´
P n

i =1 � i f (x i ) = o. Pak
f

� P n
i =1 � i x i

�
= o, £ili

P n
i =1 � i x i náleºí do jádra Ker( f ) = f og. Tudíº musí

P n
i =1 � i x i = o a

z lineární nezávislosti vektor· máme � i = 0 pro v²echna i .

� Implikace � (3) ) (1) � . Sporem p°edpokládejme, ºe existují dva r·zné vektoryx; y 2 U takové, ºe
f (x) = f (y). Potom o = f (x) � f (y) = f (x � y). Vektor o p°edstavuje lineárn¥ závislou mnoºinu
vektor·, tedy x � y musí být podle p°edpokladu (3) také lineárn¥ závislá mnoºina, a tudíº x � y = o,
neboli x = y. To je spor.

P°íklad 6.13 (Prosté lineární zobrazení). Uvaºujme lineární zobrazení z p°íkladu 6.9, tedyx 7! Ax , kde
A 2 R2� 2.

� Pro matici A =
�

� 1 0
0 1

�
p°edstavuje zobrazení p°eklopení podle osyx2. Protoºe jádro je Ker( f ) = f og,

zobrazení je prosté.
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� Pro matici A = ( 1 0
0 0 ) p°edstavuje zobrazení projekci na osux1. Protoºe jádro je Ker( f ) = spanf (0; 1)T g,

nejedná se o prosté zobrazení.

Speciáln¥, bod (3) v¥ty 6.12 °íká, ºe prosté lineární zobrazení f : U ! V zobrazuje bázi prostoruU na
bázi f (U). Tím pádem prosté zobrazení spl¬ujedim U = dim f (U). Pozd¥ji (d·sledek 6.43) uvidíme, ºe
tato rovnost pln¥ charakterizuje prostá zobrazení.

Ani prosté lineární zobrazení nemusí být vºdy �na� , o £emº sv¥d£í kup°íkladu zobrazení vno°eníRn

do Rn+1 de�nované p°edpisem(v1; : : : ; vn )T 7! (v1; : : : ; vn ; 0)T .
U vektorových prostor· víme, ºe je kaºdý (kone£n¥ generovaný) podprostor jednozna£n¥ ur£ený n¥jakou

bází. Takovouto minimální reprezentaci bychom cht¥li i prolineární zobrazení. Jak uvidíme, jistá analogie
platí i u lineárních zobrazení, protoºe kaºdé lineární zobrazení je jednozna£n¥ ur£eno tím, kam se zobrazí
vektory z báze.

P°íklad 6.14. Uvaºujme lineární zobrazeníf : R2 ! V . Pokud známe pouze obraz vektorux 6= o, pak
m·ºeme ur£it obrazy v²ech jeho násobk·, tj. vektor· na p°ímc e spanf xg, jednodu²e ze vztahuf (�x ) =
�f (x). Nedokáºeme v²ak zrekonstruovat celé zobrazení. K tomu pot°ebuje znát je²t¥ obraz n¥jakého jiného
(lineárn¥ nezávislého) vektoruy. Potom umíme dopo£ítat obrazy nejen v²ech násobk· vektor· x a y, ale
i jejich sou£tu a v²ech lineárních kombinací, tedy v²ech vektor· prostoru R2 ze vztahu f (�x + �y ) =
�f (x) + �f (y). Tudíº lineární zobrazení f je charakterizováno pouze obrazy dvou lineárn¥ nezávislých
vektor·, tedy báze.

V¥ta 6.15 (Lineární zobrazení a jednozna£nost vzhledem k obraz·m báze). Bu¤te U; V prostory nad T a
x1; : : : ; xn bázeU. Pak pro libovolné vektoryy1; : : : ; yn 2 V existuje práv¥ jedno lineární zobrazení takové,
ºe f (x i ) = yi , i = 1 ; : : : ; n.

D·kaz. �Existence� . Bu¤ x 2 U libovolné. Pak x =
P n

i =1 � i x i pro n¥jaké skaláry � 1; : : : ; � n 2 T. De�-
nujme obraz x jako f (x) =

P n
i =1 � i yi , protoºe lineární zobrazení musí spl¬ovat

f (x) = f
� nX

i =1

� i x i

�
=

nX

i =1

� i f (x i ) =
nX

i =1

� i yi :

To, ºe takto de�nované zobrazení je lineární, se ov¥°í uº snadno.
�Jednozna£nost.� M¥jme dv¥ r·zná lineární zobrazeníf a g spl¬ující f (x i ) = g(x i ) = yi pro v²echna

i = 1 ; : : : ; n. Pak pro libovolné x 2 U, které vyjád°íme ve tvaru x =
P n

i =1 � i x i pro jisté � 1; : : : ; � n 2 T, je

f (x) = f
� nX

i =1

� i x i

�
=

nX

i =1

� i f (x i ) =
nX

i =1

� i yi =
nX

i =1

� i g(x i ) = g
� nX

i =1

� i x i

�
= g(x):

Tedy f (x) = g(x) 8x 2 U, coº je ve sporu s tím, ºe jsou to r·zná zobrazení.

6.2 Maticová reprezentace lineárního zobrazení

Kaºdé lineární zobrazení mezi (kone£n¥ generovanými) vektorovými prostory jde reprezentovat maticov¥.3)

Protoºe vektory mohou být rozli£né objekty, je výhodné je popisovat v °e£i sou°adnic. Potom s nimi
m·ºeme operovat jako s aritmetickými vektory, coº je £asto pohodln¥j²í. Neº p°ejdeme k vlastní de�nici,
ukáºeme n¥kolik motiva£ních p°íklad·.

P°íklad 6.16 (Úvod k matici lineárního zobrazení). Uvaºujme lineární zobrazeníf : Tn ! Tm . Potom
pro libovolné x 2 Tn platí

f (x) = f

 
nX

i =1

x i ei

!

=
nX

i =1

x i f (ei ):

3) Maticov¥ jde reprezentovat i lineární zobrazení mezi nekone£n¥-dimenzionálními prostory, av²ak matice se bude skládat
z nekone£n¥ mnoha °ádk· a sloupc·. Takové matice se vyskytuj í nap°íklad v kvantové mechanice. V tomto textu ale o nich
nepojednáváme.
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Ozna£íme-li matici se sloupcif (e1); : : : ; f (en ) jako

A =

0

@
j j

f (e1) � � � f (en )
j j

1

A ;

pak z°ejm¥ f (x) = Ax . Kaºdé lineární zobrazení f : Tn ! Tm lze tedy reprezentovat maticov¥ jako
f (x) = Ax . Toto pozorování nahlédneme je²t¥ jednou jiným zp·sobem v d·sledku 6.20.

Uvaºujme nyní lineární zobrazeníf : U ! Tm a bázi B = f v1; : : : ; vng prostoru U. Nech´ vektor x 2 U
má vyjád°ení x =

P n
i =1 � i vi , tedy [x]B = ( � 1; : : : ; � n )T . Potom

f (x) = f

 
nX

i =1

� i vi

!

=
nX

i =1

� i f (vi ):

Ozna£íme-li matici se sloupcif (v1); : : : ; f (vn ) jako

A =

0

@
j j

f (v1) � � � f (vn)
j j

1

A ;

pak z°ejm¥f (x) = A � [x]B . Narozdíl od p°edchozího p°ípadu násobíme matici vektoremsou°adnic [x]B
vektoru x, a ne vektorem samotným. Pokud zm¥níme i druhý prostorTm , budeme muset pracovat v sou-
°adnicích i z hlediska maticeA a obrazu f (x).

De�nice 6.17 (Matice lineárního zobrazení). Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení,BU = f x1; : : : ; xng báze
prostoru U nad T a BV = f y1; : : : ; ym g báze prostoruV nad T. Nech´ f (x j ) =

P m
i =1 aij yi . Potom matice

A 2 Tm� n s prvky aij , i = 1 ; : : : ; m, j = 1 ; : : : ; n, se nazývámatice lineárního zobrazeníf vzhledem
k bázímBU ; BV a zna£í seB V

[f ]B U
.

Jinými slovy, matice lineárního zobrazení vypadá tak, ºe její j -tý sloupec je tvo°en sou°adnicemi obrazu
vektoru x j vzhledem k báziBV , to jest

B V
[f ]B U

=

0

@
j j

[f (x1)]B V � � � [f (xn )]B V

j j

1

A :

P°íklad 6.18 (Matice lineárního zobrazení). Uvaºujme lineární zobrazeníf : R2 ! R2 s p°edpisemf (x) =
Ax , kde

A =
�

1 2
3 � 4

�
:

Zvolme bázeBU = f (1; 2)T ; (2; 1)T g, BV = f (1; � 1)T ; (0; 1)T g a najd¥me matici zobrazeníf vzhledem
k bázím BU ; BV .

Obraz prvního vektoru báze BU je f (1; 2) = (5 ; � 5)T , a jeho sou°adnice vzhledem k báziBV jsou
[f (1; 2)]B V = (5 ; 0)T . Podobn¥, obraz druhého vektoru bázeBU je f (2; 1) = (4 ; 2)T , a jeho sou°adnice
vzhledem k báziBV jsou [f (2; 1)]B V = (4 ; 6)T . Tudíº

B V
[f ]B U

=
�

5 4
0 6

�
:

Význam matice lineárního zobrazení vyjad°uje následujícív¥ta. Pov²imn¥me si v ní mnemotechniky ve
zna£ení matice lineárního zobrazeníB V

[f ]B U
. Ta °íká, ºe na vstupu je vektor sou°adnic vzhledem k bázi

BU a na výstupu vektor sou°adnic obrazu vzhledem k báziBV .

V¥ta 6.19 (Maticová reprezentace lineárního zobrazení). Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení, BU =
f x1; : : : ; xng báze prostoruU, a BV = f y1; : : : ; ym g báze prostoruV . Pak pro kaºdéx 2 U je

[f (x)]B V
= B V

[f ]B U
� [x]B U

: (6.1)
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D·kaz. Ozna£meA := B V
[f ]B U

. Bu¤ x 2 U, tedy x =
P n

i =1 � i x i , neboli [x]B U = ( � 1; : : : ; � n )T . Pak

f (x) = f
� nX

j =1

� j x j

�
=

nX

j =1

� j f (x j ) =
nX

j =1

� j

� mX

i =1

aij yi

�
=

=
nX

j =1

mX

i =1

� j aij yi =
mX

i =1

� nX

j =1

� j aij

�
yi :

Tedy výraz
P n

j =1 � j aij reprezentuje i -tou sou°adnici vektoru [f (x)]B V , ale jeho hodnota je
P n

j =1 � j aij =
(A � [x]B U ) i , coº je i -tá sloºka vektoru B V

[f ]B U
� [x]B U

.

Matice lineárního zobrazení tedy p°evádí sou°adnice vektoru vzhledem k dané bázi na sou°adnice
jeho obrazu. Pln¥ tak popisuje lineární zobrazení a navíc obraz libovolného vektoru m·ºeme vyjád°it
jednoduchým zp·sobem jako násobení maticí.

P°ipome¬me, ºe symbolkan zna£í kanonickou bázi, tj. tu skládající se z jednotkových vektor·.

D·sledek 6.20. Kaºdé lineární zobrazeníf : Tn ! Tm se dá vyjád°it jakof (x) = Ax pro n¥jakou matici
A 2 Tm� n .

D·kaz. Pro kaºdé x 2 Tn je

f (x) = [ f (x)]kan = kan [f ]kan � [x]kan = kan [f ]kan � x:

Tedy f (x) = Ax , kde A = kan [f ]kan .

M¥jme lineární zobrazeníf : U ! V a bázeBU ; BV prostor· U; V. Víme, ºe matice A = B V
[f ]B U

spl¬uje

[f (x)]B V
= A � [x]B U

8x 2 U:

Ukáºeme, ºe ºádná jiná matice tuto vlastnost nemá.

V¥ta 6.21 (Jednozna£nost matice lineárního zobrazení). Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení, BU báze
prostoru U a BV báze prostoruV . Pak jediná matice A spl¬ující (6:1) je A = B V

[f ]B U
.

D·kaz. Nech´ bázeBU sestává z vektor· z1; : : : ; zn . Pro spor p°edpokládejme, ºe lineární zobrazeníf má
dv¥ maticové reprezentace(6:1) pomocí matic A 6= A0. Tudíº existuje vektor s 2 Tn takový, ºe As 6= A0s;
takový vektor lze volit nap°íklad jako jednotkový vektor s j edni£kou na takové pozici, ve kterém sloupci
se maticeA; A 0 li²í. De�nujme vektor x :=

P n
i =1 si zi . Pak [f (x)]B V = As 6= A0s = [ f (x)]B V , coº je spor

s jednozna£ností sou°adnic (v¥ta 5.33).

Poznámka 6.22. Nejenºe kaºdé lineární zobrazení jde reprezentovat maticov¥, ale i naopak kaºdá matice
p°edstavuje matici n¥jakého lineárního zobrazení. Bu¤teBU ; BV báze prostor· U; V dimenzín; m a m¥jme
A 2 Tm� n . Pak existuje jediné lineární zobrazeníf : U ! V takové, ºe A = B V

[f ]B U
; ve sloupcích matice

A vy£teme sou°adnice obraz· vektor· bázeBU , coº pln¥ ur£uje zobrazeníf dle v¥ty 6.15. To znamená, ºe
existuje vzájemn¥ jednozna£ná korespondence mezi lineárními zobrazeními f : U ! V a prostorem matic
Tm� n . Pozd¥ji v sekci 6.4 nahlédneme, ºe mnoºina lineárních zobrazeníf : U ! V tvo°í vektorový prostor.

Speciálním p°ípadem zobrazení je identita, kterou budeme zna£it id. Její matici pak nazývámematicí
p°echodu, protoºe umoº¬uje p°echázet od jednoho sou°adného systémuk jinému.

De�nice 6.23 (Matice p°echodu). Bu¤ V vektorový prostor a B1; B2 dv¥ jeho báze. Pakmaticí p°echodu
od B1 k B2 nazveme matici B 2

[id]B 1
.

Matice p°echodu má pak podle maticové reprezentace tento význam: Bu¤ x 2 U, pak

[x]B 2
= B 2

[id]B 1
� [x]B 1

;

tedy pouhým maticovým násobením získáváme sou°adnice vzhledem k jiné bázi. Z°ejm¥ platí B [id]B = I n

pro libovolnou bázi B .
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P°íklad 6.24. Najd¥te matici p°echodu vR3 od báze

B1 = f (1; 1; � 1)T ; (3; � 2; 0)T ; (2; � 1; 1)T g

k bázi

B2 = f (8; � 4; 1)T ; (� 8; 5; � 2)T ; (3; � 2; 1)T g:

•e²ení: spo£ítáme

[(1; 1; � 1)T ]B 2 = (2 ; 3; 3)T ;

[(3; � 2; 0)T ]B 2 = ( � 1; � 4; � 7)T ;

[(2; � 1; 1)T ]B 2 = (1 ; 3; 6)T :

Tedy

B 2
[id]B 1

=

0

@
2 � 1 1
3 � 4 3
3 � 7 6

1

A :

Víme-li nap°íklad, ºe sou°adnice vektoru(4; � 1; � 1)T vzhledem k báziB1 jsou (1; 1; 0)T , pak sou°adnice
vzhledem kB2 získáme

[(4; � 1; � 1)T ]B 2 = B 2
[id]B 1

� [(4; � 1; � 1)T ]B 1 = B 2
[id]B 1

� (1; 1; 0)T = (1 ; � 1; � 4)T :

P°íklad 6.25. Bu¤ B báze prostoruTn . Podle maticové reprezentace lineárního zobrazení pak speciáln¥
dostaneme pak

[x]B = B [id]kan � [x]kan = B [id]kan � x:

Sou°adnice libovolného vektoru tudíº získáme jednodu²e vynásobením matice p°echodu s vektoremx.

Podstatnou roli v teorii lineárních zobrazení hraje jejich vzájemné skládání. P°ipome¬me, ºe pro
zobrazeníf : U ! V a g: V ! W je sloºené zobrazeníg � f je de�nované p°edpisem(g� f )(x) := g(f (x)) ,
x 2 U.

U V W

f g

g � f

Tvrzení 6.26 (Sloºené lineární zobrazení). Bu¤te f : U ! V , g: V ! W lineární zobrazení. Pak sloºené
zobrazeníg � f je zase lineární zobrazení.

D·kaz. Podle de�nice ov¥°íme pro libovolnéx; y 2 U a � 2 T:

(g � f )(x + y) = g(f (x + y)) = g(f (x) + f (y)) =

= g(f (x)) + g(f (y)) = ( g � f )(x) + ( g � f )(y);

(g � f )( �x ) = g(f (�x )) = g(�f (x)) = �g (f (x)) = � (g � f )(x):
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Uvaºujme dv¥ lineární zobrazeníf : Tn ! Tp a g: Tp ! Tm reprezentovaná maticov¥f (x) = Ax ,
g(y) = By pro ur£ité matice A 2 Tp� n , B 2 Tm� p. Potom sloºené zobrazení má p°edpis

(g � f )(x) = g(f (x)) = B (Ax ) = ( BA )x:

Je to tedy lineární zobrazení reprezentované maticíBA (viz poznámka 3.20).
Tato vlastnost platí obecn¥ji, matice sloºeného lineárního zobrazení je rovna sou£inu matic p°íslu²ných

zobrazení. Zakladatelé teorie matic, jako nap°. A. Cayley,de�novali (kolem roku 1855) násobení matic
práv¥ tak, aby m¥lo poºadované vlastnosti pro skládání zobrazení. Takºe i kdyº význam násobení matic
daleko p°esáhl p·vodní my²lenky, jeho ko°eny je t°eba hledat zde.

V¥ta 6.27 (Matice sloºeného lineárního zobrazení). Bu¤te f : U ! V a g: V ! W lineární zobrazení,
bu¤ BU bázeU, BV bázeV a BW bázeW . Pak

B W
[g � f ]B U

= B W
[g]B V

� B V
[f ]B U

: (6.2)

D·kaz. Pro kaºdé x 2 U je

[(g � f )(x)]B W = [ g(f (x))]B W = B W
[g]B V

� [f (x)]B V = B W
[g]B V

� B V
[f ]B U

� [x]B U :

Díky jednozna£nosti matice lineárního zobrazení (v¥ta 6.21) je B W
[g]B V

� B V
[f ]B U

hledaná matice sloºe-
ného zobrazení.

U V W

BU BV BW
B V

[f ]B U B W
[g]B V

B W
[g � f ]B U

Ve vzore£ku(6:2) se op¥t uplatní mnemotechnika ve zna£ení matice lineárníchzobrazení. Konkrétn¥,
matice zobrazeníg � f má na vstupu stejnou báziBU jako matice zobrazeníf a na výstupu stejnou bázi
BW jako matice zobrazeníg. Navíc výstupní bázeBV matice zobrazeníf musí být stejná jako vstupní
báze matice zobrazeníg.

P°íklad 6.28 (Skládání oto£ení a sou£tové vzorce prosin a cos). Oto£ení v rovin¥ o úhel� proti sm¥ru
hodinových ru£i£ek má vzhledem ke kanonické bázi matici

�
cos� � sin �
sin � cos�

�
;

viz p°íklad 6.3. Podobn¥ oto£ení o úhel� . Matici oto£ení o úhel � + � m·ºeme získat p°ímo dosazením
hodnoty � + � do matice rotace nebo sloºením oto£ení o úhel� a pak oto£ení o úhel� . Porovnáním
získáme sou£tové vzorce prosin a cos:

�
cos (� + � ) � sin (� + � )
sin (� + � ) cos (� + � )

�
=

�
cos� � sin �
sin � cos�

� �
cos� � sin �
sin � cos�

�
=

=
�

cos� cos� � sin � sin � � sin � cos� � sin � cos�
cos� sin � + cos � sin � � sin � sin � + cos � cos�

�
:

P°íklad 6.29. Nech´ máme dánu matici lineárního zobrazeníf vzhledem k bázímB1; B2, tj. B 2
[f ]B 1

.
Jak ur£it matici vzhledem k bázímB3; B4, tj. B 4

[f ]B 3
? Podle v¥ty o matici sloºeného zobrazení aplikované

na f = id � f � id a p°íslu²né báze máme

B 4
[f ]B 3

= B 4
[id]B 2

� B 2
[f ]B 1

� B 1
[id]B 3

:

Tedy ve²kerou práci vykonají matice p°echodu mezi bázemi.
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Poznámka 6.30 (Derivace více prom¥nných a skládání zobrazení). Uvaºujme diferencovatelné funkce
f (x) : Rn ! Rp, g(y) : Rp ! Rm a body x � 2 Rn a y� := f (x � ). Z kursu diferenciálního po£tu více
prom¥nných známe formuli pro parciální derivace sloºenéhozobrazení

@(g � f ) i

@xk
=

pX

j =1

@gi
@yj

�
@fj
@xk

:

V °e£i Jacobiho matic

r f =

0

B
@

@f1
@x1

: : : @f1
@xn

...
...

@fp
@x1

: : : @fp
@xn

1

C
A

má vý²e zmín¥ná formule tvar

r (g � f )(x � ) = r g(y� ) � r f (x � ): (6.3)

Jacobiho matice je matice lineárního zobrazení (lokáln¥ nejlépe) aproximujícího hladké zobrazení. For-
mule (6:3) °íká, ºe p°i skládání hladkých zobrazení se odpovídajícím zp·sobem skládají i jejich lineární
aproximace. Formule tím také ilustruje v¥tu 6.27 o matici sloºeného lineárního zobrazení.

P°íklad 6.31 (Posunutí jako lineární zobrazení?). Bu¤ v 2 Rn pevné a uvaºujme zobrazeníf : Rn ! Rn

dané p°edpisemf (x) = x + v. Toto zobrazení není lineární, protoºe nezobrazuje nulovývektor na nulový
vektor. Nicmén¥ m·ºeme ho jako lineární simulovat vyuºitím techniky z klasické projektivní geometrie
[ƒech, 1952]. Vno°íme prostorRn do prostoru o jednu dimenzi v¥t²ího tak, aby pro ur£ité lineární zobrazení
g: Rn+1 ! Rn+1 platilo

g(x1; : : : ; xn ; 1) = ( x1 + v1; : : : ; xn + vn ; 1):

Dode�nujeme g pro ostatní body tak, aby tvo°ilo lineární zobrazení

g(x1; : : : ; xn ; xn+1 ) = ( x1 + v1xn+1 ; : : : ; xn + vnxn+1 ; xn+1 ):

Ilustrace vno°ení:

x

xn+1

1

0

v

Matice zobrazení:
0

B
B
B
B
B
@

1 0 : : : 0 v1

0 1 : : : 0 v2
...

. . .
...

0 0 : : : 1 vn

0 0 : : : 0 1

1

C
C
C
C
C
A

V¥ta o matici sloºeného zobrazení má je²t¥ °adu p¥kných d·sledk· týkajících se isomor�sm·.

6.3 Isomor�smus

De�nice 6.32 (Isomor�smus). Isomor�smus mezi prostory U, V nad t¥lesemT je vzájemn¥ jednozna£né
lineární zobrazeníf : U ! V . Pokud mezi prostory U, V existuje isomor�smus, pak °íkáme, ºeU, V jsou
isomorfní.

Jak nahlédneme v této sekci, isomorfní prostory se chovají zpohledu lineární algebry stejn¥. Isomor-
�smus zobrazuje lineárn¥ závislé vektory na lineárn¥ závislé se stejnými vztahy (protoºe jde o lineární
zobrazení), zobrazuje lineárn¥ nezávislé vektory na lineárn¥ nezávislé (protoºe jde o prosté zobrazení),
zachovává dimenzi, zobrazuje bázi na bázi atp.
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P°íklad 6.33. P°íkladem isomor�smu je t°eba ²kálování, p°ekláp¥ní vR2 (p°íklad 6.2) nebo otá£ení
(p°íklad 6.28). P°íkladem lineárního zobrazení, které není isomor�smem, je projekce (p°íklad 6.2).

P°íkladem isomorfních prostor· je nap°íklad Pn a Rn+1 , kdy vhodným (a nikoliv jediným) isomor�s-
mem je

anxn + : : : + a1x + a0 7! (an ; : : : ; a1; a0);

Jiným p°íkladem isomorfních prostor· je Rm� n a Rmn , kdy vhodným isomor�smem je nap°íklad

A 7! (a11; : : : ; a1n ; a21; : : : ; a2n ; : : : ; am1; : : : ; amn ):

Vektorový prostor Cn nad R je isomorfní prostoru R2n nad R. Konkrétní isomor�smus je nap°íklad
zobrazení, které vektor(a1 + ib1; an + ibn )T 2 Cn zobrazuje na vektor(a1; b1; : : : ; an ; bn )T R2n .

Isomor�smus najdeme i mezi n¥kterými nekone£n¥-dimenzionálními prostory, nap°íklad mezi prosto-
rem polynom· P a prostorem reálných posloupností s kone£n¥ mnoha nenulovými prvky. Isomor�smem
je pak t°eba zobrazeníanxn + : : : + a1x + a0 7! (a0; a1; : : : ; an ; 0; : : : ).

Tvrzení 6.34 (Vlastnosti isomor�smu) .

(1) Je-li f : U ! V isomor�smus, pak f � 1 : V ! U existuje a je to také isomor�smus.

(2) Jsou-li f : U ! V a g: V ! W isomor�smy, pak g � f : U ! W je také isomor�smus.

(3) Lineární zobrazení f : U ! V je isomor�smem práv¥ tehdy, kdyº libovolná báze prostoruU se
zobrazuje na bázi prostoruV .

(4) Je-li f : U ! V isomor�smus, pak dim U = dim V.

D·kaz.

(1) Zobrazení f je vzájemn¥ jednozna£né, tedyf � 1 existuje a je také vzájemn¥ jednozna£né. Zbývá
dokázat linearitu. Bu¤ v1; v2 2 V a nech´ f � 1(v1) = u1 a f � 1(v2) = u2. Pak f (u1 + u2) =
f (u1) + f (u2) = v1 + v2, tedy f � 1(v1 + v2) = u1 + u2 = f � 1(v1) + f � 1(v2). Podobn¥ pro násobky:
Nech´ v 2 V a f � 1(v) = u, pak f (�u ) = �f (u) = �v , tedy f � 1(�v ) = �u = �f � 1(v).

(2) Snadné z tvrzení 6.26.

(3) Bu¤ x1; : : : ; xn bázeU. Protoºe f je prosté, dle v¥ty 6.12(3) jsou obrazyf (x1); : : : ; f (xn ) lineárn¥
nezávislé. Protoºef je na, generují vektory f (x1); : : : ; f (xn ) dle tvrzení 6.10(3) prostor f (U) = V .
Tedy vektory f (x1); : : : ; f (xn ) tvo°í bázi V .

Naopak, bu¤ x1; : : : ; xn báze U a f (x1); : : : ; f (xn ) báze V . Pak zobrazení f je z°ejm¥ na. To,
ºe zobrazení f je prosté, nahlédneme sporem: P°edpokládejme, ºe jádroKer( f ) obsahuje nenu-
lový vektor. Tudíº pro n¥jakou netriviální lineární kombin aci platí f (

P n
i =1 � i x i ) = o. Z linearity

zobrazení dostáváme
P n

i =1 � i f (x i ) = o, coº je spor s lineární nezávislostí vektor·f (x1); : : : ; f (xn ).

(4) Plyne z p°edchozího bodu.

Nyní p°ichází na °adu slíbené d·sledky v¥ty o matici sloºeného lineárního zobrazení.

Tvrzení 6.35. Bu¤ f : U ! V isomor�smus, BU bázeU a BV bázeV . Pak

B U
[f � 1]B V

= B V
[f ] � 1

B U
:

D·kaz. Protoºe f � 1 � f = id, dostáváme

B U
[f � 1]B V

� B V
[f ]B U

= B U
[f � 1 � f ]B U

= B U
[id]B U

= I:

Jelikoº B V
[f ]B U

je podle v¥ty 6.34(4) £tvercová, jeB U
[f � 1]B V

její inverzní matice.

Matice isomor�smu má matici inverzní, tedy musí být regulární. Toto tvrzení platí i naopak: Je-li
matice lineárního zobrazeníf regulární, pak je f isomor�smem, protoºe inverzní matice dává p°edpis pro
inverzní zobrazeníf � 1.

Tvrzení 6.36. Lineární zobrazeníf : U ! V je isomor�smus práv¥ tehdy, kdyº n¥jaká (libovolná) matice
reprezentující f je regulární.
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Dal²í d·sledek tvrzení 6.35 dostaneme speciáln¥ pro maticip°echodu mezi bázemiBU a BV , a to

B U
[id]B V

= B V
[id] � 1

B U
:

P°íklad 6.37 (Mnemotechnika po£ítání matic p°echodu). Pro po£ítání matice p°echodu vRn od báze
BU do bázeBV , tj. B V

[id]B U
, lze pouºít následující mnemotechniku:

�
BV j BU

� RREF�
�
I n j B V

[id]B U

�
:

První matice ve sloupcích obsahuje báziBV a pak báziBU , coº jsou vlastn¥ matice kan [id]B V
a kan [id]B U

.
P°evedením na RREF tvar dostaneme napravo hledanou matici p°echodu. D·vod pramení ze vztahu

B V
[id]B U

= B V
[id]kan � kan [id]B U

= kan [id] � 1
B V

� kan [id]B U
. P°evedení matice na RREF tvar lze vyjád°it

vynásobením maticí kan [id] � 1
B V

zleva.
Konkrétn¥, pro p°íklad 6.24, dostaneme

0

@
8 � 8 3 1 3 2

� 4 5 � 2 1 � 2 � 1
1 � 2 1 � 1 0 1

1

A RREF�

0

@
1 0 0 2 � 1 1
0 1 0 3 � 4 3
0 0 1 3 � 7 6

1

A :

Nyní se obrátíme od matic zp¥t k prostor·m mezi nimiº existuje isomor�smus. Jiº víme z v¥ty 6.34(4),
ºe isomorfní prostory mají stejnou dimenzi. Platí to i naopak?

Tvrzení 6.38. Bu¤ V vektorový prostor nad t¥lesemT dimenzen s bázíB . Pak zobrazeníx 7! [x]B je
isomor�smus mezi prostory V a Tn nad T.

D·kaz. Nech´ bázeB sestává z vektor· v1; : : : ; vn . Snadno se nahlédne, ºe zobrazeníx 7! [x]B je lineární,
ºe je prosté a ºe je �na� . Linearitu zobrazení jsme dokázali ve tvrzení 5.40. Prostota plyne z jednozna£-
nosti sou°adnic, v¥ta 5.33. Dále, zobrazení je �na� , protoºe kaºdá n-tice (� 1; : : : ; � n ) 2 Tn p°edstavuje
sou°adnice n¥jakého vektoru, konkrétn¥ vektoru

P n
i =1 � i vi .

V¥ta 6.39 (Isomor�smus n-dimenzionálních prostor·) . V²echny n-dimenzionální vektorové prostory nad
t¥lesemT jsou navzájem isomorfní.

D·kaz. Podle tvrzení 6.38 jsou v²echnyn-dimenzionální vektorové prostory nad t¥lesemT isomorfní sTn

nad T, a tím pádem i navzájem mezi sebou, nebo´ sloºení isomor�sm·je zase isomor�smus.

V¥ta °íká, ºe v²echny n-dimenzionální prostory nad stejným t¥lesem jsou navzájemisomorfní. To zna-
mená, ºe jsou z ur£itého pohledu stejné. P°estoºe kaºdý má svá speci�ka, zvlá²tní operace atp., vykazují
podobnou strukturu a m·ºeme k nim p°istupovat jednotným zp· sobem. Tudíº p°i hledání dimenze, ov¥-
°ování lineární nezávislosti atp. sta£í p°ejít isomor�smem do prostoru Tn nad T, kde se pracuje mnohem
lépe. Isomor�smus totiº zachovává lineární nezávislost vektor·, zachovává lineární závislost vektor·, a také
zachovává dimenzi obrazu podprostoru.

P°íklad 6.40. Uvaºujme polynomy

2x3 + x2 + x + 3 ; x3 + 2x2 + 3x + 1 ; x3 � x2 � 2x + 2 ; 4x3 � x2 � 3x + 7

jako vektory prostoru P3. Jsou lineárn¥ nezávislé? Jakou dimenzi má prostor jimi generovaný? Jaká je jeho
báze? Na tyto otázky snadno odpovíme p°i pouºití isomor�smua3x3 + a2x2 + a1x + a0 7! (a3; a2; a1; a0).
Takto se polynomy zobrazí na vektory

(2; 1; 1; 3)T ; (1; 2; 3; 1)T ; (1; � 1; � 2; 2)T ; (4; � 1; � 3; 7)T :

Nyní jiº standardním zp·sobem (p°íklad 5.70) zjistíme, ºe vektory (a tedy i polynomy) jsou lineárn¥
závislé, generují dvoudimenzionální podprostor a bázi tvo°í nap°íklad první dva.

Pro lineární zobrazení f : Rn ! Rm de�nované p°edpisem f (x) = Ax platí Ker( f ) = Ker( A) a
f (Rn ) = S(A). I v obecném p°ípad¥ je úzký vztah mezi jádrem lineárního zobrazení a jádrem p°íslu²né
matice a podobn¥ mezi obrazem a sloupcovým prostorem matice.
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V¥ta 6.41 (O dimenzi jádra a obrazu). Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení, BU báze prostoruU a BV

báze prostoruV . Ozna£meA = B V
[f ]B U

. Pak:

(1) dim Ker( f ) = dim Ker( A),

(2) dim f (U) = dim S(A) = rank( A).

D·kaz. (1) Podle v¥ty 6.34(4) sta£í sestrojit isomor�smus mezi prostory Ker( f ) a Ker(A). Isomor�smem
m·ºe být nap°. zobrazení x 2 Ker( f ) 7! [x]B U . Z tvrzení 6.38 víme, ºe je lineární a prosté. Zbývá ukázat,
ºe [x]B U 2 Ker(A) a ºe zobrazení je �na� . Bu¤x 2 Ker( f ), pak

o = [ o]B V = [ f (x)]B V = B V
[f ]B U

� [x]B U
;

tedy [x]B U náleºí do jádra matice A. Také naopak, pro kaºdé[x]B U 2 Ker(A) je f (x) = o.
(2) Ozna£medim U = n, dim V = m. Op¥t sestrojíme isomor�smus, nyní mezif (U) a S(A), a to takto

y 2 f (U) 7! [y]B V . A op¥t, zobrazení je lineární a prosté. Dále, proy 2 f (U) existuje x 2 U takové, ºe
f (x) = y. Nyní [y]B V = [ f (x)]B V = A � [x]B U , tedy [y]B V náleºí do sloupcového prostoruS(A). A naopak,
pro kaºdé b 2 S(A) existuje a 2 Tn takové, ºe b = Aa. ƒili pro vektor x 2 U takový, ºe [x]B U = a, platí
y := f (x) 2 f (U) a zárove¬[y]B V = [ f (x)]B V = A � [x]B U = Aa = b 2 S(A).

Poznámka 6.42. D·kaz v¥ty 6.41 je konstruktivní � °íká nejen jak spo£ítat di menzi jádra a obrazuf , ale
také jak najít jejich báze. Je-li x1; : : : ; xk bázeKer(A), pak tyto vektory tvo°í sou°adnice (vzhledem k bázi
BU ) báze Ker( f ). Podobn¥, je-li y1; : : : ; yr báze prostoruS(A), pak tyto vektory p°edstavují sou°adnice
báze prostoruf (U) vzhledem k BV .

Jako d·sledek v¥ty 6.41 dostáváme následující zobecn¥ní rovnosti z v¥ty 6.34(4), nebo´ pro isomor�smus
máme dim Ker( f ) = 0 .

D·sledek 6.43. Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení, pakdim U = dim Ker( f ) + dim f (U).

D·kaz. Podle v¥ty 5.72 platí pro matici A typu m � n rovnost n = dim Ker( A) + rank( A): Speciáln¥, pro
A = B V

[f ]B U
dostáváme hledanou identitu, nebo´n = dim U, dim Ker( f ) = dim Ker( A) a dim f (U) =

rank(A).

Jiº na stran¥ 102 jsme nahlédli, ºe jádro lineárního zobrazení popisuje jak moc zobrazení degeneruje.
D·sledek 6.43 pak vyjad°uje míru degenerace £íseln¥. Dimenze jádra udává rozdíl mezi dimenzí prostoruU
a dimenzí jeho obrazu.

S ohledem na v¥ty 6.12 a 6.41 pak dostáváme, ºe lineární zobrazení f : U ! V je prosté práv¥ tehdy,
kdyº dim U = dim f (U), neboli dim U = rank( B V

[f ]B U
). Nutná a posta£ující podmínka pro to, abyf

bylo prosté, tedy je, aby matice zobrazeníf vzhledem k libovolným bázím m¥la lineárn¥ nezávislé sloupce.
Jak poznáme, ºe lineární zobrazeníf : U ! V je �na�? Tuto situaci m·ºeme vyjád°it podmínkou

dim V = dim f (U), neboli dim V = rank( B V
[f ]B U

). Ekvivalentn¥ tedy matice f vzhledem k libovolným
bázím musí mít lineárn¥ nezávislé °ádky. Dostáváme tedy následující tvrzení.

Tvrzení 6.44. Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení,BU báze prostoruU a BV báze prostoruV . Pak:

(1) f je prosté práv¥ tehdy, kdyºB V
[f ]B U

má lineárn¥ nezávislé sloupce,

(2) f je �na� práv¥ tehdy, kdyº B V
[f ]B U

má lineárn¥ nezávislé °ádky.

P°íklad 6.45. M¥jme lineární zobrazeníf : R3 ! P 2 dané maticí

B V
[f ]B U

= A =

0

@
1 1 1
3 2 0
0 1 3

1

A ;

kde

BU = f (1; 2; 1)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 2; 4)T g;

BV = f x2 � 2x + 3 ; x � 1; 2x2 + xg:
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Protoºe rank(A) = 2 , dostáváme ihned, ºedim Ker( f ) = 3 � rank(A) = 1 a dim f (R3) = rank( A) = 2 .
Jelikoº má jádro kladnou dimenzi a je tudíº netriviální, podle v¥ty 6.12 to znamená, ºe zobrazeníf není
prosté. Jelikoº má obraz dimenzi2, ale prostor P2 má dimenzi 3, tak zobrazení f není �na� .

BázeKer(A) je (2; � 3; 1)T , coº reprezentuje sou°adnice hledaného vektoru v báziBU . Tedy bázeKer( f )
je tvo°ena vektorem

2(1; 2; 1)T � 3(0; 1; 1)T + 1(1 ; 2; 4)T = (3 ; 3; 3)T :

Báze S(A) je (1; 3; 0)T , (1; 2; 1)T , coº op¥t reprezentuje sou°adnice hledaných vektor·. Tudíº bázi
obrazu f (R3) tvo°í dva vektory

1(x2 � 2x + 3) + 3( x � 1) + 0(2x2 + x) = x2 + x;

1(x2 � 2x + 3) + 2( x � 1) + 1(2x2 + x) = 3 x2 + x + 1 :

6.4 Prostor lineárních zobrazení

Není t¥ºké nahlédnout, ºe mnoºina lineárních zobrazení z prostoru U nad T dimenzen do prostoru V nad
T dimenzem tvo°í vektorový prostor: sou£et lineárních zobrazeníf; g : U ! V je op¥t lineární zobrazení
(f + g) : U ! V a násobek�f lineárního zobrazení f : U ! V je také lineární zobrazení. Nulovým
vektorem je zobrazeníu 7! oV 8u 2 U.

Navíc, protoºe kaºdé lineární zobrazení je jednozna£n¥ ur£eno maticí vzhledem k daným bázím, je
tento prostor lineárních zobrazení isomorfní s prostorem matic Tm� n a má tedy dimenzi mn. P°íslu²ným
isomor�smem pak m·ºe být zobrazení f 7! B V

[f ]B U
, kde BU je libovolná pevná báze prostoruU a BV

je libovolná pevná báze prostoruV . Linearita tohoto zobrazení plyne jednodu²e (díky linearit¥ sou°adnic)
z vlastností

B V
[f + g]B U

= B V
[f ]B U

+ B V
[g]B U

;

B V
[�f ]B U

= � B V
[f ]B U

:

D·leºitý p°ípad prostoru lineárních zobrazení je pro V = T.

De�nice 6.46. Bu¤ V vektorový prostor nad T. Pak lineární forma (nebo téº lineární funkcionál) je
libovolné lineární zobrazení zV do T. Duální prostor, zna£enýV � , je vektorový prostor v²ech lineárních
forem.

P°íklad 6.47. Lineární formou na prostoru Rn nad R je nap°íklad zobrazeníf (x1; : : : ; xn ) = 1
n

P n
i =1 x i

nebo zobrazeníg(x1; : : : ; xn ) = x1.

Nic nám nebrání uvaºovat duální prostor k duálnímu prostoru. Je to tedy prostor V �� v²ech lineárních
zobrazeníF : V � ! T. Jinými slovy, F kaºdou lineární formu na V zobrazí na skalár z t¥lesaT. Nap°íklad,
bu¤ v� 2 V pevný vektor a uvaºujme zobrazení, které lineární formuf zobrazí na její funk£ní hodnotu
f (v� ). Práv¥ jsme de�novali zobrazeníFv� 2 V �� dané p°episemFv� (f ) = f (v� ). Ke kaºdému vektoru
v� 2 V jsme takto na²li vektor Fv� 2 V �� . Zobrazenív� 7! Fv� se nazývákanonické vno°eníprostoru V
do prostoru V �� . Dá se ukázat, ºe je to prosté lineární zobrazení, viz nap°. Be£vá° [2005].

Je-li dim V = n, pak také dim V � = n. Je-li v1; : : : ; vn bázeV , pak duální prostor má nap°íklad bázi
f 1; : : : ; f n , kde f i je ur£eno obrazy bázef i (vi ) = 1 a f i (vj ) = 0 pro i 6= j . Tato báze se nazývá duální
k bázi v1; : : : ; vn .

Pro kone£n¥ generovaný prostor je tedyV isomorfní s duálním prostoremV � , s duálem k duálnímu
prostoru V �� atd. Pro nekone£n¥-dimenzionální prostory uº to pravda obecn¥ není. Nicmén¥ vºdy existuje
kanonické vno°eníV do V �� tak, jak jsme ho popsali naho°e. Pokud navíc platí, ºeV a V �� jsou isomorfní,
tak V má ur£ité p¥kné vlastnosti.

Dal²í podrobnosti odkrývá obor zvaný funkcionální analýza. I kdyº se matematika za tím m·ºe zdát
hodn¥ náro£ná, pomáhá °e²it tak sloºité problémy jako je nalezení rovnováºné pozice membrány vychýlené
n¥jakou p°ekáºkou, problémy ve zpracování a analýze signál· £i obrázk·, ve strojovém u£ení, nemluv¥
o fyzikálních problémech (t°eba kvantové mechaniky) a mnoha jiných.
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6.5 Aplikace

Lineární zobrazení mají ²iroké uplatn¥ní v po£íta£ové gra�ce pro vizualizaci dat, animaci, modelování 3D
scén atp. Protoºe lineární zobrazení umoº¬uje pomocí jednoduchých maticových operací provád¥t základní
transformace (²kálování, otá£ení, projekce, . . . ), dostáváme tím elegantní zp·sob jak zobrazovat dvou a
t°ídimenzionální objekty.

P°íklad 6.48 (Vizualizace trojrozm¥rných objekt·) . Uvaºujme objekt pro vizualizaci; v praxi to m·ºe
být nap°íklad 3D obraz lidského orgánu pomocí magnetické rezonance nebo CT, který chceme z ur£itého
pohledu a v ur£itém m¥°ítku zobrazit. Objekt je umíst¥ný v zadaném sou°adném systému. V na²em
p°ípad¥ uvaºujme objekt ve tvaru válce se st°edem podstavy vpo£átku.

x y

z

Nejprve je nutné objekt p°e²kálovat, aby m¥l poºadovanou velikost. To provedeme transformacíx 7! Ax
s diagonální maticíA = diag( � x ; � y ; � z). V osex ²kálujeme s koe�cientem � x a podobn¥ pro ostatní osy.
P°i rovnom¥rném ²kálování jeA = �I 3, v na²em p°ípad¥� = 1 :7:

x y

z

Dále je pot°eba objekt umístit na správné místo a nato£it ho do správné pozice. Kaºdé oto£ení v prostoru
R3 lze sloºit ze t°í rotací kolem sou°adných os. Podle p°íkladu6.3 má matice rotace kolem osyy o úhel '
tvar 0

@
cos(' ) 0 � sin(' )

0 1 0
sin(' ) 0 cos(' )

1

A :

Zde válec oto£íme o' = � 36� kolem osyy.

x
y

z
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Nakonec provedeme projekci objektu na p°íslu²nou rovinu pr·m¥tny. Projekce budeme probírat podrobn¥ji
v sekci 8.4, ale není t¥ºké nahlédnout, ºe nap°íklad projekce na rovinu osx; z je reprezentovaná maticí
diag(1; 0; 1). To odpovídá pozorovateli, který dívá ze sm¥ru osyy.

x y

z

Výsledný obrázek pro vykreslení vzniknul pomocí n¥kolika lineárních transformací a celý postup jde tedy
reprezentovat maticov¥ sou£inem p°íslu²ných matic lineárních transformací.

Problémy
6.1. Ukaºte, ºe pro lineární zobrazeníf : U ! V existují báze prostor· U a V takové, ºe matice

zobrazeníf vzhledem k t¥mto bázím má schematicky tvar
�

I r 0
0 0

�
:

6.2. Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení. Dokaºte, ºe existujeW b U takový, ºe f (W ) = f (U) a
W \ Ker( f ) = f og. To znamená, ºe pokud omezíme de�ni£ní obor zobrazeníf pouze naW , tak
dostaneme isomor�smus meziW a f (W ) (srov. v¥ta 13.29).

6.3. Uvaºujme lineární zobrazeníx 7! Dx , kde D 2 Rn� n je regulární. Bu¤ A 2 Rm� n a b 2 Rm .

(a) Co je obrazem mnoºiny f x 2 Rn ; Ax = bg?

(b) Co se zobrazí na mnoºinuf x 2 Rn ; Ax = bg?

Jak se zm¥ní p°edchozí výsledky kdyºD nebude regulární?

6.4. Dokaºte, ºe lineární zobrazeníf : U ! V je

(a) prosté práv¥ tehdy, kdyº existuje lineární zobrazeníg: V ! U takové, ºe g � f = id (na U).

(b) �na� práv¥ tehdy, kdyº existuje lineární zobrazení g: V ! U takové, ºe f � g = id (na V).
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Shrnutí ke kapitole 6. Lineární zobrazení

Lineární zobrazení mezi vektorovými prostory zachovává strukturu lineárních kombi-
nací: lineární kombinaci vektor· zobrazuje na tutéº lineární kombinaci jejich obraz·.
K zadání lineárního zobrazení sta£í uvést, kam se zobrazí vektory n¥jaké báze, a to
pln¥ ur£uje i obrazy ostatních vektor· i tím celého prostoru.

U aritmetických prostor· (typu Tn) se lineární zobrazení dá vyjád°it maticov¥ jako
x 7! Ax . Kaºdá matice tedy odpovídá n¥jakému lineárnímu zobrazenía naopak kaºdé
lineární zobrazení má maticové vyjád°ení. Tato dvojakost je zcela klí£ová, protoºe
mnoho problém· lze nahlíºet algebraicky (operace s maticíA) nebo geometricky
(pomocí lineárního zobrazeníx 7! Ax ). •ada vlastností lineárního zobrazení x 7! Ax
pak op¥t souvisí s vlastnostmi maticeA:

� skládání zobrazení odpovídá maticovému sou£inu,

� zobrazení je prosté práv¥ tehdy, kdyº v jádru matice je pouzeo,

� hodnost matice udává dimenzi obrazu,

� atp.

U obecných prostor· je situace trochu sloºit¥j²í, ale v¥ci tam fungují podobn¥. Je-
nom se musí pracovat se sou°adnicemi namísto vektor· samotných. Sou°adnice jsou
vektory z prostoru Tn , tudíº vý²e zmín¥né post°ehy lze p°izp·sobit na obecný p°í-
pad. P°i práci v sou°adnicích se pak hojn¥ vyuºije matice p°echodu, která p°evádí
sou°adnice v jedné bázi na sou°adnice v jiné bázi; tedy zm¥nusou°adného systému
lze op¥t efektivn¥ reprezentovat maticov¥.

Lineární zobrazení, které je bijekcí, se nazývá isomor�smus. Isomor�smy odpovídají
regulárním maticím; proto také k nim (isomor�sm·m i maticím ) existují inverze.
Prostory, mezi kterými existuje isomor�smus, pak nazýváme isomorfní. Isomorfní
prostory jsou z pohledu lineární algebry vlastn¥ skoro stejné � mají jiné prvky, ale
chovají se stejn¥. Mají také stejnou dimenzi, ale toto pozorování platí i naopak:
V²echny n-dimenzionální prostory nad stejným t¥lesem jsou vzájemn¥isomorfní. To
nám umoº¬uje nad kaºdým prostorem snadno pracovat jako kdyby to byl prostor Tn .



Kapitola 7

A�nní podprostory

Toto je letmý úvod do a�nních podprostor·. Podrobn¥ji o a�nn ích prostorech pojednává nap°íklad Barto
a T·ma [2018]; Bican [2009].

Vektorové prostory a podprostory jsou omezeny tím, ºe musí obsahovat nulový vektor. A�nní podpro-
story zobec¬ují pojem podprostoru a vyhýbají se této restrikci. A�nním podprostorem v R3 tak m·ºe být
jakákoli p°ímka £i rovina, ne jenom ta procházející po£átkem.

7.1 Základní pojmy

A�nní podprostor je moºno de�novat axiomaticky podobn¥ jak o vektorový prostor, ale pro na²e ú£ely se
omezíme na speciální typ.

De�nice 7.1 (A�nní podprostor) . Bu¤ V vektorový prostor nad T. Pak a�nní podprostor je jakákoli
mnoºina M � V tvaru

M = U + a = f u + a; u 2 Ug;

kde a 2 V a U je vektorový podprostor V .

A�nní podprostor (pouºívá se i pojem a�nní prostor £i a�nní m noºina se stejným významem) je tedy
jakýkoli podprostor U �posunutý� n¥jakým vektorem a.

o

a U

U + a

Protoºe o 2 U, je a 2 M . Tento reprezentant a není jednozna£ný, m·ºeme zvolit libovolný vektor z M .
Naopak, podprostorU je u kaºdého a�nního podprostoru ur£ený jednozna£n¥ (problém 7.1).

P°íklad 7.2. Bu¤ V vektorový prostor. Kaºdý jeho vektorový podprostor U je zárove¬ jeho a�nním
podprostorem, nebo´ lze volita = o, £ímº U = U + o je tvaru a�nního podprostoru.

Dále, pro kaºdý vektor a 2 V je mnoºina f ag jednoprvkový a�nní podprostor ve V . Ten dostaneme
volbou U := f og, protoºe potom U + a = f ag.

Poznámka 7.3 (Dláºd¥ní a�nními podprostory) . Bu¤ V vektorový prostor a U jeho podprostor. Pak
a�nní podprostory tvaru U + a, U + a0 jsou bu¤ shodné £i disjunktní. Navíc kaºdý vektor v 2 V leºí
v n¥jakém a�nním podprostoru tohoto tvaru, nap°íklad v a�nn ím podprostoru U + v. Tudíº prostor V lze
rozloºit na disjunktní sjednocení a�nních podprostor· tva ru U + a pro vhodné volby vektor· a.

117
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U + a

U + a0

U + a00

A�nní kombinace

Zatímco vektorové podprostory jsou takové mnoºiny vektor·, které jsou uzav°ené na lineární kombinace,
a�nní podprostory jsou takové mnoºiny vektor·, které jsou u zav°ené na tzv. a�nní kombinace.

Bu¤ V prostor nad t¥lesemT. A�nní kombinace dvou vektor· x; y 2 V je výraz (vektor) �x +(1 � � )y,
kde � 2 T. A�nní kombinaci lze p°epsat do tvaru �x + (1 � � )y = y + � (x � y), coº je parametrický
popis p°ímky s bodemy a sm¥rnicí x � y. Jinými slovy, a�nní podprostor s kaºdými dv¥ma body musí
obsahovat i p°ímku, která jimi prochází:

o

x

y
f �x + (1 � � )y; � 2 Rg

V¥ta 7.4 (Charakterizace a�nního podprostoru). Bu¤ V vektorový prostor nad t¥lesemT charakteristiky
r·zné od 2, a bu¤ ; 6= M � V . Pak M je a�nní podprostor práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdéx; y 2 M a � 2 T
platí �x + (1 � � )y 2 M .

D·kaz. Implikace � ) � . Nech´ M je tvaru M = U + a. Bu¤ x; y 2 M , tedy jsou tvaru x = u+ a, y = v+ a,
kde u; v 2 U. Potom �x + (1 � � )y = � (u + a) + (1 � � )(v + a) = �u + (1 � � )v + a 2 U + a = M .

Implikace � ( � . Ukáºeme, ºe sta£í zvolit a 2 M libovoln¥ pevn¥ aU := M � a = f x � a; x 2 M g.
Musíme ov¥°it, ºeM = U + a a ºe U je vektorový podprostor. Rovnost M = U + a je vid¥t z de�nice U,
takºe se zam¥°íme na druhou £ást a ukáºemeo 2 U a uzav°enostU na násobky a sou£ty. Z°ejm¥o 2 U.

Uzav°enost na násobky: Bu¤� 2 T a u 2 U, tedy u = x � a pro n¥jaké x 2 M . Pak

�u = � (x � a) = ( �x + (1 � � )a) � a 2 M � a = U;

nebo´ �x + (1 � � )a je a�nní kombinace vektor· x; a 2 M .
Uzav°enost na sou£ty: Bu¤teu; u0 2 U, tedy jsou tvaru u = x � a, u0 = x0 � a pro n¥jaké x; x 0 2 M .

Jejich sou£tem dostaneme

u + u0 = ( x � a) + ( x0 � a) = ( x + x0� a) � a:

Sta£í ukázat, ºex + x0 � a 2 M . Protoºe x; x 0 2 M , také jejich a�nní kombinace 1
2x + 1

2x0 2 M . Protoºe
( 1

2x + 1
2x0); a 2 M , také jejich a�nní kombinace 2

� 1
2x + 1

2x0
�

+ (1 � 2)a = x + x0 � a 2 M .

Implikace � ) � platí vºdy, ale obrácená implikace nemusí platit nad t¥lesem charakteristiky 2. Sta£í
vzít za p°íklad prostor Zn

2 nad Z2, v n¥mº je kaºdá mnoºina vektor· uzav°ená na a�nní kombinace dvou
vektor·.
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V¥tu m·ºeme zobecnit i na t¥lesa charakteristiky 2, musíme ale roz²í°it pojem a�nní kombinace na
v¥t²í po£et vektor·. Vektorový podprostor je uzav°ený na lineární kombinace dvou vektor·, a tím pádem
i na lineární kombinace libovolného kone£ného po£tu vektor·. Tato vlastnost uº p°ímo£arou analogii pro
a�nní kombinace nemá, proto musíme uvaºovat a�nní kombinace více vektor· zvlá²´.

A�nní kombinace vektor· x1; : : : ; xn 2 V je výraz (vektor)

nX

i =1

� i x i ; kde � i 2 T;
nX

i =1

� i = 1 :

Jedná se o takovou lineární kombinaci, u které je sou£et koe�cient· roven 1. Pro dva vektory dostáváme
p·vodní de�nici. Geometrická interpretace pro t°i vektory (body) °íká, ºe jejich a�nní kombinace popisují
rovinu, která je t¥mito body ur£ena. Analogicky pro a�nní kombinace více vektor·.

Tvrzení 7.5. Bu¤ V vektorový prostor nad t¥lesemT a bu¤ ; 6= M � V . Pak M je a�nní podprostor
práv¥ tehdy, kdyºM je uzav°ené na a�nní kombinace.

D·kaz. Analogický d·kazu v¥ty 7.4. D·kaz uzav°enosti mnoºiny U na sou£ty vyplývá p°ímo z toho, ºe
x + x0 � a 2 M , protoºe se jedná o a�nní kombinaci t°í vektor· x; x 0; a (jejich koe�cienty se se£tou
na 1 + 1 � 1 = 1). Proto není pot°eba nikde d¥lit dv¥ma a lze uvaºovat libovolné t¥leso.

Z d·kazu vidíme, ºe sta£í, aby mnoºina M byla uzav°ené na a�nní kombinace t°í vektor·. Pak uº je
uzav°ená na a�nní kombinace libovolného kone£ného po£tu vektor·.

A�nní podprostory a soustavy lineárních rovnic

Je velmi t¥sný vztah mezi a�nními podprostory a mnoºinou °e²ení soustav lineárních rovnic.

V¥ta 7.6 (Soustavy lineárních rovnic a a�nní podprostory). Mnoºina °e²ení soustavy rovnicAx = b je
prázdná nebo a�nní. Je-li neprázdná, m·ºeme tuto mnoºinu °e²ení vyjád°it ve tvaru Ker(A) + x0, kde x0

je jedno libovolné °e²ení soustavy.

D·kaz. Pokud x1 je °e²ením, pak lze psátx1 = x1 � x0 + x0. Sta£í ukázat, ºex1 � x0 2 Ker(A). Dosazením
A(x1 � x0) = Ax 1 � Ax 0 = b� b = o. Tedy x1 2 Ker(A) + x0. Naopak, je-li x2 2 Ker(A), pak x2 + x0 je
°e²ením soustavy, nebo Á(x2 + x0) = Ax 2 + Ax 0 = o + b = b.

Ukáºeme, ºe platí i obrácená implikace, tedy kaºdý a�nní podprostor prostoru Tn nad T lze popsat
pomocí soustavy rovnic. Pro obecné vektorové prostory kone£né dimenze tato vlastnost také platí, ale
soustava rovnic popisuje sou°adnice vektor· a�nního podprostoru, nikoliv vektory samotné [Barto a T·ma,
2018; Bican, 2009].

Tvrzení 7.7 (A�nní podprostory a soustavy lineárních rovnic) . Bu¤ U + a a�nní podprostor prostoru
Tn nad T. Pak existuje maticeA 2 Tm� n a vektor b 2 Tm takové, ºe mnoºina °e²ení soustavy lineárních
rovnic Ax = b je rovna U + a.

D·kaz. Bu¤ v1; : : : ; vk 2 Tn báze podprostoruU. Sestavíme maticiC 2 Tk� n , jejíº °ádky jsou vektory
v1; : : : ; vk :

C :=

0

B
B
B
@

� vT
1 �

� vT
2 �
...

� vT
k �

1

C
C
C
A

:

Podle v¥ty 5.72 o dimenzi jádra a hodnosti matice jedim Ker( C) = n� rank(C) = n� k. Bu¤ w1; : : : ; wn� k

bázeKer(C). Platí tedy Cw1 = : : : = Cwn� k = o, £ili speciáln¥ pro °ádky maticeC dostanemevT
i wj = 0
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pro i = 1 ; : : : ; k, j = 1 ; : : : ; n � k. Nyní sestavíme matici A 2 T(n� k)� n tak, ºe její °ádky jsou tvo°eny
vektory w1; : : : ; wn� k :

A :=

0

B
B
B
@

� wT
1 �

� wT
2 �
...

� wT
n� k �

1

C
C
C
A

:

Dimenze jejího jádra jedim Ker( A) = n � rank(A) = n � (n � k) = k. Protoºe wT
j vi = vT

i wj = 0 , platí
Av1 = : : : = Avk = o. Protoºe jsou vektory v1; : : : ; vk lineárn¥ nezávislé a je jich správný po£et, tvo°í bázi
Ker(A). Tudíº Ker(A) = U. Zbývá ur£it vektor b 2 Tn� k tak, aby vektor a byl °e²ením soustavyAx = b.
Sta£í tedy zvolit b := Aa. Podle v¥ty 7.6 je mnoºina °e²ení soustavyAx = b rovna Ker(A)+ a = U + a.

P°íklad 7.8 (Soustava lineárních rovnic p°i zm¥n¥ pravé strany). V¥ta 7.6 dává následující geometrický
pohled na soustavy rovnic p°i perturbaci pravé strany. Nech́ Ax = b je °e²itelná, tedy popisuje a�nní
podprostor Ker(A) + x0. Zm¥níme-li pravou stranu soustavyb na b0, pak bu¤to soustava p°estane mít
°e²ení, nebo se a�nní podprostor posune naKer(A) + x0

0, kde x0
0 je jedno vybrané °e²ení. Jsou-li °ádky

matice A lineárn¥ nezávislé, pak soustava je °e²itelná pro jakoukoli pravou stranu, a tudíº se mnoºina
°e²ení p°i zm¥n¥ pravé strany pouze posouvá n¥jakým sm¥rem.Jsou-li °ádky matice A lineárn¥ závislé,
pak pro n¥která b je soustava °e²itelná a pro n¥která není. Pro ty hodnotyb, pro n¥º je soustava °e²itelná,
je op¥t mnoºina °e²ení stejná aº na posunutí.

Pro konkrétnost uvaºujme soustavu lineárních rovnic s obecnou pravou stranou

(A j b) =
�

1 1 3 b1

2 1 1 b2

�
:

•ádky matice A jsou lineárn¥ nezávislé a pro kaºdéb = ( b1; b2)T má mnoºina °e²ení tvarspanf (2; � 5; 1)T g+
(� b1 + b2; 2b1 � b2; 0)T . Je to tedy p°ímka vºdy se stejnou sm¥rnicí.

Nyní uvaºujme soustavu lineárních rovnic s lineárn¥ závislými °ádky matice A

(A j b) =
�

1 2 3 b1

2 4 6 b2

�
:

Pokud b2 6= 2b1, °e²ení neexistuje. Pokudb2 = 2b1, mnoºina °e²ení je rovina popsaná rovnicíx1 + 2x2 +
3x3 = b1 a její normála nezávisí na pravé stran¥.

Dimenze a�nního podprostoru

De�nice 7.9 (Dimenze a�nního podprostoru). Dimenze a�nního podprostoru M = U + a je de�nována
jako dim(M ) := dim( U).

Protoºe kaºdý vektorový podprostor prostoru V je zárove¬ jeho a�nním podprostorem, de�nice tedy
zobec¬uje pojem dimenze, zavedený pro vektorové prostory.De�nice p°irozen¥ zavádí dimenzi bodu jako
nula, dimenzi p°ímky v Rn jako jedna a dimenzi roviny jako dva.

Také umoº¬uje de�novat p°ímku p v libovolném vektorovém prostoru V nad T jakoºto a�nní pod-
prostor dimenze jedna. Jinými slovy,p = spanf vg + a, kde a; v 2 V a v 6= o. Odsud dostáváme i známý
parametrický popis p°ímky p = f �v + a; � 2 Tg.

Nadrovinou v prostoru dimenze n rozumíme pak libovolný a�nní podprostor dimenze n � 1. Tedy
nap°íklad v R2 jsou to p°ímky, v R3 roviny, atd.

P°íklad 7.10. Mnoºina f ex + � sinx; � 2 Rg je p°ímka v prostoru funkcí F .

P°íklad 7.11. Pro jakékoli a 2 Rn n f og a b 2 R je mnoºina popsaná rovnicíaT x = b nadrovinou v Rn .
A naopak, kaºdá nadrovina v Rn se dá popsat rovnicíaT x = b pro ur£ité a 2 Rn n f og a b 2 R.

Tvrzení 7.12. Bu¤ A 2 Tm� n , b 2 Tm . Je-li mnoºina °e²ení soustavy rovnicAx = b neprázdná, pak ji
tvo°í a�nní podprostor dimenze n � rank(A).

D·kaz. Podle tvrzení 7.6 jde mnoºina °e²ení vyjád°it ve tvaru Ker(A) + x0, kde x0 je jedno libovolné
°e²ení soustavy. Její dimenze je tedy rovna dimenzi jádra, coº je podle v¥ty 5.72 rovnodim Ker( A) =
n � rank(A).
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A�nní nezávislost

Lineární nezávislost vektor· x1; : : : ; xn znamenala, ºe podprostor, který tyto vektory generují, se nedá
vygenerovat n¥jakou vlastní podmnoºinou t¥chto vektor·. šádný z nich tedy není v jistém smyslu zbyte£ný.
Cht¥li bychom analogickou vlastnost mít i pro a�nní podprostory, tedy um¥t charakterizovat nejmen²í
mnoºinu vektor·, jenº jednozna£n¥ ur£ují daný a�nní podprostor. Toto vede na pojem a�nní nezávislost.
A�nní podprostor jsme de�novali jako U + a, tedy vektorový podprostor U posunutý o vektor a. Nabízí
se tedy de�novat a�nní nezávislost vektor· tak, ºe je posuneme zp¥t a po výsledných vektorech budeme
poºadovat lineární nezávislost.

De�nice 7.13 (A�nní nezávislost) . Vektory x0; x1; : : : ; xn vektorového prostoru jsou a�nn¥ nezávislé,
pokud x1 � x0; : : : ; xn � x0 jsou lineárn¥ nezávislé. V opa£ném p°ípad¥ vektory nazýváme a�nn¥ závislé.

P°íklad 7.14. Vektory (1; 1)T ; (2; 2)T ; (1; 2)T 2 R2 jsou sice lineárn¥ závislé, ale a�nn¥ nezávislé.

P°íklad 7.15. Dva r·zné body v Rn jsou a�nn¥ nezávislé a nejmen²í a�nní podprostor, který je obsahuje,
je p°ímka. Nicmén¥, t°i body na p°ímce uº jsou a�nn¥ závislé,protoºe p°ímka je jednozna£n¥ ur£ena jen
dv¥ma body.

Není t¥ºké nahlédnout, ºe a�nní nezávislost nezávisí na po°adí vektor·, a tedy ani na volb¥ x0 (do-
kaºte!).

A�nní nezávislost navíc umoº¬uje jednodu²e formalizovat to, co známe pod pojmem �M¥jme body
v obecné poloze� : Mnoºina bod·x1; : : : ; xm 2 Rn je v obecné poloze, kdyº kaºdá její podmnoºina velikosti
nanejvý² n + 1 je a�nn¥ nezávislá. Tedy nap°íklad v rovin¥ R2 jsou dané body v obecné poloze pokud
ºádné t°i neleºí na spole£né p°ímce.

A�nní obal

A�nní obal je analogií lineárního obalu z teorie vektorových prostor·. A�nní obal neprázdné mnoºiny
A � V je nejmen²í a�nní podprostor, který obsahuje A . Formáln¥ji, a�nní obal mnoºiny A je pr·nik
v²ech a�nních podprostor·, obsahujících A . Pr·nik a�nních podprostor· je prázdná mnoºina nebo a�nní
podprostor, tudíº a�nní obal mnoºiny A 6= ; je skute£n¥ a�nní podprostor.

Alternativn¥ m·ºeme a�nní obal mnoºiny A de�novat jako mnoºinu v²ech kone£ných a�nních kombi-
nací vektor· z A . Tím, ºe do mnoºiny A p°idáme v²echny a�nní kombinace, dostaneme mnoºinu, která
jiº bude na a�nní kombinace uzav°ená, a proto dle tvrzení 7.5bude tvo°it a�nní podprostor.

Dva r·zné body v Rm ur£ují p°ímku, coº je v na²í terminologii jejich a�nní obal. Podobn¥ t°i body
v obecné poloze ur£ují rovinu, jejich a�nní obal. Obecn¥,n + 1 a�nn¥ nezávislých vektor· ur£uje n-
dimenzionální a�nní podprostor.

Tvrzení 7.16. Bu¤te x0; : : : ; xn 2 V a�nn¥ nezávislé vektory a de�nujmeU := spanf x1 � x0; : : : ; xn � x0g.
Pak platí:

(1) a�nní obal mnoºiny f x0; : : : ; xn g je n-dimenzionální a�nní podprostor U + x0,

(2) kaºdý vektor v 2 U + x0 se dá jednozna£n¥ vyjád°it jako a�nní kombinace vektor·x0; : : : ; xn .

D·kaz.

(1) Z p°edpokladu jsou vektory x1 � x0; : : : ; xn � x0 lineárn¥ nezávislé, z £ehoºdim U = n. Bez
újmy na obecnost m·ºeme a�nní obal mnoºiny f x0; : : : ; xn g vyjád°it ve tvaru U0+ x0, kde U0 je
podprostor V . Protoºe U0 musí obsahovat vektory x1 � x0; : : : ; xn � x0, platí U � U0. Protoºe
U + x0 je a�nní podprostor, obsahující vektory x0; : : : ; xn , a protoºe U0+ x0 je pr·nikem v²ech
takových a�nních podprostor·, dostáváme U0 � U.

(2) �Existence.� Kaºdý vektor v 2 U + x0 lze vyjád°it

v = x0 +
P n

i =1 � i (x i � x0) = (1 �
P n

i =1 � i ) x0 +
P n

i =1 � i x i :

To je a�nní kombinace vektor· x0; : : : ; xn , nebo´ sou£et koe�cient· jest roven 1 �
P n

i =1 � i +P n
i =1 � i = 1 .
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�Jednozna£nost.� Uvaºujme libovolný vektor v 2 U + x0, je tedy tvaru v = u + x0, kde u 2 U. Pro
spor p°edpokládejme, ºe existují jeho dv¥ r·zná vyjád°ení jako a�nní kombinace vektor· x0; : : : ; xn :

u + x0 =
nX

i =0

� i x i =
nX

i =0

� i x i :

Protoºe
P n

i =0 � i = 1 , z první rovnice odvodímeu = � x0 +
P n

i =0 � i x i =
P n

i =1 � i (x i � x0): Analo-
gicky odvodímeu = � x0 +

P n
i =0 � i x i =

P n
i =1 � i (x i � x0): Tím pádem máme dv¥ r·zná vyjád°ení

vektoru u 2 U pomocí bázických vektor· podprostoru U. To je ve sporu s jednozna£ností sou°ad-
nic.

K popisu a�nního podprostoru M = U + a sta£í znát vektor a 2 V a bázické vektory v1; : : : ; vn

podprostoru U. Kaºdý vektor x 2 M se pak dá jednozna£n¥ vyjád°it ve tvarux = a+
P n

i =1 � i vi . Vektory
a; v1; : : : ; vn tedy p°edstavují kone£nou reprezentaci a�nního podprostoru M . Tvrzení 7.16 dává jinou
kone£nou reprezentaciM pomocí n + 1 a�nn¥ nezávislých vektor· x0; : : : ; xn . Kaºdý vektor x 2 M se dá
jednozna£n¥ vyjád°it jako jejich a�nní kombinace.

Sou°adnice v a�nním podprostoru

Bu¤ M = U + a a�nní podprostor a B = f v1; : : : ; vn g báze podprostoruU. Pak kaºdé x 2 M se dá
jednozna£n¥ zapsat ve tvarux = a+

P n
i =1 � i vi . Tedy systém vektor· S = f a; v1; : : : ; vng lze povaºovat za

sou°adný systéma vektor [x]S := [ x � a]B = ( � 1; : : : ; � n )T za p°íslu²nésou°adnice.

P°íklad 7.17. Bu¤ v = (2 ; 1)T , a = (1 ; 2)T a uvaºujme p°ímku spanf vg + a. Uvaºujme dále sou°adný
systém S = f a; vg. Potom bod x = (5 ; 4)T lze vyjád°it jako x = a + 2v, a proto jeho sou°adnice jsou
[x]S = (2) .

o

a0

a

v

x
spanf vg + a

Uvaºujme nyní jiný vektor a0 = ( � 1; 1)T . Potom se vyjád°ení vektorux zm¥ní na x = a0+ 3v, a proto
jeho sou°adnice v systémuS0 = f a0; vg budou [x]S0 = (3) .

K p°echodu mezi sou°adnými systémy pak m·ºeme pouºít na²i známou matici p°echodu p°esn¥ tak,
jak jsme zvyklí. V p°ípad¥, ºe m¥níme i vektora, objeví se navíc konstantní aditivní £len.

Tvrzení 7.18. Bu¤ M = U + a a�nní podprostor a B = f v1; : : : ; vn g, B 0 = f v0
1; : : : ; v0

ng dv¥ bázeU.
(1) Pro dva dané sou°adné systémyS = f a; v1; : : : ; vn g a S0 = f a; v0

1; : : : ; v0
n g máme

[x]S0 = B 0[id]B � [x]S; 8x 2 U + a:

(2) Pro dva dané sou°adné systémyS = f a; v1; : : : ; vn g a S0 = f a0; v0
1; : : : ; v0

ng máme

[x]S0 = [ a � a0]B 0 + B 0[id]B � [x]S; 8x 2 U + a:

D·kaz.
(1) Nech´ x 2 U + a je tvaru x = u + a. Pak

[x]S0 = [ u]B 0 = B 0[id]B � [u]B = B 0[id]B � [x]S:

(2) Nech´ x 2 U + a je tvaru x = u + a, tj. x = ( a � a0) + u + a0. Pak

[x]S0 = [( a � a0) + u]B 0 = [ a � a0]B 0 + [ u]B 0 = [ a � a0]B 0 + B 0[id]B � [x]S:
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Vztah a�nních podprostor·

A�nní podprostory U + a, W + b jsou rovnob¥ºné, pokud U b W neboW b U; r·znob¥ºné, pokud nejsou
rovnob¥ºné a mají neprázdný pr·nik; a mimob¥ºné, pokud nejsou rovnob¥ºné a mají prázdný pr·nik.

P°íklad 7.19. Bu¤ v libovolný vektor vektorového prostoru V . Pak a�nní podprostor f vg je rovnob¥ºný
s kaºdým a�nním podprostorem V. Stejnou vlastnost má i celý prostorV .

A�nní zobrazení

Bu¤ g: U ! V lineární zobrazení a m¥jme pevný vektorb 2 V . Potom a�nní zobrazení má tvar f (u) =
g(u) + b. Jednoduchým p°íkladem a�nního zobrazení je posunutí, tedy zobrazeníg: V ! V s popisem
f (x) = x + b, kde b 2 V je pevné.

A�nní zobrazení nemusí zobrazovat nulový vektor v U na nulový vektor ve V , protoºe jsou obrazy
posunuté o aditivní £lenb.

P°íklad 7.20. Bu¤ U + a a�nní podprostor dimenze k v prostoru V , a bu¤ S sou°adný systém vU + a.
Pak zobrazeníf (v) = [ v]S je a�nní zobrazení zobrazující isomorfn¥U + a na Tk .

Tvrzení 7.21 (Vlastnosti a�nního zobrazení).

(1) Obraz a�nního podprostoru p°i a�nním zobrazení je a�nní podprostor.

(2) Sloºením dvou a�nních zobrazení dostaneme op¥t a�nní zobrazení.

(3) Bu¤ f : U ! V lineární zobrazení a vektorv 2 V . Pak úplný vzor vektoruv

f � 1(v) := f u 2 U; f (u) = vg

je bu¤to prázdná mnoºina, nebo a�nní podprostor vU.

D·kaz.

(1) Bu¤ f : U ! V a�nní zobrazení ve tvaru f (u) = g(u) + b, kde g: U ! V je lineární a b 2 V . Pak
obraz a�nního podprostoru W + a � U je f (W + a) = g(W + a) + b = g(W ) + g(a) + b. Jedná se
tedy o a�nní podprostor ve V , vzniklý posunem podprostorug(W ) ve sm¥ru vektorug(a) + b.

(2) M¥jme f 1 : U ! V , f 2 : V ! W a�nní zobrazení ve tvaru f 1(u) = g1(u) + b1, f 2(v) = g2(v) + b2,
kde g1 : U ! V , g2 : V ! W jsou lineární a b1 2 V , b2 2 W . Pak sloºené zobrazení má tvar

(f 2 � f 1)(u) = f 2(f 1(u)) = g2(f 1(u)) + b2 = g2(g1(u) + b1) + b2

= g2(g1(u)) + g2(b1) + b2 = ( g2 � g1)(u) + g2(b1) + b2:

Jedná se tedy op¥t o a�nní zobrazení, vzniklé z lineárního zobrazení g2 � g1 posunem o aditivní
£len g2(b1) + b2.

(3) Bu¤te U; V prostory nad t¥lesemT a bu¤te u1; : : : ; un 2 f � 1(v). Uvaºujme jejich a�nní kombinaciP n
i =1 � i ui , kde � 1; : : : ; � n 2 T a

P n
i =1 � i = 1 . Pak

f (
P n

i =1 � i ui ) =
P n

i =1 � i f (ui ) =
P n

i =1 � i v = v:

Tudíº
P n

i =1 � i ui 2 f � 1(v), coº ukazuje, ºe mnoºina f � 1(v) je uzav°ená na a�nní kombinace.

Bod (3) tvrzení 7.21 má analogii s °e²ením soustav lineárníchrovnic. Uvaºujme lineární zobrazení
f : Rn ! Rm vyjád°ené maticov¥f (x) = Ax a m¥jme danéb 2 Rm . Potom hledat v²echna °e²ení soustavy
Ax = b vlastn¥ znamená najít úplný vzor vektorub, tedy mnoºinu

f � 1(b) = f x 2 Rn ; f (x) = bg

= f x 2 Rn ; Ax = bg:

Z v¥ty 7.6 pak víme, ºe mnoºina °e²ení soustavyAx = b je prázdná nebo a�nní podprostor.
Je²t¥ jiný pohled na bod (3) tvrzení 7.21 je pomocí jádra lineárního zobrazení. Podobn¥ jako ve v¥t¥ 7.6

m·ºeme úplný vzor vektoru v vyjád°it jako a�nní podprostor Ker( f ) + u, kde u 2 U je jeden pevný vzor
vektoru v.
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f

U
V

Ker( f )

Ker( f ) + u

Ker( f ) + u0

o

u

u0

o

f (u)

f (u0)

P°íklad 7.22. Uvaºujme lineární zobrazeníf : R2 ! R2 s p°edpisemf (x) = Ax , kde A = ( 1 0
0 0 ). Víme

z poznámky 3.43, ºe toto zobrazení p°edstavuje projekci na osu x1. V p°íkladu 6.9 jsme nahlédli, ºe jádro
tvo°í osa x2, tedy Ker( f ) = spanf (0; 1)T g. Obrazem je osax1, £ili f (R2) = spanf (1; 0)T g. Úplný vzor
vektoru v 2 f (R2) je potom p°ímka f � 1(v) = v + spanf (0; 1)T g. Na obrázku dole je vyobrazen úplný vzor
vektoru v = (2 ; 0)T a vektoru v0 = (5 ; 0)T .

0 x1

x2

v

f � 1(v)

v0

f � 1(v0)

1

2

� 1

� 2

1 2 3 4 5 6 7

7.2 Aplikace

P°íklad 7.23 (Rovnice ano, ale nerovnice?). V minulých kapitolách jsme studovali soustavy lineárních
rovnic Ax = b, tudíº je p°irozená otázka zabývat se i soustavou lineárních nerovnic Ax � b. Nerovnost
mezi vektory znamená nerovnost v kaºdé sloºce, tedy(Ax ) i � bi pro v²echna i . Dále, omezíme se jen na
t¥lesoR, kde máme de�nováno uspo°ádání.

Zatímco jedna rovnice vyty£uje v prostoru nadrovinu a soustava rovnic pak n¥jaký a�nní podprostor,
tak jedna nerovnice vymezuje v prostoru poloprostor a soustava nerovnic pak pr·nik poloprostor·, coº je
konvexní polyedr (mnohost¥n).

A1;� x = b1

P°íklad v R2. P°íklad v R3.
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Pro konkrétnost uvaºujme soustavu lineárních nerovnic

x1 + 2x2 � 9;

x1 � x2 � 3;

� x1 + 2x2 � 3;

� x1 � x2 � � 3:

Tato soustava popisuje £ty°úhelník vykreslený na obrázku

1

2

3

1 2 3 4 5 60

v1

v2

x1 + 2 x2 = 9

x1 � x2 = 3

� x1 + 2 x2 = 3

x1 + x2 = 3

ƒty°úhelník se skládá ze £ty° vrchol·, £ty° hran a vnit°ku. Vrchol v1 = (5 ; 2)T leºí v pr·niku nadrovin
x1 + 2x2 = 9 a x1 � x2 = 3 . Je tedy °e²ením odpovídající soustavy rovnic a podle v¥ty 7.6 je to a�nní
podprostor dimenze nula. Hrana spojující vrcholyv1; v2 leºí na p°ímce x1 + 2x2 = 9 . Je tedy ur£ena
jednodimenzionálním a�nním podprostorem x1 + 2x2 = 9 . Analogicky charakterizujeme dal²í vrcholy a
hrany.

Podobným zp·sobem pokra£ujeme ve vy²²ích dimenzích. Nap°íklad t°ídimenzionální polyedry, jako
je krychle, osmist¥n atp. mají následující strukturu. Vrcholy jsou nula-dimenzionální a�nní podprostory
ur£ené pr·nikem t°í nadrovin, tj. popsané t°emi rovnicemi. Hrany leºí v jednodimenzionálním a�nním pod-
prostoru popsaným soustavou dvou rovnic. A kone£n¥ st¥ny leºí v nadrovin¥, tedy ve dvoudimenzionálním
a�nním podprostoru, který je ur£en jednou rovnicí.

Konvexními polyedry se více zabývá nap°íklad oborlineární programování. Ten zkoumá nejen konvexní
polyedry, ale také nad nimi °e²í optimaliza£ní úlohy typu

min cT x za podmínekAx � b;

kde c 2 Rn , A 2 Rm� n a b 2 Rm jsou dané ax 2 Rn je vektor prom¥nných. Lineární programování tedy
hledá minimum lineární funkce na konvexním polyedru. Tentoproblém je základní úlohou optimalizace
a objevuje se tém¥° ve v²ech úlohách, které s optimalizací souvisí: nap°íklad v rozvrhování a plánování,
dopravních úlohách (nalezení nejkrat²í cesty) nebo p°i hledání optimální strategie v teorii her.

P°íklad 7.24 (A�nní zobrazení a fraktály [Gareth, 2001, sekce 4.4]). Fraktál je sob¥podobný geomet-
rický útvar na první pohled sloºitého tvaru. Ukáºeme na p°íkladu, ºe i pom¥rn¥ sloºitý fraktál m·ºe mít
jednoduchý popis pomocí a�nních zobrazení.

Pomocí £ty° a�nních zobrazení dokáºeme v rovin¥ vykreslit sloºitý fraktál. Za£neme v po£átku a
s danými pravd¥podobnostmi uvaºujeme p°echod podle p°íslu²ného a�nního zobrazení.

T1(x; y) =
�

0:86 0:03
� 0:03 0:86

� �
x
y

�
+

�
0

1:5

�
s pravd¥podobností 0.83

T2(x; y) =
�

0:2 � 0:25
0:21 0:23

� �
x
y

�
+

�
0

1:5

�
s pravd¥podobností 0.08

T3(x; y) =
�

� 0:15 0:27
0:25 0:26

� �
x
y

�
+

�
0

0:45

�
s pravd¥podobností 0.08

T4(x; y) =
�

0 0
0 0:17

� �
x
y

�
+

�
0
0

�
s pravd¥podobností 0.01



126 Kapitola 7. A�nní podprostory

Nav²tívené body postupn¥ vykreslí tzv. Barnsleyho fraktál ve tvaru listu kapradiny.
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P°íklad 7.25 (Stewartova�Goughova platforma v robotice). Stewartova�Goughova platforma je tzv. pa-
ralelní manipulátor v oboru kinematické robotiky. Pevná základna je p°ipevn¥na n¥kolika (v¥t²inou ²esti)
pohyblivými rameny k mobilní plo²in¥. Tyto platformy se vyu ºívají jako manipulátory, v simulacích (nap°.
let·), nebo t°eba v biomechanice kloub· k ov¥°ování implantát· mimo lidské t¥lo.

Stewartova�Goughova platforma. [zdroj: Wikipedia]

Základna i mobilní plo²ina mají své vlastní sou°adné systémy, mezi kterými m·ºeme p°echázet pomocí
a�nního zobrazení. Nap°íklad jsou-li x = ( x1; x2; x3)T sou°adnice bodu v systému plo²iny, pak sou°adnice
v·£i základn¥ získáme jakox0 = Px + c, kde P matice reprezentující naklon¥ní ac je n¥jaký pevný vektor
reprezentující posun. Pochopiteln¥,P a c nejsou pevné, ale závisí na mí°e nataºení pohyblivých ramen.
Navíc se dá ukázat, ºe maticeP závisí pouze na t°ech parametrech, protoºe systém plo²iny vzhledem
k základn¥ je pouze nato£ený a není nijak deformovaný (natáhnutý, zkosený atp.).

Uvaºujme problém ur£ení délek pohyblivých ramen. Ozna£mex(1) ; : : : ; x(6) koncové body ramen u zá-
kladny v sou°adném systému základny ay(1) ; : : : ; y(6) koncové body na plo²in¥ v sou°adném systému
plo²iny. Ty druhé p°evedeme vý²e zmín¥nou transformací do sou°adného systému základny:y0(1) =
Py(1) + c; : : : ; y0(6) = Py(6) + c. Nyní m·ºeme jednodu²e spo£ítat délku ramen jako vzdálenosti bod·
x(i ) a y0(i ) pro i = 1 ; : : : ; 6.

Typicky ale problém zní opa£n¥: délky ramen známe, protoºe ty ovládáme, a je pot°eba spo£ítat pozici
plo²iny, tj. koncových bod·. Jiným problémem pak je t°eba zj istit v²echny pozice nebo omezit hranice, ve
kterých se m·ºe plo²ina nacházet. To uº jsou úlohy nad rámec úvodního kurzu lineární algebry.

P°íklad 7.26 (Lineární klasi�kátor a neuronové sít¥). M¥jme data reprezentovaná vektoryv1; : : : ; vm 2 Rn

a pro kaºdou hodnotu víme, zda pat°í do skupiny A £i B. Nech´vi pat°i do skupiny A pro i 2 A a
do skupiny B pro i 2 B . Chceme sestrojit klasi�kátor, který bude um¥t pro novou hodnotu v 2 Rn

automaticky rozhodnout do které skupiny pat°í. Jednoduchý klasi�kátor m·ºeme sestrojit na základ¥
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lineárního separátoru. Jeho podstata spo£ívá v tom sestrojit nadrovinu aT x = b takovou, aby vektory
skupiny A byly v jedné polorovin¥ a vektory skupiny B byly ve druhé, viz obrázek:

aT x = b

x1

x2

BB

BB

B

B

A
A

A
A

A

Matematicky popsáno, hledámea 2 Rn , b 2 R tak, aby

aT vi < b 8i 2 A ;

aT vi > b 8i 2 B :

Jestliºe takovou nadrovinu najdeme, klasi�kace nového údaje v 2 Rn funguje jednodu²e. PokudaT v < b,
pak hodnotu v povaºujeme za £lena skupiny A a v opa£ném p°ípad¥ za £lena skupiny B. Pokud lineární
separátor nenajdeme, je situace trochu sloºit¥j²í. Jedna zmoºností, jak se s tím vypo°ádat, je vno°it data
do prostoru vy²²í dimenze, kde je v¥t²í ²ance na úsp¥ch.

Lineární klasi�kátory se vyuºívají mj. v neuronových sítích. Je to jeden ze zp·sob·, jaký perceptronové
algoritmy u£ení vyuºívají k hledání váhových koe�cient· va zeb neuron·. Více informací viz ’íma a Neruda
[1996].

Problémy
7.1. Bu¤ M = U + a a�nní podprostor. Dokaºte, ºe prostor U je dán jednozna£n¥.

7.2. Ukaºte, ºe pr·nik a�nních podprostor· je zase a�nní pod prostor nebo prázdná mnoºina.

7.3. Bu¤te a�nní podprostory U + a a W + b rovnob¥ºné. Ukaºte, ºe pak jsou disjunktní práv¥ tehdy,
kdyº a � b 62U [ W .

7.4. (Analogie v¥t o isomor�smu vektorových prostor·.) Ukaºte, ºe a�nní prostory U + a, W + b mají
stejnou dimenzi práv¥ tehdy, kdyº existuje prosté a�nní zobrazení U + a na W + b.
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Shrnutí ke kapitole 7. A�nní podprostory

Podprostor vektorového prostoru musí procházet po£átkem.Pokud v²ak podprostor
posuneme ve sm¥ru n¥jakého vektoru, dostáváme nový objekt �a�nní podprostor.
Zatímco vektorové podprostory jsou uzav°ené na lineární kombinace, a�nní podpro-
story jsou uzav°ené na a�nní kombinace. D·leºitý je vztah se soustavami lineárních
rovnic � mnoºina °e²ení soustavy Ax = b je a�nním podprostorem, a naopak kaºdý
a�nní podprostor se dá vyjád°it jako °e²ení ur£ité soustavy.

•ada pojm· a vlastností z vektorových prostor· se p°irozen¥ p°enese na a�nní pod-
prostory. Tudíº snadno zavedeme pojmy jako (a�nní) nezávislost, obal, báze, sou°ad-
nice £i dimenze. A�nní zobrazení pak je zobrazení, které má tvar lineárního zobrazení
s konstantním aditivním £lenem; u prostor· typu Tn má tvar x 7! Ax + b. Toto zob-
razení má op¥t podobné vlastnosti jako lineární zobrazení,jenom p°eloºené do sv¥ta
a�nních podprostor·.



Kapitola 8

Skalární sou£in

Podle de�nice 5.2 musíme um¥t vektory s£ítat a násobit skalárem, ale násobení vektor· mezi sebou nebylo
zatím poºadováno. Nicmén¥ zavedení skalárního sou£inu vektor· umoºní také p°irozen¥ zavést pojem
kolmosti, velikosti a vzdálenosti vektor· (a tím i limity) a td.

8.1 Skalární sou£in a norma

P°íklad 8.1 (Motiva£ní) . Standardní skalární sou£in (str. 41) vektor· x; y 2 Rn je de�nován jako

xTy =
nX

i =1

x i yi

a pomocí n¥j snadno vyjád°íme velikost vektoru nebo úhel mezi dv¥ma vektory. Eukleidovská norma

(velikost) vektoru x 2 Rn je de�nována jako kxk =
p

xTx =
q P n

i =1 x2
i . Pochopiteln¥ zde platíxTx � 0.

Jediný vektor, který má nulovou normu, je nulový vektor.
Geometricky vyjad°uje skalární sou£in vztah

xTy = kxk � kyk � cos (' ); (8.1)

kde ' je úhel mezi vektoryx; y. Tedy ze znalosti vektor· x; y snadno vypo£ítáme úhel mezi nimi. Speciáln¥,
x; y jsou kolmé práv¥ tehdy, kdyº xTy = 0 .

Z de�nice je ihned vid¥t, ºe skalární sou£in je symetrický, tedy xTy = yTx. Skalární sou£in je také
lineární funkcí v první i druhé sloºce, ale ne v obou zárove¬.To znamená, ºe pro kaºdéx; x 0; y 2 Rn a
� 2 R platí

(x + x0)T y = xT y + x0T y;

(�x )T y = � (xTy)

(a symetricky pro druhou sloºku), ale obecn¥ neplatí nap°íklad

(x + x0)T (y + y0) = xT y + x0T y0:

Vý²e zmín¥né vlastnosti jsou fundamentální pro zavedení skalárního sou£inu pro obecné vektorové prostory.

Skalární sou£in (stejn¥ jako grupu, vektorové prostory aj.) zavádíme axiomaticky, tedy vý£tem vlast-
ností, které má spl¬ovat.

De�nice 8.2 (Skalární sou£in nadR). Bu¤ V vektorový prostor nad R. Pak skalární sou£in je zobrazení
h�; �i : V 2 ! R, spl¬ující pro v²echnax; y; z 2 V a � 2 R:

(1) hx; x i � 0 a rovnost nastane pouze prox = 0 ,

(2) hx + y; zi = hx; zi + hy; zi ,

129
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(3) h�x; y i = � hx; y i ,

(4) hx; yi = hy; xi .

Vlastnost (1) vyºaduje uspo°ádání, proto jsme zavedli skalární sou£in nad t¥lesem reálných £ísel. Dole
v de�nici 8.3 roz²í°íme pojem i pro t¥leso komplexních £ísel.

Vlastnosti (2) a (3) °íkají, ºe skalární sou£in je lineární funkcí v první sloºce. Díky vlastnosti (4) je
skalární sou£in symetrický, a proto je lineární funkcí i ve druhé sloºce. To znamená, ºe pro kaºdéx; y; z 2 V
a �; � 2 R platí

hx; �y + �z i = � hx; y i + � hx; zi :

Pokud pouºijeme vlastnost (3) s hodnotou� = 0 , dostávámeho; xi = hx; oi = 0 , tedy násobení jakéhokoli
vektoru s nulovým vektorem dá nulu.

Nyní roz²í°íme de�nici i na t¥leso komplexních £ísel. P°ipome¬me, ºe komplexn¥ sdruºené £íslo k £íslu
a + bi 2 C je de�nované jako a + bi = a � bi. Vzhledem ke £tvrté vlastnosti dole je nutn¥hx; x i = hx; x i ,
tudíº hx; x i je vºdy reálné £íslo a lze jej porovnávat s nulou.

De�nice 8.3 (Skalární sou£in nadC). Bu¤ V vektorový prostor nad C. Pak skalární sou£in je zobrazení
h�; �i : V 2 ! C, spl¬ující pro v²echnax; y; z 2 V a � 2 C:

(1) hx; x i � 0 a rovnost nastane pouze prox = 0 ,

(2) hx + y; zi = hx; zi + hy; zi ,

(3) h�x; y i = � hx; y i ,

(4) hx; yi = hy; xi .

Druhá a t°etí vlastnost op¥t °íkají, ºe skalární sou£in je lineární funkcí v první sloºce. Jak je to
s druhou?

hx; y + zi = hy + z; xi = hy; xi + hz; xi = hx; y i + hx; zi ;

hx; �y i = h�y; x i = � hy; xi = � hx; y i :

Ve druhé sloºce tedy komplexní skalární sou£in jiº není lineární.

P°íklad 8.4 (P°íklady standardních skalárních sou£in·).

� V prostoru Rn : standardní skalární sou£inhx; y i = xTy =
P n

i =1 x i yi .

� V prostoru Cn : standardní skalární sou£inhx; y i = xT y =
P n

i =1 x i yi .

� V prostoru Rm� n : standardní skalární sou£inhA; B i =
P m

i =1

P n
j =1 aij bij .

� V C[a;b], prostoru spojitých funkcí na intervalu [a; b]: standardní skalární sou£inhf; g i =
Rb

a f (x)g(x)dx.

Vý²e zmín¥né skalární sou£iny jsou pouze p°íklady moºných zavedení sou£in· na daných prostorech; jako
skalární sou£in mohou fungovat i jiné operace. Pozd¥ji, ve v¥t¥ 11.20, popí²eme v²echny skalární sou£iny
v prostoru Rn .

Je dobré si uv¥domit, ºe zobrazeníhx; yi = xTy v prostoru Cn skalární sou£in netvo°í, protoºe nap°íklad
pro vektor x = ( i; i )T by bylo hx; x i = xTx = � 2.

P°íklad 8.5 (Standardní skalární sou£in vRn a matice). Standardní skalární sou£in b¥ºn¥ pouºíváme p°i
maticovém násobení. Bu¤teA 2 Rm� p, B 2 Rp� n , pak

(AB ) ij =
pX

k=1

aik bkj = A i � B � j = hA i � ; B � j i :

Prvek na pozici (i; j ) výsledné maticeAB je tedy skalárním sou£inemi -tého °ádku matice A a j -tého
sloupce maticeB .

Analogicky m·ºeme nahlíºet na soustavu lineárních rovnicAx = b. Její i -tá rovnice má tvar A i � x = bi ,
kde levá strana je skalárním sou£inemi -tého °ádku matice A a vektoru neznámýchx.
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P°íklad 8.6 (P°íklady nestandardních skalárních sou£in· v R2). Kaºdý kladný násobek standardního
skalárního sou£inu je skalárním sou£inem, tedy nap°íklad

hx; yi = 123 xTy

p°edstavuje skalární sou£in vR2. Jiným p°íkladem je

hx; y i = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2:

Poznámka 8.7. Víme, ºe kaºdé lineární zobrazení je jednozna£n¥ ur£eno obrazy báze (v¥ta 6.15). Platí
analogie pro skalární sou£in? Bu¤B = f z1; : : : ; zn g báze prostoru V nad R a uvaºujme libovolné dva
vektory x; y 2 V . Ty mají vyjád°ení x =

P n
i =1 � i zi , y =

P n
j =1 � j zj pro ur£ité � 1; : : : ; � n ; � 1; : : : ; � n 2 R.

Pak

hx; y i = h
P n

i =1 � i zi ;
P n

j =1 � j zj i =
P n

i =1
P n

j =1 � i � j hzi ; zj i :

Tudíº i skalární sou£in je jednozna£n¥ ur£ený hodnotami sou£in· v²ech dvojic bázických vektor· hzi ; zj i pro
i; j = 1 ; : : : ; n. Narozdíl od lineárního zobrazení ale musíme dbát na ostatní axiomy z de�nice skalárního
sou£inu a nem·ºeme hodnotyhzi ; zj i nastavit libovoln¥.

Nadále uvaºujme vektorový prostor V nad R £i C se skalárním sou£inem. Nejprve ukáºeme, ºe skalární
sou£in umoº¬uje zavést normu, neboli velikost vektoru.

De�nice 8.8 (Norma indukovaná skalárním sou£inem). Norma indukovaná skalárním sou£inemje de�-
novaná kxk :=

p
hx; x i , kde x 2 V .

Norma je dob°e de�novaná díky první vlastnosti z de�nice skalárního sou£inu, a je to vºdy nezáporná

hodnota. Pro standardní skalární sou£in vRn dostáváme eukleidovskou normukxk =
p

xTx =
q P n

i =1 x2
i .

Jak jsme p°ipomn¥li v p°íkladu 8.1, pro standardní skalárnísou£in vRn platí, ºe x; y jsou kolmé práv¥
tehdy, kdyº hx; y i = 0 . V jiných vektorových prostorech takovýto geometrický náhled chybí, proto kolmost
zavedeme práv¥ pomocí vztahuhx; yi = 0 .

De�nice 8.9 (Kolmost) . Vektory x; y 2 V jsou kolmé, pokud hx; yi = 0 . Zna£ení:x ? y.

P°íklad 8.10 (P°íklady kolmých vektor· pro standardní skalární sou£iny).

� V prostoru R3: (1; 2; 3)T ? (1; 1; � 1)T .

� V prostoru Rn : i -tý °ádek regulární maticeA 2 Rn� n a j -tý sloupec maticeA � 1 pro libovolné i 6= j .

� V prostoru C[� �;� ]: sinx ? cosx ? 1.

V¥ta 8.11 (Pythagorova). Pokud x; y 2 V jsou kolmé, takkx + yk2 = kxk2 + kyk2.

D·kaz. kx + yk2 = hx + y; x + yi = hx; x i + hx; y i
| {z }

=0

+ hy; xi
| {z }

=0

+ hy; yi = hx; x i + hy; yi = kxk2 + kyk2.

Poznamenejme, ºe nadR platí i opa£ná implikace, ale nadC obecn¥ nikoli (viz problém 8.2).

Poznámka 8.12 (Polariza£ní identita). Vztahem kxk =
p

hx; x i umíme vypo£ítat normu vektoru na
základ¥ hodnoty skalárního sou£inu. Nyní ukáºeme opa£ný postup. Pro jednoduchost p°edpokládejme
reálný skalární sou£in a podobn¥ jako v d·kazu Pythagorovy v¥ty odvodíme

kx + yk2 = hx + y; x + yi = hx; x i + hx; y i + hy; xi + hy; yi = kxk2 + kyk2 + 2hx; y i :

Z této rovnice vyjád°íme

hx; yi =
1
2

�
kx + yk2 � k xk2 � k yk2�

:

Z hodnoty norem vektor· x; y; x + y tedy umíme vypo£ítat hodnotu skalárního sou£inuhx; y i .
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V¥ta 8.13 (Cauchyho�Schwarzova nerovnost1) ). Pro kaºdé x; y 2 V platí jhx; y ij � k xk � kyk.

Poznámka.Pro standardní skalární sou£in vRn se Cauchyho�Schwarzova nerovnost snadno nahlédne
ze vzore£ku(8:1), protoºe j cos (' )j � 1. Pro obecné prostory musíme postupovat jinak.

D·kaz. (Reálná verze) Nejprve ukáºeme reálnou verzi, protoºe má elegantní d·kaz. Pro y = o platí
nerovnost triviáln¥, tak p°edpokládejme y 6= o. Uvaºujme reálnou funkci f (t) = hx + ty; x + ty i � 0
prom¥nnét 2 R. Pak

f (t) = hx; x i + thx; y i + thy; xi + t2hy; yi = hx; x i + 2 thx; y i + t2hy; yi :

Jedná se o kvadratickou funkci, která je v²ude nezáporná, nem·ºe mít tedy dva r·zné ko°eny. Proto je
p°íslu²ný diskriminant nekladný:

4hx; y i 2 � 4hx; x ihy; yi � 0:

Z toho dostávámehx; y i 2 � h x; x ihy; yi , odmocn¥nímjhx; y ij � k xk � kyk.

D·kaz. (Komplexní verze) Pro y = o platí tvrzení triviáln¥. Bu¤ y 6= o a bez újmy na obecnost p°ed-
pokládejme, ºe kyk = 1 . P°enásobením vektoruy reálnou kladnou konstantou se p°enásobí ob¥ strany
nerovnosti. Tudíº pokud platnost nerovnosti ukáºeme pro znormovaný vektor 1

kyk y velikosti 1, potom
nerovnost platí i pro y.

Nerovnost, kterou chceme dokázat, má nyní tvarjhx; y ij � k xk. De�nujme skalár � := hx; y i , vektor
z := x � �y a upravme

0 � h z; zi = hx � �y; x � �y i = hx; x i � � hx; y i � � hy; xi + � � hy; yi :

Protoºe � � = j� j2, hy; yi = 1 a � = hx; yi , dostáváme

0 � h x; x i � �� � � � + � � = hx; x i � j � j2:

Tudíº j� j2 � h x; x i a odmocn¥ním obou stran mámejhx; y ij � k xk.

Uvidíme pozd¥ji v sekci 8.3, ºe vektor�y = hx; y i y z d·kazu komplexní verze reprezentuje projekci
vektoru x na p°ímku ur£enou vektoremy. Vektor z je kolmý na vektor y, viz obrázek dole. Cauchyho�
Schwarzova nerovnost tedy geometricky popisuje to, ºe vzdálenost vektoru x od jeho projekce naspanf yg
je nezáporná. Z tohoto pohledu je také z°ejmé, ºe Cauchyho�Schwarzova nerovnost se nabyde jako rovnost
práv¥ tehdy, kdyº z = o, neboli kdyº vektory x; y jsou lineárn¥ závislé.

y
hx; y i y

x

z

Ob£as se Cauchyho�Schwarzova nerovnost uvádí v ekvivalentní podob¥

jhx; y ij 2 � h x; x ihy; yi :

Cauchyho�Schwarzova nerovnost se pouºívá pro odvozování dal²ích výsledk· na obecné bázi, nebo i pro
konkrétní algebraické výrazy. Nap°íklad pro standardní skalární sou£in vRn dostaneme nerovnost

� nX

i =1

x i yi

� 2

�
� nX

i =1

x2
i

�� nX

i =1

y2
i

�
:

V oblasti kvantové fyziky vede aplikace Cauchyho�Schwarzovy nerovnosti k p°ímo£arému odvození zná-
mého Heisenbergova principu neur£itosti. Dal²í vyuºití viz nap°. Krisl [2008]; Steele [2004]. My pouºijeme
Cauchyho�Schwarzovu nerovnost hned v následujícím k odvození trojúhelníkové nerovnosti.

1) Nerovnost se také n¥kdy nazývá jen Schwarzova, nebo Cauchyho�Bunjakovského, pop°. Cauchyho�Schwarzova�
Bunjakovského. Augustin-Louis Cauchy ji dokázal roku 1821 pro prostor Rn a pozd¥ji ji nezávisle na sob¥ zobecnili Hermann
Amandus Schwarz (1880) a Viktor Jakovlevi£ Bunjakovskij (1 859).
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o x

y x + y

kxk

kyk

kx + yk

D·sledek 8.14 (Trojúhelníková nerovnost). Pro kaºdé x; y 2 V platí kx + yk � k xk + kyk.

D·kaz. Nejprve p°ipome¬me, ºe pro kaºdé komplexní £ísloz = a + bi platí: z + z = 2a = 2 Re(z), a dále
a � j zj. Nyní m·ºeme odvodit:

kx + yk2 = hx + y; x + yi = hx; x i + hy; yi + hx; y i + hy; xi =

= hx; x i + hy; yi + 2 Re(hx; y i ) � h x; x i + hy; yi + 2 jhx; y ij �

� k xk2 + kyk2 + 2 kxk � kyk = ( kxk + kyk)2;

kde poslední nerovnost plyne z Cauchyho�Schwarzovy nerovnosti. Tedy máme kx + yk2 � (kxk + kyk)2 a
odmocn¥ním získáme hledaný vztah.

Norma obecn¥

Norma indukovaná skalárním sou£inem je jen jedním typem normy, pojem normy je ale de�nován obecn¥ji.
My budeme vesm¥s pracovat s normou indukovanou skalárním sou£inem, takºe následující oddíl je pouze
malou odbo£kou.

De�nice 8.15 (Norma). Bu¤ V vektorový prostor nad R neboC. Pak norma je zobrazeník � k : V ! R,
spl¬ující:

(1) kxk � 0 pro v²echna x 2 V , a rovnost nastane pouze prox = 0 ,

(2) k�x k = j� j � kxk pro v²echna x 2 V , a pro v²echna� 2 R resp. � 2 C,

(3) kx + yk � k xk + kyk.

Tvrzení 8.16. Norma indukovaná skalárním sou£inem je normou.

D·kaz. Vlastnost (1) je spln¥na díky de�nici normy indukované skalárním sou£inem. Vlastnost (3) je
ukázána v d·sledku 8.14. Zbývá vlastnost (2):

k�x k =
p

h�x; �x i =
p

� � hx; x i =
p

� �
p

hx; x i = j� j � kxk:

P°íklad 8.17 (P°íklady norem v Rn ). Speciální t°ída norem jsou tzv.p-normy. Pro p = 1 ; 2; : : : de�nujeme
p-normu vektoru x 2 Rn jako

kxkp =
� P n

i =1 jx i jp
� 1

p :

Speciální volby p vedou ke známým normám:

� pro p = 2 : eukleidovská normakxk2 =
q P n

i =1 x2
i , coº je norma indukovaná standardním skalárním

sou£inem,

� pro p = 1 : sou£tová normakxk1 =
P n

i =1 jx i j; nazývá se manhattanská norma, protoºe odpovídá
reálným vzdálenostem p°i procházení pravoúhlé sít¥ ulic v m¥st¥,

� pro p = 1 (limitním p°echodem): maximová (ƒeby²evova) norma kxk1 = max i =1 ;:::;n jx i j.
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Výpo£et eukleidovské, sou£tové a maximové normy vektoru v Matlabu / Octave:

>> x=[1 2 2 4]; norm(x), norm(x,1), norm(x,Inf)
ans = 5
ans = 9
ans = 4

P°íklad 8.18 (Jednotková koule). Jednotková koule je mnoºina vektor·, které mají normu nanejvý² 1 a
tedy jsou od po£átku vzdáleny maximáln¥ 1. Formáln¥ de�nujeme jednotkovou kouli jako

f x 2 V ; kxk � 1g:

Tento pojem umoº¬uje normu geometricky vizualizovat. Uvaºujme pro konkrétnost rovinu R2 a t°i základní
normy z p°edchozího p°íkladu 8.17. Jednotková koule má tvar:

0 1� 1

1

� 1

x1

x2

eukleidovská norma

0 1� 1

1

� 1

x1

x2

sou£tová norma

0 1� 1

1

� 1

x1

x2

maximová norma

Jiné normy mají za jednotkovou kouli jiný geometrický objekt. Kaºdá jednotková koule v Rn ale musí
být mnoºina, která je uzav°ená, omezená, symetrická dle po£átku, konvexní (tj., s kaºdými dv¥ma body
obsahuje i jejich spojnici) a po£átek leºí v jejím vnit°ku. Platí i opa£né tvrzení � kaºdá mnoºina spl¬ující
tyto vlastnosti p°edstavuje jednotkovou kouli n¥jaké normy.

P°íklad 8.19 (P°íklady norem v C[a;b]). Normu spojité funkce f : [a; b] ! R lze zavést analogicky jako
pro eukleidovský prostor:

� analogie eukleidovské normy:kf k2 =
q Rb

a f (x)2dx,

� analogie sou£tové normy:kf k1 =
Rb

a jf (x)jdx,

� analogie maximové normy:kf k1 = max x2 [a;b] jf (x)j,

� analogiep-normy: kf kp =
� Rb

a jf (x)jpdx
� 1

p .

Poznámka 8.20 (Rovnob¥ºníkové pravidlo). Pro normu indukovanou skalárním sou£inem platí tzv.rov-
nob¥ºníkové pravidlo:

kx � yk2 + kx + yk2 = 2kxk2 + 2kyk2:

D·kaz. kx � yk2 + kx + yk2 = hx � y; x � yi + hx + y; x + yi = 2hx; x i + 2hy; yi = 2kxk2 + 2kyk2:
Díky tomu snadno nahlédneme, ºe sou£tová a maximová norma nejsou indukované ºádným skalárním

sou£inem. Nap°íklad prox = (1 ; 0)T a y = (0 ; 1)T totiº nespl¬ují rovnob¥ºníkové pravidlo.
Platí dokonce siln¥j²í tvrzení: Pokud pro normu platí rovnob¥ºníkové pravidlo, pak je indukovaná

n¥jakým skalárním sou£inem; viz Horn and Johnson [1985].

Norma umoº¬uje zavést vzdálenost (neboli metriku) mezi vektory x; y jako kx � yk. A pokud máme
vzdálenost, m·ºeme zavést limity, etc. ƒtená°e by jiº nem¥lo p°ekvapit, ºe i metriku lze zavést axiomaticky.
Navíc k de�nici metriky nepot°ebujeme ani vektorový prostor, sta£í libovolná mnoºina.

Poznámka 8.21 (Metrika) . Metriku na mnoºin¥ M de�nujeme jako je zobrazeníd: M 2 ! R, spl¬ující:
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(1) d(x; y) � 0 pro v²echna x; y 2 M , a rovnost nastane pouze prox = y,

(2) d(x; y) = d(y; x) pro v²echna x; y 2 M ,

(3) d(x; z) � d(x; y) + d(y; z) pro v²echna x; y; z 2 M .

Kaºdá norma ur£uje metriku p°edpisemd(x; y) := kx � yk, tedy vzdálenost vektor· x; y zavádí jako velikost
jejich rozdílu. Opa£ným sm¥rem to ale obecn¥ neplatí. Existují prostory s metrikou, která není indukována
ºádnou normou, nap°. diskrétní metrikad(x; y) := dkx � yk2e, nebo diskrétní metrika de�novaná d(x; y) :=
1 pro x 6= y a d(x; y) := 0 pro x = y.

P°íklad 8.22 (Klasi�kace psaných £íslic). Ukáºeme pouºití vzdálenosti na vytvo°ení jednoduchého kla-
si�kátoru pro automatickou identi�kaci ru£n¥ psaných £ísl ic. Uvádí se [Chartier, 2015], ºe jen v roce 2012
bylo v USA po²tou doru£eno 160 miliard dopis·. Automatizace pak znamená zrychlení a zlevn¥ní ce-
lého procesu doru£ování dopis·. První program pro detekci £íslic byl spu²t¥n v roce 1997 a p°estoºe m¥l
úsp¥²nost pouze 10%, znamenal výrazný posun kup°edu.

P°edpokládáme, ºe kaºdá £íslice je zadaná jako obrázek, reprezentovaný maticí A 2 Rm� n , tedy pixel
obrázku na pozici (i; j ) má barvu s £íslemaij . Jako vzory pouºijeme zpr·m¥rované hodnoty z databáze
MNIST ( http://yann.lecun.com/exdb/mnist/ ):

Nyní uvaºujme následující obrázek, který chceme klasi�kovat jako £íslici:

5

10

15

20

25

Na prostoru matic proto musíme zavést metriku. K tomuto ú£elu adaptujeme klasickou eukleidovskou
vzdálenost a vzdálenost maticA; B 2 Rm� n de�nujeme jako

kA � B k :=

vu
u
t

mX

i =1

nX

j =1

(aij � bij )2:

Pokud spo£ítáme vzdálenost mezi maticí reprezentující klasi�kovaný obrázek a jednotlivými vzory, pak
dostaneme hodnoty:

0: 1957.44 1: 2237.30 2: 2015.79 3: 1816.23 4: 1868.78
5: 1771.64 6: 2038.57 7: 2090.51 8: 1843.22 9: 1900.81

Vidíme, ºe nejmen²í vzdálenost je k obrázku £íslo5, proto klasi�kujeme daný obrázek správn¥ jako
£íslo5. Takovýto jednoduchý klasi�kátor se ale snadno m·ºe splést. Ná² klasi�kátor nedokáºe rozpoznat
tvary £ar (znaménko k°ivosti atp.), a tudíº je malá vzdálenost je i t°eba k obrázku £íslo3.
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P°íklad 8.23 (Information retrieval) . Získávání informací je moderní odv¥tví informatiky, spo£ívající
v nalezení relevantního záznamu ve velké databázi dokument· [Zobel and Mo�at, 2006]. Databází m·ºe
být nap°íklad katalog �lm· £i knih, anebo celosv¥tová sí´ Internet. Relevantní záznam znamená záznam,
který co nejvíce odpovídá zadanému dotazu. Pro získávání informací existuje °ada model·. Takzvaný
model vektorových prostor·spo£ívá v tom, ºe jednotlivé záznamy i dotazy na nalezení záznamu asociujeme
s vektory ve vektorovém prostoruRn . Potom záznamu 2 Rn je nejrelevantn¥j²í pro dotaz v 2 Rn , pokud
vektory u; v svírají nejmen²í úhel (pro tento problém je to lep²í metrika neº porovnávání eukleidovské
vzdálenosti ku � vk). Proto hledáme záznamu 2 Rn s nejmen²í hodnotou

' = arccos
�

uT v
kuk � kvk

�
;

neboli s nejv¥t²í hodnotou

cos(' ) =
uT v

kuk � kvk
:

Namísto formálního popisu ilustrujeme postup na zjednodu²eném p°íkladu. Nech´ se pracovní slovník
skládá z klí£ových slov:

� pes, kousat, £lov¥k, p°ítel, potíº, ºralok, lachtan

Uvaºujme dotaz zadaný v¥tou

� Pes pokousal £lov¥ka.

Dále uvaºujme databázi t°í záznam·:

1. Pokud je nejlep²ím p°ítelem £lov¥ka jeho pes, tak se ten pes dostal do potíºí. [Edward Abbey]

2. šralok si ukousl p°íli² velké sousto, udusil se lachtanem. [novinová zpráva]

3. Mám rad¥ji psy neº lidi. Ti m¥ na rozdíl od lidí nikdy nekousli. [Marilyn Monroe]

Dotaz reprezentujeme vektoremv = (1 ; 1; 1; 0; 0; 0; 0)T , obsahujícím frekvence klí£ových slov v dotazu.
První záznam reprezentujeme vektoremu1 = (2 ; 0; 1; 1; 1; 0; 0)T , protoºe v záznamu je dvakrát slovo
�pes� , jednou �£lov¥k� atp. Analogicky dal²í dva záznamy reprezentujeme vektoryu2 = (0 ; 1; 0; 0; 0; 1; 1)T

a u3 = (1 ; 1; 2; 0; 0; 0; 0)T s tím, ºe jsme zahrnuli i negaci slova �kousat� a mnoºné £íslo�lidi� od slova
�£lov¥k� . Spo£ítáme úhly mezi vektoryui a vektorem v:

i 1 2 3
' 49:12� 70:53� 19:47�

Vidíme, ºe dotazu nejvíce odpovídá t°etí záznam.

8.2 Ortonormální báze, Gramova�Schmidtova ortogonalizac e

Kaºdý vektorový prostor má bázi. U prostoru se skalárním sou£inem je p°irozené se ptát, zda existuje
báze sloºená z navzájem kolmých vektor·. V této sekci ukáºeme, ºe je to pravda, ºe taková báze má °adu
pozoruhodných vlastností a také odvodíme algoritmus na její nalezení.

De�nice 8.24 (Ortogonální a ortonormální systém). Systém vektor· z1; : : : ; zn je ortogonální, pokud
hzi ; zj i = 0 pro v²echna i 6= j . Systém vektor· z1; : : : ; zn je ortonormální, pokud je ortogonální akzi k = 1
pro v²echna i = 1 ; : : : ; n.

Je-li systémz1; : : : ; zn ortonormální, pak je také ortogonální. Naopak to obecn¥ neplatí, ale není pro-
blém ortogonální systém zortonormalizovat. Jsou-liz1; : : : ; zn nenulové a ortogonální, pak 1

kz1k z1; : : : ; 1
kzn k zn

je ortonormální. D·kaz: k 1
kzi k zi k = 1

kzi k
kzi k = 1 .

P°íklad 8.25. V prostoru Rn se standardním skalárním sou£inem je ortonormálním systémem nap°íklad
kanonická bázee1; : : : ; en . Speciáln¥ v rovin¥R2 tvo°í ortonormální bázi vektory (1; 0)T , (0; 1)T . Jiný
p°íklad ortonormální báze v R2 je nap°íklad:

p
2

2 (1; 1)T ,
p

2
2 (� 1; 1)T .
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1

1� 1 0 x1

x2

Ortonormální báze (1; 0)T , (0; 1)T .

1

1� 1 0 x1

x2

Ortonormální báze
p

2
2 (1; 1)T ,

p
2

2 (� 1; 1)T .

Tvrzení 8.26. Je-li systém vektor· z1; : : : ; zn ortonormální, pak je lineárn¥ nezávislý.

D·kaz. Uvaºujme lineární kombinaci
P n

i =1 � i zi = o. Pak pro kaºdé k = 1 ; : : : ; n platí:

0 = ho; zk i =
� nX

i =1

� i zi ; zk

�
=

nX

i =1

� i hzi ; zk i = � khzk ; zk i = � k :

Ortonormalita vektor· tedy znamená jejich lineární nezávislost plus n¥co navíc � jejich kolmost. A práv¥
tato vlastnost umoºní n¥které problémy °e²it efektivn¥. Zrovna následující v¥ta °íká, jak jednodu²e spo£ítat
sou°adnice v·£i bázi, která je ortonormální.

V¥ta 8.27 (Fourierovy koe�cienty) . Bu¤ z1; : : : ; zn ortonormální báze prostoruV . Pak pro kaºdé x 2 V
platí x =

P n
i =1 hx; zi i zi .

D·kaz. Víme, ºe x =
P n

i =1 � i zi a sou°adnice� 1; : : : ; � n jsou jednozna£né (v¥ta 5.33). Nyní pro kaºdé
k = 1 ; : : : ; n platí:

hx; zk i =
� nX

i =1

� i zi ; zk

�
=

nX

i =1

� i hzi ; zk i = � khzk ; zk i = � k :

Vyjád°ení x =
P n

i =1 hx; zi i zi se nazýváFourier·v rozvoj , a skaláry hx; zi i , i = 1 ; : : : ; n se nazývajíFou-
rierovy koe�cienty 2) . Geometrický význam Fourierova koe�cientu hx; zi i je ten, ºe hx; zi i zi udává projekci
vektoru x na p°ímku spanf zi g. Jinými slovy, hx; zi i zi je vektor na p°ímce se sm¥rnicízi , který je nejblíºe
vektoru x. Potom vektor x lze sloºit z t¥chto díl£ích projekcí jednoduchým sou£temx =

P n
i =1 hx; zi i zi

(více o projekcích budeme hovo°it v sekci 8.3). Jak ilustruje obrázek dole, pokud by bázez1; : : : ; zn nebyla
ortonormální, pak by tato vlastnost uº obecn¥ neplatila.

hx; z1i z1
z1

x = hx; z1i z1 + hx; z2i z2

hx; z2i z2

z2

Vektory z1; z2 ortonormální.

hx; z1i z1
z1

x

hx; z1i z1 + hx; z2i z2hx; z2i z2

z2

Vektory z1; z2 délky 1, ale ne ortogonální.

Jak sestrojit ortonormální bázi n¥jakého prostoru? Následující procedura, Gramova�Schmidtova orto-
gonaliza£ní metoda, za£ne s libovolnou bází a postupným nakolmováním vektor· vytvo°í bázi, která je
ortonormální. Nakolmování v kroku 2 funguje tak, ºe od vektoru xk ode£teme jeho projekci do prostoru
generovaného vektoryx1; : : : ; xk� 1; tak bude kolmý na v²echny p°edchozí. O projekci budeme pojednávat
více v sekci 8.3.

2) Jean Baptiste Joseph Fourier (1768�1830), francouzský matematik a fyzik. Rozvoj pouºil kolem roku 1807 pro °e²ení
problému vedení tepla v pevných látkách.
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x1z1

x2
y2

z2

Nakolmení druhého vektoru.

spanf x1; x2g

o

x3 y3

z1

z2

z3

Nakolmení t°etího vektoru.

Algoritmus 8.28 (Gramova�Schmidtova ortogonalizace3) ).
Vstup: lineárn¥ nezávislé vektoryx1; : : : ; xn 2 V .

1: for k := 1 to n do

2: yk := xk �
k� 1X

j =1

hxk ; zj i zj , //vypo£ítáme kolmici

3: zk :=
1

kykk
yk , //normalizujeme délku na 1

4: end for

Výstup: z1; : : : ; zn ortonormální báze prostoruspanf x1; : : : ; xng.

D·kaz. (Správnost Gramovy�Schmidtovy ortogonalizace.) Matematickou indukcí podle n dokáºeme, ºe
z1; : : : ; zn je ortonormální báze prostoruspanf x1; : : : ; xn g. Pro n = 1 je y1 = x1 6= o, vektor z1 = 1

kx1k x1

je dob°e de�novaný a spanf x1g = spanf z1g.
Induk£ní krok n  n� 1. P°edpokládejme, ºez1; : : : ; zn� 1 je ortonormální báze prostoruspanf x1; : : : ; xn� 1g.

Kdyby bylo yn = o, tak xn =
P n� 1

j =1 hxn ; zj i zj a xn 2 spanf z1; : : : ; zn� 1g = spanf x1; : : : ; xn� 1g, coº by
byl spor s lineární nezávislostí vektor· x1; : : : ; xn . Proto yn 6= o a zn = 1

kyn k yn je dob°e de�novaný a má
jednotkovou normu.

Nyní dokáºeme, ºez1; : : : ; zn je ortonormální systém. Z induk£ního p°edpokladu jez1; : : : ; zn� 1 orto-
normální systém a protohzi ; zj i je rovno 0 pro i 6= j a rovno 1 pro i = j . Sta£í ukázat, ºezn je kolmé na
ostatní zi pro i < n :

hzn ; zi i =
1

kynk
hyn ; zi i =

1
kynk

�
xn �

n� 1X

j =1

hxn ; zj i zj ; zi

�
=

=
1

kynk
hxn ; zi i �

1
kynk

n� 1X

j =1

hxn ; zj ihzj ; zi i =
1

kynk
hxn ; zi i �

1
kynk

hxn ; zi i = 0 :

Zbývá ov¥°it spanf z1; : : : ; zng = spanf x1; : : : ; xn g. Z algoritmu je vid¥t, ºe zn 2 spanf z1; : : : ; zn� 1; xng �
spanf x1; : : : ; xng, a tedy spanf z1; : : : ; zng � spanf x1; : : : ; xng. Protoºe oba prostory mají stejnou dimenzi,
nastane rovnost (v¥ta 5.50).

P°íklad 8.29 (Gramova�Schmidtova ortogonalizace). P°i standardním skalárním sou£inu chceme najít
ortonormální bázi prostoru generovaného vektory

x1 = (1 ; 0; 1; 0)T ; x2 = (1 ; 1; 1; 1)T ; x3 = (1 ; 0; 0; 1)T :

3) Metoda pochází od dánského �nan£ního matematika Jørgen Pedersen Grama z roku 1883, explicitní vzorec publikoval
roku 1907 n¥mecký matematik Erhard Schmidt. Jak uº to bývá, n ezávisle na nich a d°íve objevili postup také P.S. Laplace
(1816) nebo A.L. Cauchy (1836).
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Postupujeme p°esn¥ podle algoritmu:

y1 := x1;

z1 :=
1

ky1k
y1 =

p
2

2
(1; 0; 1; 0)T ;

y2 := x2 � h x2; z1i z1 = (1 ; 1; 1; 1)T �
p

2

p
2

2
(1; 0; 1; 0)T = (0 ; 1; 0; 1)T ;

z2 :=
1

ky2k
y2 =

p
2

2
(0; 1; 0; 1)T ;

y3 := x3 � h x3; z1i z1 � h x3; z2i z2

= (1 ; 0; 0; 1)T �

p
2

2

p
2

2
(1; 0; 1; 0)T �

p
2

2

p
2

2
(0; 1; 0; 1)T =

1
2

(1; � 1; � 1; 1)T ;

z3 :=
1

ky3k
y3 =

1
2

(1; � 1; � 1; 1)T :

Výsledná ortonormální báze se skládá z vektor·z1; z2; z3.
Matlab / Octave pouºívají jinou metodu, proto vydávají jino u ortonormální bázi:

>> orth([1 0 1 0;1 1 1 1;1 0 0 1]')
ans =

-0.6635 -0.0000 0.5565
-0.3035 0.0000 -0.8111
-0.4835 -0.7071 -0.1273
-0.4835 0.7071 -0.1273

Poznámka 8.30 (Výpo£etní sloºitost). Pro analýzu výpo£etní sloºitosti algoritmu 8.28 uvaºujme vektory
x1; : : : ; xn 2 Rm . Skalární sou£in dvou vektor· z prostoru Rm vyºaduje °ádov¥2m aritmetických operací.
Krok 2 má tudíº asymptotickou sloºitost 4m(k � 1) operací a v kroku 3 je to3m. V sou£tu dostaneme

nX

k=1

(4mk � m) = 4 m
1
2

n(n + 1) � mn;

coº °ádov¥ dává výpo£etní sloºitost2mn2.

Gramova�Schmidtova ortogonalizace má tu p°ednost, ºe je pouºitelná v kaºdém prostoru se skalárním
sou£inem. Speciáln¥ p°i standardním skalárním sou£inu vRn m·ºeme ortogonalizaci vyjád°it maticov¥ (viz
poznámka 13.9), ale na druhou stranu v tomto p°ípad¥ existují i jiné metody, které mají lep²í numerické
vlastnosti; srov. sekce 13.3.

D·sledek 8.31 (Existence ortonormální báze). Kaºdý kone£n¥ generovaný prostor (se skalárním sou£i-
nem) má ortonormální bázi.

D·kaz. Víme (v¥ta 5.41), ºe kaºdý kone£n¥ generovaný prostor má bázi, a tu m·ºeme Gramovou�Schmidtovou
metodou zortogonalizovat.

Pro nekone£n¥-dimenzionální prostory tvrzení v¥ty neplatí � existují prostory se skalárním sou£inem,
které nemají ortonormální bázi; viz Be£vá° [2005].

D·sledek 8.32 (Roz²í°ení ortonormálního systému na ortonormální bázi). Kaºdý ortonormální systém
vektor· v kone£n¥ generovaném prostoru lze roz²í°it na ortonormální bázi.

D·kaz. Víme (v¥ta 5.49), ºe kaºdý ortonormální systém vektor· z1; : : : ; zm lze roz²í°it na bázi z1; : : : ; zm ,
xm+1 ; : : : ; xn , a tu m·ºeme Gramovou�Schmidtovou metodou zortogonalizovat na z1; : : : ; zm ; zm+1 , : : : ; zn .
Ortogonalizací se totiº prvních m vektor· nezm¥ní.
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V následujících tvrzeních nahlédneme, ºe eukleidovská norma a standardní skalární sou£in vlastn¥
nejsou tak speciální, jak by se mohlo zdát.

Tvrzení 8.33. Bu¤ B = f z1; : : : ; zn g báze prostoruV . Pak

hx; y i := [ x]TB [y]B

p°edstavuje skalární sou£in aB je v tomto skalárním sou£inu ortonormální bází.

D·kaz. Nejprve ov¥°íme axiomy z de�nice 8.3 skalárního sou£inu. ƒíslo hx; x i = [ x]TB [x]B je z°ejm¥ ne-
záporné a nulové pouze pro[x]B = o, tedy z jednozna£nosti sou°adnic jen prox = o. Linearita v první
sloºce vyplývá z linearity sou°adnic (tvrzení 5.40). Symetrie pak plyne ze symetrie standardního skalárního
sou£inu

hx; yi = [ x]TB [y]B = [y]TB [x]B = hy; xi :

Ortonormalitu báze B nahlédneme z vyjád°eníhzi ; zj i = [ zi ]TB [zj ]B = eT
i ej , coº je nula pro i 6= j a jedni£ka

pro i = j .

P°íklad 8.34. Zvolme V = Rn a ozna£meA := B [id]kan matici p°echodu od kanonické báze do bázeB .
Protoºe [x]B = B [id]kan � [x]kan a [y]B = B [id]kan � [y]kan , dostáváme

hx; yi = [ x]TB [y]B = [ x]Tkan � B [id] T
kan � B [id]kan � [y]kan = xTATAy:

Uvidíme pozd¥ji v kapitole 11, ºe matice, které jdou vyjád°it ve tvaru ATA, se nazývají positivn¥ de�nitní
a mají speci�cké vlastnosti.

Nahlédneme, ºe vlastnost tvrzení 8.33 platí i opa£ným sm¥rem.

Tvrzení 8.35. Bu¤ B ortonormální báze prostoruV se skalárním sou£inem. Pak pro kaºdéx; y 2 V platí
hx; y i = [ x]TB [y]B .

D·kaz. Bu¤ B = f z1; : : : ; zng. Podle v¥ty 8.27 je[x]B = ( hx; z1i ; : : : ; hx; zn i )T . Nyní

hx; y i = h
P n

j =1 hx; zj i zj ; yi =
P n

j =1 hx; zj ihzj ; yi

=
P n

j =1 hx; zj i hy; zj i = [ x]TB [y]B :

Dostáváme tedy, ºe zobrazeníh�; �i je skalárním sou£inem na prostoruV práv¥ tehdy, kdyº se dá
vyjád°it jako hx; yi = [ x]TB [y]B pro n¥jakou (£i pro libovolnou) ortonormální báziB . Kaºdý skalární sou£in
je tedy standardním skalárním sou£inem p°i pohledu z libovolné ortonormální báze.

Stejná vlastnost platí analogicky i pro normu indukovanou skalárním sou£inem. V jakémkoli kone£n¥
generovaném prostoruV se norma libovolnéhox 2 V dá vyjád°it jako standardní eukleidovská norma jeho
vektoru sou°adnic:

kxk = k[x]B k2 =
q

[x]TB [x]B ; (8.2)

kde B je ortonormální báze prostoruV . K tomuto vyjád°ení normy uvedeme je²t¥ dv¥ roz²i°ující vlastnosti.

V¥ta 8.36. Bu¤ z1; : : : ; zn ortonormální systém veV a bu¤ x 2 V . Pak platí:
(1) Besselova nerovnost:kxk2 �

P n
j =1 jhx; zj ij 2,

(2) Parsevalova rovnost:kxk2 =
P n

j =1 jhx; zj ij 2 práv¥ tehdy, kdyºx 2 spanf z1; : : : ; zn g.

D·kaz.
(1) Vyplývá z úpravy

0 �
�

x �
nX

j =1

hx; zj i zj ; x �
nX

j =1

hx; zj i zj

�
=

= hx; x i �
nX

j =1

hx; zj ihx; zj i �
nX

j =1

hx; zj ihzj ; xi +
nX

j =1

hx; zj i hx; zj i =

= kxk2 �
nX

j =1

jhx; zj ij 2:
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(2) Vyplývá z p°edchozího, nebo´ rovnost nastane práv¥ tehdy, kdyº x =
P n

j =1 hx; zj i zj .

Besselova nerovnost °íká, ºe norma vektorux nem·ºe být nikdy men²í neº norma jeho projekce do
libovolného podprostoru, zde vyjád°eného jakospanf z1; : : : ; zn g.

Parsevalova rovnost zobec¬uje vyjád°ení(8:2). Dále ukazuje, ºe pro vektory blízké po£átku musí i
jejich sou°adnice být dostate£n¥ malé. Parsevalova rovnost se dá zobecnit i pro nekone£n¥-dimenzionální
prostory jako je C[� �;� ], coº mj. znamená, ºe Fourierovy koe�cienty v nekone£ném rozvoji musí konvergovat
k nule.

8.3 Ortogonální dopln¥k a projekce

V této sekci odvodíme metodu na spo£ítání vzdálenosti bodu od podprostoru (nap°íklad bodu od p°ímky,
bodu od roviny, . . . ) a také na ur£ení toho bodu podprostoru, který je danému bodu nejblíºe. To umoºní
°e²it jak ryze geometrické úlohy, tak i úlohy, které zdánliv¥ s geometrií nesouvisí.

De�nice 8.37 (Ortogonální dopln¥k). Bu¤ V vektorový prostor a M � V . Pak ortogonální dopln¥k
mnoºiny M je M ? := f x 2 V ; hx; yi = 0 8y 2 M g.

Ortogonální dopln¥k M ? tedy obsahuje takové vektoryx, které jsou kolmé na v²echny vektory zM
(n¥kdy zkrácen¥ °íkáme, ºex je kolmé na M ). Z°ejm¥ platí f og? = V a V ? = f og.

P°íklad 8.38. Ortogonální dopln¥k k vektoru (2; 5)T je p°ímka spanf (5; � 2)T g. Ortogonální dopln¥k
k celé p°ímcespanf (2; 5)T g je rovn¥º p°ímka spanf (5; � 2)T g.

Tvrzení 8.39 (Vlastnosti ortogonálního dopl¬ku mnoºiny). Bu¤ V vektorový prostor aM; N � V . Pak

(1) M ? je podprostor V ,

(2) je-li M � N pak M ? � N ? ,

(3) M ? = span(M )? .

D·kaz.

(1) Ov¥°íme vlastnosti podprostoru: o 2 M ? triviáln¥. Nyní bu¤te x1; x2 2 M ? . Pak hx1; yi =
hx2; yi = 0 8y 2 M , tedy i hx1 + x2; yi = hx1; yi + hx2; yi = 0 . Nakonec, bu¤ x 2 M ? , tedy
hx; yi = 0 8y 2 M . Pak pro kaºdý skalár � je h�x; y i = � hx; y i = 0 .

(2) Bu¤ x 2 N ? , tedy hx; y i = 0 8y 2 N . Tím spí² hx; y i = 0 8y 2 M � N , a proto x 2 M ? .

(3) M � span(M ), tedy dle p°edchozího jeM ? � span(M )? . D·kaz druhé inkluze spo£ívá v tom,
ºe je-li vektor x kolmý na ur£ité vektory, pak je kolmý na jejich lineární kombinace, a tím pádem
na jejich lineární obal. Formáln¥: bu¤ x 2 M ? , tedy hx; y i = 0 8y 2 M . Speciáln¥,hx; y i i = 0 ,
kde y1; : : : ; yn 2 M je bázespan(M ). Pak pro libovolné y =

P n
i =1 � i yi 2 span(M ) jest hx; yi =

hx;
P n

i =1 � i yi i =
P n

i =1 � i hx; y i i = 0 .

Vlastnost (3) °íká, ºe ortogonální dopln¥k prostoru nebo jeho báze je ten samý. To uleh£í práci pro
praktické hledání ortogonálního dopl¬ku, protoºe sta£í ov¥°it kolmost jen na bázické vektory.

Zatímco p°edchozí v¥ta se týkala ortogonálního dopl¬ku libovolné mnoºiny vektor·, nyní se zam¥°íme
na ortogonální dopln¥k podprostoru. Pov²imn¥me si, ºe d·kaz první £ásti je pom¥rn¥ konstruktivní a dává
návod jak ortogonální dopln¥k (resp. jeho bázi) spo£ítat.

V¥ta 8.40 (Vlastnosti ortogonálního dopl¬ku podprostoru). Bu¤ U podprostor kone£n¥ generovaného
vektorového prostoruV . Potom platí:

(1) Je-li z1; : : : ; zm ortonormální bázeU, a je-li z1; : : : ; zm ; zm+1 ; : : : ; zn její roz²í°ení na ortonormální
bázi V , pak zm+1 ; : : : ; zn je ortonormální bázeU? .

(2) dim V = dim U + dim U? ,

(3) V = U + U? ,

(4) U \ U? = f og,
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(5) (U? )? = U.

D·kaz.

(1) Z°ejm¥ zm+1 ; : : : ; zn je ortonormální systém v V , a tudíº sta£í dokázat spanf zm+1 ; : : : ; zng = U? .

Inkluze � � � . Kaºdý x 2 V má Fourier·v rozvoj x =
P n

i =1 hx; zi i zi . Je-li x 2 U? , pak hx; zi i = 0 ,
i = 1 ; : : : ; m, a tudíº x =

P n
i = m+1 hx; zi i zi 2 spanf zm+1 ; : : : ; zn g.

Inkluze � � � . Bu¤ x 2 spanf zm+1 ; : : : ; zn g, pak x =
P n

i = m+1 hx; zi i zi =
P m

i =1 0zi +
P n

i = m+1 hx; zi i zi .
Z jednozna£nosti sou°adnic dostávámehx; zi i = 0 , i = 1 ; : : : ; m, a tím x 2 U? .

(2) Z první vlastnosti máme dim V = n, dim U = m, dim U? = n � m.

(3) Z první vlastnosti máme x =
mX

i =1

hx; zi i zi

| {z }
2 U

+
nX

i = m+1

hx; zi i zi

| {z }
2 U?

2 U + U? .

(4) Z p°edchozího a podle v¥ty 5.56 o dimenzi spojení a pr·niku je dim(U \ U? ) = dim V � dim U �
dim U? = 0 .

(5) Z první vlastnosti je zm+1 ; : : : ; zn ortonormální báze U? , tedy z1; : : : ; zm je ortonormální báze
(U? )? .

P°íklad 8.41. Ilustrace podprostoru U a jeho ortogonálního dopl¬kuU? :

U

U?

z1

z2

z3

Dal²í z p¥kných vlastností ortonormálních systém· je, ºe umoº¬ují jednodu²e spo£ítat projekci xU
vektoru x do podprostoru U, coº je ten vektor z U, který je nejbliº²í k x.4) Jak ilustruje obrázek dole,
a jak ukáºeme formáln¥ v následujících v¥tách, projekcexU je jednozna£ná a je to takový vektor zU,
pro který je x � xU kolmé na U, tedy x � xU 2 U? . Díky této kolmosti se mluví o ortogonální projekci.
Vzhledem k tomu, ºe jiné typy projekcí neuvaºujeme, budeme n¥kdy zkrácen¥ pouºívat pouze pojem
projekce.

U

o

xU

x

4) Pro lep²í názornost projekce v Rn je moºná lep²í interpretovat vektory z Rn jako body. Potom p°edstava projekce bodu
x 2 Rn do podprostoru U jako nejbliº²ího bodu xU 2 U k bodu x je intuitivn¥ pochopiteln¥j²í.
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De�nice 8.42 (Ortogonální projekce). Bu¤ V vektorový prostor a U jeho podprostor. Pak projekcí
vektoru x 2 V do podprostoru U rozumíme takový vektor xU 2 U, který spl¬uje

kx � xU k = min
y2 U

kx � yk:

Intuitivn¥ projekce xU vznikne jako pr·se£ík kolmice, vedené od bodux do podprostoru U. Nejprve
v tvrzení 8.43 ukáºeme, ºe pokud takový pr·se£ík existuje, tak je to hledaná projekce a je jednozna£ná.
Potom ve v¥t¥ 8.44 ukáºeme, ºe pr·se£ík (a tedy i projekce) vºdy existuje a jak ho vypo£ítat.

Tvrzení 8.43 (O kolmici) . Bu¤ U podprostor vektorového prostoruV . Bu¤ x 2 V a y 2 U takové, ºe
x � y 2 U? . Pak

kx � yk < kx � zk 8z 2 U n f yg:

Tedy vektor y je jednozna£nou projekcí vektorux do podprostoruU.

D·kaz. Bu¤ z 2 U n f yg. Z p°edpokladu víme(x � y) ? (y � z), viz obrázek:

U
y

x

z

kx � yk
kx

�
zk

ky � zk

Pouºijeme Pythagorovu v¥tu, která °íká

kx � zk2 = kx � yk2 + ky � zk2 � k x � yk2:

Rovnost nastane pouze tehdy, kdyºky � zk2 = 0 , £ili kdyº y = z.

Následující v¥ta ukazuje, ºe kaºdý vektor má jednozna£nou projekci, a tím v¥ta také oprav¬uje k za-
vedení projekce jakoºto zobrazeníV ! U de�nované x 7! xU . Pojem projekce tedy budeme pouºívat jak
pro zobrazeníx 7! xU , tak pro obraz xU konkrétního vektoru x.

V¥ta 8.44 (O ortogonální projekci). Bu¤ U podprostor kone£n¥ generovaného vektorového prostoruV .
Pak pro kaºdé x 2 V existuje práv¥ jedna projekcexU 2 U do podprostoru U. Navíc, je-li z1; : : : ; zm

ortonormální bázeU, pak

xU =
mX

i =1

hx; zi i zi : (8.3)

D·kaz. Bu¤ z1; : : : ; zm ; zm+1 ; : : : ; zn roz²í°ení na ortonormální báziV . Zade�nujeme y :=
P m

i =1 hx; zi i zi 2
U a ukáºeme, ºe je to hledaná projekcexU . Odvodíme

x � y =
P n

i =1 hx; zi i zi �
P m

i =1 hx; zi i zi =
P n

i = m+1 hx; zi i zi 2 U? : (8.4)

Nyní máme x � y 2 U? . Podle tvrzení 8.43 je tedyy = xU hledaná projekce a je jednozna£ná.

Pokud vektor x náleºí do podprostoruU, pak jeho projekcí doU je on sám, a vzore£ek(8:3) odpovídá
Fourierov¥ rozvoji z v¥ty 8.27. Rovn¥º je snadné nahlédnout, ºe náleºí-li vektor x do podprostoruU? , pak
jeho projekcí doU je o. P°edpis (8:3) navíc ukazuje, ºe zobrazeníx 7! xU , které vektor x 2 V zobrazuje
na jeho projekci do podprostoruU, je lineárním zobrazením.

Tvrzení 8.43 a v¥ta 8.44 dohromady dávají:
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D·sledek 8.45. Vektor y 2 U je projekcí vektorux 2 V do podprostoruU práv¥ tehdy, kdyºx � y 2 U? .

P°íklad 8.46. Chceme najít projekcixU vektoru x = (1 ; 2; 4; 5)T do podprostoruU generovaného vektory

x1 = (1 ; 0; 1; 0)T ; x2 = (1 ; 1; 1; 1)T ; x3 = (1 ; 0; 0; 1)T

a ur£it vzdálenost x od U p°i standardním skalárním sou£inu.
Nejprve najdeme ortonormální bázi podprostoruU. To jsme jiº u£inili v p°íkladu 8.29, a ortonormální

bázi tvo°í vektory

z1 =

p
2

2
(1; 0; 1; 0)T ; z2 =

p
2

2
(0; 1; 0; 1)T ; z3 =

1
2

(1; � 1; � 1; 1)T :

Nyní najdeme projekci dle vzorce

xU =
3X

i =1

hx; zi i zi =
1
2

(5; 7; 5; 7)T :

Hledaná vzdálenost jekx � xU k = k1
2(� 3; � 3; 3; 3)T k = 3 .

P°íklad 8.47 (Projekce na p°ímku). Bu¤ a 2 Rn nenulový vektor a uvaºujme projekci vektoru x 2 Rn

na p°ímku se sm¥rnicía, £ili projekci do podprostoru U = spanf ag. Ortonormální báze prostoru U je
vektor z = 1

kak a a podle vzorce(8:3) má projekce vektorux tvar

xU = hx; zi z =
1

kak2 hx; ai a =
xTa
aTa

a:

Poznámka 8.48. Projekci jsme jiº implicitn¥ pouºili n¥kolikrát je²t¥ d°ív e, neº jsme ji formáln¥ zavedli:

� V d·kazu komplexní verze Cauchyho�Schwarzovy nerovnosti (v¥ta 8.13). Vektor hx; y i y vyjad°oval
projekci vektoru x na p°ímku spanf yg a vektor z p°edstavoval rozdílx a jeho projekce.

� Fourier·v rozvoj z v¥ty 8.27 je vlastn¥ rozloºení vektoru x na sou£et projekcí na jednotlivé p°ímky
spanf zi g, i = 1 ; : : : ; n.

� Gramova�Schmidtova ortogonalizace vk-tém cyklu algoritmu 8.28 konstruuje projekci vektoru xk

do podprostoru spanf x1; : : : ; xk� 1g. Ode£tením projekce od vektoruxk získáme hledaný nakolmený
vektor yk .

Poznámka 8.49. Vzhledem k vlastnostem (3) a (4) v¥ty 8.40 se dá prostorV vyjád°it jako direktní sou£et
podprostor· U a U? , tedy V = U � U? (viz poznámka 5.58). To mj. znamená, ºe kaºdý vektorv 2 V
má jednozna£né vyjád°enív = u + u0, kde u 2 U a u0 2 U? . Podle v¥ty 8.44 je navíc vektoru projekcí
vektoru v do U, a vektor u0 projekcí v do U? .

P°íklad 8.50 (Legendreovy polynomy). Uvaºujme prostor polynom· Pn . Jaký pro n¥j zavést skalární
sou£in? První nápad je vyuºít isomor�smu s Rn+1 a pro polynomy p(x) = anxn + : : : + a0, q(x) =
bnxn + : : : + b0 zavést skalární sou£in jako

hp; qi =
nX

i =1

ai bi

a vektory 1; x; x 2; : : : ; xn pak budou tvo°it ortonormální systém. To je sice v po°ádku, ale není to jediný
moºný zp·sob. Pokud si uv¥domíme, ºePn je podprostorem prostoru spojitých funkcíC[a;b], tak m·ºeme
na Pn pouºít standardní skalární sou£in prostoruC[a;b]. Pokud zortogonalizujeme Gramovou�Schmidtovou
metodou vektory 1; x; x 2; : : : speciáln¥ naC[� 1;1], pak dostaneme tzv.Legendreovy polynomy

p0(x) = 1 ; p1(x) = x; p2(x) =
1
2

(3x2 � 1); p3(x) =
1
5

(5x3 � 3x); : : :
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Technické detaily výpo£tu p°esko£íme. Ani explicitní vyjád°ení není p°íli² jednoduché, neboń-tý £len má
tvar

pn (x) = 2 � n
nX

k=0

�
n
k

� 2

(x � 1)n� k (x + 1) k :

Tyto polynomy jsou na sebe kolmé, ale z d·vodu ur£itých aplikací jsou znormovány tak, ºen-tý polynom
má normu 2=(2n + 1) .

Legendreovy polynomy m·ºeme pouºít t°eba k aproximaci funkce polynomem, srov. metodu v sekci 3.6.
Pokud funkci f chceme aproximovat polynomemn-tého stupn¥, tak spo£ítáme projekcif do podprostoru
Pn v tomto skalárním sou£inu. Projekci spo£ítáme podle v¥ty 8.44 a za ortonormální báziPn pouºijeme
Legendreovy polynomy. Výsledná projekce má t°eba tu vlastnost, ºe ze v²ech polynom· stupn¥ n je
nejblíºe k f v norm¥ indukované daným skalárním sou£inem, coº zhruba odpovídá snaze minimalizovat
plochu mezi f a polynomem. Historicky byly Legendreovy polynomy poprvé pouºity ve fyzice k vyjád°ení
ur£itých operátor· a °e²ení diferenciálních rovnic.

P°íklad 8.51 (Ortonormální systém v prostoru funkcí). V prostoru C[� �;� ] existuje spo£etný ortonormální
systémz1; z2; : : : sestávající z vektor·

1
p

2�
;

1
p

�
cosx;

1
p

�
sinx;

1
p

�
cos 2x;

1
p

�
sin 2x;

1
p

�
cos 3x;

1
p

�
sin 3x; : : :

I kdyº to není báze v pravém slova smyslu, kaºdou funkcif 2 C[� �;� ] lze vyjád°it jako nekone£nou °adu
f (x) =

P 1
i =1 hf; z i i zi : Poznámka: zde trochu zjednodu²ujeme a nezabýváme se konvergencí nekone£ného

sou£tu, ale pro intuitivní pochopení to snad posta£uje.
Vyjád°ení n¥kolika prvních £len· f (x) �

P k
i =1 hf; z i i zi , coº je vlastn¥ projekce do prostoruspanf z1; : : : ; zkg

dimenzek, dává dobrou aproximaci funkcef (x). Takováto aproximace se pouºívá hojn¥ v oblasti zpraco-
vání signál· (nap°. zvuku).

Konkrétn¥, spo£ítejme Fourier·v rozvoj funkce f (x) = x na intervalu [� �; � ]

x � a0 +
1X

k=1

(ak sin(kx) + bk cos(kx)) ;

kde

a0 =
1

2�

Z �

� �
f (x) � 1 dx =

1
2�

Z �

� �
x dx = 0 ;

ak =
1
�

Z �

� �
f (x) sin(kx) dx =

1
�

Z �

� �
x sin(kx) dx = ( � 1)k+1 2

k
;

bk =
1
�

Z �

� �
f (x) cos(kx) dx =

1
�

Z �

� �
x cos(kx) dx = 0 :

Tedy x �
P 1

k=1 (� 1)k+1 2
k sin(kx).

f (x) = x

aproximace
P 4

k=1 (� 1)k+1 2
k sin(kx)

�� � 0 x

y

Je moºné spo£ítat projekci bez nutnosti mít ortonormální bázi podprostoru? Ano, pomocí °e²ení sou-
stavy s tzv. Gramovou maticí.
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V¥ta 8.52 (Gramova matice). Bu¤ U podprostor reálného vektorového prostoruV . Nech´ U má bázi
B = f w1; : : : ; wm g. Ozna£me jako Gramovu maticiG 2 Rm� m matici s prvky Gij = hwi ; wj i . Pak G je
regulární maticí a vektor sou°adnics = [ xU ]B projekce xU libovolného vektorux 2 V do podprostoru U
je °e²ením soustavy

Gs = ( hw1; xi ; : : : ; hwm ; xi )T : (8.5)

D·kaz. Pro d·kaz regularity G bu¤ s 2 Rm °e²ení soustavyGs = o. Pak i -tý °ádek soustavy rovnic má
tvar

P m
j =1 Gij sj = hwi ;

P m
j =1 sj wj i = 0 , £ili

P m
j =1 sj wj 2 U? \ U = f og. Z lineární nezávislostiw1; : : : ; wm

nutn¥ s = o.
Víme, ºe xU existuje a je jednozna£ná a lze psát ve tvaruxU =

P m
j =1 � j wj pro vhodné skaláry � j .

Protoºe x � xU 2 U? , dostáváme speciáln¥hwi ; x � xU i = 0 , pro v²echna i = 1 ; : : : ; m. Dosazením zaxU

získámehwi ; x �
P m

j =1 � j wj i = 0 , neboli

mX

j =1

� j hwi ; wj i = hwi ; xi ; i = 1 ; : : : ; m:

Tedy s := [ xU ]B = ( � 1; : : : ; � m )T °e²í soustavu (8:5). Z regularity G pak existuje pouze jediné °e²ení
soustavy a odpovídá dané projekci.

V d·kazu jsme nahlédli, ºe Gramova matice G je regulární. Není t¥ºké nahlédnout, ºe pokud by
generátory w1; : : : ; wm podprostoru U byly lineárn¥ závislé, pak by maticeG byla singulární. Tudíº G je
regulární práv¥ tehdy, kdyº vektory w1; : : : ; wm jsou lineárn¥ nezávislé.

8.4 Ortogonální dopln¥k a projekce v Rn

Ortogonální dopln¥k. Z minulé sekce víme, jak po£ítat ortogonální dopln¥k a projekci pro libovolný
kone£n¥ generovaný vektorový prostor se skalárním sou£inem, a to pomocí ortonormální báze. Nyní uká-
ºeme, ºe vRn pro standardní skalární sou£in lze tyto transformace vyjád°it explicitn¥ a p°ímo bez po£ítání
ortonormální báze.

Následující v¥ta °íká, jak spo£ítat ortogonální dopln¥k libovolného podprostoruRn , známe-li jeho bázi
nebo kone£ný systém generátor· (p°edstavují °ádky maticeA).

V¥ta 8.53 (Ortogonální dopln¥k v Rn ). Bu¤ A 2 Rm� n . Pak R(A)? = Ker( A).

D·kaz. Z vlastností ortogonálního dopl¬ku (tvrzení 8.39(3)) vímeR(A)? = f A1� ; : : : ; Am� g? . Tedy x 2
R(A)? práv¥ tehdy, kdyº x je kolmé na °ádky matice A, neboli A i � x = 0 pro v²echna i = 1 ; : : : ; m.
Ekvivalentn¥, Ax = o, to jest x 2 Ker(A).

P°íklad 8.54. Bu¤ V prostor generovaný vektory(1; 2; 3)T a (1; � 1; 0)T . Chceme-li ur£it V ? , tak sesta-
víme matici

A =
�

1 2 3
1 � 1 0

�
;

protoºe V = R(A). Nyní jiº sta£í nalézt bázi V ? = Ker( A), kterou tvo°í nap°íklad vektor (1; 1; � 1)T .
Výpo£et ortonormální bázeV ? , £ili jádra matice A, v Matlabu / Octave (srov. p°íklad 5.60):

>> null([1 2 3;1 -1 0])
ans =

-0.5774
-0.5774
0.5774

S ohledem na poznámku 8.49 ihned máme následující d·sledek.

D·sledek 8.55. Bu¤ A 2 Rm� n . Pak R(A) � Ker(A) = Rn .
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Charakterizace ortogonálního dopl¬ku má i dal²í teoretické d·sledky, nap°íklad vztah matice A a
matice ATA. Pozor, pro sloupcové prostory analogie neplatí!

D·sledek 8.56. Bu¤ A 2 Rm� n . Pak

(1) Ker(ATA) = Ker( A),

(2) R(ATA) = R(A),

(3) rank(ATA) = rank( A).

D·kaz.

(1) Je-li x 2 Ker(A), pak Ax = o, a tedy také ATAx = ATo = o, £ímº x 2 Ker(ATA). Naopak, je-li
x 2 Ker(ATA), pak ATAx = o. PronásobenímxT dostanemexTATAx = o, neboli kAx k2 = o.
Z vlastnosti normy musí Ax = o a tudíº x 2 Ker(A).

(2) R(ATA) = Ker( ATA)? = Ker( A)? = R(A).

(3) Triviáln¥ z p°edchozího bodu.

Maticové prostory a lineární zobrazení. Pokud lineární zobrazení dané p°edpisemf (x) = Ax , kde
A 2 Rm� n , je prosté, tak m·ºeme zavést inverzní zobrazení z prostoruf (Rn) = S(A) do prostoru Rn .

f

f � 1

Rn

Rm

S(A)

o o

Pokud lineární zobrazeníf (x) není prosté, tak dim f (Rn) < n . Jediná moºnost, jak zkonstruovat n¥co
jako inverzní zobrazení, je zvolit vhodný podprostorU prostoru Rn tak, aby dim U = dim f (Rn) a zárove¬
f (U) = f (Rn ). Potom zobrazeníf (x) na omezeném de�ni£ním oboruU p°edstavuje isomor�smus meziU
a f (Rn), a tím pádem k n¥mu existuje inverzní zobrazení.

fRn Rm

U S(A)

o o

Podprostor U tedy reprezentuje nejmen²í podprostor prostoruRn , který se je²t¥ zobrazí na celéf (Rn).
Volba podprostoru U není jednozna£ná. Následující v¥ta ukazuje, ºe zaU lze zvolit °ádkový prostor R(A).
Pozd¥ji ve v¥t¥ 13.29 nahlédneme jak vypadá p°edpis p°íslu²ného inverzního zobrazení.

Tvrzení 8.57 (Maticové prostory a lineární zobrazení). Uvaºujme lineární zobrazeníf (x) = Ax , kde
A 2 Rm� n . Pokud de�ni£ní obor f (x) omezíme pouze na prostorR(A), tak dostaneme isomor�smus mezi
R(A) a f (Rn).
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D·kaz. Bu¤ x 2 Rn . Protoºe podle d·sledku 8.55 je R(A)? � Ker(A) = Rn , lze podle poznámky 8.49
vektor x rozloºit jako x = xR + xK , kde xR 2 R (A) a xK 2 Ker(A). Pak

f (x) = Ax = A(xR + xK ) = Ax R + Ax K = Ax R :

Kaºdý vektor z f (Rn) je tudíº obrazem n¥jakého vektoru zR(A), neboli f (R(A)) = f (Rn). Protoºe oba
prostory R(A) a f (Rn ) mají stejnou dimenzi (rovnou rank(A)), p°edstavuje zobrazeníf (x) isomor�smus.

Ortogonální projekce. Nyní odvodíme explicitní vzorec pro projekci vektoru x do podprostoru U.
Pokud vektory báze podprostoruU dáme do sloupc· maticeA, tak projekci vektoru x do U lze formulovat
jako projekci x do S(A).

V¥ta 8.58 (Ortogonální projekce v Rm ). Bu¤ A 2 Rm� n hodnosti n. Pak projekce vektorux 2 Rm do
sloupcového prostoruS(A) je x0 = A(ATA)� 1ATx.

D·kaz. Nejprve si uv¥domíme, ºex0 je dob°e de�nované. MaticeATA má dimenzi n (d·sledek 8.56(3)),
tedy je regulární a má inverzi. Podle d·sledku 8.45 sta£í nyní ukázat, ºe x0 2 S(A) a x � x0 2 S(A)? .
První vlastnost platí, nebo´ x0 = Az pro z = ( ATA)� 1ATx. Pro druhou vlastnost sta£í ov¥°it, ºex � x0 2
S(A)? = R(AT )? = Ker( AT ), a to plyne z vyjád°ení

AT (x � x0) = AT (x � A(ATA)� 1ATx) = ATx � ATA(ATA)� 1ATx = ATx � ATx = o:

P°íklad 8.59. Uvaºujme problém z p°íkladu 8.46 spo£ítání projekcexU vektoru x = (1 ; 2; 4; 5)T do
podprostoru U generovaného vektory

x1 = (1 ; 0; 1; 0)T ; x2 = (1 ; 1; 1; 1)T ; x3 = (1 ; 0; 0; 1)T :

Protoºe pracujeme se standardním skalárním sou£inem, m·ºeme projekci spo£ítat alternativn¥ podle
v¥ty 8.58. Sestavíme matici

A =

0

B
B
@

1 1 1
0 1 0
1 1 0
0 1 1

1

C
C
A ;

jejíº sloupce jsou tvo°eny vektoryx1; x2; x3, a projekce se spo£ítá dle vzorce

xU = A(AT A)� 1AT x =
1
2

(5; 7; 5; 7)T :

Zde navíc

P = A(AT A)� 1AT =
1
4

0

B
B
@

3 � 1 1 1
� 1 3 1 1

1 1 3 � 1
1 1 � 1 3

1

C
C
A

p°edstavuje matici projekce jakoºto lineárního zobrazenído podprostoru U. Takºe pokud ji máme takto
explicitn¥ vyjád°enou, projekcexU vektoru x se spo£ítá snadno jakoxU = Px.

Víme, ºe projekce je lineární zobrazení. Podle v¥ty 8.58 a p°edchozího p°íkladu jeP := A(ATA)� 1AT

jeho matice (vzhledem ke kanonické bázi). Navíc tato maticemá n¥kolik speciálních vlastností:

� Matice P je symetrická.

� Platí P2 = P. Tuto rovnost m·ºeme nahlédnout algebraicky dosazením, ale ukáºeme zd·vodn¥ní
z významu matice. Projekce vektorux je vektor Px. Vektor Px jiº náleºí do podprostoru S(A),
a proto jeho projekce je on sám:P2x = Px. Protoºe tato rovnost platí pro kaºdé x 2 Rn , musí
P2 = P.
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� Protoºe P reprezentuje projekci do S(A), platí S(P) = S(A). Hodnost matice P je tedy rovna
dimenzi prostoru, do kterého projektujeme, £ilirank(P) = rank( A). Matice P je tak regulární pouze
v p°ípad¥, kdyº m = n, tj. S(A) = Rn .

První dv¥ vlastnosti jsou nejenom nutné, ale i posta£ující pro to, aby matice P byla maticí projekce.

Tvrzení 8.60. Matice P 2 Rn� n je maticí projekce práv¥ tehdy, kdyº je symetrická aP = P2.

D·kaz. Jeden sm¥r jsme jiº nahlédli, takºe nyní p°edpokládejme, ºeP je symetrická a spl¬ujeP = P2 a
chceme ukázat, ºe je maticí projekce na prostorS(A). Jinými slovy, chceme ukázat, ºe pro kaºdý vektor
x 2 Rn je Px jeho projekce doS(A). Podle d·sledku 8.45 sta£í ukázat, ºex � Px 2 S(A)? . Tedy
x � Px = ( I n � P)x musí být kolmé v²echny vektory z S(A), a ty mají tvar Py, kde y 2 Rn . To se ale
snadno ov¥°í rozepsáním jejich skalárního sou£inu

(( I n � P)x)T Py = xT (I n � P)T Py = xT (P � P2)y = 0 :

Poznámka 8.61 (Projekce s ortonormální bází). Ozna£me jakoz1; : : : ; zn sloupe£ky maticeA 2 Rm� n

a nech´ tvo°í ortonormální systém. Potom(ATA) ij = hzi ; zj i a tudíº ATA = I n . Matice projekce P do
sloupcového prostoruS(A) získává jednodu²²í tvar P = A(ATA)� 1AT = AA T . Zde si m·ºeme v²imnout
paralely s p°edpisem projekce(8:3), protoºe projekce vektoru x 2 Rn je

Px = A(ATx) =

0

B
B
@

j j j

z1 z2 � � � zn

j j j

1

C
C
A

0

B
B
B
@

zT
1 x

zT
2 x
...

zT
n x

1

C
C
C
A

=

=
nX

i =1

(zT
i x)zi =

nX

i =1

hx; zi i zi :

Rekapitulace: Nech´ maticeA má ortonormální sloupce. PotomAA T p°edstavuje matici projekce doS(A)
a obecn¥AA T 6= I m , ale sou£in v opa£ném po°adí dáATA = I n .

P°íklad 8.62 (Projekce na p°ímku podruhé). Speciáln¥, matice projekce na jednodimenzionální podpro-
stor (p°ímku) má tvar P = a(aTa)� 1aT , kde a 2 Rn je sm¥rnice p°ímky. Projekce vektorux na p°ímku
je pak vektor Px = a(aTa)� 1aTx = aTx

aTa a (srov. p°íklad 8.47). Pokud navíc sm¥rnici normujeme tak, aby
kak2 = 1 , potom aTa = 1 a tudíº matice projekce získá jednoduchý tvarP = aaT .

V¥ta 8.63 (Ortogonální projekce do dopl¬ku). Bu¤ P 2 Rn� n matice projekce do podprostoruV b Rn .
Pak I � P je maticí projekce doV ? .

D·kaz. Podle v¥ty 8.40 lze kaºdý vektorx 2 Rn jednozna£n¥ rozloºit na sou£etx = y + z, kde y 2 V a
z 2 V ? . Z pohledu v¥ty 8.44 jey projekce x do V a z projekce x do V ? . Tedy z = x � y = x � Px =
(I � P)x.

P°íklad 8.64 (Matice projekce do Ker(A)). V¥ta 8.63 umoº¬uje elegantn¥ vyjád°it projekci do jádra
matice A 2 Rm� n . P°edpokládejme, ºerank(A) = m. Protoºe Ker(A)? = R(A) = S(AT ), tak matice
projekce doKer(A) je dána p°edpisemI � AT (AA T )� 1A, kde AT (AA T )� 1A je matice projekce doS(AT ).

Poznámka 8.65 (Vzdálenosti podprostor·) . Jedním z elegantních vyuºití projekcí v geometrii je ur£ení
vzdálenosti a�nních podprostor· � vzdálenost bodu od p°ímky, vzdálenost dvou p°ímek, vzdálenost bodu
od roviny atp. Vzdáleností dvou a�nních podprostor· U + a, V + b pak rozumíme nejmen²í vzdálenost
kx � yk, kde x 2 U + a, y 2 V + b. Bez d·kazu uvádíme, ºe nejmen²í vzdálenost se vºdy nabyde.

Univerzální postup je následující. M¥jmeU + a, V + b dva a�nní podprostory prostoru Rn , kde U =
spanf u1; : : : ; um g a V = spanf v1; : : : ; vng. Nech´ nejmen²í vzdálenost se nabyde pro bodyx 2 U + a,
y 2 V + b; tyto body jdou vyjád°it jako x = a +

P m
i =1 � i ui , y = b+

P n
j =1 � j vj . Vzdálenost t¥chto dvou

bod· je stejná jako vzdálenost bodua od bodub+
P n

j =1 � j vj �
P m

i =1 � i ui . ƒili hledanou vzdálenost m·ºeme
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ekvivalentn¥ vyjád°it jako vzdálenost bodua od a�nního podprostoru U + V + b. Posunutím ve sm¥ru� b
pak vzdálenost spo£ítáme jako vzdálenost bodua� bod podprostoruU+ V = spanf u1; : : : ; um ; v1; : : : ; vng.
To uº je standardní úloha, kterou vy°e²íme pomocí v¥ty 8.44 resp. v¥ty 8.58 jakoºto vzdálenost bodua� b
od své projekce do prostoruU + V .

Uvaºujme pro konkrétnost dv¥ p°ímky spanf u1g + a, spanf v1g + b, kde u1 = (1 ; 1; 4)T a = (3 ; 3; 3)T ,
v1 = (1 ; 0; 2)T , b = (1 ; 2; 6)T . Jejich vzdálenost je tedy stejná jako vzdálenost bodua � b = (2 ; 1; � 3)T

od spanf u1; v1g. Podle v¥ty 8.58 je projekce bodua � b na podprostor spanf u1; v1g rovna (0; � 1; � 2)T .
Tudíº hledaná vzdálenost jek(2; 1; � 3)T � (0; � 1; � 2)T k = k(2; 2; � 1)T k = 3 .

Vý²e zmín¥ným postupem m·ºeme nap°íklad spo£ítat, ºe vzdálenost nadroviny ur£ené rovnicíaTx = b
od po£átku v prostoru Rn je jbj=kak a bod nadroviny, který je nejblíºe po£átku, je x = b

aT aa. Podobnou
úlohou je ur£ení vzdálenosti nadrovinaTx = b, aTx = c, která vychází jb� cj=kak.

Poznámka 8.66 (Výpo£etní sloºitost). Jaká je sloºitost výpo£tu matice projekceA(ATA)� 1AT pro A 2
Rm� n? Podle poznámek 3.24 a 3.45 stojí výpo£et maticeATA °ádov¥2mn2 operací, její inverze3n3 operací
a zbylé dva maticové sou£iny2n2m + 2nm2 operací. Celková asymptotická sloºitost je pak3n3 + 4n2m +
2nm2.

Pokud nás zajímá pouze projekce vektorux 2 Rm , tak výraz A(ATA)� 1AT x lze vyhodnotit efektivn¥ji
uzávorkováním A

�
(ATA)� 1(AT x)

�
. Spo£ítání matice(ATA)� 1 má op¥t sloºitost °ádov¥2mn2 + 3n3, ale

pro sou£in AT x dostáváme pouze2mn, a pro zbytek 2n2 + 2nm. Celkem máme °ádov¥2mn2 + 3n3

operací, coº je výrazn¥ mén¥ neº pro matici projekce, zejména pokud m je mnohem v¥t²í neºn. Nicmén¥
pokud chceme spo£ítat pouze projekci jednoho vektoru, je výpo£etn¥ je²t¥ trochu výhodn¥j²í Gramova�
Schmidtova ortogonalizace, která podle poznámky 8.30 stojí asymptoticky pouze 2mn2 operací. Samotná
projekce p°i znalosti ortonormální báze pak sloºitost asymptoticky nezhor²í.

Poznámka 8.67 (Projekce a Gramova matice). P°edpis pro projekci lze odvodit i z v¥ty 8.52 o Gramov¥
matici. Pokud si jako w1; : : : ; wn ozna£íme báziS(A) danou ve sloupcích maticeA 2 Rm� n , tak hwi ; wj i =
(ATA) ij . Gramova matice je nyní ATA a rovnice (8:5) má tvar ATAs = ATx. Z rovnice vyjád°íme s =
(ATA)� 1ATx, coº je vektor sou°adnic hledané projekcex0. Tudíº

x0 =
nX

i =1

si wi = As = A(ATA)� 1ATx:

8.5 Metoda nejmen²ích £tverc·

Metoda nejmen²ích £tverc· ilustruje dal²í pouºití v¥ty o pr ojekci. Uvaºujme soustavuAx = b, která nemá
°e²ení (typicky, kdyº m je mnohem v¥t²í neºn). V tom p°ípad¥ bychom cht¥li n¥jakou dobrou aproximaci,
tj. takový vektor x, ºe levá a pravá strana jsou si co nejblíºe. Formáln¥,

min
x2 Rn

kAx � bk:

Tento p°ístup se studuje pro r·zné normy, ale pro eukleidovskou dostáváme

min
x2 Rn

kAx � bk2;

coº je vzhledem k monotonii druhé mocniny ekvivalentní s úlohou

min
x2 Rn

kAx � bk2
2 = min

x2 Rn

nX

j =1

(A j � x � bj )2:

Odtud název metoda nejmen²ích £tverc·. S vyuºitím v¥ty o projekci najdeme °e²ení jednodu²e. Následující
v¥ta °íká, ºe °e²ení metodou nejmen²ích £tverc· jsou zárove¬ °e²eními soustavy rovnic

ATAx = AT b: (8.6)

Tato soustava se nazývásoustava normálních rovnic. Zajímavé je, ºe tuto soustavu dostaneme z p·vodní
soustavy Ax = b pouhým p°enásobením maticíAT .
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V¥ta 8.68 (Mnoºina °e²ení metodou nejmen²ích £tverc·). Bu¤ A 2 Rm� n . Pak mnoºina p°ibliºných
°e²ení soustavyAx = b metodou nejmen²ích £tverc· je neprázdná a rovna mnoºin¥ °e²ení normálních
rovnic (8:6).

D·kaz. Hledáme vlastn¥ projekci vektoru b do podprostoru S(A), a tato projekce je vektor tvaru Ax ,
kde x 2 Rn . Podle d·sledku 8.45 je Ax projekcí práv¥ tehdy, kdyº Ax � b 2 S(A)? = Ker( AT ). Jinými
slovy, musí platit AT (Ax � b) = 0 , neboli ATAx = AT b. Tato soustava má °e²ení, protoºe projekce musí
existovat.

Snadno nahlédneme, ºe pokud soustavaAx = b je °e²itelná, potom kaºdé její °e²ení je zárove¬ °e²ením
metodou nejmen²ích £tverc·, a naopak, kaºdé °e²ení metodounejmen²ích £tverc· je skute£ným °e²ením
soustavy.

Jednozna£nost °e²ení nejmen²ích £tverc· nastane, má-li matice A lineárn¥ nezávislé sloupce. Pak totiº
podle d·sledku 8.56(3)) je matice ATA regulární a soustava normálních rovnic tak má práv¥ jedno °e²ení.
To je typický p°ípad.

D·sledek 8.69. Bu¤ A 2 Rm� n hodnosti n. Pak p°ibliºné °e²ení soustavyAx = b metodou nejmen²ích
£tverc· je x � = ( ATA)� 1AT b, a je jednozna£né.

Je-li matice A regulární, pak °e²ení soustavyAx = b je x = A � 1b. Je-li matice A obdélníková s lineárn¥
nezávislými sloupci, pak °e²ení soustavyAx = b metodou nejmen²ích £tverc· je x = ( ATA)� 1AT b. Na
matici (ATA)� 1AT se m·ºeme dívat jako na zobecn¥nou inverzní matici (více vizsekce 13.6). Skute£n¥,
pokud ji vynásobíme maticíA zprava, tak dostaneme(ATA)� 1AT A = I n . V opa£ném po°adí tato vlastnost
neplatí, £ili (ATA)� 1AT p°edstavuje pouze tzv. levou inverzi kA.

Metoda nejmen²ích £tverc·5) má uplatn¥ní v °ad¥ obor·, zejména ve statistice p°i lineární regresi. Ta
studuje chování a odhaduje budoucí vývoj r·zných veli£in, nap°. globální teploty, HDP, ceny akcií £i ropy
v £ase. Setkáme se s ní ale skoro ve v²ech v¥dních oborech. Nap°íklad ve fyzice tzv. Hooke·v zákon °íká, ºe
nataºení materiálu je p°ímo úm¥rné p·sobící síle. Chceme-li odhadnout konstantu úm¥rnosti, provedeme
velké mnoºství pozorování a z nich vypo£ítáme hodnotu metodou nejmen²ích £tverc·.

P°íklad 8.70 (Lineární regrese: vývoj sv¥tové populace). Data vývoje sv¥tové populace jsou následující:

rok 1950 1960 1970 1980 1990 2000

populace (mld.) 2.519 2.982 3.692 4.435 5.263 6.070

Chceme najít závislost velikosti populace na £ase. P°edpokládejme, ºe závislost je lineární. (To není v·bec
samoz°ejmé, t°eba Fibonacciho zjednodu²ený model r·stu populace králík· byl exponenciální.) Obrázek
dole, ilustrující data, v zásad¥ lineární závislost nazna£uje. Lineární vztah popí²eme p°ímkouy = px + q,
kde x je £as ay velikost populace. Neznámé parametryp; q vypo£ítáme. Po dosazení dat do rovnic by
parametry p; q m¥ly spl¬ovat podmínky

2:519 = p � 1950 + q
...

6:070 = p � 2000 + q

P°esné °e²ení neexistuje ale °e²ení metodou nejmen²ích £tverc· je p� = 0 :0724; q� = � 138:84. Gra�cké
znázorn¥ní závislosti:

5) Metoda nejmen²ích £tverc· byla vyvinuta Gaussem kolem roku 1801 pro astronomická pozorování. Tehdy se objevil
asteroid Ceres, aby vzáp¥tí zase zmizel. Gauss metodou popsal jeho dráhu a p°edpov¥d¥l, kdy se znovu objeví.
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x

y

y = 0 :0724x � 138:84

1950 1960 1970 1980 1990 2000

3

4

5

6

Výslednou závislost lze vyuºít pro predikce na následujícíroky. Odhad pro rok 2010 je6:6943mld. obyvatel,
ve skute£nost jich bylo6:853 mld. Ov²em pozor, má smysl vytvá°et pouze krátkodobé odhady� v roce
1900 ur£it¥ nebyla velikost populace záporná.

Výpo£et °e²ení a predikce v Matlabu / Octave:

>> A~= [1950 1960 1970 1980 1990 2000;1 1 1 1 1 1 ]';
>> b = [2.519 2.982 3.692 4.435 5.263 6.070]';
>> x = (A'*A) \ (A'*b),
x =

0.0724
-138.8355

>> x'*[2010; 1]
ans = 6.6943

•e²ení m·ºeme spo£ítat rovn¥º p°íkazem

>> x = A\b,
x =

0.0724
-138.8355

protoºe pro obdélníkové matice se vrací °e²ení metodou nejmen²ích £tverc·.

8.6 Ortogonální matice

Uvaºujme lineární zobrazení v prostoru Rn . Jaké toto zobrazení (potaºmo jeho matice) musí být, aby
nijak nedeformovalo geometrické objekty? Oto£ení kolem osy £i p°eklopení podle nadroviny jsou p°íklady
takových zobrazení, ale cht¥li bychom je prozkoumat podrobn¥ji a n¥jakým zp·sobem popsat. Ukáºeme,
ºe tato vlastnost souvisí s tzv. ortogonálními maticemi. Ty ale mají dalekosáhlej²í význam. Protoºe mají
dobré numerické vlastnosti (viz sekce 1.3 a 3.5), setkávámese s nimi £asto v nejr·zn¥j²ích numerických
algoritmech.

I v této sekci uvaºujeme standardní skalární sou£in vRn resp. Cn a eukleidovskou normu.

De�nice 8.71 (Ortogonální a unitární matice). Matice Q 2 Rn� n je ortogonální, pokud QT Q = I n .
Matice Q 2 Cn� n je unitární , pokud Q

T
Q = I n .

Pojem unitární matice je zobecn¥ní ortogonálních matic prokomplexní £ísla. Nadále ale budeme vesm¥s
pracovat jen s ortogonálními maticemi.

Tvrzení 8.72 (Charakterizace ortogonálních matic). Bu¤ Q 2 Rn� n . Pak následující jsou ekvivalentní:

(1) Q je ortogonální,

(2) Q je regulární a Q� 1 = QT ,
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(3) QQT = I n ,

(4) QT je ortogonální,

(5) Q� 1 existuje a je ortogonální,

(6) sloupceQ tvo°í ortonormální bázi Rn ,

(7) °ádky Q tvo°í ortonormální bázi Rn .

D·kaz. Stru£n¥. (1)�(5): Je-li Q ortogonální, pak QT Q = I a tedy Q� 1 = QT ; podobn¥ naopak. Dle
vlastnosti inverze máme iQQT = I , neboli (QT )T QT = I , tedy QT je ortogonální.

(6): Z rovnosti QT Q = I dostáváme porovnáním prvk· na pozici i; j , ºe hQ� i ; Q� j i = 1 , pokud i = j ,
a hQ� i ; Q� j i = 0 , pokud i 6= j . Tedy sloupceQ tvo°í ortonormální systém. Analogicky naopak.

Vzhledem k vlastnosti (6) by se spí² slu²elo °íkat �ortonormální matice� , ale termín ortogonální matice
je jiº zaºitý.

Tvrzení 8.73 (Sou£in ortogonálních matic). Jsou-li Q1; Q2 2 Rn� n ortogonální, pakQ1Q2 je ortogonální.

D·kaz. (Q1Q2)T Q1Q2 = QT
2 QT

1 Q1Q2 = QT
2 Q2 = I n .

P°íklad 8.74 (P°íklady ortogonálních matic).
� Jednotková matice I n , nebo k ní opa£ná� I n .

� Householderova matice: H(a) := I n � 2
aTa aaT , kdeo 6= a 2 Rn . Její geometrický význam je následující.

Nech´ x0 je projekce bodux na p°ímku spanf ag, a uvaºujme lineární zobrazení oto£ení bodux dle
p°ímky spanf ag o úhel 180� . Pomocí v¥ty 8.58 o projekci dostáváme, ºe bodx se zobrazí na vektor

x + 2( x0 � x) = 2 x0 � x = 2a(aTa)� 1aTx � x =
�

2
aaT

aTa
� I

�
x:

Tedy matice oto£ení je 2
aT aaaT � I n : Uvaºujme nyní zrcadlení dle nadroviny s normáloua. To m·ºeme

reprezentovat jako oto£ení o180� dle a, a pak p°eklopení dle po£átku. Tedy matice tohoto zobrazení
je I n � 2aaT

aT a = H(a).

x1

x2

x

a

x0

Oto£ení kolem p°ímkya o 180� .

x1

x2

x

a

Zrcadlení dle nadroviny s normáloua.

Navíc se dá ukázat, ºe kaºdou ortogonální matici °ádun lze rozloºit jako sou£in nanejvý²n vhodných
Householderových matic. Tudíº lineární zobrazení s ortogonální maticí geometricky reprezentuje
sloºení nanejvý² n zrcadlení. Dal²í vlastnosti Householderových matic poodkryjeme v sekci 13.1.

� Givensova matice6) : Pro n = 2 je to matice oto£ení o úhel' proti sm¥ru hodinových ru£i£ek
�

cos' � sin '
sin ' cos'

�
:

Je to tedy matice tvaru ( c � s
s c ), kde c2 + s2 = 1 a kaºdá takováto matice odpovídá n¥jaké matici

oto£ení. Obecn¥ pro dimenzin je to matice reprezentující oto£ení o úhel' v rovin¥ os x i ; x j , tedy

6) James Wallace Givens (1910�1993), Jr., americký matematik .
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schematicky

Gi;j (c; s) =

0

B
B
B
B
@

I
c � s

I
s c

I

1

C
C
C
C
A

:

Také z Givensových matic lze sloºit kaºdou ortogonální matici, ale je jich pot°eba v sou£inu aº
� n

2

�

a p°ípadn¥ navíc jedna diagonální matice s� 1 na diagonále. Geometricky to znamená, ºe kaºdé
lineární zobrazení s ortogonální maticí reprezentuje sloºení nanejvý²

� n
2

�
jednoduchých oto£ení a

p°ípadn¥ jedno zrcadlení ve sm¥ru sou°adných os.

P°íklad 8.75 (Ortogonální matice °ádu2). Chceme popsat v²echny ortogonální matice °ádu2. Vyjád°íme
takovou matici ve tvaru �

c ?
s ?

�
;

kde první sloupec je obecný vektor(c; s)T a druhý dopo£ítáme. Aby m¥l první sloupec jednotkovou velikost,
musí c2 + s2 = 1 . Aby byl druhý sloupec kolmý na první, musí být násobkem vektoru (� s; c)T , a aby
m¥l jednotkovou velikost, musí to být bu¤ (� s; c)T , nebo (s; � c)T . V prvním p°ípad¥ dostáváme matici
( c � s

s c ), coº je matice rotace o úhel' , spl¬ující c = cos ' , s = sin ' . V druhém p°ípad¥ dostáváme matici
�

c s
s � c

�
=

�
c � s
s c

� �
1 0
0 � 1

�
;

která reprezentuje sloºení p°eklopení podle osyx2 a p°edchozí rotaci o úhel' . Souhrnem tedy kaºdá
ortogonální matice °ádu2 p°edstavuje matici rotace, p°ípadn¥ sloºenou s maticí p°eklopení podle osyx2.

V¥ta 8.76 (Vlastnosti ortogonálních matic). Bu¤ Q 2 Rn� n ortogonální. Pak:

(1) hQx; Qy i = hx; y i pro kaºdé x; y 2 Rn ,

(2) kQxk = kxk pro kaºdé x 2 Rn ,

(3) jQij j � 1 a jQ� 1
ij j � 1 pro kaºdé i; j = 1 ; : : : ; n,

(4)
�

1 oT

o Q

�
je ortogonální matice.

D·kaz.

(1) hQx; Qy i = ( Qx)T Qy = xT QT Qy = xT Iy = xTy = hx; y i .

(2) kQxk =
p

hQx; Qx i =
p

hx; x i = kxk.

(3) Vzhledem k vlastnosti (6) z tvrzení 8.72 jekQ� j k = 1 pro kaºdé j = 1 ; : : : ; n. Tedy 1 = kQ� j k2 =P n
i =1 q2

ij , z £ehoºq2
ij � 1, a proto jqij j � 1. Matice Q� 1 je ortogonální, takºe pro ni tvrzení platí

také.

(4) Z de�nice
�

1 oT

o Q

� T �
1 oT

o Q

�
=

�
1 oT

o QT Q

�
= I n+1 .

Díváme-li se na matici Q jako na matici p°íslu²ného lineárního zobrazeníx 7! Qx, pak vlastnost (1)
v¥ty 8.76 °íká, ºe p°i tomto zobrazení se zachovávají úhly, avlastnost (2) zase °íká, ºe se zachovávají délky.
Tvrzení platí i naopak: Matice zobrazení zachovávajícího skalární sou£in musí být nutn¥ ortogonální (srov.
v¥ta 8.78). Dokonce i matice zobrazení zachovávajícího eukleidovskou normu musí být ortogonální, coº
v zásad¥ vyplývá z poznámky 8.12 o polariza£ní identit¥ [Barto a T·ma, 2018].

Vlastnost (3) je zase cen¥ná v numerické matematice, protoºe Q a Q� 1 mají omezené velikosti sloºek.
D·leºitou vlastností pro numerické po£ítání je také (2), protoºe p°i násobení s ortogonální maticí prvky
(a tedy i zaokrouhlovací chyby) nemají tendenci se zv¥t²ovat. To lze nahlédnout následujícím zp·sobem.
Bu¤ x 2 Rn bu¤ Q 2 Rn� n ortogonální. Nech´ x̂ 2 Rn je p°ibliºn¥ spo£ítaná hodnota vektorux, tedy
x = x̂ + err , kde err je chyba p°i výpo£tu. Pak Qx = Q(x̂ + err ) = Qx̂ + Qerr . Po vynásobení s maticí
Q je nová chybaQerr a její velikost je stejná kQerr k = kerr k.
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Poznámka 8.77 (Ortogonální matice a Fourierovy koe�cienty) . Ortogonální matice dávají trochu jiný
pohled na Fourierovy koe�cienty z v¥ty 8.27. Bu¤ z1; : : : ; zn báze prostoruRn a bu¤ v 2 Rn . Sou°adnice
vektoru v vzhledem k dané bázi jsou dané vztahemv =

P n
i =1 x i zi . Sou°adnice jsou tedy °e²ením soustavy

Qx = v, kde sloupce maticeQ jsou tvo°eny vektory báze, tedyQ� i = zi pro i = 1 ; : : : ; n. Pokud je báze
ortonormální, je matice Q ortogonální a m·ºeme jednodu²e psát

x = Q� 1v = QT v =

0

B
B
B
@

� zT
1 �

� zT
2 �
...

� zT
n �

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

v

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

zT
1 v

zT
2 v
...

zT
n v

1

C
C
C
A

:

Op¥t tedy dostáváme, ºei -tá sou°adnicex i vektoru v má hodnotu hzi ; vi = zT
i v.

Na záv¥r ukaºme n¥která zobecn¥ní vý²e zmín¥ných vlastností na libovolný skalární sou£in a libovolné
lineární zobrazení.

V¥ta 8.78 (Ortogonální matice a lineární zobrazení). Bu¤te U; V prostory nad R s libovolným skalárním
sou£inem af : U ! V lineární zobrazení. Nech´BU resp. BV je ortonormální bázeU resp. V . Pak matice
zobrazení B V

[f ]B U
je ortogonální práv¥ tehdy, kdyºhf (x); f (y)i = hx; y i pro kaºdé x; y 2 U.

D·kaz. Podle tvrzení 8.35 a vlastností matice zobrazení je

hx; y i = [ x]TB U
� [y]B U

;

hf (x); f (y)i = [ f (x)]T
B V

� [f (y)]B V
= ( B V

[f ]B U
� [x]B U

)T � B V
[f ]B U

� [y]B U
=

= [ x]TB U
� B V

[f ] T
B U

� B V
[f ]B U

� [y]B U
:

Tudíº, je-li B V
[f ]B U

ortogonální, pak hf (x); f (y)i = hx; yi . Naopak, pokud rovnost hf (x); f (y)i = hx; yi
platí pro kaºdé x; y 2 U, platí rovnost speciáln¥ pro vektory, jejichº sou°adnice jsou jednotkové vektory.
Dosadíme-li zax a y konkrétn¥ i -tý a j -tý vektor báze BU , máme [x]B U = ei , [y]B U = ej , a proto

(I n ) ij = eT
i ej = [ x]TB U

� [y]B U
= hx; yi = hf (x); f (y)i = [ x]TB U

� B V
[f ]T

B U
� B V

[f ]B U
� [y]B U

=

= eT
i � B V

[f ] T
B U

� B V
[f ]B U

� ej =
�

B V
[f ] T

B U
� B V

[f ]B U

�
ij :

Tímto po sloºkách dostáváme rovnostI n = B V
[f ]T

B U
� B V

[f ]B U
.

Tvrzení 8.79 (Ortogonální matice a matice p°echodu). Bu¤ V prostor nad R s libovolným skalárním
sou£inem aB1; B2 dv¥ jeho báze. Jakékoli dv¥ z následujících vlastností implikují tu t°etí:

(1) B1 je ortonormální báze,

(2) B2 je ortonormální báze,

(3) B 2
[id]B 1

je ortogonální matice.

D·kaz.
Implikace � (1); (2) ) (3) � . Plyne z v¥ty 8.78, nebo´ identita zachovává skalární sou£in.
Implikace � (2); (3) ) (1) � . Bu¤ B1 = f x1; : : : ; xng. Z de�nice jsou sloupce B 2

[id]B 1
tvo°eny vektory

[x i ]B 2 , které jsou (díky ortogonalit¥ matice p°echodu) ortonormální p°i standardním skalárním sou£inu
v Rn . Podle tvrzení 8.35 pakhx i ; x j i = [ x i ]TB 2

[x j ]B 2
, coº je 1 pro i = j a 0 jinak.

Implikace � (3); (1) ) (2) � . Platí z p°edchozího ze symetrie, nebo B́ 1
[id]B 2

= B 2
[id] � 1

B 1
.

Problémy
8.1. Stopa matice A 2 Rn� n je £íslotrace(A) =

P n
i =1 aii . Ukaºte, ºe hA; B i := trace ( AT B ) je skalární

sou£in na prostoru maticRm� n .

8.2. Dokaºte, ºe následující tvrzení platí pro reálný vektorový prostor, ale pro komplexní uº obecn¥ ne:
Vektory x; y 2 V jsou kolmé práv¥ tehdy, kdyº kx + yk2 = kxk2 + kyk2.
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8.3. Porovnejte velikost (normu) vektoru x 2 V s velikostí jeho projekce do podprostoruU b V .

8.4. Ur£ete explicitním vzore£kem vzdálenostc 2 Rn od

(a) nadroviny aT x = b, kde o 6= a 2 Rn a b 2 R.

(b) p°ímky p = b+ spanf ag, a 6= o.

8.5. Ukaºte, ºe projekce vektoru x do podprostoru U se dá vyjád°it jako jednozna£ný bod v pr·niku
podprostoru U a a�nního podprostoru U? + x.

8.6. Bu¤ P matice projekce doU b Rn . Dokaºte, ºe rank(P) = trace( P).

8.7. Odvo¤te vzore£ky pro ortogonální projekci vRn (v¥ta 8.58) a pro metodu nejmen²ích £tverc·
(d·sledek 8.69) pomocí Gramovy matice (v¥ta 8.52).

8.8. Uvaºujme soustavu rovnicAx = b, kde A 2 Rm� n má hodnostm. Existuje tedy vºdy aspo¬ jedno
°e²ení. Najd¥te to °e²ení, které má nejmen²í eukleidovskounormu.

8.9. M·ºe být sou£et ortogonálních matic zase ortogonální matice?

8.10. Bu¤te U; V prostory nad R se skalárním sou£inem af : U ! V zobrazení zachovávající skalární
sou£in, tj. hf (x); f (y)i = hx; yi pro v²echna x; y 2 U. Ukaºte, ºe f je lineární a prosté.
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Shrnutí ke kapitole 8. Skalární sou£in

Skalární sou£in zavádí speciální sou£in dvou vektor·, kdy výsledkem je skalár. Máme-
li vektorový prostor vybaven skalárním sou£inem, pak tentoskalární sou£in p°irozen¥
na prostoru de�nuje také normu, tedy velikost vektoru. A norma pak de�nuje vzdá-
lenost vektor· jako normu jejich rozdílu. Oba pojmy pot°ebujeme k tomu, abychom
byli schopni m¥°it v prostoru, ale taky t°eba vyjád°it, ºe posloupnost vektor· kon-
verguje.

Skalární sou£in dále p°irozen¥ zavádí kolmost vektor·. Ortonormální báze je báze
sloºená z vektor· velikosti 1 a navzájem kolmých. S takovouto bází se pak jedno-
du²e po£ítají sou°adnice, projekce aj. Ortonormální bázi umíme sestrojit Gramovou�
Schmidtovou ortogonaliza£ní metodou. A£koli jsme pojem skalárního sou£inu de�no-
vali abstraktn¥, ukázalo se, ºe kaºdý skalární sou£in má podobu standardního skalár-
ního sou£inu v sou°adném systému (libovolné) ortonormálníbáze.

Ortogonální projekce je zobrazení, které vektor zobrazí najemu nejbliº²í v daném
podprostoru. P°ímka, vedená od vektoru k jeho projekci, musí být kolmá na pod-
prostoru (odtud �ortogonální� projekce). Projekce se snadno spo£ítá, pokud známe
ortonormální bázi podprostoru. V opa£ném p°ípad¥ pouºijeme maticový vzore£ek.
Projekce je velmi uºite£ný nástroj nejen v geometrii, kde nám umoº¬uje elegantn¥
vyjád°it vzdálenosti r·zných objekt·. Jako negeometricko u aplikaci jsme uvedli me-
todu nejmen²ích £tverc·, která po£ítá nejlep²í p°ibliºné °e²ení p°eur£ené soustavy
rovnic.

Algebraicky jsou ortogonální matice takové matice, jejichº inverzní matice se jed-
nodu²e vyjád°í jako transpozice. Ortogonální matice pak geometricky reprezentují
lineární zobrazení, které nedeformují objekty � zachovávají úhly i vzdálenosti. Tato
zobrazení se dají vºdy vyjád°it jako sloºení kone£n¥ mnoha rotací a zrcadlení. Geo-
metrická podstata se odráºí i v numerických vlastnostech � po£ítání s ortogonálními
maticemi je výhodné, protoºe zaokrouhlovací chyby se tolikneampli�kují.
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Kapitola 9

Determinanty

Determinanty byly vyvinuty pro ú£ely °e²ení £tvercové soustavy lineárních rovnic a dávají explicitní vzorec
pro jejich °e²ení (viz v¥ta 9.16). Za autora determinantu sepovaºuje Gottfried Wilhelm Leibniz a nezá-
visle na n¥m jej objevil stejného roku 1683 japonský matematik Seki K	owa. Jejich p°ístup (v trochu jiné
podob¥ neº uvádíme v de�nici) upadl trochu v zapomn¥ní a determinanty se staly populární pro °e²ení
soustav rovnic aº tak v letech 1750�1900, pak je vyst°ídaly jiné metody. Nicmén¥ ukázalo se, ºe deter-
minant sám o sob¥ je jistá charakteristika £tvercové matices °adou r·zných uplatn¥ní. Samotný pojem
�determinant� pochází od Gausse (Disquisitiones arithmeticae, 1801), i kdyº jej pouºíval v trochu jiném
smyslu. Významnou m¥rou do teorie determinant· p°isp¥li také mj. A.L. Cauchy £i C.G.J. Jacobi.

P°ipome¬me, ºeSn zna£í mnoºinu v²ech permutací na mnoºin¥f 1; : : : ; ng, viz sekce 4.2.

De�nice 9.1 (Determinant) . Bu¤ A 2 Tn� n . Pak determinant matice A je £íslo

det(A) =
X

p2 Sn

sgn(p)
nY

i =1

ai;p (i ) =
X

p2 Sn

sgn(p)a1;p(1) : : : an;p(n) :

Zna£ení:det(A) nebo jAj.

Co vlastn¥ °íká vzore£ek z de�nice determinantu? Kaºdý s£ítanec má tvar sgn(p)a1;p(1) : : : an;p(n) , coº
odpovídá tomu, ºe v matici A vyberemen prvk· tak, ºe z kaºdého °ádku a sloupce máme práv¥ jeden.
Tyto prvky pak mezi sebou vynásobíme a je²t¥ s£ítanci p°i°adíme kladné £i záporné znaménko podle toho,
jaké bylo znaménko permutace, která tyto prvky ur£ovala.

P°íklad 9.2 (Determinant matice °ádu 2 a 3). Matice °ádu 2 má determinant

det
�

a11 a12

a21 a22

�
= a11a22 � a21a12:

Matice °ádu 3 má determinant

det

0

@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1

A =
�

a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

� a31a22a13 � a11a32a23 � a21a12a33:

Po£ítat determinanty z de�nice pro v¥t²í matice je obecn¥ zna£n¥ neefektivní, protoºe vyºaduje zpra-
covat n! s£ítanc·. Výpo£et je jednodu²²í jen pro speciální matice. Takovou maticí je nap°íklad horní troj-
úhelníková matice, tj. matice A 2 Tn� n , pro kterou aij = 0 pro i > j . Ukáºeme nyní, ºe její determinant
je roven sou£inu diagonálních prvk·. Jako d·sledek pak speciáln¥ det(I n ) = 1 .

Tvrzení 9.3 (Determinant trojúhelníkové matice). Bu¤ A 2 Tn� n horní trojúhelníková matice. Pak
det(A) = a1;p(1) : : : an;p(n) .

D·kaz. Z de�nice determinantu det(A) =
P

p2 Sn
sgn(p)a1;p(1) : : : an;p(n) uvaºujme jeden £len

sgn(p)a1;p(1) : : : an� 1;p(n� 1)an;p(n) : (9.1)

159
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Protoºe matice A je horní trojúhelníková, tak £initel an;p(n) je nenulový pouze pokudp(n) = n. Aby byl
£initel an� 1;p(n� 1) nenulový, musí bu¤ p(n � 1) = n nebo p(n � 1) = n � 1. První moºnost je vylou£ena
vzhledem k p(n) = n, tudíº p(n � 1) = n � 1. Opakováním tohoto postupu dosp¥jeme k tomu, ºe £len
(9:1) je nenulový pouze pro permutaci identitu, viz schematické znázorn¥ní:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a11 : : : : : : a1n

0 a22
...

...
. . . . . .

...

0 : : : 0 ann

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Proto det(A) = a1;p(1) : : : an;p(n) .

Tvrzení 9.4 (Determinant transpozice). Bu¤ A 2 Tn� n . Pak det(AT ) = det( A).

D·kaz.

det(AT ) =
X

p2 Sn

sgn(p)
nY

i =1

AT
i;p (i ) =

X

p2 Sn

sgn(p)
nY

i =1

ap(i );i =
X

p2 Sn

sgn(p� 1)
nY

i =1

ai;p � 1(i ) =

=
X

p� 12 Sn

sgn(p� 1)
nY

i =1

ai;p � 1(i ) =
X

q2 Sn

sgn(q)
nY

i =1

ai;q (i ) = det( A):

Pro determinanty obecn¥ det(A + B ) 6= det( A) + det( B ), ani není znám jednoduchý vzore£ek na
determinant sou£tu matic. Výjimkou je následující speciální p°ípad °ádkové linearity.

V¥ta 9.5 (•ádková linearita determinantu) . Bu¤ A 2 Tn� n , b 2 Tn . Pak pro libovolnéi = 1 ; : : : ; n platí:

det(A + ei bT ) = det( A) + det( A + ei (bT � A i � )) :

Jinými slovy,

det

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 : : : a1n
...

...
ai 1 + b1 : : : ain + bn

...
...

an1 : : : ann

1

C
C
C
C
C
C
A

= det

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 : : : a1n
...

...
ai 1 : : : ain
...

...
an1 : : : ann

1

C
C
C
C
C
C
A

+ det

0

B
B
B
B
B
B
@

a11 : : : a1n
...

...
b1 : : : bn
...

...
an1 : : : ann

1

C
C
C
C
C
C
A

:

D·kaz.

det(A + ei bT ) =
X

p2 Sn

sgn(p)a1;p(1) : : : (ai;p (i ) + bp(i ) ) : : : an;p(n) =

=
X

p2 Sn

sgn(p)a1;p(1) : : : ai;p (i ) : : : an;p(n) +
X

p2 Sn

sgn(p)a1;p(1) : : : bp(i ) : : : an;p(n) =

= det( A) + det( A + ei (bT � A i � ))

Obecn¥ji, pokudi -tý °ádek matice A vyjád°íme jako sou£etk vektor·, pak m·ºeme determinant matice
A vyjád°it jako sou£et k determinant· matic, které mají postupn¥ jednotlivé vektor y na míst¥i -tého °ádku.
Vzhledem k tvrzení 9.4 je determinant nejen °ádkov¥, ale i sloupcov¥ lineární.
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9.1 Determinant a elementární úpravy

Na²ím plánem je k výpo£tu determinantu vyuºít Gaussovu eliminaci. K tomu musíme nejprve um¥t spo£í-
tat determinant matice v odstup¬ovaném tvaru, a v¥d¥t, jak hodnotu determinantu ovliv¬ují elementární
°ádkové úpravy. Na první otázku je jednoduchá odpov¥¤, protoºe matice v odstup¬ovaném tvaru je zá-
rove¬ horní trojúhelníková, a tudíº je její determinant roven sou£inu diagonálních prvk·. Druhou otázku
zodpovíme rozborem jednotlivých elementárních úprav. Nech´ matice A0 vznikne z A n¥jakou elementární
úpravou:

1. Vynásobeníi -tého °ádku £íslem� 2 T: det(A0) = � det(A).

D·kaz.

det(A0) =
X

p2 Sn

sgn(p)a0
1;p(1) : : : a0

i;p (i ) : : : a0
n;p(n) =

=
X

p2 Sn

sgn(p)a1;p(1) : : : (�a i;p (i ) ) : : : an;p(n) =

= �
X

p2 Sn

sgn(p)a1;p(1) : : : ai;p (i ) : : : an;p(n) = � det(A):

2. Vým¥na i -tého a j -tého °ádku: det(A0) = � det(A).

D·kaz. Ozna£me transpozicit = ( i; j ), pak

det(A0) =
X

p2 Sn

sgn(p)a0
1;p(1) : : : a0

i;p (i ) : : : a0
j;p (j ) : : : a0

n;p(n) ;

kde pro v²echnak 6= i; j platí a0
k;p(k) = ak;p(k) = ak;p� t (k) . Pro i -tý °ádek je a0

i;p (i ) = aj;p (i ) = aj;p � t (j )
a podobn¥ proj -tý °ádek. Souhrnn¥

det(A0) =
X

p2 Sn

sgn(p)a1;p� t(1) : : : aj;p � t (j ) : : : ai;p � t (i ) : : : an;p� t(n) =

=
X

p2 Sn

sgn(p)
nY

i =1

ai;p � t (i ) = �
X

p� t2 Sn

sgn(p � t)
nY

i =1

ai;p � t (i ) =

= �
X

q2 Sn

sgn(q)
nY

i =1

ai;q (i ) = � det(A):

Výsledek m·ºeme zobecnit. Kaºdá permutace je sloºením kone£n¥ mnoha transpozic. Tudíº pokud
°ádky matice A zpermutujeme podle permutacep, tak se její determinant zm¥ní podle znaménka
permutace p. Jinými slovy, det(A0) = sgn(p) det(A).

D·sledek 9.6. Pokud má maticeA 2 Tn� n dva stejné °ádky, pakdet(A) = 0 .

D·kaz (pro t¥lesa charakteristiky 6= 2). Prohozením t¥chto dvou stejných °ádk· dostanemedet(A) =
� det(A), a tedy det(A) = 0 .

D·kaz (pro obecná t¥lesa). P°edchozí d·kaz nelze pouºít pro t¥lesa charakteristiky 2,protoºe nap°.
v Z2 je 1 = � 1, a proto musíme postupovat jinak. De�nujme transpozici t := ( i; j ), kde i; j jsou
indexy stejných °ádk·. Nech´ S0

n je mnoºina sudých permutací zSn . Pak Sn lze disjunktn¥ rozloºit
na sjednoceníS0

n a f p � t; p 2 S0
ng. Tudíº

det(A) =
X

p2 S0
n

sgn(p)
nY

i =1

ai;p (i ) +
X

p2 S0
n

sgn(p � t)
nY

i =1

ai;p � t (i ) =

=
X

p2 S0
n

sgn(p)
nY

i =1

ai;p (i ) �
X

p2 S0
n

sgn(p)
nY

i =1

ai;p (i ) = 0 :
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3. P°i£tení � -násobku j -tého °ádku k i -tému, p°i£emº i 6= j : det(A0) = det( A).

D·kaz. Z °ádkové linearity determinantu, d·sledku 9.6 a první elementární úpravy dostáváme

det(A0) = det

0

B
B
B
B
B
B
@

A1�
...

A i � + �A j �
...

An�

1

C
C
C
C
C
C
A

= det( A) + det

0

B
B
B
B
B
B
@

A1�
...

�A j �
...

An�

1

C
C
C
C
C
C
A

= det( A) + � 0 = det( A):

Vý²e zmín¥ná pozorování mají n¥kolik d·sledk·: Pro libovolnou matici A 2 Tn� n je det(�A ) =
� n det(A). Dále, obsahuje-liA nulový °ádek nebo sloupec, takdet(A) = 0 .

Hlavní význam vlivu elementárních úprav na determinant je,ºe determinanty m·ºeme po£ítat pomocí
Gaussovy eliminace:

Algoritmus 9.7 (Výpo£et determinantu pomocíREF ). P°eve¤ matici A do odstup¬ovaného tvaruA0 a
pamatuj si p°ípadné zm¥ny determinantu v koe�cientu c; pak det(A) je roven sou£inuc� 1 a diagonálních
prvk· matice A0.

P°íklad 9.8. Výpo£et determinantu matice A pomocí elementárních °ádkových úprav

jAj =

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 4
1 2 1 3
2 5 5 5
0 2 � 3 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 4
0 0 � 2 � 1
0 1 � 1 � 3
0 2 � 3 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 4
0 1 � 1 � 3
0 0 � 2 � 1
0 2 � 3 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 4
0 1 � 1 � 3
0 0 � 2 � 1
0 0 � 1 2

�
�
�
�
�
�
�
�

= 2

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 4
0 1 � 1 � 3
0 0 1 0:5
0 0 � 1 2

�
�
�
�
�
�
�
�

= 2

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 4
0 1 � 1 � 3
0 0 1 0:5
0 0 0 2:5

�
�
�
�
�
�
�
�

= 5 :

Výpo£et determinantu matice A v Matlabu / Octave:

>> det([1 2 3 4;1 2 1 3;2 5 5 5;0 2 -3 -4])
ans = 5

Poznámka 9.9 (•ádková linearita determinantu) . Zobrazení A 7! det(A) není lineárním zobrazením
ve smyslu, jaký známe z kapitoly 6. Na druhou stranu, pokud za�xujeme v²echny sloºky matice krom¥
i -tého °ádku, pak uº se o lineární zobrazení bude jednat. Podrobn¥ji, bu¤ i 2 f 1; : : : ; ng pevné a nech´
Ax := A + ei (xT � A i � ) ozna£uje matici A, ve které i -tý °ádek nahradíme vektorem x 2 Tn . Nyní je
zobrazení dané p°edpisemf (x) = det( Ax ) lineární, protoºe podle v¥ty 9.5 je

f (x + y) = f (x) + f (y) 8x; y 2 Tn

a podle vlastnosti první elementární úpravy je

f (�x ) = �f (x) 8� 2 T; 8x 2 Tn :

9.2 Dal²í vlastnosti determinantu

V¥ta 9.10 (Kriterium regularity) . Matice A 2 Tn� n je regulární práv¥ tehdy, kdyºdet(A) 6= 0 .

D·kaz. P°evedeme maticiA elementárními úpravami na odstup¬ovaný tvarA0, ty mohou m¥nit hodnotu
determinantu, ale nikoli jeho (ne)nulovost. Pak A je regulární práv¥ tehdy, kdyº A0 má na diagonále
nenulová £ísla.
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Poznámka 9.11 (Míra regularity) . V¥ta 9.10 umoº¬uje zavést jakousi míru regularity. ƒím jedet(A) blíºe
k 0, tím je matice A blíº k n¥jaké singulární matici. P°íkladem je Hilbertova matice Hn (viz p°íklad 3.51),
která je ²patn¥ podmín¥ná, protoºe je �skoro� singulární. Skute£n¥, jak ukazuje tabulka, determinant
matice je velmi blízko nule.

n det(Hn )

4 � 10� 7

6 � 10� 18

8 � 10� 33

10 � 10� 53

Tato míra není ale ideální, protoºe je hodn¥ citlivá ke ²kálování. Uvaºujme nap°íklad matici 0:1I n , pro níº
det(0:1I n ) = 10 � n . P°estoºe10� n m·ºe být libovoln¥ malé £íslo, samotná matice má k singulární relativn¥
daleko. Lep²í mírou regularity bude nap°íklad ta pomocí vlastních nebo singulárních £ísel (viz sekce 13.5),
protoºe ta udává skute£nou vzdálenost maticeA k nejbliº²í singulární matici v ur£ité norm¥.

V¥ta 9.12 (Multiplikativnost determinantu) . Pro kaºdé A; B 2 Tn� n platí det(AB ) = det( A) det(B ).

D·kaz. (1) Nejprve uvaºujme speciální p°ípad, kdyºA je matice elementární úpravy:
1. A = E i (� ), vynásobení i -tého °ádku £íslem� . Potom det(AB ) = � det(B ) a det(A) det(B ) =

� det(B ).

2. A = E ij , prohození i -tého a j -tého °ádku. Pak det(AB ) = � det(B ) a det(A) det(B ) = � 1 det(B ).

3. A = E ij (� ), p°i£tení � -násobku j -tého °ádku k i -tému. Pak det(AB ) = det( B ) a det(A) det(B ) =
1 det(B ).

Tedy rovnost platí ve v²ech p°ípadech.
(2) Nyní uvaºme obecný p°ípad. Je-liA singulární, pak i AB je singulární (tvrzení 3.30) a tedy podle

v¥ty 9.10 je det(AB ) = 0 = 0 det( B ) = det( A) det(B ). Je-li A regulární, pak jde rozloºit na sou£in
elementárních maticA = E1 : : : Ek . Nyní postupujme matematickou indukcí podlek. P°ípad k = 1 máme
vy°e²ený v bod¥ (1), takºe se v¥nujme induk£nímu kroku. Podle induk£ního p°edpokladu a z bodu (1)
dostáváme

det(AB ) = det( E1(E2 : : : EkB )) = det( E1) det(( E2 : : : Ek)B ) =

= det( E1) det(E2 : : : Ek) det(B ) = det( E1E2 : : : Ek) det(B ) =

= det( A) det(B ):

D·sledek 9.13. Bu¤ A 2 Tn� n regulární, pak det(A � 1) = det( A)� 1.

D·kaz. 1 = det( I n ) = det( AA � 1) = det( A) det(A � 1).

Nyní ukáºeme rekurentní vzore£ek na výpo£et determinantu.

V¥ta 9.14 (Laplace·v rozvoj podle i -tého °ádku). Bu¤ A 2 Tn� n , n � 2. Pak pro kaºdé i = 1 ; : : : ; n
platí

det(A) =
nX

j =1

(� 1)i + j aij det(A ij );

kde A ij je matice vzniklá zA vy²krtnutím i -tého °ádku aj -tého sloupce.

Poznámka.Podobn¥ jako podle °ádku m·ºeme rozvíjet podle libovolnéhosloupce.

D·kaz. (1) Nejprve uvaºujme p°ípad A i � = eT
j , tj. i -tý °ádek matice A je jednotkový vektor. Postupným

vym¥¬ováním °ádk· (i; i +1) , (i +1 ; i +2) , . . . , (n � 1; n) p°evedeme jednotkový vektor do posledního °ádku.
Podobn¥ postupujeme pro sloupce aj -tý sloupec p°evedeme na poslední. Výslednou matici ozna£me

A0 :=

0

B
B
@

A ij

0 : : : 0 1

1

C
C
A
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a znaménko determinantu se zm¥ní koe�cientem(� 1)(n� i )+( n� j ) = ( � 1)i + j . Nyní máme

det(A) = ( � 1)i + j det(A0) = ( � 1)i + j
X

p2 Sn

sgn(p)
nY

i =1

a0
i;p (i ) =

= ( � 1)i + j
X

p; p(n)= n

sgn(p)
n� 1Y

i =1

a0
i;p (i ) = ( � 1)i + j det(A ij ):

(2) Nyní uvaºme obecný p°ípad. Z °ádkové linearity determinantu a z p°edchozího dostáváme

det(A) = det

0

B
B
@

...
ai 1 0 � � � 0
...

1

C
C
A + : : : + det

0

B
B
@

...
0 � � � 0 ain

...

1

C
C
A =

= ai 1(� 1)i +1 det(A i 1) + : : : + ain (� 1)i + n det(A in ):

P°íklad 9.15 (Laplace·v rozvoj podle 4. °ádku).
�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 4
1 2 1 2
2 5 5 5
0 2 � 4 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= ( � 1)4+1 � 0 �

�
�
�
�
�
�

2 3 4
2 1 2
5 5 5

�
�
�
�
�
�
+ ( � 1)4+2 � 2 �

�
�
�
�
�
�

1 3 4
1 1 2
2 5 5

�
�
�
�
�
�
+

+ ( � 1)4+3 � (� 4) �

�
�
�
�
�
�

1 2 4
1 2 2
2 5 5

�
�
�
�
�
�

+ ( � 1)4+4 � (� 4) �

�
�
�
�
�
�

1 2 3
1 2 1
2 5 5

�
�
�
�
�
�

=

= 0 + 2 � 4 + 4 � 2 � 4 � 2 = 8

Následující v¥ta dává explicitní vzore£ek na °e²ení soustavy s regulární maticí. Matice A + ( b� A � i )eT
i

ve výrazu p°edstavuje maticiA, ve které nahradímei -tý sloupec vektoremb.

V¥ta 9.16 (Cramerovo pravidlo). Bu¤ A 2 Tn� n regulární, b 2 Tn . Pak °e²ení soustavyAx = b je dáno
vzorcem

x i =
det(A + ( b� A � i )eT

i )
det(A)

; i = 1 ; : : : ; n:

D·kaz. Bu¤ x °e²ení soustavyAx = b; díky regularit¥ A °e²ení existuje a je jednozna£né. Rovnost roze-
pí²eme

P n
j =1 A � j x j = b. Ze sloupcové linearity determinantu dostaneme

det(A + ( b� A � i )eT
i ) = det( A � 1j : : : jbj : : : jA � n ) = det( A � 1j : : : j

P n
j =1 A � j x j j : : : jA � n ) =

=
nX

j =1

det(A � 1j : : : jA � j j : : : jA � n )x j :

Pro j 6= i je p°íslu²ný s£ítanec v sum¥ nulový, protoºe po£ítáme determinant matice, která má dva stejné
sloupce (i -tý a j -tý sloupec jsou rovnyA � j ). Tudíº z celé sumy z·stane jediný £len, kdyº j = i , a proto

det(A + ( b� A � i )eT
i ) = det( A � 1j : : : jA � i j : : : jA � n )x i = det( A)x i :

Nyní sta£í ob¥ strany pod¥lit £íslemdet(A) 6= 0 .

Cramerovo pravidlo z roku 1750 (i kdyº bylo známo uº d°íve) jepojmenováno po ²výcarském matema-
tikovi Gabrielu Cramerovi. Ve své dob¥ to byl populární nástroj na °e²ení soustav lineárních rovnic. Dnes
se pro praktické výpo£ty jiº nepouºívá, protoºe výpo£et °e²ení soustavy pomocín + 1 determinant· není
p°íli² efektivní z hlediska výpo£etního £asu. Navíc má hor²í numerické vlastnosti [Higham, 2002]. Význam
determinantu je spí²e teoretický, mimo jiné ukazuje a dává:
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� Explicitní vyjád°ení °e²ení soustavy lineárních rovnic.

� Spojitost °e²ení vzhledem k prvk·m matice A a vektoru b.

Formáln¥, zobrazení(A; b) 7! A � 1b je spojité na de�ni£ním oboru regulárních maticA. To je snadné
nahlédnout, protoºe podle Cramerova pravidla po£ítáme jednotlivé sloºky °e²ení pouze pomocí arit-
metických operací.

� Odhad velikosti popisu °e²ení z velikosti popisu vstupníchhodnot.

Pot°ebujeme-li k zápisu vstupních hodnot soustavyAx = b (tj., k zápisu aij , bj ) celkem K bit·,
tak její °e²ení má zápis pomocí polynomiáln¥ mnoha bit· vzhledem keK . To dá trochu více práce
nahlédnout, ale význam pozorování spo£ívá v tom, ºe zaru£uje rozumn¥ omezenou velikost zápisu
°e²ení.

P°íklad 9.17 (Cramerovo pravidlo). •e²ení soustavy rovnic
0

@
1 2 3 1
1 2 1 3
2 5 5 4

1

A

spo£ítáme po sloºkách

x1 =

�
�
�
�
�
�

1 2 3
3 2 1
4 5 5

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

1 2 3
1 2 1
2 5 5

�
�
�
�
�
�

=
4
2

= 2 ; x2 =

�
�
�
�
�
�

1 1 3
1 3 1
2 4 5

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

1 2 3
1 2 1
2 5 5

�
�
�
�
�
�

=
2
2

= 1 ; x3 =

�
�
�
�
�
�

1 2 1
1 2 3
2 5 4

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

1 2 3
1 2 1
2 5 5

�
�
�
�
�
�

=
� 2
2

= � 1:

•e²ením je tedy vektor x = (2 ; 1; � 1)T .

Tvrzení 9.18. M¥jme A 2 Tn� n , B 2 Tm� m . Pak determinant blokov¥ diagonální matice lze vyjád°it

det
�

A 0
0 B

�
= det( A) det(B ):

D·kaz. Ponecháváme za cvi£ení.

9.3 Adjungovaná matice

Adjungovaná matice1) úzce souvisí s determinanty a maticovou inverzí. Vyuºijemeji p°i odvozování
Cayleyho�Hamiltonovy v¥ty (v¥ta 10.22), ale £tená° se s ní m·ºe potkat nap°. v kryptogra�i nebo p°i
odvozování vzore£ku pro derivaci determinantu (poznámka 9.23).

De�nice 9.19 (Adjungovaná matice). Bu¤ A 2 Tn� n a n � 2. Pak adjungovaná maticeadj(A) 2 Tn� n

má sloºky
adj(A) ij = ( � 1)i + j det(A j i ); i; j = 1 ; : : : ; n;

kde A j i op¥t zna£í matici vzniklou zA vy²krtnutím j -tého °ádku a i -tého sloupce.

V¥ta 9.20 (O adjungované matici). Pro kaºdou matici A 2 Tn� n platí A adj(A) = det( A)I n .

D·kaz. Odvodíme

(A adj(A)) ij =
nX

k=1

A ik adj(A)kj =
nX

k=1

A ik (� 1)k+ j det(A jk ) =

(
det(A); pro i = j;

0; pro i 6= j:

Zd·vodn¥ní poslední rovnosti je, ºe pro i = j se jedná o Laplace·v rozvojdet(A) podle j -tého °ádku. Pro
i 6= j se zase jedná o rozvoj podlej -tého °ádku matice A, v níº ale nejprve j -tý °ádek nahradíme i -tým.
Tato matice bude mít dva stejné °ádky a tím pádem nulový determinant.

1) V angli£tin¥ adjugate, pop°. adjoint .
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Pro regulární matici A je det(A) 6= 0 a vyd¥lením det(A) dostaneme explicitní vzore£ek pro inverzní
matici A � 1.

D·sledek 9.21. Je-li A 2 Tn� n regulární, pak A � 1 = 1
det( A ) adj(A).

P°íklad 9.22 (Adjungovaná matice). Bu¤

A =

0

@
1 2 3
1 2 1
2 5 5

1

A :

Pak:

adj(A)12 = ( � 1)1+2
�
�
�
�
2 3
5 5

�
�
�
� = 5 ; : : :

Celkem:

adj(A) =

 
5 5 � 4

� 3 � 1 2
1 � 1 0

!

:

Tedy:

A � 1 =
1

det(A)
adj(A) =

1
2

 
5 5 � 4

� 3 � 1 2
1 � 1 0

!

:

Výpo£et adjungované matice v Matlabu / Octave:

>> adj([1 2 3;1 2 1;2 5 5])
ans =

5 5 -4
-3 -1 2
1 -1 0

Poznámka 9.23. Uvaºujme determinant jako funkci Rn� n ! R. Problém nyní zní ur£it parciální derivaci
det(A) podle aij a sestavit matici parciálních derivací.

Pro tento ú£el vyjdeme z Laplaceova rozvojedet(A) =
P n

k=1 (� 1)i + kaik det(A ik ) a jednodu²e odvodíme
@det( A )

@aij
= ( � 1)i + j det(A ij ). Tudíº matice parciálních derivací je @det(A) = adj( A)T .

Pouºijeme-li konkrétn¥ matici z p°íkladu 9.22, tak det(A) = 2 . Protoºe adj(A)33 = 0 , tak determinant
matice A se nezm¥ní p°i zm¥n¥ prvkua33. Na druhou stranu, p°i malém zv¥t²ení prvkua11 se determinant
zv¥t²í výrazn¥ (protoºe adj(A)11 = 5) a p°i zv¥t²ení prvku a13 se determinant zv¥t²í mén¥ výrazn¥ (protoºe
adj(A)31 = 1). Vyzkou²ejte sami!

9.4 Aplikace

Determinant se objevuje v teorii graf· pro vyjád°ení po£tu koster grafu [Matou²ek a Ne²et°il, 2009] a
v mnoha dal²ích aplikacích. V této sekci zmíníme n¥kolik z nich.

V¥ta o adjungované matici dává následující charakterizacicelo£íselnosti inverzní matice.

Tvrzení 9.24. Bu¤ A 2 Zn� n . Pak A � 1 má celo£íselné hodnoty práv¥ tehdy, kdyºdet(A) = � 1.

D·kaz. Implikace � ) � . Víme 1 = det( A) det(A � 1). Jsou-li matice A; A � 1 celo£íselné, pak i jejich deter-
minanty jsou celo£íselné a tudíº musejí být rovny� 1.

Implikace � ( � . Víme A � 1
ij = 1

det( A ) (� 1)i + j det(A j i ). To je celo£íselná hodnota, jestliºedet(A) = � 1 a

det(A j i ) je celé £íslo.
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Dal²í ukázka pouºití determinantu je v polynomech. Determinant z následující v¥ty se nazývárezultant
a pouºívá se nap°íklad k °e²ení nelineárních rovnic.

Tvrzení 9.25. Polynomy p(x) = anxn + : : : + a1x + a0, q(x) = bmxm + : : : + b1x + b0 mají spole£ný ko°en
práv¥ tehdy, kdyº �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

an an� 1 : : : a0

an an� 1 : : : a0
. . . . . . . . .

an an� 1 : : : a0

bm bm� 1 : : : b1 b0
. . . . . . . . .

bm bm� 1 : : : b1 b0

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

= 0 :

D·kaz. Polynomy p(x), q(x) mají spole£ný ko°en práv¥ tehdy, kdyº existují (ne oba triviální) polynomy
r (x), s(x) stup¬· nanejvý² m � 1; n � 1 takové, ºe r (x)p(x) + s(x)q(x) = 0 . Pokud si neznámé poly-
nomy vyjád°íme jako r (x) = cm� 1xm� 1 + : : : + c1x + c0, s(x) = dn� 1xn� 1 + : : : + d1x + d0, tak rovnost
r (x)p(x) + s(x)q(x) = 0 m·ºeme p°epsat jako homogenní soustavum + n rovnic s m + n neznámými
cm� 1; : : : ; c0; dn� 1; : : : ; d0. Nenulové °e²ení existuje práv¥ tehdy, kdyº je matice singulární, neboli její de-
terminant nulový. Ve v¥t¥ je pak determinant transponovanématice.

Geometrická interpretace determinantu

Determinant má p¥kný geometrický význam. Uvaºujeme-li lineární zobrazeníx 7! Ax s maticí A 2
Rn� n , pak geometrická t¥lesa m¥ní v tomto zobrazení sv·j objem s koe�cientem j det(A)j. Pojem �objem�
v prostoru Rn nede�nujeme formáln¥ a spoléháme na intuitivní p°edstavu.Objem b¥ºných geometrických
útvar· v prostoru R1 odpovídá délkám, v prostoruR2 odpovídá obsahu a v prostoruR3 odpovídá objemu
v b¥ºném významu.

Uvaºujeme nejprve speciální p°ípad rovnob¥ºnost¥nu.Rovnob¥ºnost¥ns lineárn¥ nezávislými hranami
a1; : : : ; am de�nujeme jako mnoºinu f x 2 Rn ; x =

P m
i =1 � i ai ; 0 � � i � 1g.

V¥ta 9.26 (Objem rovnob¥ºnost¥nu). Bu¤ A 2 Rm� n a uvaºujme rovnob¥ºnost¥n s hranami danými
°ádky maticeA. Pak jeho objem (jakoºtom-dimenzionálního útvaru) je

p
det(AA T ). Speciáln¥, prom = n

je objem j det(A)j.

Poznámka.Svou roli hraje nejen velikost determinantuA, ale také jeho znaménko; to souvisí s po°adím
hran rovnob¥ºnost¥nu jako °ádk· matice A. Speciáln¥, proA 2 R3� 3 je det(A) > 0 pokud °ádky A tvo°í
pravoto£ivou posloupnost vektor· (tzv. pravidlo palce), a det(A) < 0 pokud tvo°í levoto£ivou posloupnost.

D·kaz. D·kaz provedeme matematickou indukcí podlem. Pro m = 1 je to z°ejmé, postupme k induk£nímu
kroku. Ozna£mei -tý °ádek matice A jako vektor aT

i a de�nujme matici

D :=

0

B
@

aT
1
...

aT
m� 1

1

C
A ;

která vznikne z A odstran¥ním posledního °ádku. Rozloºmeam = bm + cm , kde cm 2 R (D) a bm 2 R (D)?

podle poznámky 8.49. Ozna£me

A0 :=

0

B
B
B
@

aT
1
...

aT
m� 1
bT

m

1

C
C
C
A

:

Nyní °ádky matice D generují rovnob¥ºnost¥n men²í dimenze, jenº tvo°í podstavu celkového rovnob¥º-
nost¥nu a nalézá se podprostoruR(D). Podle induk£ního p°edpokladu je obsah podstavy

p
det(DD T ).

Vektor bm je kolmý na podstavu a jeho délka odpovídá vý²cekbm k rovnob¥ºnost¥nu.
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o

am

a1

a2

Rovnob¥ºnost¥na1; a2; : : : ; am .

o

am bm

cm

R(D)

Plocha základny:
p

det(DD T ), vý²ka: kbm k.

Od A0 k A lze p°ejít pomocí elementárních °ádkových úprav, nebo´ k poslednímu °ádku sta£í p°i£íst
cm , coº je lineární kombinace a1; : : : ; am� 1. Tedy existují elementární matice E1; : : : ; Ek tak, ºe A =
E1 : : : EkA0; navíc jejich determinant je 1 protoºe jen p°i£ítají násobek °ádku k jinému. Nyní

det(AA T ) = det( E1 : : : EkA0A0T E T
k : : : E T

1 ) =

= det( Ek ) : : : det(E1) det(A0A0T ) det(E T
k ) : : : det(E T

1 ) = det( A0A0T ):

Dále,

A0A0T =
�

D
bT

m

�
�
D T bm

�
=

�
DD T Dbm

bT
mD T bT

m bm

�
=

�
DD T o

oT bT
mbm

�

Tedy podle tvrzení 9.18 jedet(A0A0T ) = ( bT
m bm ) det(DD T ) a odmocn¥ním dostaneme

q
det(AA T ) =

q
det(A0A0T ) = kbm k

q
det(DD T ):

To odpovídá intuitivní p°edstav¥ objemu jako velikosti vý²ky krát obsah základny.

Poznámka 9.27 (Objem rovnob¥ºnost¥nu a elementární úpravy). Platnost v¥ty 9.26 lze nahlédnout
geometricky rozborem vlivu elementárních úprav. V zásad¥ d·kaz v¥ty jen technicky zpracovává následující
my²lenky:

Uvaºujme rovnob¥ºnost¥n generovaný °ádky maticeA 2 Rn� n a chceme ukázat, ºe jeho objem je
j det(A)j. Víme, ºe determinant se nezm¥ní, pokud na matici provádímet°etí elementární úpravu (p°i£tení
násobku jednoho °ádku k jinému). Samotný rovnob¥ºnost¥n seale zm¥ní. Pochopit, pro£ objem z·stává
zachován, je snadné z geometrického náhledu: P°i£tením násobku °ádku k jinému (nap°íklad poslednímu)
znamená, ºe se rovnob¥ºnost¥n zkosí £i narovná, ale jeho základna i vý²ka z·stane stejná.

P°edstavit si ostatní elementární úpravy je je²t¥ snaz²í. Prohození °ádk· matice A znamená p°eklopení
rovnob¥ºnost¥nu a jeho objem se proto nezm¥ní. Vynásobení °ádku matice A £íslem � pak protáhne
rovnob¥ºnost¥n v jednom sm¥ru, a tudíº se objem zm¥ní� -krát. Vynásobení celé maticeA £íslem �
protáhne rovnob¥ºnost¥n ve v²ech sm¥rech a objem se zm¥ní� n -krát.

Je-li matice A singulární, pak odpovídající rovnob¥ºnost¥n leºí v n¥jakém podprostoru dimenze men²í
neº n, a tudíº je jeho objem nulový. Je-li matice A regulární, pak ji elementárními úpravami p°evedeme
na jednotkovou matici � odpovídající rovnob¥ºnost¥n je jednotková krychle, a ta má objem1.

Poznámka 9.28 (Vysv¥tlení de�nice determinantu) . P°edchozí poznámka umoº¬uje alternativní zp·sob
zavedení determinantu a vysv¥tlení jeho de�nice. Kdybychom cht¥li zavést determinant matice A jako
objem odpovídajícího rovnob¥ºnost¥nu, narazíme na problém znaménka, protoºe objem je vºdy nezáporný.
Zavedeme tedy n¥co jako orientovaný objem, a to pomocí základních vlastností, které by objem m¥l
spl¬ovat:

1. Determinant jednotkové matice I n je roven 1, coº odpovídá objemu jednotkové krychle.

2. Vým¥na °ádk· zm¥ní znaménko determinantu. To odpovídá vlastnosti, ºe objem rovnob¥ºnost¥nu
se nezm¥ní zm¥nou po°adí hran, tedy p°eklopením, nicmén¥ zm¥na znaménka zavede práv¥ ur£itou
orientaci do de�nice determinantu.
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3. Vynásobení °ádku maticeA £íslem� 2 R zm¥ní determinant s koe�cientem� . To odpovídá prota-
ºení rovnob¥ºnost¥nu ve sm¥ru dané hrany, a tím pádem odpovídající zm¥nu objemu.

4. •ádková linearita determinantu ve smyslu v¥ty 9.5. D·sledek této vlastnosti je nap°íklad to, ºe
zkosení nezm¥ní objem rovnob¥ºnost¥nu, a proto i determinant z·stane stejný.

Z t¥chto základních vlastností jiº jdou odvodit v²echny ostatní vlastnosti determinantu a vysv¥tlit i p·-
vodní de�nici

det(A) =
P

p2 Sn
sgn(p)a1;p(1) : : : an;p(n) :

Z °ádkové linearity determinantu m·ºeme podobn¥ jako v Laplaceov¥ rozvoji podle prvního °ádku psát

det(A) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 0 : : : 0
a21 a22 : : : a2n
...

...
...

an1 an2 : : : ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

+

�
�
�
�
�
�
�
�
�

0 a12 : : : 0
a21 a22 : : : a2n
...

...
...

an1 an2 : : : ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

+ : : : +

�
�
�
�
�
�
�
�
�

0 : : : 0 a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
...

an1 an2 : : : ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Nyní kaºdý z n determinant· napravo rozvineme podle druhého °ádku a tak dále aº podle posledního
°ádku. Tím nakonec dostaneme vyjád°enídet(A) pomocí sou£tunn determinant· jednoduchých matic:

det(A) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 0 : : : 0
a21 0 : : : 0
...

...
...

an1 0 : : : 0

�
�
�
�
�
�
�
�
�

+

�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 0 : : : 0
0 a22 : : : 0
...

...
...

an1 0 : : : 0

�
�
�
�
�
�
�
�
�

+ : : : +

�
�
�
�
�
�
�
�
�

0 : : : 0 a1n

0 : : : 0 a2n
...

...
...

0 : : : 0 ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Kaºdá z t¥chto jednoduchých matic má v kaºdém °ádku nanejvý²jedno nenulové £íslo. Pokud tato £ísla
nejsou v navzájem r·zných sloupcích, je v matici nulový sloupec a její determinant je nula. Tím pá-
dem z celkového po£tunn determinant· jednoduchých matic z·stane jen n! jednoduchých matic, jejichº
potenciáln¥ nenulové prvky jsou rozmíst¥ny podle n¥jaké permutace:

det(A) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 0 : : : 0
0 a22 : : : 0
...

...
...

0 : : : 0 ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

+

�
�
�
�
�
�
�
�
�

0 a11 : : : 0
a22 0 : : : 0
...

...
...

0 : : : 0 ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

+ : : : +

�
�
�
�
�
�
�
�
�

0 : : : 0 a1n

0 : : : a2n 0
...

...
ann 0 : : : 0

�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Determinant kaºdé takovéto jednoduché matice je pak roven sou£inu t¥ch n prvk·, a jeho znaménko od-
povídá znaménku p°íslu²né permutacep, podle které jsou rozmíst¥ny dané prvky (protoºe to je parita
po£tu vým¥n sloupc·, které pot°ebujeme, abychom matici dovedli na diagonální tvar). Tudíº determi-
nant jednoduché matice jesgn(p)a1;p(1) : : : an;p(n) , a sou£tem v²ech t¥chto hodnot dostaneme determinant
matice A.

Poznámka 9.29 (Objem jiných geometrických t¥les). Bu¤ A 2 Rn� n . Jak jsme jiº zmínili, objem geome-
trických t¥les se p°i zobrazeníx 7! Ax m¥ní s koe�cientemj det(A)j. Krychle o hran¥ 1 se zobrazí na rov-
nob¥ºnost¥n o hranách, které odpovídají sloupc·m maticeA, a jeho objem je protoj det(AT )j = j det(A)j.
Tuto vlastnost m·ºeme zobecnit na ostatní b¥ºn¥ pouºívaná geometrická t¥lesa, jako je koule, elipsoid,
mnohost¥n atp. Takové t¥leso lze totiº pokrýt krychli£kami, a jeho obraz je tedy aproximován rovno-
b¥ºnost¥ny a zm¥na objemu je p°ibliºn¥j det(A)j. Postupným zjem¬ováním aproximace (zmen²ováním
krychli£ek) dostaneme limitním p°echodem výsledný pom¥r.

P°íklad 9.30 (Geometrická interpretace determinantu). Obraz jednotkové krychle p°i zobrazeníx 7! Ax :



170 Kapitola 9. Determinanty

(1; 0; 0)

(0; 0; 1)
A

A � 1 A � 2

A � 3

objem = 1 objem = j det(A)j

Obraz geometrického t¥lesa p°i zobrazeníx 7! Ax :

A

objem = V objem = j det(A)j � V

Poznámka 9.31 (Substituce u vícerozm¥rných integrál·). Geometrická interpretace determinantu rovn¥º
umoº¬uje snadno nahlédnout platnost v¥ty o substituci ve vícerozm¥rných integrálech. V¥ta za celkem
obecných p°edpoklad· °íká, ºe

Z

' (M )
f (y) dy =

Z

M
f (' (x)) � j det(r ' (x)) j dx;

kde M � Rn je otev°ená mnoºina, ' : M ! Rn je prostá funkce se spojitými parciálními derivacemi a
r ' (x) je Jacobiho matice parciálních derivací funkce' (x) (viz poznámka 6.30), která musí být regulární
pro v²echna x 2 M . Vysv¥tlení rovnosti je pak z°ejmé z geometrického náhledu. Zobrazení ' (x) sice není
lineární, ale lokáln¥ lze linearizovat práv¥ Jacobiho maticí r ' (x). Zobrazení pak lokáln¥ m¥ní objemy
s koe�cientem, který odpovídá determinantu Jacobiho matice. Tudíº i integrál se m¥ní se stejným faktorem.

Determinanty se pouºívají p°i °e²ení je²t¥ mnoha dal²ích geometrických problém· [Berger, 1987; Dat-
torro, 2011; Ratschek and Rokne, 2003]. Výpo£tem determinantu tak nap°íklad snadno rozhodneme, zda
daný bod v rovin¥ leºí uvnit° £i vn¥ kruºnice zadané svými t°emi body, a podobn¥ ve vy²²ích dimenzích.

Zmi¬me úlohu, která souvisí s objemem rovnob¥ºnost¥nu, a tour£ení objemu mnohost¥nu sn + 1
vrcholy v Rn . Bez újmy na obecnosti nech´ je jeden vrchola0 v po£átku a ostatní mají pozicea1; : : : ; an 2
Rn . De�nujme matici A 2 Rn� n tak, ºe její sloupce jsou vektory a1; : : : ; an . Pak objem mnohost¥nu je
1
n! j det(A)j, £ili tvo°í jen £ást rovnob¥ºnost¥nu danou faktorem1 : n!.

P°edchozí zp·sob výpo£tu objemu mnohost¥nu p°edpokládal,ºe známe pozice jednotlivých vrchol·
v prostoru Rn . V n¥kterých p°ípadech (nap°. molekulární biologie) jsou ale známy pouze vzdálenosti
dij = kai � aj k mezi jednotlivými vrcholy, tj. délky hran mnohost¥nu. V tomto p°ípad¥ spo£ítáme objem
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pomocí tzv. Cayleyho�Mengerova determinantu jako

(� 1)n� 1

2n (n!)2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

0 1 1 1 : : : 1
1 0 d2

01 d2
02 : : : d2

0n
1 d2

10 0 d2
12 : : : d2

1n
1 d2

20 d2
21 0 : : : d2

2n
...

...
...

. . .
...

1 d2
n0 d2

n1 d2
2n : : : 0

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Problémy
9.1. Dokaºte multiplikativnost determinantu p°ímo ze sloupcové linearity determinantu.

9.2. Dokaºte, ºe v kaºdém kroku Gaussovy�Jordanovy eliminace se kaºdý nenulový prvek matice dá
vyjád°it bu¤ jako determinant, nebo podíl dvou determinant · podmatic p·vodní matice.

Speciáln¥, bu¤ A 2 Rn� n a ozna£me jakoA i její levou horní podmatici velikosti i (tj. vznikne
z A odstran¥ním posledníchn � i °ádk· a sloupc·). Jsou-li matice A1; : : : ; An regulární, pak víme
z problému 3.5, ºe maticeA jde upravit na odstup¬ovaný tvar A0 bez vým¥ny °ádk·. Ukaºte, ºe
pivoty a0

11; : : : ; a0
nn tohoto odstup¬ovaného tvaru jdou vyjád°it jako a0

ii = det( A i )
det( A i � 1 ) , i = 1 ; : : : ; n,

p°i£emº dode�nujeme det(A0) = 1 .

9.3. Bu¤ S mnoºina v²ech matic °ádu n obsahujících pouze prvky0 a 1. Ukaºte, ºe pr·m¥rný deter-
minant matice z S je roven 0.

9.4. Pomocí Cramerova pravidla odvo¤te vzorec pro inverznímatici a porovnejte jej s adjungovanou
maticí.

9.5. Pomocí v¥ty o adjungované matici odvo¤te Cramerovo pravidlo.

9.6. Rozhodn¥te, zdaadj(AB ) = adj( BA ) pro libovolné matice A; B 2 Rn� n .
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Shrnutí ke kapitole 9. Determinanty

Determinant matice A je £íselná charakteristika matice a lze spo£ítat efektivn¥po-
mocí Gaussovy eliminace � sta£í jen ur£it, jak elementární úpravy m¥ní determi-
nant matice. Determinant mj. udává, zda matice je regulární£i singulární, a pomocí
determinantu m·ºeme také explicitn¥ vyjád°it °e²ení soustavy Ax = b s regulární
maticí A. Podobn¥ m·ºeme explicitn¥ vyjád°it inverzi regulární matice, coº vede na
pojem adjungovaná matice. Geometricky pak determinant reprezentuje koe�cient, se
kterým se m¥ní objem t¥les p°i lineárním zobrazeníx 7! Ax ; speciáln¥ udává objem
rovnob¥ºnost¥nu jehoº hrany jsou dané °ádky maticeA.



Kapitola 10

Vlastní £ísla

Vlastní £ísla (d°íve téº nazývaná �charakteristická £ísla� ), podobn¥ jako determinant, p°edstavují ur£i-
tou charakteristiku matice. Poskytují o matici a o odpovídajícím lineárním zobrazení mnoho d·leºitých
informací.

De�nice 10.1 (Vlastní £ísla a vlastní vektory). Bu¤ A 2 Cn� n . Pak � 2 C je vlastní £íslo matice A a
x 2 Cn jemu p°íslu²ný vlastní vektor, pokud Ax = �x , x 6= o.

Zde je nutné zmínit, ºe x 6= o je nezbytná podmínka, protoºe pro x = o by rovnost byla triviáln¥
spln¥na pro kaºdé� 2 C. Na druhou stranu, � = 0 klidn¥ m·ºe nastat.

Pov²imn¥me si dále, ºe vlastní vektor p°i daném vlastním £ísle není ur£en jednozna£n¥ � kaºdý jeho
nenulový násobek je také vlastním vektorem. N¥kdy se proto vlastní vektor normuje tak, aby kxk = 1 .

P°irozen¥, vlastní £ísla a vektory lze de�novat stejn¥ nad jakýmkoli jiným t¥lesem. My z·staneme u R
resp. C. Jak uvidíme pozd¥ji, komplexním £ísl·m se nevyhneme i kdyºmatice A je reálná.

Vlastní £ísla se dají zavést i obecn¥ji. Bu¤V vektorový prostor a f : V ! V lineární zobrazení. Pak�
je vlastní £íslo ax 6= o p°íslu²ný vlastní vektor, pokud platí f (x) = �x . My se v²ak vesm¥s budeme zabývat
vlastními £ísly matic, protoºe vzhledem k maticové reprezentaci lineárních zobrazení m·ºeme úlohu hledání
vlastních £ísel a vektor· lineárních zobrazení na kone£n¥ generovaných prostorech redukovat na matice.

P°íklad 10.2 (Geometrická interpretace vlastních £ísel a vektor·). Vlastní vektor reprezentuje invariantní
sm¥r p°i zobrazeníx 7! Ax , tedy sm¥r, který se zobrazí op¥t na ten samý sm¥r. Jinými slovy, je-li v vlastní
vektor, pak p°ímka spanf vg se zobrazí do sebe sama. Vlastní £íslo pak p°edstavuje ²kálování v tomto
invariantním sm¥ru.

� P°eklopení dle p°ímkyy = � x, matice zobrazeníA =
�

0 � 1
� 1 0

�
:

x

y

vlastní £íslo 1, vlastní vektor (� 1; 1)T ,

x

y

vlastní £íslo � 1, vlastní vektor (1; 1)T .
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� Rotace o úhel90� , matice zobrazeníA =
�

0 � 1
1 0

�
:

x

y

ºádná reálná vlastní £ísla.

V¥ta 10.3 (Charakterizace vlastních £ísel a vektor·). Bu¤ A 2 Cn� n . Pak

(1) � 2 C je vlastním £íslemA práv¥ tehdy, kdyºdet(A � �I n ) = 0 ,

(2) x 2 Cn je vlastním vektorem p°íslu²ným k vlastnímu £íslu� 2 C práv¥ tehdy, kdyº o 6= x 2
Ker(A � �I n ).

D·kaz.

(1) � 2 C je vlastním £íslemA práv¥ tehdy, kdyº Ax = �I nx, x 6= o, neboli (A � �I n )x = o, x 6= o,
coº je ekvivalentní singularit¥ matice A � �I n , a to zase podmíncedet(A � �I n ) = 0 .

(2) Analogicky, x 2 Cn je vlastním vektorem k vlastnímu £íslu� 2 C práv¥ tehdy, kdyº (A � �I n )x = o,
x 6= o, tedy x je v jádru matice A � �I n .

D·sledkem v¥ty je, ºe k danému vlastnímu £íslu � p°íslu²í dim Ker( A � �I n ) = n � rank(A � �I n )
lineárn¥ nezávislých vlastních vektor·.

10.1 Charakteristický polynom

Nejprve nahlédneme, ºe vlastní £ísla trojúhelníkové matice jsou prvky na diagonále. To by nás mohlo
motivovat k tomu hledat vlastní £ísla obecných matic pomocíGaussovy eliminace. Bohuºel, elementární
úpravy m¥ní vlastní £ísla, a tak Gaussova eliminace pro výpo£et vlastních £ísel není obecn¥ pouºitelná.

Tvrzení 10.4 (Vlastní £ísla trojúhelníkové matice). Nech´ A 2 Cn� n je trojúhelníková matice. Pak její
vlastní £ísla jsou prvky na diagonále.

D·kaz. Matice A� �I n je také trojúhelníková, a proto její determinant je roven sou£inu prvk· na diagonále:
det(A � �I n) = ( a11 � � ) : : : (ann � � ). Podle v¥ty 10.3 jsou prvkya11; : : : ; ann vlastními £ísly maticeA.

P°íklad 10.5.

� Jednotková matice I n má vlastní £íslo 1, které je n-násobné. ProtoºeKer(A � �I n ) = Ker(0 n ),
mnoºina p°íslu²ných vlastních vektor· je Rn n f og.

� Nulová matice 0n má vlastní £íslo0, které je n-násobné. Mnoºina p°íslu²ných vlastních vektor· je
Rn n f og.

P°íklad 10.6. M¥jme matici A =
�

1:5 0:75
0 1

�
. P°íslu²né lineární zobrazeníx 7! Ax geometricky p°ed-

stavuje skosení a protáhnutí v osex1 o 50%, ve sm¥ru osyx2 nijak neprotahuje. Tuto transformaci ilustruje
obrázek Stádleckého mostu dole
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0

p·vodní obrázek

0

obrázek po transformaci

Vlastní £ísla matice A jsou 1:5 a 1, a jim p°íslu²ející vlastní vektory jsou (1; 0)T a (� 1:5; 1)T . První
vlastní £íslo a vektor °íkají, ºe se obrázek protáhne o 50% vesm¥ru osyx1. Druhé vlastní £íslo a vektor
°íkají, ºe se obrázek ve sm¥ru vektoru(� 1:5; 1)T nedeformuje. To se snadn¥ji nahlédne, pokud obrázek
umístíme tak, aby jeho svislá hrana byla nato£ena ve sm¥ru vektoru v = ( � 1:5; 1)T :

0

v

p·vodní obrázek

0

v

obrázek po transformaci

První £ást v¥ty 10.3 °íká, ºe� 2 C je vlastním £íslem maticeA práv¥ tehdy, kdyº matice A � �I n

je singulární, neboli det(A � �I n ) = 0 . Pokud se na� díváme jako na komplexní prom¥nnou, tak najít
vlastní £íslo je totéº jako najít °e²ení rovnice det(A � �I n ) = 0 . Rozepsáním determinantu z de�nice
dostane rovnice tvar

X

p2 Sn

sgn(p)
�
a1;p(1) � � 1;p(1) �

�
: : :

�
an;p(n) � � n;p(n) �

�
= 0 ;

kde � ij = 1 je koe�cient de�novaný takto: � ij = 1 pro i = j a � ij = 0 pro i 6= j . Tudíº levá strana rovnice
p°edstavuje polynom stupn¥ nanejvý²n v prom¥nné � , coº nás vede k zavedení následujícího pojmu.

De�nice 10.7 (Charakteristický polynom) . Charakteristický polynom matice A 2 Cn� n vzhledem k pro-
m¥nné� je pA (� ) = det( A � �I n ).

Z de�nice determinantu je patrné, ºe charakteristický polynom se dá vyjád°it v základním tvaru

pA (� ) = det( A � �I n ) = ( � 1)n � n + an� 1� n� 1 + : : : + a1� + a0
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pro ur£ité koe�cienty a0; a1; : : : ; an� 1 2 C. Snadno nahlédneme z vyjád°enídet(A � �I n ), ºe koe�cient
u mocniny � n je skute£n¥ roven(� 1)n , a proto má polynom stupe¬ n. Podobn¥ m·ºeme odvodit, ºe
an� 1 = ( � 1)n� 1(a11 + : : : + ann ) a po dosazení� = 0 získámea0 = det( A).

Podle základní v¥ty algebry (v¥ta 1.1) má tento polynomn komplexních ko°en· (v£etn¥ násobností),
ozna£me je� 1; : : : ; � n . Pak

pA (� ) = ( � 1)n (� � � 1) : : : (� � � n ):

Podle v¥ty 10.3(1) ko°eny polynomupA (� ) odpovídají vlastním £ísl·m matice A. Vlastních £ísel je tedyn,
zapo£ítáme-li i jejich násobnosti. Tímto jsme odvodili následující:1)

V¥ta 10.8. Vlastní £ísla matice A 2 Cn� n jsou práv¥ ko°eny jejího charakteristického polynomupA (� ),
a je jich n v£etn¥ násobností.

P°íklad 10.9. M¥jme matici A =
�

0 � 2
2 0

�
, obdobnou matici z p°íkladu 10.2. Pak

pA (� ) = det( A � �I n ) = det
�

� � � 2
2 � �

�
= � 2 + 4 :

Ko°eny polynomu, a tedy vlastními £ísly maticeA, jsou � 2i . Vlastní vektor p°íslu²ný 2i je (1; � i )T a
vlastní vektor p°íslu²ný � 2i je (1; i )T .

Výpo£et vlastních £ísel a vlastních vektor· v Matlabu / Octave:

>> [V,D] = eig([0 -2;2 0])
V~=

0.7071 + 0.0000i 0.7071 - 0.0000i
0.0000 - 0.7071i 0.0000 + 0.7071i

D =
0 + 2i 0

0 0 - 2i

Vlastní £ísla jsou umíst¥na na diagonále maticeD a vlastní vektory v odpovídajících sloupcích maticeV .
Charakteristický polynom matice A spo£ítáme p°íkazem

>> poly([0 -2;2 0])
ans =

1.0000 0 4.0000

Funkce vrátí vektor koe�cient· polynomu (� 1)n pA (� ) sestupn¥ podle mocniny u� .

Po£ítat vlastní £ísla jako ko°eny charakteristického polynomu není p°íli² efektivní. Jiº jenom ur£it jed-
notlivé koe�cienty tohoto polynomu není triviální úkol. Na víc, jak víme ze sekce 1.5, pro ko°eny polynomu
neexistuje ºádný vzore£ek ani kone£ný postup a po£ítají se iterativními metodami. Totéº platí i o vlastních
£íslech (uvidíme ve v¥t¥ 10.20).

De�nice 10.10 (Algebraická a geometrická násobnost vlastního £ísla). Bu¤ � 2 C vlastní £íslo matice
A 2 Cn� n . Algebraická násobnost� je rovna násobnosti� jakoºto ko°ene pA (� ). Geometrická násobnost
� je rovna n � rank(A � �I n ), tj. po£tu lineárn¥ nezávislých vlastních vektor·, které odpovídají � .

Algebraická násobnost je vºdy v¥t²í nebo rovna geometrickénásobnosti, coº vyplyne v sekci 10.4.
Nadále budeme pojem násobnost pouºívat pro algebraickou násobnost.

P°íklad 10.11.

� Matice ( 1 0
0 1 ) má vlastní £íslo1, které je dvojnásobné (algebraicky). Odpovídající vlastní vektor je

jakýkoli nenulový vektor, proto je geometrická násobnost vlastního £ísla1 také dva.

1) Alternativní odvození existence a po£tu vlastních £ísel bez pouºití determinantu je k nalezení nap°íklad v £lánku Axle r
[1995].
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� Matice ( 1 1
0 1 ) má vlastní £íslo1, které je dvojnásobné (algebraicky). Odpovídající vlastní vektor je

aº na násobek pouze(1; 0)T , proto je geometrická násobnost vlastního £ísla1 pouze jedna.

Pro následující tvrzení p°ipome¬me pojemstopamatice A 2 Cn� n , viz problém 8.1. Stopa je de�nována
jako sou£et diagonálních prvk· A a zna£í setrace(A), takºe trace(A) =

P n
i =1 aii .

Tvrzení 10.12 (Sou£in a sou£et vlastních £ísel). Bu¤ A 2 Cn� n s vlastními £ísly � 1; : : : ; � n . Pak

(1) det(A) = � 1 : : : � n ,

(2) trace(A) = � 1 + : : : + � n .

D·kaz.

(1) Víme, ºe det(A � �I n ) = ( � 1)n (� � � 1) : : : (� � � n ). Dosazením� = 0 dostáváme det(A) =
(� 1)n (� � 1) : : : (� � n ) = � 1 : : : � n .

(2) Porovnejme koe�cienty u � n� 1 r·zných vyjád°ení charakteristického polynomu. V rozvoji det(A �
�I n ) dostáváme, ºe koe�cient vznikne pouze ze sou£inu(a11 � � ) : : : (ann � � ), a má hodnotu
(� 1)n� 1(a11 + : : : + ann ). Koe�cient u � n� 1 v rozvoji (� 1)n (� � � 1) : : : (� � � n ) je o£ividn¥
(� 1)n (� � 1 � : : : � � n ). Porovnáním tedy (� 1)n� 1(a11 + : : : + ann ) = ( � 1)n (� � 1 � : : : � � n ).

Porovnáním koe�cient· u dal²ích £len· charakteristického polynomu dostaneme je²t¥ jiné vztahy mezi
prvky matice A a vlastními £ísly, ale jiº trochu komplikovan¥j²í.

Tvrzení 10.13 (Vlastnosti vlastních £ísel). Nech´ A 2 Cn� n má vlastní £ísla� 1; : : : ; � n a jim odpovídající
vlastní vektory x1; : : : ; xn . Pak:

(1) A je regulární práv¥ tehdy, kdyº0 není její vlastní £íslo,

(2) je-li A regulární, pak A � 1 má vlastní £ísla� � 1
1 ; : : : ; � � 1

n a vlastní vektoryx1; : : : ; xn ,

(3) A2 má vlastní £ísla� 2
1; : : : ; � 2

n a vlastní vektoryx1; : : : ; xn ,

(4) �A má vlastní £ísla�� 1; : : : ; �� n a vlastní vektoryx1; : : : ; xn ,

(5) A + �I n má vlastní £ísla� 1 + �; : : : ; � n + � a vlastní vektoryx1; : : : ; xn ,

(6) AT má vlastní £ísla� 1; : : : ; � n , ale vlastní vektory obecn¥ jiné.

D·kaz. Dokáºeme první dv¥ tvrzení, ostatní necháme £tená°i na rozmy²lení.

(1) A má vlastní £íslo0 práv¥ tehdy, kdyº 0 = det( A � 0I n ) = det( A), neboli kdyº A je singulární.

(2) Pro kaºdé i = 1 ; : : : ; n je Ax i = � i x i . P°enásobenímA � 1 dostanemex i = � i A � 1x i a vyd¥lením
� i 6= 0 pak A � 1x i = � � 1

i x i .

P°íklad 10.14. Uvaºujme matice

A =
�

0 1
0 0

�
; B =

�
0 0
1 0

�
:

Ob¥ mají v²echna vlastní £ísla nulová. Sou£et matic

A + B =
�

0 1
1 0

�

má vlastní £ísla� 1 a 1. Sou£in matic

AB =
�

1 0
0 0

�

má vlastní £ísla0 a 1. Z tohoto jednoduchého p°íkladu se dá usuzovat, ºe s£ítáníma násobením matic se
vlastní £ísla m¥ní a nedají se snadno odhadovat z vlastních £ísel p·vodních matic. Vlastní £ísla A + B i AB
m·ºou být dokonce libovoln¥ v¥t²í neº vlastní £ísla A; B . Toto je zp·sobeno jistou de�ciencí matic A; B .
Matice ur£itého typu (nap°. diagonalizovatelné probíranév sekci 10.3) se chovají rozumn¥ji a sou£tem £i
sou£inem takových matic nem·ºou vlastní £ísla nar·st zcelalibovoln¥.
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Poznámka 10.15 (Topologie mnoºiny regulárních matic). Mnoºina regulárních resp. singulárních matic
v prostoru Rn� n má ur£ité topologické vlastnosti. Obrázek dole ilustruje mnoºinu singulárních matic
°ádu 3 ve dvoudimenzionálním a�nním °ezu, který obsahuje matice tvaru

0

@
x y x
y x x
2 x y

1

A ; x; y 2 R:

Pr·se£íky v bodech (0; 0) a (2; 2) reprezentují matice hodnosti 1.

1

2

3

� 1

� 2

1 2 3� 1� 2� 3 0 x

y

Mnoºina regulárních matic je tzv. hustá mnoºina v prostoru Rn� n . To znamená, ºe kaºdá matice
A 2 Rn� n se dá vyjád°it jako limita vhodné posloupnosti regulárníchmatic. Snadno nahlédneme toto
pozorování z vlastnosti (5) tvrzení 10.13. Pro regulární matici A je pozorování z°ejmé, sta£í uvaºovat
posloupnost sloºenou pouze z maticeA. Je-li A singulární, pak A + 1

k I n je regulární pro dost velkék,
nebo´ nebude mít nulové vlastní £íslo. Tudíº máme posloupnost regulárních matic A + 1

k I n konvergující
k matici A pro k ! 1 .

Mnoºina regulárních matic je i tzv. otev°ená mnoºina v prostoru Rn� n (a tím pádem mnoºina singu-
lárních matic je uzav°ená). Tato vlastnost °íká, ºe pro kaºdou regulární matici A 2 Rn� n jsou i matice
v jejím okolí regulární. Tvrzení nahlédneme z toho, ºedet(A) 6= 0 a ºe determinant je spojitá funkce (viz
str. 165). Tudíº det(A0) 6= 0 i pro matice A0 z dostate£n¥ malého okolí kolem maticeA.

Víme, ºe i reálná matice m·ºe mít n¥která vlastní £ísla komplexní. Ta komplexní vlastní £ísla ale vºdy
m·ºeme spárovat do dvojic navzájem komplexn¥ sdruºených £ísel.

Tvrzení 10.16. Je-li � 2 C vlastní £íslo maticeA 2 Rn� n , pak i komplexn¥ sdruºené� je vlastním
£íslemA.

D·kaz. Víme, ºe � je ko°enempA (� ) = ( � 1)n � n + an� 1� n� 1 + : : : + a1� + a0 = 0 . Komplexním sdruºením
obou stran rovnosti máme(� 1)n �

n
+ an� 1�

n� 1
+ : : : + a1� + a0 = 0 , tedy i � je ko°enempA (� ).

De�nice 10.17 (Spektrum a spektrální polom¥r). Nech´ A 2 Cn� n má vlastní £ísla� 1; : : : ; � n . Pak spek-
trum matice A je mnoºina jejích vlastních £íself � 1; : : : ; � n g a spektrální polom¥rje � (A) = max i =1 ;:::;n j� i j.

P°íklad 10.18. Spektrum reálné matice je tedy mnoºina symetrická podle reálné osy v komplexní rovin¥.
Komplexní matice m·ºou mít za spektrum jakýchkoli n komplexních £ísel.
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� 1

� 2

� 3
� 4

� 5
Re

Im

0

� (A) Spektrum a spektrální polom¥r
reálné maticeA

Nyní ukáºeme, ºe výpo£et ko°en· polynomu lze p°evést na úlohu hledání vlastních £ísel ur£ité matice.

De�nice 10.19 (Matice spole£nice2) ). Bu¤ p(x) = xn + an� 1xn� 1 + : : : + a1x + a0. Pak matice spole£nice
polynomu p(x) je £tvercová matice °ádun de�novaná

C(p) :=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 : : : : : : 0 � a0

1
. . .

... � a1

0
. . . . . .

... � a2
...

. . . . . . 0
...

0 : : : 0 1 � an� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

V¥ta 10.20 (O matici spole£nici). Pro charakteristický polynom maticeC(p) platí pC(p) (� ) = ( � 1)n p(� ),
tedy vlastní £ísla maticeC(p) odpovídají ko°en·m polynomup(� ).

D·kaz. Upravme

pC(p)(� ) = det( C(p) � �I n ) = det

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� � : : : : : : 0 � a0

1
. . .

... � a1

0
. . . . . .

... � a2
...

. . . . . . � �
...

0 : : : 0 1 � an� 1 � �

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

P°i£tením � -násobku posledního °ádku k p°edposlednímu, pak� -násobku p°edposledního °ádku k p°ed-
p°edposlednímu, atd. dostaneme

pC(p) (� ) = det

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 : : : : : : 0 � p(� )

1
. . .

...
...

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 � an� 2 � an� 1� � � 2

0 : : : 0 1 � an� 1 � �

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Laplaceovým rozvojem podle prvního °ádku pakpC(p)(� ) = ( � 1)n+1 (� p(� )) det( I n� 1) = ( � 1)n p(� ).

V¥ta má mj. za d·sledek, ºe úloha hledání ko°en· reálných polynom· a vlastních £ísel matic jsou na
sebe navzájem p°evoditelné: v¥ta 10.8 redukuje hledání vlastních £ísel matice na hledání ko°en· polynomu,
a v¥ta 10.20 to d¥lá naopak. S ohledem na poznámku 1.2 to znamená, ºe vlastní £ísla obecn¥ m·ºeme

2) V angli£tin¥ companion matrix . V £e²tin¥ se pouºívají r·zné termíny, nap°. také doprovodn á matice polynomu, matice
p°idruºená polynomu apod.
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po£ítat pouze numericky, ºádné vyjád°ení vzorcem s aritmetickými operacemi a odmocninami neexistuje
(praktické numerické metody jsou ale efektivní). Zatímco vlastní £ísla se p°es ko°eny charakteristického
polynomu v praxi nepo£ítají, opa£ný postup pouºitelný je (ikdyº se vyuºívají spí² specializované metody).
Zajímavostí je, ºe nap°íkladMatlab po£ítá charakteristický polynom pA (� ) matice A tak, ºe najde vlastní
£ísla � 1; : : : ; � n a pak roznásobí dvoj£leny ve výrazupA (� ) = ( � 1)n (� � � 1) : : : (� � � n ).

10.2 Cayleyho�Hamiltonova v¥ta

P°íklad 10.21. Abychom lépe porozum¥li následující v¥t¥, uvádíme p°íkladpolynomiální matice a ma-
ticového polynomu

�
� 2 � � 2� � 3

7 5� 2 � 4

�
= � 2

�
1 0
0 5

�
+ �

�
� 1 2

0 0

�
+

�
0 � 3
7 � 4

�
:

Jsou to dva zápisy stejné matice s parametrem� , a m·ºeme jednodu²e p°evést jeden zápis na druhý.
V r·zných situacích bývá výhodný jeden £i druhý tvar.

Následující v¥tu formulujeme pro komplexní matice, ale její platnost je ²ir²í � platí nad libovolným
t¥lesem a dokonce je²t¥ obecn¥ji nad tzv. komutativními okruhy [Horn and Johnson, 1985].

V¥ta 10.22 (Cayleyho�Hamiltonova 3) ). Bu¤ A 2 Cn� n a pA (� ) = ( � 1)n � n + an� 1� n� 1 + : : : + a1� + a0.
Pak

(� 1)n An + an� 1An� 1 + : : : + a1A + a0I n = 0 :

D·kaz. Víme, ºe pro adjungované matice platí(A � �I n ) adj(A � �I n ) = det( A � �I n )I n . Kaºdý prvek
adj(A � �I n ) je polynom stupn¥ nanejvý²n � 1 prom¥nné� , takºe se dá vyjád°it ve tvaru adj(A � �I n ) =
� n� 1Bn� 1 + : : : + �B 1 + B0 pro ur£ité Bn� 1; : : : ; B0 2 Cn� n . Dosazením máme

(A � �I n )( � n� 1Bn� 1 + : : : + �B 1 + B0) = det( A � �I n )I n =

= (( � 1)n � n + an� 1� n� 1 + : : : + a1� + a0)I n :

Roznásobením

� Bn� 1� n + ( AB n� 1 � Bn� 2)� n� 1 + : : : + ( AB 1 � B0)� + AB 0 =

= ( � 1)n � n I n + an� 1� n� 1I n + : : : + a1�I n + a0I n :

Porovnáním koe�cient·

� Bn� 1 = ( � 1)n I n ;

AB j � B j � 1 = aj I n ; j = 1 ; : : : ; n � 1;

AB 0 = a0I n :

Vynásobme první rovnici An , dal²í A j a posledníA0 = I n . Se£tením pak získáme

� AnBn� 1 + ( An Bn� 1 � An� 1Bn� 2) + : : : + ( A2B1 � AB 0) + AB 0 =

= 0 = ( � 1)n An + an� 1An� 1 + : : : + a1A + a0I n

Zkrácen¥ m·ºeme tvrzení Cayleyho�Hamiltonovy v¥ty vyjád° it jako pA (A) = 0 , tj. matice je sama
ko°enem svého charakteristického polynomu. P°estoºe v¥tam·ºe p·sobit jenom jako matematická zají-
mavost, má netriviální d·sledky.

D·sledek 10.23. Bu¤ A 2 Cn� n . Pak:

(1) Pro kaºdé k 2 N je Ak 2 spanf I n ; A; : : : ; A n� 1g, tedy Ak je lineární kombinací matic I n ; A; : : : ; A n� 1.

3) Arthur Cayley objevil tuto identitu roku 1858, William Rowa n Hamilton nezávisle na n¥m roku 1853, oba pouze pro
°ád 3. Na vy²²í °ády ji zobecnil aº Ferdinand Georg Frobenius roku 1878.
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(2) je-li A regulární, pak A � 1 2 spanf I n ; A; : : : ; A n� 1g.

D·kaz.

(1) Sta£í uvaºovat k � n. P°i d¥lení polynomu� k polynomempA (� ) se zbytkem tak vlastn¥ polynom� k

rozloºíme � k = r (� ) pA (� )+ s(� ), kde r (� ) je polynom stupn¥k� n a s(� ) = bn� 1� n� 1+ : : :+ b1� + b0

je zbytek. Pak

Ak = r (A) pA (A) + s(A) = s(A) = bn� 1An� 1 + : : : + b1A + b0I n :

(2) Víme pA (A) = ( � 1)n An + an� 1An� 1 + : : : + a1A + a0I n = 0 a a0 = det( A) 6= 0 z regularity A.
Tedy

I = �
(� 1)n

a0
An �

an� 1

a0
An� 1 � : : : �

a1

a0
A =

= A
�

�
(� 1)n

a0
An� 1 �

an� 1

a0
An� 2 � : : : �

a1

a0
I n

�
:

Tudíº vynásobením A � 1 dostáváme

A � 1 = �
(� 1)n

a0
An� 1 �

an� 1

a0
An� 2 � : : : �

a1

a0
I n :

Podle tohoto d·sledku lze velkou mocninuAk matice A spo£ítat alternativn¥ tak, ºe najdeme p°íslu²né
koe�cienty charakteristického polynomu a vyjád°íme Ak jako lineární kombinaci I n ; A; : : : ; A n� 1.

Podobn¥ m·ºeme vyjád°it i A � 1, a tím pádem vyjád°it °e²ení soustavyAx = b s regulární maticí jako
A � 1b = 1

a0
(� (� 1)n An� 1b � : : : � a1b). Podobný p°ístup se ob£as pouºívá pro °e²ení velmi rozm¥rných

soustav rovnic (tzv. Krylovova metoda), ale tam se uvaºuje trochu jiný polynom niº²ího stupn¥.

10.3 Diagonalizovatelnost

P°i °e²ení soustav lineárních rovnic pomocí Gaussovy�Jordanovy eliminace jsme pouºívali elementární
°ádkové úpravy. Ty nem¥ní mnoºinu °e²ení a upraví matici soustavy na tvar, ze kterého snadno vy£teme
°e²ení. Je p°irozené hledat analogické, spektrum nem¥nící, úpravy i na problém po£ítání vlastních £ísel.
Elementární °ádkové úpravy pouºít nelze, protoºe ty m¥ní spektrum. Vhodnou transformací je tzv. podob-
nost, protoºe ta spektrum nem¥ní. A pokud se nám poda°í touto transformací p°evést matici na diagonální
tvar, máme vyhráno � na diagonále jsou hledaná vlastní £ísla.

De�nice 10.24 (Podobnost). Matice A; B 2 Cn� n jsou podobné, pokud existuje regulárníS 2 Cn� n tak,
ºe A = SBS� 1.

Podobnost jde ekvivalentn¥ de�novat vztahem AS = SB pro n¥jakou regulární matici S. Tímto
p°episem m·ºeme i najít matici S, skrze kterou jsouA; B podobné (více viz Be£vá° [2005]).

P°íklad 10.25. Matice �
1 0
0 0

�
a

�
0 0
0 1

�

jsou si podobné skrze maticiS = ( 0 1
1 0 ).

V¥ta 10.26 (Vlastní £ísla podobných matic). Podobné matice mají stejná vlastní £ísla.

D·kaz. Z podobnosti matic existuje regulární maticeS taková, ºe A = SBS� 1. Pak

pA (� ) = det( A � �I n ) = det( SBS� 1 � �SI nS� 1) = det( S(B � �I n )S� 1) =

= det( S) det(B � �I n) det(S� 1) = det( B � �I n ) = pB (� ):

Ob¥ matice mají stejné charakteristické polynomy, tedy i vlastní £ísla.



182 Kapitola 10. Vlastní £ísla

P°íklad 10.27. Ukaºte, ºe podobnost jako binární relace je re�exivní, symetrická a tranzitivní. Tedy
jedná se o relaci ekvivalenci.

V¥ta ne°íká nic o vlastních vektorech, ty se m¥nit mohou. Co ale z·stává nem¥nné, je jejich po£et,
tedy po£et lineárn¥ nezávislých vlastních vektor·.

Tvrzení 10.28. Nech´ matice A; B 2 Cn� n jsou podobné a nech �́ je jejich vlastní £íslo. Pak po£et
vlastních vektor·, odpovídajících� , je stejný u obou matic.

D·kaz. Bu¤ A = SBS� 1. Dále víme, ºe po£et (lineárn¥ nezávislých) vlastních vektor·, které odpovídají
vlastnímu £íslu � matice A, je roven dimenziKer(A � �I n ), tedy £íslun � rank(A � �I n ). Protoºe hodnost
matice se nem¥ní p°enásobením regulární maticí, tak dostáváme

rank(A � �I n ) = rank( SBS� 1 � �I n ) = rank( SBS� 1 � �SS � 1) =

= rank( S(B � �I n )S� 1) = rank( B � �I n ):

Tudíº dimenze jádra obou matic A � �I n a B � �I n jsou stejné, a tím pádem i po£et vlastních vektor·.

Vlastní £ísla se podobnostní transformací nem¥ní, tedy jestliºe matici A p°evedeme podobnostní trans-
formací na diagonální £i obecn¥ji trojúhelníkovou, tak na diagonále najdeme její vlastní £ísla. Speciáln¥
ty matice, které jdou p°evést na diagonální tvar, mají obzvlá²t¥ p¥kné vlastnosti.

De�nice 10.29 (Diagonalizovatelnost). Matice A 2 Cn� n je diagonalizovatelná, pokud je podobná n¥jaké
diagonální matici.

Diagonalizovatelná maticeA jde tedy vyjád°it ve tvaru A = S� S� 1, kde S je regulární a � diagonální.
Tomuto tvaru se °íká spektrální rozklad, a to proto, ºe na diagonále matice� je spektrum matice A.

P°íklad 10.30. Ne kaºdá matice je diagonalizovatelná, nap°.

A =
�

0 1
0 0

�

není. Její vlastní £íslo (dvojnásobné) je0. Pokud by A byla diagonalizovatelná, pak by byla podobná
nulové matici, tedy A = S0S� 1 = 0 , coº je spor.

V¥ta 10.31 (Charakterizace diagonalizovatelnosti). Matice A 2 Cn� n je diagonalizovatelná práv¥ tehdy,
kdyº má n lineárn¥ nezávislých vlastních vektor·.

D·kaz. Implikace � ) � . Je-li A diagonalizovatelná, pak má spektrální rozkladA = S� S� 1, kde S je
regulární a � diagonální. Rovnost p°epí²emeAS = S� a porovnáním j -tých sloupc· dostaneme

AS� j = ( AS)� j = ( S�) � j = S� � j = S� j j ej = � j j S� j ;

coº m·ºeme názorn¥ zapsat jako

AS = A

0

@
j j

S� 1 : : : S� n

j j

1

A =

0

@
j j

(� 11S� 1) : : : (� nn S� n )
j j

1

A = S� :

Tedy � j j je vlastní £íslo aS� j je p°íslu²ný vlastní vektor. Sloupce maticeS jsou lineárn¥ nezávislé díky
její regularit¥.

Implikace � ( � . Analogicky opa£ným sm¥rem. NechÁ má vlastní £ísla� 1; : : : ; � n a jim p°íslu²í lineárn¥
nezávislé vlastní vektory x1; : : : ; xn . Sestavme regulární maticiS := ( x1 j � � � j xn ) a diagonální � :=
diag(� 1; : : : ; � n ). Pak

(AS)� j = AS� j = Ax j = � j x j = � j j S� j = S(� j j ej ) = S� � j = ( S�) � j :

Tedy AS = S� , z £ehoºA = S� S� 1.
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D·kaz v¥ty byl konstruktivní, tedy dává návod jak diagonali zovat matici ze znalosti vlastních £ísel a
vlastních vektor·. Podobn¥ i naopak ze znalosti spektrálního rozkladu A = S� S� 1 snadno ur£íme vlastní
vektory (jsou to sloupce maticeS v po°adí odpovídajícímu vlastním £ísl·m na diagonále� ).

Nediagonalizovatelné matice jsou ty, pro které nastávají ur£ité patologické situace, ale diagonalizova-
telné matice mají celou °adu p°irozených vlastností. Je-limatice A diagonalizovatelná, pak:

� Algebraická a geometrická násobnost kaºdého vlastního £ísla A je stejná.

(D·kaz. Ze spektrálního rozkladuA = S� S� 1. Na diagonále matice� se kaºdé vlastní £íslo objevuje
tolikrát, jaká je jeho algebraická násobnost. Ke kaºdému výskytu ale p°íslu²í jiný vlastní vektor, a
ty jsou lineárn¥ nezávislé, nebo´ tvo°í sloupce regulární matice S.)

� Hodnost matice A je rovna po£tu nenulových vlastních £íselA.

(D·kaz. Ze spektrálního rozkladu jerank(A) = rank( S� S� 1) = rank(�) = po£et nenulových vlast-
ních £ísel.)

Matice A = ( 0 1
0 0 ) z p°íkladu 10.30 není diagonalizovatelná a vý²e zmín¥né vlastnosti pro ni neplatí.

Poznámka 10.32 (Spektrální rozklad transponované matice). Je-li A = S� S� 1 spektrální rozklad ma-
tice A, pak transpozicí obou stran rovnosti dostaneme spektrálnírozklad transponované maticeAT =
S� T � ST . Vlastní £ísla z·stanou stejná, ale odpovídající vlastní vektory budou ve sloupcích maticeS� T .

Poznámka 10.33 (Geometrická interpretace diagonalizace). Jiný pohled na diagonalizaci je geometrický:
víme, ºe vlastní vektor p°edstavuje invariantní sm¥r p°i zobrazení x 7! Ax . Nyní si p°edstavme, ºeA
p°edstavuje matici n¥jakého lineárního zobrazeníf : Cn ! Cn vzhledem k bázi B . Bu¤ S = B 0[id]B
matice p°echodu odB k jiné bázi B 0. Pak SAS� 1 = B 0[id]B � B [f ]B � B [id]B 0 = B 0[f ]B 0 je matice
zobrazení f vzhledem k nové báziB 0. Nyní diagonalizovatelnost m·ºeme chápat jako hledání vhodné
bázeB 0, aby p°íslu²ná matice byla diagonální, a tak jednodu²e popisovala chování zobrazení.

Díky tomuto geometrickému pohledu snadno nahlédneme platnost v¥ty 10.26. Podobnost znamená
zm¥nu báze, ale nem¥ní samotné lineární zobrazeníf , takºe vlastní £ísla musí z·stat stejná.

P°íklad 10.34 (Geometrická interpretace diagonalizace). Bu¤

A =
�

3 1
1 3

�
:

Vlastní £ísla a vlastní vektory maticeA jsou:

� 1 = 4 ; x1 = (1 ; 1)T ; � 2 = 2 ; x2 = ( � 1; 1)T :

Diagonalizace má tvar:

A = S� S� 1 =
�

1 � 1
1 1

� �
4 0
0 2

�  
1
2

1
2

� 1
2

1
2

!

:

Geometrická interpretace: V sou°adném systému vlastních vektor· je matice zobrazení diagonální a zobra-
zení p°edstavuje jen ²kálování na osách. Na obrázku dole je znázorn¥ný jednotkový £tverec a jeho obraz p°i
zobrazeníf : x 7! Ax . Nalevo je situace, kdy pracujeme v sou°adném systému kanonické báze, a napravo
v sou°adném systému báze z vlastních vektor·.

f

0 x

y

1

1

f

0 x

y

x0

y0

1

4

1

2
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Poznámka 10.35 (Geometrická interpretace diagonalizace reálné matice). Uvaºujme matici rotace v R2

o úhel '

A =
�

cos' � sin '
sin ' cos'

�
:

Snadno ov¥°íme, ºe vlastní £ísla matice jsoucos' � i sin ' , nebo´
�

cos' � sin '
sin ' cos'

� �
1

� i

�
= (cos ' + i sin ' )

�
1

� i

�
;

�
cos' � sin '
sin ' cos'

� �
1
i

�
= (cos ' � i sin ' )

�
1
i

�
:

Tedy matice A je podobná matici
�

cos' + i sin ' 0
0 cos' � i sin '

�
:

Tento postup m·ºeme pouºít i naopak. Nech´ reálná diagonalizovatelná maticeA0 2 R2� 2 má komplexní
vlastní £íslaa � ib (jinak má dv¥ reálná vlastní £ísla). Je tak podobná matici

�
a + ib 0

0 a � ib

�
:

Ozna£mer :=
p

a2 + b2. Pak a + ib = r (cos' + i sin ' ) a a � ib = r (cos' � i sin ' ) pro ur£ité ' . Tudíº
matice A0 je také podobná matici

r
�

cos' � sin '
sin ' cos'

�
: (10.1)

To znamená, ºe v ur£itém sou°adném systému p°edstavuje zobrazení f : x 7! A0x rovnom¥rné nataºení
o faktor r a oto£ení o úhel' .

Podobn¥ m·ºeme interpretovat kaºdou reálnou diagonalizovatelnou matici A 2 Rn� n . Matice A má
reálná vlastní £íslac1; : : : ; c̀ a komplexní vlastní £íslaa1 � ib1; : : : ; ak � ibk , kde 2k + ` = n. Matice A je
tedy podobná diagonální matici s vlastními £ísly na diagonále. Bloky velikosti 2 s vlastními £ísly ai � ibi

nahradíme podobnou maticí ve tvaru(10:1). Matice A tak je podobná blokov¥ diagonální matici s bloky
o velikosti 1 a 2. Bloky velikosti 1 jsou reálná £íslac1; : : : ; c̀ a bloky velikosti 2 jsou tvaru

r i

�
cos' i � sin ' i

sin ' i cos' i

�
; i = 1 ; : : : ; k:

V ur£itém sou°adném systému tedy zobrazeníf : x 7! Ax p°edstavuje kombinaci nataºení ve sm¥ru
sou°adných os a n¥kolika oto£ení v rovinách dvojic sou°adných os. To nám dává interpretaci diagonalizace
reálné matice bez pouºití komplexních £ísel.

Nyní ukáºeme, ºe r·zným vlastním £ísl·m odpovídají lineárn¥ nezávislé vlastní vektory.

Tvrzení 10.36 (Vlastní vektory r·zných vlastních £ísel) . Nech´ � 1; : : : ; � k jsou navzájem r·zná vlastní
£ísla (ne nutn¥ v²echna) maticeA 2 Cn� n . Pak odpovídající vlastní vektoryx1; : : : ; xk jsou lineárn¥
nezávislé.

D·kaz. Matematickou indukcí podle k. Pro k = 1 z°ejmé, nebo´ vlastní vektor je nenulový.
Induk£ní krok k  k � 1. Uvaºme lineární kombinaci

� 1x1 + : : : + � kxk = o: (10.2)

Pak p°enásobením maticíA dostaneme

A(� 1x1 + : : : + � kxk ) = � 1Ax 1 + : : : + � kAx k = � 1� 1x1 + : : : + � k � kxk = o: (10.3)
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Ode£tením� k -násobku(10:2) od (10:3) dostaneme

� 1(� 1 � � k )x1 + : : : + � k� 1(� k� 1 � � k )xk� 1 = o:

Z induk£ního p°edpokladu jsoux1; : : : ; xk� 1 lineárn¥ nezávislé, tedy� 1 = : : : = � k� 1 = 0 . Dosazením do
(10:2) máme � kxk = o, neboli � k = 0 .

D·sledek 10.37. Pokud maticeA 2 Cn� n má n navzájem r·zných vlastních £ísel, pak je diagonalizova-
telná.

Nyní p°edvedeme n¥kolik teoretických i praktických aplikací diagonalizace.

Tvrzení 10.38. Bu¤ A; B 2 Cn� n . Pak matice AB i BA mají stejná vlastní £ísla v£etn¥ násobností.

D·kaz. Matice �
AB 0
B 0

�
resp.

�
0 0
B BA

�

jsou blokov¥ trojúhelníkové, proto mají stejná vlastní £ísla jako AB resp.BA , plus navícn-násobné vlastní
£íslo 0. Nyní sta£í ukázat shodu spekter obou blokových matic. Tytomatice jsou podobné skrze matici
S =

�
I A
0 I

�
, nebo´ �

AB 0
B 0

� �
I A
0 I

�
=

�
AB ABA
B BA

�
=

�
I A
0 I

� �
0 0
B BA

�

P°edchozí v¥ta platí i pro obdélníkové maticeA; B T 2 Rm� n , ale zn¥ní platí pouze pro nenulová vlastní
£ísla; násobnost nulových vlastních £ísel m·ºe být (a typicky je) odli²ná.

P°íklad 10.39 (Mocnina matice). Bu¤ A = S� S� 1 spektrální rozklad matice A 2 Cn� n . Pak A2 =
S� S� 1S� S� 1 = S� 2S� 1. Obecn¥ji:

Ak = S� kS� 1 = S

0

B
@

� k
1 0 0

0
. . . 0

0 0 � k
n

1

C
A S� 1:

M·ºeme studovat i asymptotické chování. Zjednodu²en¥:

lim
k!1

Ak = S

0

B
@

lim k!1 � k
1 0 0

0
. . . 0

0 0 limk!1 � k
n

1

C
A S� 1 =

=

8
><

>:

0; pokud � (A) < 1;

diverguje; pokud � (A) > 1;

konverguje / diverguje; pokud � (A) = 1 :

P°ípad � (A) = 1 se nedá obecn¥ rozhodnout: ProA = I n matice konverguje k I n , pro A = � I n matice
osciluje meziI n a � I n .

Zde je op¥t namíst¥ sledovat geometrickou paralelu pro lineární zobrazeníx 7! Ax . Mocn¥ní maticeA
odpovídá skládání zobrazení se sebou samým. Pokud jsou vlastní £ísla v absolutní hodnot¥ men²í neº1
(tj., � (A) < 1), tak lineární zobrazení kontrahuje vzdálenosti a proto konverguje k nule prok ! 1 . Pokud
je alespo¬ jedno vlastní £íslo v absolutní hodnot¥ v¥t²í neº1, pak lineární zobrazení ve sm¥ru vlastního
vektoru roztahuje vzdálenosti, a proto diverguje prok ! 1 . Mezní p°ípad, kdy � (A) = 1 je nejzajímav¥j²í.
Tento p°ípad nastává nap°íklad pro ortogonální matice nebomatice Markovových °et¥zc·, které zmíníme
v p°íkladu 10.61.

P°íklad 10.40 (Rekurentní vzore£ky a Fibonacci). Uvaºujme posloupnosta1; a2; : : : zadanou rekurentním
vztahem

an = pan� 1 + qan� 2;
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kde a1; a2 jsou dané první hodnoty posloupnosti ap; q konstanty. Ukáºeme, jak �rozbít� rekurzi a vyjád°it
explicitn¥ n-tý prvek posloupnosti. Uvedený postup funguje i na sloºit¥j²í rekurze, kdy an závisí na více
neº dvou p°edchozích £lenech.

Rekurenci vyjád°íme maticov¥
�

an

an� 1

�
=

�
p q
1 0

� �
an� 1

an� 2

�
:

Ozna£íme-li

xn :=
�

an

an� 1

�
; A =

�
p q
1 0

�
;

pak rekurence má tvar
xn = Ax n� 1 = A2xn� 2 = : : : = An� 2x2:

Pot°ebujeme tedy ur£it vy²²í mocninu matice A. K tomu poslouºí postup z p°íkladu 10.39. Diagonalizujeme
A = S� S� 1, a pak xn = S� n� 2S� 1x2. Nyní jsme hotovi, explicitní vyjád°ení an je skryto v první sloºce
vektoru xn = S� n� 2S� 1x2.

Ukáºeme postup konkrétn¥ pro Fibonacciho posloupnost, která je daná rekurencían = an� 1 + an� 2 a
prvními £leny a1 = a2 = 1 . Ozna£me' := 1

2(1 +
p

5) hodnotu zlatého °ezu. Nyní

x2 =
�

1
1

�
; A =

�
1 1
1 0

�
= S� S� 1;

kde

S =
�

� 1 '
' 1

�
; S� 1 =

p
5

5

�
1 � ' 1

1 ' � 1

�
; � =

�
1 � ' 0

0 '

�
:

Tudíº

an = S1� � n� 2S� 1x2 =
5 � 3

p
5

10
(1 � ' )n� 2 +

5 + 3
p

5
10

' n� 2;

coº se dá snadno p°epsat do b¥ºn¥ji pouºívaného tvaru

an = �

p
5

5
(1 � ' )n +

p
5

5
' n :

P°íklad 10.41 (Diskrétní a rychlá Fourierova transformace, viz p°íklad 3.57). Uvaºujme dva polynomy

p(x) =
P m

k=0 akxk = a0 + a1x + : : : + am xm ;

q(x) =
P m

k=0 bkxk = b0 + b1x + : : : + bm xm ;

kde ne nutn¥am 6= 0 , bm 6= 0 . Na²ím cílem je rychle vynásobit tyto polynomy, a tedy získat polynom

p(x)q(x) =
P 2m

k=0

� P min f k;m g
j =max f 0;k � mg aj bk� j

�
xk

= a0b0 + ( a0b1 + a1b0)x + : : : + am bmx2m :

Tento problém se vyskytuje nejenom u násobení polynom·, aleanalogická operace se provádí i p°i oby£ej-
ném násobení £ísel nebo p°i diskrétní konvoluci kone£ných posloupností.

Sou£inp(x)q(x) budeme reprezentovat maticov¥, a sice tak, ºe polynomp(x) zakódujeme do matice a
polynom g(x) do vektoru s p°íslu²nými koe�cienty (prázdná polí£ka jsou nuly):

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

a0

a1 a0
... a1

. . .

am
...

. . . a0

am a1
. . .

...
am

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
@

b0

b1
...

bm

1

C
C
C
A

: (10.4)
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Výsledkem sou£inu bude vektor koe�cient· polynomu p(x)q(x). Aby se s maticí a vektory lépe pracovalo,
roz²í°íme je na velikostn = 2m + 1 a doplníme nulami. Pokud navíc de�nujemeam+1 = : : : = an� 1 = 0 ,
bm+1 = : : : = bn� 1 = 0 , má výraz (10:4) tvar

Ab =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

a0 an� 1 : : : a2 a1

a1 a0 an� 1 a2
...

. . . . . . . . .
...

an� 2
. . . . . . an� 1

an� 1 an� 2 : : : a1 a0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
@

b0
...

bm
...

bn

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Matice, které jsou ve tvaru jako má matice A, se nazývají cirkulanty. Tyto matice mají pozoruhodné
vlastnosti. Jedna z nich je, ºe její vlastní vektory nezávisí na konkrétních hodnotách a0; : : : ; an� 1, ale
pouze na struktu°e cirkulantu. Vlastní £ísla maticeA se pak dají jednodu²e dopo£ítat ze znalosti vlastních
vektor·. Navíc je matice A diagonalizovatelná, m·ºeme ji tedy vyjád°it ve tvaru A = S� S� 1, kdeS 2 Cn� n

se skládá z vlastních vektor· matice A a � 2 Cn� n je diagonální matice s vlastními £ísly maticeA na
diagonále. Pro matici S navíc platí S� 1 = 1

n S
T

. Sou£inAb se dá nyní vyjád°it jako

Ab = S� 1
n S

T
b:

Sou£inAb m·ºeme tedy vyjád°it pomocí t°í operací: vynásobení postupn¥ t°emi maticemi 1
n S

T
, � a S. Po-

kud si matici S p°edstavíme jako matici p°echodu z báze vlastních vektor· do kanonické báze, pak první
operace p°evede vektorb do sou°adného systému vlastních vektor· (tzv.diskrétní Fourierova transfor-
mace), druhá provede hlavní operaci a t°etí p°evede výsledný vektor zp¥t do kanonické báze (tzv.inverzní
Fourierova transformace). Druhá operace je z°ejm¥ triviální, protoºe� je diagonální.

Na první pohled se m·ºe zdát, ºe jsme celý problém pouze zkomplikovali. Nicmén¥, za pouºití vhodných
algoritm· (zaloºených nap°. na principu rozd¥l a panuj) lze vynásobení vektoru b maticí 1

n S
T

provést
v £ase, který je úm¥rný funkcin log(n). Podobn¥ pro násobení maticíS. To je asymptoticky výrazné
vylep²ení oproti oby£ejnému maticovému sou£inuAb, který vyºaduje °ádov¥ 2n2 aritmetických operací.
Takto vylep²ená metoda se nazývárychlá Fourierova transformace a je to jeden z nejvýznamn¥j²ích
numerických algoritm·, viz bod 8 na stran¥ 223. Krom¥ efektivního násobení velkých £ísel nebo polynom·
má velké vyuºití ve zpracováni signál· a obraz·, pro kompresi dat atp.

10.4 Jordanova normální forma

Nejjednodu²²í tvar matice, ke kterému lze dosp¥t pomocí elementárních °ádkových úprav, je redukovaný
odstup¬ovaný tvar. Jaký v²ak je nejjednodu²²í tvar matice, ke kterému lze dosp¥t pomocí podobnosti?
Diagonální matice to není, protoºe jiº víme, ºe ne v²echny matice jsou diagonalizovatelné. Nicmén¥ kaºdou
matici lze podobnostní transformací p°evést na pom¥rn¥ jednoduchý tvar, nazývaný Jordanova normální
forma.4)

De�nice 10.42 (Jordanova bu¬ka). Bu¤ � 2 C, k 2 N. Jordanova bu¬kaJk (� ) je £tvercová matice °ádu
k de�novaná

Jk (� ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 : : : 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1
0 : : : : : : 0 �

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Jordanova bu¬ka má vlastní £íslo� , které je k-násobné, a p°íslu²í mu pouze jeden vlastní vektor
e1 = (1 ; 0; : : : ; 0)T , protoºe matice Jk (� ) � �I k má hodnost k � 1.

4) Autorem je francouzský matematik Marie Ennemond Camille Jo rdan. Spolutv·rcem Gaussovy�Jordanovy eliminace je
v²ak n¥kdo jiný, n¥mecký geodet Wilhelm Jordan.
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De�nice 10.43 (Jordanova normální forma). Matice J 2 Cn� n je v Jordanov¥ normální form¥, pokud
je v blokov¥ diagonálním tvaru

J =

0

B
B
B
B
@

Jk1 (� 1) 0 : : : 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 Jkm (� m )

1

C
C
C
C
A

a na diagonále jsou Jordanovy bu¬kyJk1 (� 1); : : : ; Jkm (� m ).

Hodnoty � i a ki nemusí být navzájem r·zné. Stejn¥ tak n¥jaká Jordanova bu¬ka se m·ºe vyskytovat
vícekrát.

Z°ejm¥ pokud v²echny Jordanovy bu¬ky mají velikost1, pak matice J je diagonální. Obecn¥ je matice
J horní trojúhelníková, a proto jsou hodnoty � 1; : : : ; � m její vlastní £ísla s p°íslu²nými násobnostmi.

V¥ta 10.44 (O Jordanov¥ normální form¥). Kaºdá matice A 2 Cn� n je podobná matici v Jordanov¥
normální form¥. Tato matice je aº na po°adí bun¥k ur£ena jednozna£n¥.

Idea d·kazu. Úplný d·kaz viz nap°. [Be£vá°, 2005; Bican, 2009; Horn and Johnson, 1985]. Zde °ekneme
alespo¬ pár my²lenek z d·kazu a konstrukce Jordanovy normální formy. Hledáme tedy bázi, v·£i níº má
zobrazeníx 7! Ax Jordanovu normální formu. Ukáºeme, jak vypadají Jordanovybu¬ky a odpovídající
£ást báze pro vlastní £íslo� . Bez újmy na obecnost bu¤� = 0 , jinak pouºijeme transformaci A � �I n .

Uvaºujme podprostory Cn :

Ker(A) $ Ker(A2) $ � � � $ Ker(Ap) = Ker( Ap+1 ) = : : :

Bu¤ v 2 Ker(Ap) n Ker(Ap� 1), a uvaºujme bázi B tvo°enou vektory Ap� 1v; : : : ; Av; v. Na podprostoru
generovaném t¥mito vektory pak lineární zobrazeníx 7! Ax má matici v·£i bázi B rovnou Jordanov¥
bu¬ceJp(0).

Podobn¥ dostaneme i ostatní Jordanovy bu¬ky, jen postup trochu zobecníme. Namísto vektoruv vez-
meme systém vektor· v1; : : : ; v` o velikosti ` = dim Ker( Ap) � dim Ker( Ap� 1), který dopl¬uje n¥jakou bázi
Ker(Ap� 1) na bázi Ker(Ap). Kaºdý z t¥chto vektor· je zdrojem °etízku vektor· Ap� 1vi ; : : : ; Av i ; vi , který
odpovídá Jordanov¥ bu¬ceJp(0); t¥chto bun¥k je tedy`. Pokud `0 := dim Ker( Ap� 1) � dim Ker( Ap� 2) � ` >
0, tak musíme vektory Av1; : : : ; Av` doplnit o nové vektory v`+1 ; : : : ; v`+ `0, aby op¥t dopl¬ovaly n¥jakou
bázi Ker(Ap� 2) na bázi Ker(Ap� 1). Tyto nové vektory se stanou základem °etízk· Ap� 2vj ; : : : ; Av j ; vj ,
které odpovídají `0 Jordanovým bu¬kám typu Jp� 1(0). Tento postup opakujeme aº do dimenze 1.

P°íklad 10.45. Matice

A =

0

B
B
B
B
@

5 � 2 2 � 2 0
0 6 � 1 3 2
2 2 7 � 2 � 2
2 3 1 2 � 4

� 2 � 2 � 2 6 11

1

C
C
C
C
A

má vlastní £ísla 5 (dvojnásobné) a 7 (trojnásobné). Protoºe 3 = rank( A � 5I 5) = rank( A � 5I 5)2, tak
budeme hledat dva °etízky o délce 1. Najdeme dva lineárn¥ nezávislé vektory x1; x2 2 Ker(A � 5I 5),
nap°íklad x1 = ( � 2; 1; 1; 0; 0)T a x2 = ( � 1; 1; 0; � 1; 1)T , a ty tvo°í základ hledané báze.

P°istupme k vlastnímu £íslu7. Nyní máme rank(A � 7I 5) = 3 a rank(A � 7I 5)2 = rank( A � 7I 5)3 = 2 .
Zvolíme tedy x4 2 Ker(A � 7I 5)2nKer(A � 7I 5), nap°íklad x4 = (1 ; 0; 1; 0; 0)T a potom p°íslu²nou £ást báze
tvo°í °etízek x3 = ( A � 7I 5)x4 = (0 ; � 1; 2; 3; � 4)T , x4. Posledním vektorem báze bude vektor zKer(A � 7I 5)
lineárn¥ nezávislý s vektoremx3, tedy nap°íklad x5 = (0 ; 1; 1; 0; 1)T .

Hledaná báze je tvo°ena vektoryx1; : : : ; x5. Dáme-li tyto vektory do sloupc· matice S, pak

J = S� 1AS =

0

B
B
B
B
@

5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 7 1 0
0 0 0 7 0
0 0 0 0 7

1

C
C
C
C
A
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je hledaná Jordanova normální forma maticeA.

Jordanova normální forma je nestabilní v tom smyslu, ºe i nepatrná zm¥na v p·vodní matici m·ºe
zp·sobit skokovou zm¥nu Jordanovy formy � není to tedy spojitá funkce vzhledem k prvk·m matice A.
To je také d·vod, pro£ t°eba výpo£etní systémMaple odmítl za°adit výpo£et Jordanovy formy do své
knihovny. Oproti tomu vlastní £ísla samotná jsou stabilní, protoºe p°edstavují spojité funkce vzhledem
k prvk·m matice A, viz Horn and Johnson [1985]; Meyer [2000].

D·kaz v¥ty 10.44 nazna£il postup jak spo£ítat Jordanovu normální formu pro danou matici A, te¤ se
ale zam¥°íme na ur£ité rysy Jordanovy formy. Z tvrzení 10.28víme, ºe po£et vlastních vektor· se nem¥ní
podobnostní transformací. Vzhledem k tomu, ºe kaºdé Jordanov¥ bu¬ce odpovídá jeden vlastní vektor,
tak jsme práv¥ odvodili:

Tvrzení 10.46. Po£et v²ech Jordanových bun¥k odpovídajících� je roven po£tu vlastních vektor· pro� .

Jako d·sledek dále dostáváme, ºe (algebraická) násobnost kaºdého vlastního £ísla� je vºdy v¥t²í nebo
rovna po£tu vlastních vektor·, které mu p°íslu²í (tedy geometrické násobnosti).

D·sledek 10.47. Násobnost vlastního £ísla je v¥t²í nebo rovna po£tu vlastních vektor·, které mu p°íslu²í.

Nicmén¥ ani tyto znalosti je²t¥ nemusí sta£it k ur£ení Jordanovy normální formy. Obecn¥ pot°ebujeme
znát je²t¥ n¥jakou informaci navíc, nap°íklad jak to d¥lá následující vzore£ek.

Poznámka 10.48 (Velikosti a po£et bun¥k). Po£et bun¥kJk (� ) matice A 2 Cn� n ve výsledné Jordanov¥
normální form¥ je roven

rank
�

~Ak� 1
�

� 2 rank
�

~Ak
�

+ rank
�

~Ak+1
�

;

kde ~A = A � �I n . D·kaz viz nap°. Horn and Johnson [1985]; Meyer [2000]. Vzore£ek je moºno téº odvodit
z my²lenky d·kazu v¥ty 10.44 o Jordanov¥ normální form¥. Podle úvahy kolem de�nice hodnoty `0 totiº
dim Ker( ~Ak ) � dim Ker( ~Ak� 1) = rank( ~Ak� 1) � rank( ~Ak ) udává po£et Jordanových bun¥k velikosti aspo¬k.
Tudíº rank( ~Ak� 1) � rank( ~Ak ) �

�
rank( ~Ak ) � rank( ~Ak+1 )

�
dává po£et Jordanových bun¥k velikosti aspo¬k,

ale ne víc neºk, £ili p°esn¥k.

Poznámka 10.49 (Zobecn¥né vlastní vektory). Bu¤ J Jordanova normální forma maticeA, tedy A =
SJS� 1 pro n¥jakou regulární matici S. Pokud je matice J diagonální, pak ve sloupcích maticeS jsou
vlastní vektory, které v po°adí odpovídají vlastním £ísl·m matice A, umíst¥ným na diagonále maticeJ .
Jak ale interpretovat sloupce maticeS (nazývané zobecn¥né vlastní vektory), pokudJ není diagonální?
Zam¥°me se na speciální p°ípad, kdyJ = Jk (� ) je jedna Jordanova bu¬ka, obecný p°ípad se vy°e²í
analogicky rozd¥lením na jednotlivé Jordanovy bu¬ky. NyníA � �I k = SJk (0)S� 1, z £ehoº

(A � �I k )k =
�
SJk (0)S� 1� k

= SJk (0)kS� 1 = S0S� 1 = 0 :

Tudíº (A � �I k)kS = 0 , coº znamená, ºe sloupce maticeS pat°í do jádra matice (A � �I k )k .
Souhrnem, bu¤ A 2 Cn� n a � 2 C vlastní £íslo. Prostor vlastních vektor·, p°íslu²ných k � , tvo°í jádro

matice A � �I n . Prostor zobecn¥ných vlastních vektor·, p°íslu²ných k � , tvo°í jádro matice (A � �I n )n .
Vlastních vektor· je plný po£et (tedy n) pouze, kdyº matice A je diagonalizovatelná. Na druhou stranu,
(lineárn¥ nezávislých) zobecn¥ných vlastních vektor· je vºdy n. To p°irozen¥ souvisí s tím, ºe kaºdá matice
je podobná matici v Jordanov¥ normální form¥.

V následujících p°íkladech ukáºeme n¥kolik aplikací Jordanovy normální formy.

P°íklad 10.50 (Mocn¥ní matice). Jiº v p°íkladu 10.39 jsme zmínili vyuºití diagonalizace pro po£ítání
mocniny matice. Pomocí Jordanovy normální formy m·ºeme tvrzení zobecnit pro libovolnéA 2 Cn� n :
Bu¤ A = SJS� 1, pak

Ak = SJkS� 1 = S

0

B
B
B
B
@

Jk1 (� 1)k 0 : : : 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 Jkm (� m )k

1

C
C
C
C
A

S� 1:
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Zde je t°eba si trochu rozmyslet, jak se chovají mocniny Jordanových bun¥k Jk i (� i )k , i = 1 ; : : : ; m.
Asymptoticky pak dostaneme stejn¥ jako pro diagonalizovatelné matice:

lim
k!1

Ak =

8
><

>:

0; pokud � (A) < 1;

diverguje; pokud � (A) > 1;

konverguje / diverguje; pokud � (A) = 1 :

P°íklad 10.51 (Maticová funkce). Poloºme si otázku: Jak zavést maticovou funkci jako nap°.cos(A),
eA , atp.? Pro reálnou funkci f : R ! R a matici A 2 Rn� n lze zavéstf (A) tak, ºe aplikujeme funkci na
kaºdou sloºku matice zvlá²´,

f (A) =

0

B
@

f (a11) : : : f (a1n )
...

...
f (an1) : : : f (ann )

1

C
A ; (10.5)

je sice moºné, ale moc p¥kných vlastností to mít nebude. Zkusme jiný p°ístup. P°edpokládejme, ºe funkce
f : R ! R se dá vyjád°it nekone£ným rozvojemf (x) =

P 1
i =0 ai x i ; reálné analytické funkce jako nap°.

sin(x), exp(x) aj. tento p°edpoklad spl¬ují. Pak je tedy p°irozené zavéstf (A) =
P 1

i =0 ai A i . Mocnit matice
jiº umíme, proto je-li A = SJS� 1, tak

f (A) =
1X

i =0

ai SJ i S� 1 = S

 
1X

i =0

ai J i

!

S� 1 = Sf (J )S� 1:

Dále snadno nahlédneme, ºe

f (J ) :=

0

B
B
B
B
@

f (Jk1 (� 1)) 0 : : : 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 f (Jkm (� m ))

1

C
C
C
C
A

:

Chybí tedy je²t¥ zavést obraz Jordanových bun¥kJk i (� i ). Pro ki = 1 je to triviální, jde o matici °ádu 1.
Pro ki > 1 je p°edpis sloºit¥j²í [Meyer, 2000]:

f (Jk i (� i )) :=

0

B
B
B
B
@

f (� i ) f 0(� i ) : : : f ( k i � 1) (� i )
(k i � 1)!

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . f 0(� i )
0 : : : 0 f (� i )

1

C
C
C
C
A

:

Nap°íklad funkce f (x) = x2 má maticové roz²í°ení f (A) = A2, jedná se tedy o klasické maticové
mocn¥ní. Na druhou stranu, p°edpis(10:5) by nazna£oval mocnit jednotlivé prvky matice zvlá²´, coº není
to, co bychom cht¥li.

Jiným p°íkladem maticové funkce je maticová exponenciálaeA =
P 1

i =0
1
i ! A

i : Jedno z mnoha vyuºití
je pro vyjád°ení rotací v prostoru R3. Matice eR , kde

R = �

0

@
0 � z y
z 0 � x

� y x 0

1

A

totiº popisuje matici rotace kolem osy se sm¥rnicí(x; y; z)T o úhel � podle pravidla pravé ruky.

P°íklad 10.52 (Soustava lineárních diferenciálních rovnic). Uvaºme tzv. soustavu lineárních diferenciál-
ních rovnic:

u(t)0 = Au(t) (10.6)
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kde A 2 Rn� n . Cílem je nalézt neznámou funkciu : R ! Rn spl¬ující tuto soustavu pro ur£itou po£áte£ní
podmínku tvaru u(t0) = u0. Diferenciální rovnice se objevují v úlohách, kde je pot°eba vyjád°it zm¥nu
v £ase, jako je kup°íkladu pohyb. ƒasto se proto vyskytují vefyzikáln¥ lad¥ných problémech (popis pohybu
vesmírných t¥les, proud¥ní vzduchu v meteorologii aj.), ale také v ekonomii (vývoj �nan£ních trh·) a
jiných disciplínách. Diferenciálními rovnicemi se obecn¥formuluje °ada fyzikálních zákon· i biologických
a ekonomických model·.

Pro p°ípad n = 1 je °e²ením diferenciální rovniceu(t)0 = au(t) funkce u(t) = v � eat , kde v 2 Rn je
libovolné (volí se tak, aby byla spln¥na po£áte£ní podmínka). To nás motivuje (ale je za tím hlub²í teorie)
hledat °e²ení obecného p°ípadu ve tvaru

u(t) = ( u1(t); : : : ; un (t)) = ( v1e�t ; : : : ; vne�t ) = e�t v;

kde vi ; � jsou neznámé,i = 1 ; : : : ; n. Dosazenímu(t) := e�t v do (10:6) dostaneme

�e �t v = e�t Av; neboli �v = Av:

To je p°ímo úloha výpo£tu vlastních £ísel a vektor·. Nech´ matice A má vlastní £ísla� 1; : : : ; � n a vlastní
vektory x1; : : : ; xn . Pak °e²ení(10:6) je u(t) =

P n
i =1 � i e� i tx i , kde � i 2 R se získá z po£áte£ních podmínek.

Uvaºme konkrétní p°íklad:

u0
1(t) = 7 u1(t) � 4u2(t);

u0
2(t) = 5 u1(t) � 2u2(t):

Matice A =
�

7 � 4
5 � 2

�
má vlastní £ísla2 a 3, jim odpovídají vlastní vektory (4; 5)T a (1; 1)T . •e²ení úlohy

jsou tvaru
�

u1(t)
u2(t)

�
= � 1e2t

�
4
5

�
+ � 2e3t

�
1
1

�
; � 1; � 2 2 R:

Pro °e²ení lineárních diferenciálních rovnic je tedy znalost vlastních £ísel a vlastních vektor· pot°ebná.
Jordanova normální forma se pouºije, pokud maticeA není diagonalizovatelná a de�cience po£tu vlastních
vektor· se projeví tím, ºe ve vyjád°ení u(t) nebudou � i jiº skaláry, ale polynomy prom¥nné t stup¬·
odpovídajících násobnostem� i .

Vlastní £ísla také ur£ují, jak se °e²eníu(t) chová v del²ím £ase. Pokud jsou vlastní £ísla záporná,e� i t

konverguje k nule pro t ! 1 . V tomto p°ípad¥ je úloha tzv. asymptoticky stabilní. Úloha je nestabilní,
pokud n¥jaké vlastní £íslo je kladné, protoºe potome� i t diverguje pro t ! 1 .

10.5 Symetrické matice

Reálné symetrické matice mají °adu pozoruhodných vlastností týkající se vlastních £ísel. Mezi st¥ºejní
vlastnosti pat°í to, ºe jsou vºdy diagonalizovatelné, jejich vlastní £ísla jsou reálná a vlastní vektory jdou
vybrat tak, aby byly na sebe kolmé.

Nejprve se podívejme na zobecn¥ní transpozice a symetrických matic pro komplexní matice.

De�nice 10.53 (Hermitovská matice a transpozice). Hermitovská transpozice5) matice A 2 Cn� n je
matice A � := A

T
. Matice A 2 Cn� n se nazýváhermitovská, pokud A � = A.

Hermitovská transpozice má podobné vlastnosti jako klasická transpozice, nap°.(A � )� = A, (�A )� =
�A � , (A + B )� = A � + B � , (AB )� = B � A � .

Pomocí hermitovské transpozice m·ºeme unitární matice (roz²i°ující pojem ortogonální matice pro
komplexní matice, viz de�nice 8.71) de�novat jako matice Q 2 Cn� n spl¬ující Q� Q = I n . Dále, normu
indukovanou standardním skalárním sou£inem vCn m·ºeme vyjád°it jako kxk =

p
x � x.

5) Charles Hermite (1822�1901) byl francouzský matematik. Do kázal mj., ºe e je transcendentní, to jest není ko°enem
ºádného polynomu s racionálními koe�cienty.
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P°íklad 10.54. Z matic �
2 1 + i

1 + i 5

�
;

�
2 1 + i

1 � i 5

�

je první symetrická, ale ne hermitovská, a druhá je hermitovská, ale ne symetrická. Pro reálné matice oba
pojmy splývají.

V¥ta 10.55 (Vlastní £ísla symetrických matic). Vlastní £ísla reálných symetrických (resp. obecn¥ji kom-
plexních hermitovských) matic jsou reálná.

D·kaz. Bu¤ A 2 Cn� n hermitovská a bu¤ � 2 C její libovolné vlastní £íslo ax 2 Cn p°íslu²ný vlastní
vektor jednotkové velikosti, tj. kxk2 =

p
x � x = 1 . P°enásobením rovniceAx = �x vektorem x � máme

x � Ax = �x � x = � . Nyní
� = x � Ax = x � A � x = ( x � Ax )� = � � :

Tedy � = � � , a proto musí být � reálné.

Pro srovnání, komplexní symetrické matice mohou mít ryze komplexní vlastní £ísla. Sta£í uvaºovat
diagonální matici s komplexními £ísly na diagonále.

P°íklad 10.56 (Vlastní £ísla matice projekce). Bu¤ P 2 Rn� n matice projekce do podprostoruU di-
menzed. Pro kaºdý vektor x 2 U platí Px = x. Tudíº 1 je vlastním £íslem a odpovídá mud vlastních
vektor· z báze prostoru U. Pro kaºdý vektor x 2 U? platí Px = o. Tedy 0 je vlastním £íslem a odpovídá
mu n � d vlastních vektor· z báze prostoru U? . Jiná vlastní £ísla uº matice P nemá, protoºe jsme na²li
n lineárn¥ nezávislých vlastních vektor·. Souhrnem, maticeprojekce má vlastní £ísla pouze0 a 1.

Následující v¥ta °íká, ºe symetrické matice jsou diagonalizovatelné6) . Navíc jsou diagonalizovatelné
speci�ckým zp·sobem: z vlastních vektor· lze vybrat ortono rmální systém, tedy matice podobnosti je
ortogonální.

V¥ta 10.57 (Spektrální rozklad symetrických matic). Pro kaºdou symetrickou matici A 2 Rn� n existuje
ortogonální Q 2 Rn� n a diagonální � 2 Rn� n takové, ºeA = Q� QT .

D·kaz. Matematickou indukcí podle n. P°ípad n = 1 je triviální: � = A, Q = 1 .
Induk£ní krok n  n � 1. Bu¤ � vlastní £ísloA a x odpovídající vlastní vektor normovaný kxk2 = 1 .

Dopl¬me x, jakoºto ortonormální systém (d·sledek 8.32), na ortogonální matici S := ( x j � � � ). Protoºe
(A � �I n )x = o, máme (A � �I n )S = ( o j � � � ), a tudíº ST (A � �I n )S = ST (o j � � � ) = ( o j � � � ). A jelikoº
je tato matice symetrická, máme

ST (A � �I n )S =
�

0 oT

o A0

�
;

kde A0 je n¥jaká symetrická matice °ádun � 1. Podle induk£ního p°edpokladu má spektrální rozklad
A0 = Q0� 0Q0T , kde � 0 je diagonální aQ0 ortogonální. Matice a rovnost roz²í°íme o jeden °ád takto:

�
0 oT

o A0

�
=

�
1 oT

o Q0

� �
0 oT

o � 0

� �
1 oT

o Q0T

�
;

coº snadno m·ºeme ov¥°it pronásobením. Ozna£me

R :=
�

1 oT

o Q0

�
; � 00:=

�
0 oT

o � 0

�
:

Matice R je ortogonální (v¥ta 8.76(4)) a matice� 00diagonální. Nyní m·ºeme psát

ST (A � �I n )S = R� 00RT ;

z £ehoº
A = SR� 00RTST + �I n = SR� 00RTST + �SRR TST = SR(� 00+ �I n )RTST :

Nyní máme hledaný rozkladA = Q� QT , kde Q := SR je ortogonální matice a� := � 00+ �I n je diagonální.

6) Augustin Louis Cauchy, rok 1829.
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Podobn¥ m·ºeme spektráln¥ rozloºit hermitovské maticeA = Q� Q� , kde Q je unitární matice.

Poznámka 10.58 (Jiná forma spektrálního rozkladu). Nech´ symetrická A 2 Rn� n má vlastní £ísla
� 1; : : : ; � n a odpovídající ortonormální vlastní vektory x1; : : : ; xn . Tedy ve spektrálním rozkladu A =
Q� QT je � ii = � i a Q� i = x i . Pokud rozepí²eme� na sou£et jednodu²²ích diagonálních matic

� =

0

B
B
B
@

� 1

0
. . .

0

1

C
C
C
A

+

0

B
B
B
@

0
� 2

0
. . .

1

C
C
C
A

+ : : : +

0

B
B
B
@

0
.. .

0
� n

1

C
C
C
A

=
nX

i =1

� i ei e
T
i ;

tak matici A lze vyjád°it jako

A = Q� QT = Q

 
nX

i =1

� i ei e
T
i

!

QT =
nX

i =1

� i Qei e
T
i QT =

nX

i =1

� i Q� i QT
� i =

nX

i =1

� i x i x
T
i :

Tvar A =
P n

i =1 � i x i x
T
i je tak alternativní vyjád°ení spektrálního rozkladu, ve kterém matici A rozepi-

sujeme na sou£etn matic hodnosti 0 nebo 1. Navíc, x i x
T
i je matice projekce na p°ímkuspanf x i g (viz

p°íklad 8.62), tudíº z geometrického hlediska se na zobrazení x 7! Ax m·ºeme dívat jako sou£et n zobra-
zení, kde v kaºdém provádíme projekci na p°ímku (kolmou na ostatní) a ²kálování podle hodnoty � i .

Jedním z d·sledk· spektrálního rozkladu je následující, bý trochu teoretický, vzore£ek na výpo£et
nejv¥t²ího a nejmen²ího vlastního £ísla7) . •íká, ºe nejv¥t²í resp. nejmen²í vlastní £íslo se dá vyjád°it jako
nejv¥t²í resp. nejmen²í hodnota kvadratické funkcef (x) = xTAx na jednotkové sfé°e.

V¥ta 10.59 (Courant�Fischer) . Nech´ � 1 � � � � � � n jsou vlastní £ísla symetrické maticeA 2 Rn� n . Pak

� 1 = max
x:kxk2=1

xTAx; � n = min
x:kxk2=1

xTAx:

D·kaz. Pouze pro� 1, druhá £ást je analogická.
Nerovnost �� � : Bu¤ x1 vlastní vektor p°íslu²ný k � 1 normovaný kx1k2 = 1 . Pak Ax 1 = � 1x1. P°ená-

sobenímxT
1 zleva dostaneme

� 1 = � 1xT
1 x1 = xT

1Ax 1 � max
x:kxk2=1

xTAx:

Nerovnost �� � : Bu¤ x 2 Rn libovolný vektor takový, ºe kxk2 = 1 . Ozna£mey := QT x, pak kyk2 = 1
(v¥ta 8.76(2)). S vyuºitím spektrálního rozkladu A = Q� QT dostaneme:

xTAx = xT Q� QT x = yT � y =
nX

i =1

� i y2
i �

nX

i =1

� 1y2
i = � 1kyk2

2 = � 1:

10.6 Teorie nezáporných matic

Perronova�Frobeniova teorie nezáporných matic8) je pokro£ilá teorie kolem vlastních £ísel nezáporných
matic. Uvedeme jen základní Perron·v výsledek bez d·kazu. Matice A 2 Rn� n se nazývánezáporná,
pokud je nezáporná v kaºdé sloºce (aij � 0 pro v²echna i; j ), a nazývá sekladná, pokud je kladná v kaºdé
sloºce (aij > 0 pro v²echna i; j ).

V¥ta 10.60 (Perronova).

7) Ernst Fischer odvodil vzorec roku 1905, Richard Courant ho z obecnil pro nekone£n¥ rozm¥rné operátory roku 1920.
Jejich vzorec zahrnuje i mezilehlá vlastní £ísla � 2 ; : : : ; � n � 1 , ale pro n¥ je vyjád°ení trochu komplikovan¥j²í. Tato jedno du²²í
verze se také n¥kdy nazývá Rayleigh-Ritzova v¥ta.

8) Základní v¥ta je od n¥meckého matematika Oskara Perrona z roku 1907 a byla roz²í°ena Ferdinandem Georgem Frobeniem
roku 1912.
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(1) Bu¤ A 2 Rn� n nezáporná matice. Pak v absolutní hodnot¥ nejv¥t²í vlastní£íslo je reálné nezáporné
a p°íslu²ný vlastní vektor je nezáporný (ve v²ech sloºkách).

(2) Bu¤ A 2 Rn� n kladná matice. Pak v absolutní hodnot¥ nejv¥t²í vlastní £íslo je reálné kladné, je
jediné (ostatní mají men²í absolutní hodnotu), má násobnost 1, a p°íslu²ný vlastní vektor je kladný
(ve v²ech sloºkách). Navíc ºádnému jinému vlastnímu £íslu neodpovídá nezáporný vlastní vektor.

D·kaz. Viz nap°. [Meyer, 2000].

P°íklad 10.61 (Markovovy °et¥zce). Jedním z vyuºití mocnin matice (p°íklad 10.50) a trochu i teorie
nezáporných matic jsou Markovovy °et¥zce.9) Bu¤ x 2 Rn stavový vektor, £ili x i udává hodnotu stavu i .
Bu¤ A 2 Rn� n matice s hodnotamiaij 2 [0; 1] takovými, ºe sou£et hodnot v kaºdém sloupci je roven1. Na
matici A budeme nahlíºet jako na p°echodovou matici, to jest, hodnota aij je pravd¥podobnost p°echodu
ze stavu j do stavu i . Pak Ax udává nový stavový vektor po jednom kroku daného procesu. Zajímá nás,
jak se bude stavový vektor vyvíjet v £ase a zda se n¥jak ustálí. K tomu se bude hodit zjistit n¥co více
o matici A. P°ímo z de�nice platí, ºe ATe = e, kde e = (1 ; : : : ; 1)T . Tudíº e je vlastní vektor AT a 1
vlastní £ísloAT (a tedy i A). Navíc se dá ukázat, ºe ºádné jiné vlastní £íslo není v absolutní hodnot¥ v¥t²í
(viz poznámka 10.64), tudíº 1 je vlastní £íslo maticeA z Perronovy v¥ty a odpovídající vlastní vektor je
nezáporný.

Dal²í analýzu ilustrujeme na konkrétním p°íkladu: Migraceobyvatel USA v sektorech m¥sto�p°edm¥stí�
venkov probíhá kaºdoro£n¥ podle vzorce:

z m¥sta: 96% z·stane, 3% do p°edm¥stí,1% na venkov,
z p°edm¥stí: 1% do m¥sta,98% z·stane, 1% na venkov,

z venkova: 1:5% do m¥sta,0:5% do p°edm¥stí,98% z·stane.

Po£áte£ní stav: 58 mil. obyvatel ve m¥st¥, 142 mil. na p°edm¥stí a 60 mil. na venkov¥. Jak se bude situace
vyvíjet v £ase? Ozna£me

A :=

0

@
0:96 0:01 0:015
0:03 0:98 0:005
0:01 0:01 0:98

1

A ; x0 = (58 ; 142; 60)T :

V nultém roce je rozmíst¥ní obyvatel dáno vektoremx0 a v prvním roce vektoremAx 0, protoºe Ax 0 má
v první sloºce výsledný po£et obyvatel ve m¥st¥ po jednoro£ní migraci a podobn¥ v druhé a t°etí sloºce pro
p°edm¥stí a venkov. Vývoj v £ase probíhá tedy takto:x0, Ax 0, A2x0, A3x0, . . . , A1 x0, kde A1 ozna£uje
lim k!1 Ak , pokud existuje. Diagonalizací spo£ítáme

A = S

0

@
1 0 0
0 0:95 0
0 0 0:97

1

A S� 1; kde S �

0

@
� 0:393 � 0:707 0:154
� 0:729 0:707 � 0:772
� 0:561 0 0:617

1

A ;

z £ehoº

A1 = S

0

@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A S� 1 = S� 1S� 1
1� =

0

@
0:23 0:23 0:23
0:43 0:43 0:43
0:33 0:33 0:33

1

A :

Nyní A1 x0 = (0 :23eTx0; 0:43eTx0; 0:33eTx0)T . Tedy (bez ohledu na po£áte£ní stavx0) se rozloºení oby-
vatelstva ustálí na hodnotách:23% ve m¥st¥,43% p°edm¥stí,33% venkov.

Tento p°íklad ilustruje je²t¥ jednu v¥c. Má-li vlastní £íslo 1 násobnost jedna a ostatní vlastní £ísla jsou
v absolutní hodnot¥ men²í (coº nastane nap°. pokudA je kladná), tak A1 = S� 1S� 1

1� , kde S� 1 je vlastní
vektor A k £íslu 1, aS� 1

1� = (1 ; : : : ; 1) je vlastní vektor AT k £íslu1. Tudíº sloupce A1 budou op¥t stejné, a
výsledné rozloºení odpovídá sloºkám vlastního vektoruS� 1 (ty jsou kladné, podle Perronovy v¥ty). Takºe

9) Andrej Andrejevi£ Markov (1856�1922), ruský matematik. Tv rdí se, ºe první aplikací Markovových °et¥zc· byla analýza
distribuce samohlásek a souhlásek v Pu²kinov¥ Evºenu On¥ginovi, kdy vytvo°il model p°edpokládající, ºe pravd¥podobn ost
výskytu samohlásky £i souhlásky na dané pozici závisí jen naposledním p°edchozím znaku, ale na ºádném z p°ede²lých uº
nikoli. Tato jednoduchá Markovova vlastnost se pak stala zá kladem Markovových °et¥zc·. Více o této lingvistické aplik aci se
do£tete nap°. v U£iteli matematiky , 1�2(77�78), ro£. 19, 2010�2011.
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v tomto p°ípad¥ sta£í jen spo£ítat kladný vektor zKer(A � I n), coº odpovídá intuici, ºe ustálené rozloºení
reprezentované vektoremv má spl¬ovat Av = v.

Pokud matice A má víc vlastních £ísel s absolutní hodnotou1, tak k ustálení v £ase nemusí dojít
a matice A1 nemusí existovat. Nap°íklad matice( 0 1

1 0 ) má vlastní £ísla � 1 a reprezentuje proces, kdy
dva stavy p°echází st°ídav¥ mezi sebou. Takový proces se neustálí, coº je ve shod¥ s tím, ºe posloupnost
A; A 2; A3; A4; : : : = A; I 2; A; I 2; : : : diverguje.

10.7 Výpo£et vlastních £ísel

Jak jsme jiº zmínili (poznámky k v¥t¥ 10.20), vlastní £ísla se po£ítají pouze numerickými itera£ními me-
todami a hledat je jako ko°eny charakteristického polynomunení efektivní postup. V této sekci ukáºeme
jednoduchý odhad na vlastní £ísla a jednoduchou metodu na výpo£et nejv¥t²ího vlastního £ísla. Dal²í
metodu, populární QR algoritmus, probereme v sekci 13.3. Pro velmi p°esný výpo£et vlastních £ísel sy-
metrických (zvlá²t¥ tzv. positivn¥ de�nitních) matic se po uºívá také Jacobiho metoda (viz nap°. [Rohn,
2004]) a pro velké °ídké symetrické matice nap°. Lanczosovametoda (viz [Meyer, 2000]).

Protoºe numerické metody jsou iterativní a po£ítají vlastní £ísla jenom s ur£itou p°esností, je t¥ºké
vyjád°it a priori p°esn¥ po£et operací, které vykonají. Nicmén¥, sou£asné metody pro symetrické i nesy-
metrické matice mají prakticky kubickou sloºitost. To znamená, ºe vyºadují asymptoticky �n 3 operací,
kde n je rozm¥r matice a� > 0 p°íslu²ný koe�cient.

Nejprve uvedeme jednoduchý odhad pro vlastní £ísla, tzv. Gerschgorinovy disky10).

V¥ta 10.62 (Gerschgorinovy disky). Kaºdé vlastní £íslo� matice A 2 Cn� n leºí v kruhu o st°eduaii a
polom¥ru

P
j 6= i jaij j pro n¥jaké i 2 f 1; : : : ; ng.

D·kaz. Bu¤ � vlastní £íslo ax odpovídající vlastní vektor, tedy Ax = �x . Nech´ i -tá sloºka x má nejv¥t²í
absolutní hodnotu, tj. jx i j = max k=1 ;:::;n jxk j. Protoºe i -tá rovnice má tvar

P n
j =1 aij x j = �x i , vyd¥lením

x i 6= 0 dostáváme
� = aii +

X

j 6= i

aij
x j

x i
;

a tím pádem

j� � aii j =
�
�
�
X

j 6= i

aij
x j

x i

�
�
� �

X

j 6= i

jaij j
jx j j
jx i j

�
X

j 6= i

jaij j:

P°íklad 10.63. M¥jme

A =

0

@
2 1 0

� 2 5 1
� 1 � 2 � 3

1

A :

Vlastní £ísla matice A jsou � 1 = � 2:78, � 2 = 3 :39 + 0:6i , � 3 = 3 :39 � 0:6 i . Spolu s Gerschgorinovými
disky jsou nakresleny dole:

1

2

3

� 1

� 2

� 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9� 1� 2� 3� 4� 5� 6� 7

� 1
� 2

� 3
Re

Im

10) Pochází z roku 1931 a autorem je b¥loruský matematik Semyon Aranovich Gerschgorin. Nicmén¥ tvrzení bylo známo uº
d°íve: L. Lévy (1881), H. Minkowski (1900), J. Hadamard (190 3).



196 Kapitola 10. Vlastní £ísla

Vidíme, ºe ne kaºdý kruh obsahuje n¥jaké vlastní £íslo. Nicmén¥ platí [Meyer, 2000], ºe v kaºdé
komponent¥ souvislosti je tolik vlastních £ísel, z kolika kruh· daná komponenta vznikla.

V¥ta dává jednoduchý ale hrubý odhad na velikost vlastních £ísel (existují i vylep²ení, nap°. Cassiniho
ovály aj.). Nicmén¥, v n¥kterých aplikacích m·ºe takovýto odhad posta£ovat.

Poznámka 10.64 (T°i pouºití Gerschgorinových disk·) .
1) Kriterium pro zastavení výpo£tu itera£ních metod.Nap°íklad Jacobiho metoda na výpo£et vlastních

£ísel spo£ívá v postupném zmen²ování nediagonálních prvk·symetrické matice, takºe matice konverguje
k diagonální matici. Gerschgorinovy disky pak dávají hornímez na p°esnost vypo£tených vlastních £ísel.
Pokud nap°. matice A 2 Rn� n je skoro diagonální v tom smyslu, ºe v²echny mimodiagonálníprvky jsou
men²í neº 10� k pro n¥jaké k 2 N, pak diagonální prvky aproximují vlastní £ísla s p°esností10� k (n � 1).
Nap°íklad matice

A =

0

@
7:0001 0:0001 � 0:0002
0:0001 5:0000 0:0003

� 0:0002 0:0003 1:9990

1

A

má vlastní £ísla7:0001� 0:0003, 5 � 0:0004a 1:999� 0:0005.
2) Diagonáln¥ dominantní matice.Gerschgorinovy disky dávají také následující posta£ujícípodmínku11)

pro regularitu matice A 2 Cn� n : jaii j >
P

j 6= i jaij j 8i = 1 ; : : : ; n. V tomto p°ípad¥ totiº disky neobsahují
po£átek a proto nula není vlastním £íslemA. Matice s touto vlastností se nazývají diagonáln¥ dominantní.

3) Markovovy matice.Bu¤ A Markovova matice z p°íkladu 10.61. V²echny Gerschgorinovydisky matice
AT mají st°ed v bod¥ v intervalu [0; 1] a pravým krajem protínají hodnotu 1 na reálné ose. To dokazuje,
ºe � (A) � 1, a tudíº £íslo 1 je skute£n¥ v absolutní hodnot¥ nejv¥t²ím vlastním £íslem matice A.

Nyní ukáºeme jednoduchou metodu na výpo£et dominantního vlastního £ísla.12) P°es svou jednodu-
chost se stala základem n¥kterých numerických metod jako jenap°íklad inverzní mocninná metoda13),
nebo metoda Rayleighova podílu14) pro symetrické matice.

Algoritmus 10.65 (Mocninná metoda).
Vstup: matice A 2 Cn� n .

1: Zvol o 6= x0 2 Cn , i := 1 ,
2: while not spln¥na ukon£ovací podmínkado

3: yi := Ax i � 1,
4: x i := 1

kyi k2
yi ,

5: i := i + 1 ,
6: end while

Výstup: � 1 := xT
i � 1yi je odhad vlastního £ísla,v1 := x i je odhad p°íslu²ného vlastního vektoru.

P°íklad 10.66. M¥jme

A =

0

@
2 4 2
4 2 2
2 2 � 1

1

A ; x0 = (1 ; 0; 1)T :

Postup výpo£tu:

i 1
kx i k1

x i xT
i � 1yi

0 (1:00; 0:00; 1:00)T �
1 (0:67; 1:00; 0:17)T 5
2 (1:00; 0:88; 0:56)T 6:32
3 (0:97; 1:00; 0:47)T 6:94
4 (1:00; 1:00; 0:50)T 7

11) Tzv. Lévyho�Desplanquesova v¥ta.
12) Mocninou metodu, anglicky power method, p°edstavil americký matematik a fyzik Richard Edler von Mi ses roku 1929.
13) Autorem je n¥mecký matematik Helmut Wielandt, pochází z rok u 1944 a anglicky se nazýváinverse iteration .
14) Autorem anglický fyzik John William Strutt, lord Rayleigh, nositel Nobelovy ceny za fyziku (1904), anglicky Rayleigh

quotient iteration .
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Zdrojový kód výpo£tu pro Matlab / Octave:

>> A~= [2 4 2; 4 2 2; 2 2 -1];
>> x = [1;0;1];
>> for i=1:4
>> y = A*x;
>> (y'*x),
>> x = y/norm(y);
>> x/max(abs(x)),
>> end

Metodu ukon£íme ve chvíli, kdyº se hodnotaxT
i � 1yi resp. vektor x i ustálí; potom x i � x i � 1 je odhad

vlastního vektoru a xT
i � 1yi = xT

i � 1Ax i � 1 � xT
i � 1�x i � 1 � � odhad odpovídajícího vlastního £ísla. Metoda

m·ºe být pomalá, ²patn¥ se odhaduje chyba a míra konvergencea navíc velmi záleºí na po£áte£ní volb¥
x0. Na druhou stranu je robustní (zaokrouhlovací chyby nemajívelký vliv) a snadno aplikovatelná na velké
°ídké matice. Ne vºdy konverguje, ale za ur£itých p°edpoklad· se to dá zajistit.

Tvrzení 10.67 (Konvergence mocninné metody). Bu¤ A 2 Rn� n s vlastními £ísly j� 1j > j� 2j � : : : � j � n j
a odpovídajícími lineárn¥ nezávislými vektoryv1; : : : ; vn velikosti 1. Nech´x0 má nenulovou sou°adnici ve
sm¥ru v1. Pak x i konverguje (aº na násobek) k vlastnímu vektoruv1 a xT

i � 1yi konverguje k vlastnímu
£íslu � 1.

D·kaz. Protoºe vektory v1; : : : ; vn tvo°í bázi prostoru Rn , m·ºeme vektor x0 vyjád°it jako x0 =
P n

j =1 � j vj ,
kde � 1 6= 0 podle p°edpokladu. Pakx i = 1

kA i x0k A i x0 a

A i x0 = A i
� nX

j =1

� j vj

�
=

nX

j =1

� j A i vj =
nX

j =1

� j � i
j vj = � i

1

�
� 1v1 +

X

j 6=1

� j

� � j

� 1

� i
vj

�
:

Protoºe vektory x i postupn¥ normujeme, násobek� i
1 nás nemusí zajímat. Zbylý vektor postupn¥ konver-

guje k � 1v1, protoºe
�
� � j

� 1

�
� < 1 a tudíº

�
� � j

� 1

�
� i ! 0 pro i ! 1 .

Nyní p°edpokládejme, ºe x i jiº dob°e aproximuje vlastní vektor v1. Pak xT
i � 1yi = xT

i � 1Ax i � 1 =
xT

i � 1� 1x i � 1 = � 1kx i � 1k2
2 = � 1.

Z d·kazu v¥ty vidíme, ºe rychlost konvergence výrazn¥ závisí na pom¥ru
�
� � 2

� 1

�
� . Dále si m·ºeme pov²im-

nout, ºe vzhledem k tomu, ºe � 1 je dominantní vlastní £íslo, tak pro reálnou matici A musí být reálné a
v1 rovn¥º tak (tvrzení 10.16).

Mocninná metoda po£ítá jen dominantní vlastní £íslo a vektor. Následující technika ale umoº¬uje
jednoduchou transformací vynulovat jedno vlastní £íslo, nap°. to dominantní, a pak m·ºeme rekurzivn¥
dopo£ítat mocninnou metodou i zbylá vlastní £ísla. Nejprveuvádíme jednoduchou verzi pro symetrické
matice, a potom v poznámce 10.69 jak postupovat obecn¥.

Tvrzení 10.68 (O de�aci vlastního £ísla). Bu¤ A 2 Rn� n symetrická, � 1; : : : ; � n její vlastní £ísla a
v1; : : : ; vn odpovídající ortonormální vlastní vektory. Pak maticeA � � 1v1vT

1 má vlastní £ísla0; � 2; : : : ; � n

a vlastní vektoryv1; : : : ; vn .

D·kaz. Podle poznámky 10.58 lze psátA =
P n

i =1 � i vi v
T
i . Pak A � � 1v1vT

1 = 0v1vT
1 +

P n
i =2 � i vi v

T
i , coº je

spektrální rozklad matice A � � 1v1vT
1 .

Poznámka 10.69 (K de�aci vlastního £ísla obecné matice). Bu¤ � vlastní £íslo ax odpovídající vlastní
vektor matice A 2 Rn� n . Dopl¬me x na regulární matici S tak, aby S� 1 = x. Pak

S� 1AS = S� 1A(x j � � � ) = S� 1(�x j � � � ) = ( �e 1 j � � � ) =
�

� � � �
o A0

�
:

Z podobnosti má matice A0 stejná vlastní £ísla jako A, pouze � má o jedna men²í násobnost. Tudíº
zbývající vlastní £ísla maticeA m·ºeme najít pomocí A0.
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P°íklad 10.70 (Vyhledáva£ GoogleTM a PageRank15)). Uvaºujme webovou sí´ s t¥mito parametry:

N webových stránek,

aij =

(
1 j -tá stránka odkazuje nai -tou,

0 jinak,
bj = po£et odkaz· z j -té stránky,
x i = d·leºitost i -té stránky.

Cílem je stanovit d·leºitosti x1; : : : ; xN jednotlivých stránek. Základní my²lenka autor· googlovského
PageRanku spo£ívá ve stanovení d·leºitostii -té stránky tak, aby byla úm¥rná sou£tu d·leºitosti stránek
na ni odkazujících. •e²íme tedy rovnici x i =

P n
j =1

aij
bj

x j , i = 1 ; : : : ; N . Maticov¥ A0x = x, kde a0
ij := aij

bj
.

Tedy x je vlastní vektor matice A p°íslu²ný vlastnímu £íslu 1. Vlastní £íslo 1 je dominantní, coº snadno
nahlédneme z Gerschgorinových disk· pro maticiA0T (sou£et sloupc· maticeA0 je roven 1, tedy v²echny
Gerschgorinovy disky mají nejprav¥j²í konec v bod¥1). Podle Perronovy v¥ty 10.60 je vlastní vektorx
nezáporný. Ten pak normujeme tak, abykxk1 = 10, to jest, aby sloºky byly v intervalu [0; 10]. Nakonec
sloºky zaokrouhlíme, aby m¥ly hodnoty v rozmezí0; 1; 2; : : : ; 10.

V praxi je matice A0 obrovská, °ádov¥� 1010, a zárove¬ °ídká (v¥t²ina hodnot jsou nuly). Proto se na
výpo£et x hodí mocninná metoda, sta£í� 100 iterací. Prakticky se navíc je²t¥ maticeA0 trochu upravuje,
aby byla tzv. stochastická, aperiodická a ireducibilní (vadilo by nap°. pokud by z n¥jaké stránky nebyl
odkaz na ºádnou jinou), více viz [Barto a T·ma, 2018; Langville and Meyer, 2006; T·ma, 2003].

Na matici A0 se m·ºeme dívat i z pohledu Markovových °et¥zc· (p°íklad 10.61). Pokud budeme sym-
bolicky procházet po webové síti a se stejnou pravd¥podobností se na kaºdé stránce rozhodneme, kam
pokra£ovat, tak A0 odpovídá p°echodové matici a hledaný vektorx rovnováºnému stavu.

P°íklady Page ranku (k roku 2010):

www.google.com 10
www.cuni.cz 8

www.mff.cuni.cz 7
kam.mff.cuni.cz 6

kam.mff.cuni.cz/�hladik 4

Poznámka 10.71 (Dal²í aplikace v teorii graf·) . Na záv¥r zmi¬me ²iroké pouºití vlastních £ísel v teorii
graf·. Vlastní £ísla matice sousednosti a Laplaceovy matice grafu °íkají mnoho o tom, jaká je struktura
grafu. Pouºívají se k odhadování velikosti tzv. �úzkého hrdla� v grafu, coº je mnoºina vrchol· s relativn¥
málo hranami vedoucími ven. Dávají také r·zné odhady na velikost nezávislé mnoºiny v grafu a jiné cha-
rakteristiky. Podrobn¥ji viz Brouwer and Haemers [2012]; Cvetkovi¢ et al. [2010] nebo �’estnáct miniatur�
Ji°ího Matou²ka [Matou²ek, 2010].

Problémy
10.1. Bu¤ A 2 Rn� n nediagonalizovatelná. Dokaºte, ºe existuje posloupnost diagonalizovatelných matic

A i , i = 1 ; : : : , konvergující po sloºkách kA. (Mnoºina diagonalizovatelných matic je tedy hustá
v Rn� n .)

10.2. Ukaºte p°ímo (bez Jordanovy normální formy), ºe algebraická násobnost vlastního £ísla je vºdy
v¥t²í nebo rovna geometrické násobnosti.

10.3. Dokaºte p°ímo Cayleyho�Hamiltonovu v¥tu 10.22 pro diagonalizovatelné matice.

10.4. Dokaºte Cayleyho�Hamiltonovu v¥tu za pouºití Jordanovy normální formy.

10.5. Ukaºte, ºe kaºdá maticeA 2 Rn� n má invariantní podprostor dimenze1 nebo 2.

10.6. Dokaºte následující odhad pro hodnost druhé mocniny matice A 2 Rn� n

rank(A) � n
2 � rank(A2) � rank(A):

15) Z roku 1997, autory jsou Sergey Brin a Larry Page.
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Hint: Vyuºijte faktu, ºe A je podobná matici v Jordanov¥ normální form¥.

10.7. Domyslete detaily d·kazu v¥ty 10.44 o Jordanov¥ normální form¥:

(a) Ukaºte, ºe pro kaºdou matici A 2 Cn� n existuje p 2 N takové, ºe

Ker(A) $ Ker(A2) $ � � � $ Ker(Ap) = Ker( Ap+1 ) = : : :

(b) Bu¤ v 2 Ker(Ap) n Ker(Ap� 1). Ukaºte, ºe vektory v; Av; : : : ; A p� 1v jsou lineárn¥ nezávislé.

(c) Dokaºte vzore£ek z poznámky 10.48 o velikostech a po£tu Jordanových bun¥k.
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Shrnutí ke kapitole 10. Vlastní £ísla

Vlastní £ísla a vlastní vektory matice A poskytují o matici a o lineárním zobra-
zení x 7! Ax podstatné informace. Geometricky vlastní vektory reprezentují invari-
antní sm¥ry, které se zobrazí samy na sebe, a vlastní £ísla p°edstavují míru ²kálování
v t¥chto sm¥rech. Vlastní £ísla tedy celkem dob°e popisují jak moc lineární zobrazení
x 7! Ax degeneruje objekty a co se d¥je, kdyº zobrazení iterujeme.

Vlastních £ísel maticeA 2 Cn� n je práv¥n v£etn¥ násobností, a (lineárn¥ nezávislých)
vlastních vektor· je nanejvý² n. Má-li vlastní £íslo násobnostk, pak mu odpovídá
maximáln¥k vlastních vektor·. R·zná vlastní £ísla pak mají lineárn¥ nezávislé vlastní
vektory.

Elementární úpravy m¥ní vlastní £ísla matice, ale úprava, která je nem¥ní, je po-
dobnost. Geometricky podobnost znamená jen zm¥nu sou°adného systému. Kaºdá
matice je podobná matici v jednodu²²ím tvaru � Jordanov¥ normálním tvaru. Ten
m·ºe mít dokonce podobu diagonální matice (pak je p·vodní matice diagonalizova-
telná). To nastává práv¥ tehdy, kdyº matice má plný po£et vlastních vektor· (po£et
Jordanových bun¥k je roven po£tu vlastních vektor·).

D·leºitou t°ídou matic jsou symetrické matice. Mají t°i pod statné vlastnosti: (1)
jsou vºdy diagonalizovatelné, (2) mají reálná vlastní £ísla, (3) vlastní vektory jdou
vybrat tak, aby na sebe byly kolmé. P°íslu²ný spektrální rozklad je pak velmi uºite£ný
nástroj.

Dal²í t°ídou matic se speciálními vlastnostmi jsou nezáporné matice: nejv¥t²í vlastní
£íslo v absolutní hodnot¥ leºí na reálné ose vpravo od po£átku a odpovídající vlastní
vektor je nezáporný.

Problém výpo£tu vlastních £ísel a výpo£tu ko°en· polynomu jsou na sebe p°evo-
ditelné (skrze charakteristický polynom a matici spole£nici). Na výpo£et vlastních
£ísel nelze jednodu²e pouºít Gaussovu eliminaci � ve²keré pouºívané metody jsou
iterativní, jako nap°íklad mocninná metoda. ’ikovné jsou i r·zné odhady jako jsou
nap°íklad Gerschgorinovy disky.



Kapitola 11

Positivn¥ (semi-)de�nitní matice

Jiº ve v¥t¥ 10.59 jsme se setkali s funkcíf : Rn ! R danou p°edpisemf (x) = xTAx =
P n

i =1
P n

j =1 aij x i x j ,
kde A 2 Rn� n je pevná matice. Tato funkce p°edstavuje polynom v prom¥nných x1; : : : ; xn a více ji
budeme rozebírat v kapitole 12. Zde se zam¥°íme na situaci, kdy funkce f (x) je nezáporná resp. kladná a
pro jaké matice je to spln¥no.

De�nice 11.1 (Positivn¥ (semi-)de�nitní matice) . Bu¤ A 2 Rn� n symetrická. Pak A je positivn¥ semi-
de�nitní , pokud xTAx � 0 pro v²echna x 2 Rn , a A je positivn¥ de�nitní , pokud xTAx > 0 pro v²echna
x 6= o.

Z°ejm¥, je-li A positivn¥ de�nitní, pak je i positivn¥ semide�nitní.
Positivní de�nitnost a semide�nitnost není pot°eba testovat pro v²echny vektory x 2 Rn , ale sta£í

se omezit nap°íklad na jednotkovou sféru. Pokud platíxTAx > 0 pro v²echny vektory x s jednotkovou
normou kxk2 = 1 , pak to platí i pro ostatní nenulové vektory. Kaºdý vektor x 6= o je totiº kladným
násobkem vektoru jednotkové délky, konkrétn¥kxk2-násobkem vektoru 1

kxk2
x.

Krom¥ positivn¥ (semi-)de�nitních matic lze zavést i negativn¥ (semi-)de�nitní matice pomocí obrácené
nerovnosti. Zabývat se jimi nebudeme, protoºeA je negativn¥ (semi-)de�nitní práv¥ tehdy, kdyº � A je
positivn¥ (semi-)de�nitní, £ili v²e se redukuje na základní p°ípad.

Poznámka 11.2. De�nice dává smysl i pro nesymetrické matice, ale ty m·ºeme snadno zesymetrizovat
úpravou 1

2(A + AT ), nebo´

xT 1
2(A + AT )x = 1

2xTAx + 1
2xTAT x = 1

2xTAx +
� 1

2xTAx
� T = xTAx:

Tedy pro testování podmínky lze ekvivalentn¥ pouºít symetrickou matici 1
2(A+ AT ). Omezení na symetrické

matice je tudíº bez újmy na obecnosti. D·vod, pro£ se omezujeme na symetrické matice, je, ºe °ada
testovacích podmínek funguje pouze pro symetrické matice.

P°íklad 11.3. P°íkladem positivn¥ semide�nitní matice je 0n . P°íkladem positivn¥ de�nitní matice je I n ,
nebo´ xTAx = xT I nx = xTx = kxk2

2 > 0 pro v²echna x 6= o.

Poznámka 11.4 (Nutná podmínka pro positivní (semi-)de�nitnost) . Bu¤ A 2 Rn� n symetrická matice.
Aby byla positivn¥ semide�nitní, musí podle de�nice xTAx � 0 pro v²echnax 2 Rn . Postupným dosazením
x = ei , i = 1 ; : : : ; n, dostanemexTAx = eT

i Aei = aii � 0. Tím pádem, positivn¥ semide�nitní matice musí
mít nezápornou diagonálu a positivn¥ de�nitní matice dokonce kladnou.

Poznámka 11.5. Matice A = ( a) 2 R1� 1 je positivn¥ semide�nitní práv¥ tehdy, kdyº a � 0, a positivn¥
de�nitní práv¥ tehdy, kdyº a > 0. Tím pádem se m·ºeme dívat na positivní semide�nitnost jako na
zobecn¥ní pojmu nezápornosti z £ísel na matice. Proto se také positivní semide�nitnost matice A 2 Rn� n

zna£íváA � 0 (narozdíl od A � 0, coº se pouºívá pro nezápornost v kaºdé sloºce).

Tvrzení 11.6 (Vlastnosti positivn¥ de�nitních matic) .

(1) Jsou-li A; B 2 Rn� n positivn¥ de�nitní, pak i A + B je positivn¥ de�nitní,

201
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(2) Je-li A 2 Rn� n positivn¥ de�nitní a � > 0, pak i �A je positivn¥ de�nitní,

(3) Je-li A 2 Rn� n positivn¥ de�nitní, pak je regulární a A � 1 je positivn¥ de�nitní.

D·kaz. První dv¥ vlastnosti jsou triviální, dokáºeme pouze tu t°etí.
Nejprve ov¥°íme regularitu maticeA. Bu¤ x °e²ení soustavyAx = o. Pak xTAx = xT o = 0 . Z p°edpo-

kladu musí x = o.
Nyní ukáºeme positivní de�nitnost. Sporem nech´ existujex 6= o takové, ºe xTA � 1x � 0. Pak

xTA � 1x = xTA � 1AA � 1x = yTAy � 0;

kde y = A � 1x 6= o. To je spor, nebo´A je positivn¥ de�nitní.

Analogie v¥ty platí i pro positivn¥ semide�nitní matice. ƒá st (1) platí beze zm¥ny, £ást (2) platí pro
v²echna � � 0, ale £ást (3) uº obecn¥ neplatí, protoºe positivn¥ semide�nitní matice m·ºe být singulární.

Sou£inem positivn¥ de�nitních matic se zabýváme v poznámce12.20.
Následující v¥ta charakterizuje positivn¥ de�nitní matice jednak pomocí vlastních £ísel a jednak pomocí

tvaru UT U; s tímto výrazem jsme se skryt¥ setkali uº nap°íklad v metod¥nejmen²ích £tverc· (sekce 8.5)
u soustavy normálních rovnic ATAx = AT b nebo obecn¥ p°i explicitním vyjád°ení ortogonální projekce
v Rn (v¥ta 8.58).

V¥ta 11.7 (Charakterizace positivní de�nitnosti) . Bu¤ A 2 Rn� n symetrická. Pak následující podmínky
jsou ekvivalentní:

(1) A je positivn¥ de�nitní,

(2) vlastní £ísla A jsou kladná,

(3) existuje matice U 2 Rm� n hodnosti n taková, ºeA = UT U.

D·kaz. Implikace (1) ) (2): Sporem nech´ existuje vlastní £íslo� � 0, a x je p°íslu²ný vlastní vektor
s eukleidovskou normou rovnou 1. PakAx = �x implikuje xTAx = �x Tx = � � 0. To je spor s positivní
de�nitností A.

Implikace (2) ) (3): Protoºe A je symetrická, má spektrální rozkladA = Q� QT , kde � je diagonální
matice s prvky � 1; : : : ; � n > 0. De�nujme matici � 0 jako diagonální s prvky

p
� 1; : : : ;

p
� n > 0. Pak

hledaná matice je nap°íkladU = � 0QT , nebo´ UT U = Q� 0� 0QT = Q� 02QT = Q� QT = A. Uv¥domme si,
ºe U má hodnostn a je tudíº regulární, nebo´ je sou£inem dvou regulárních matic.

Implikace (3) ) (1): Sporem nech´xTAx � 0 pro n¥jaké x 6= o. Pak 0 � xTAx = xT UT Ux =
(Ux)T Ux = hUx; Uxi = kUxk2

2. Tedy musí Ux = o, ale sloupceU jsou lineárn¥ nezávislé, a takx = o,
spor.

Pro positivní semide�nitnost máme následující charakterizaci. D·kaz jiº neuvádíme, je analogický.

V¥ta 11.8 (Charakterizace positivní semide�nitnosti) . Bu¤ A 2 Rn� n symetrická. Pak následující pod-
mínky jsou ekvivalentní:

(1) A je positivn¥ semide�nitní,

(2) vlastní £ísla A jsou nezáporná,

(3) existuje matice U 2 Rm� n taková, ºeA = UT U.

P°íklad 11.9 (Matice projekce). Bu¤ A 2 Rm� n hodnosti n. Víme z v¥ty 8.58, ºe matice projekce do
sloupcového prostoruS(A) má tvar P = A(ATA)� 1AT. V p°íkladu 10.56 jsme nahlédli, ºe vlastní £ísla
matice P jsou pouze0 a 1. Protoºe P je symetrická, je tudíº positivn¥ semide�nitní.

P°íklad 11.10 (Gramova matice). Gramova matice G 2 Rm� m z v¥ty 8.52 byla de�nována po prvcích
jako Gij = hwi ; wj i , kde w1; : : : ; wm jsou generátory daného podprostoruU a h�; �i je libovolný reálný
skalární sou£in. Pro kaºdéx 2 Rm je

xTGx =
nX

i =1

nX

j =1

x i x j gij =
nX

i =1

nX

j =1

x i x j hwi ; wj i =

*
nX

i =1

x i wi ;
nX

j =1

x j wj

+

� 0:

Gramova matice je tedy positivn¥ semide�nitní. Pokud w1; : : : ; wm je báze podprostoruU, pak matice G
je positivn¥ de�nitní.
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11.1 Metody na testování positivní de�nitnosti

Nyní se zam¥°íme na konkrétní metody pro testování positivní de�nitnosti. •ada z nich vychází z následu-
jícího rekurentního vztahu. Uv¥domme si, ºe pro testování positivní semide�nitnosti pouºít ani jednodu²e
p°izp·sobit nelze.

V¥ta 11.11 (Rekurentní vzore£ek na testování positivní de�nitnosti). Symetrická matice A =
�

� a T

a ~A

�
,

kde � 2 R, a 2 Rn� 1, ~A 2 R(n� 1)� (n� 1) je positivn¥ de�nitní práv¥ tehdy, kdyº � > 0 a ~A � 1
� aaT je

positivn¥ de�nitní.

D·kaz. Implikace � ) � . Bu¤ A positivn¥ de�nitní. Pak xT Ax > 0 pro v²echna x 6= o, tedy speciáln¥ pro
x = e1 dostáváme� = eT

1 Ae1 > 0. Dále, bu¤ ~x 2 Rn� 1, ~x 6= o. Pak

~xT
� ~A � 1

� aaT
�
~x = ~xT ~A ~x � 1

� (aT ~x)2 =
�
� 1

� aT ~x ~xT
�

�
� a T

a ~A

� �
� 1

� aT ~x
~x

�
> 0:

Implikace � ( � . Bu¤ x =
�

�
~x

�
2 Rn . Pak

xTAx =
�
� ~xT

�
�

� a T

a ~A

� �
�
~x

�
= �� 2 + 2 �a T ~x + ~xT ~A ~x =

= ~xT
� ~A � 1

� aaT
�
~x +

� p
�� + 1p

� aT ~x
� 2 � 0:

Rovnost nastane pouze tehdy, kdyº~x = o a druhý £tverec je nulový, tj. � = 0 .

Matice ~A � 1
� aaT z p°edchozí v¥ty má hlub²í význam. P°edpokládejme, ºe v matici A =

�
� a T

a ~A

�
je

hodnota � > 0 a provedeme jeden krok Gaussovy eliminace, tj. eliminujemeprvní sloupec. Tento krok
lze vyjád°it naráz blokov¥ tak, ºe od druhého blokového °ádku ode£teme1

� a-násobek prvního °ádku. Tím

dostaneme matici
�

� a T

o ~A � 1
� aaT

�
, jejíº blok vpravo dole má tvar práv¥ ~A � 1

� aaT . To nás vede i k my²lence
testovat positivní de�nitnost pomocí Gaussovy eliminace av d·sledku i pomocí determinant·.

Tvrzení 11.12 (Gaussova eliminace a positivní de�nitnost). Symetrická matice A 2 Rn� n je positivn¥
de�nitní práv¥ tehdy, kdyº ji Gaussova eliminace p°evede doodstup¬ovaného tvaru s kladnou diagonálou
za pouºití pouze elementární úpravy p°i£tení násobku °ádkus pivotem k jinému °ádku pod ním.

D·kaz. M¥jme A =
�

� a T

a ~A

�
positivn¥ de�nitní. První krok Gaussovy eliminace p°evedematici na tvar

�
� a T

o ~A � 1
� aaT

�
. Podle v¥ty 11.11 je� > 0 a ~A � 1

� aaT je zase positivn¥ de�nitní, takºe m·ºeme pokra£ovat
induktivn¥ dál.

Nyní naopak p°edpokládejme, ºe Gaussova eliminace p°evedematici A do poºadovaného tvaru. V prv-
ním kroku ji op¥t upraví na tvar

�
� a T

o ~A � 1
� aaT

�
, kde � > 0. Matematickou indukcí podle velikosti matice

m·ºeme p°edpokládat, ºe matice ~A � 1
� aaT je positivn¥ de�nitní. Tudíº i matice A je positivn¥ de�nitní

podle v¥ty 11.11.

Tvrzení 11.13 (Sylvestrovo1) kriterium positivní de�nitnosti) . Symetrická maticeA 2 Rn� n je positivn¥
de�nitní práv¥ tehdy, kdyº determinanty v²ech hlavních vedoucích podmaticA1; : : : ; An jsou kladné, p°i£emº
A i je levá horní podmaticeA velikosti i (tj. vznikne z A odstran¥ním posledníchn � i °ádk· a sloupc·).

D·kaz. Implikace � ) � . Bu¤ A 2 Rn� n positivn¥ de�nitní. Pak pro kaºdé i = 1 ; : : : ; n je A i positivn¥
de�nitní, nebo´ pokud xTA i x � 0 pro jisté x 6= o, tak (xT oT )A ( x

o ) = xTA i x � 0. Tedy A i má kladná
vlastní £ísla a její determinant je také kladný (je roven sou£inu vlastních £ísel).

Implikace � ( � . B¥hem Gaussovy eliminace maticeA jsou v²echny pivoty kladné, nebo´ pokud jei -tý
pivot první nekladný, pak det(A i ) � 0. Podle tvrzení 11.12 je tedyA positivn¥ de�nitní.

1) James Joseph Sylvester, anglický matematik, spoluzakladatel teorie matic. Jako první pouºil pojem �matice� v práci
z roku 1850. Kriterium je z roku 1852.
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Z nezápornosti determinant· v²ech hlavních vedoucích podmatic je²t¥ positivní semide�nitnost ne-
vyplývá (najd¥te takový p°íklad!). Analogie Sylvestrovy podmínky pro positivn¥ semide�nitní matice je
následující.

Tvrzení 11.14 (Sylvestrovo kriterium positivní semide�nitnosti) . Symetrická maticeA 2 Rn� n je posi-
tivn¥ semide�nitní práv¥ tehdy, kdyº determinanty v²ech hlavních podmatic jsou nezáporné, p°i£emº hlavní
podmatice je matice, která vznikne zA odstran¥ním ur£itého po£tu (i nulového) °ádk· a sloupc· s týmiº
indexy.

D·kaz. Je-li A positivn¥ semide�nitní, pak z°ejm¥ hlavní podmatice jsou také positivn¥ semide�nitní, a
tudíº mají nezáporný determinant (= sou£in vlastních £ísel).

D·kaz opa£né implikace provedeme matematickou indukcí. Pro n = 1 je tvrzení z°ejmé.
Induk£ní krok n  n � 1. Pro spor bu¤ � < 0 vlastní £ísloA, a nech´ x je odpovídající vlastní vektor

znormovaný tak, ºe kxk2 = 1 . Jsou-li v²echna ostatní vlastní £ísla kladná, pakdet(A) < 0, a jsme hotovi.
V opa£ném p°ípad¥ bu¤� � 0 dal²ím vlastním £íslemA a bu¤ y, kyk2 = 1 , odpovídající vlastní vektor.
Nyní nalezneme� 2 R takové, ºe vektor z := x + �y má aspo¬ jednu sloºku nulovou; nech´ je toi -tá.
Protoºe x ? y, máme

zTAz = ( x + �y )T A(x + �y ) = ( x + �y )T (Ax + �Ay ) =

= ( x + �y )T (�x + ��y ) = �x T x + � 2�y Ty = � + � 2� < 0:

Nech´ A0 vznikne z A odstran¥ním i -tého °ádku a sloupce, az0 nech´ vznikne z vektoru z odstran¥ním
i -té sloºky. Pak z0T A0z0 = zTAz < 0, tudíº hlavní podmatice A0 není positivn¥ semide�nitní a aplikujeme
induk£ní p°edpoklad.

Zatímco Sylvestrovo kriterium positivní de�nitnosti vyºa duje po£ítání n determinant·, pro positivní
semide�nitnost po£et vzroste na2n � 1, a proto není moc pouºitelnou metodou. Lep²í zp·sob ukáºeme
pozd¥ji v sekci 12.2 (d·sledek 12.16).

Uvedené metody na testování positivní de�nitnosti jsou si dost podobné. D·kaz tvrzení 11.12 ukazuje,
ºe rekurentní vzore£ek a Gaussova eliminace fungují v podstat¥ stejn¥. A pokud po£ítáme determinanty
Gaussovou eliminací, tak i Sylvestrovo pravidlo je varianta prvních dvou. Naproti tomu následující Cho-
leského rozklad2) je metoda principiáln¥ odli²ná. Ze v²ech uvedených metod jeale nejd·leºit¥j²í.

V¥ta 11.15 (Choleského rozklad). Pro kaºdou positivn¥ de�nitní matici A 2 Rn� n existuje jediná dolní
trojúhelníková matice L 2 Rn� n s kladnou diagonálou taková, ºeA = LL T .

D·kaz. Matematickou indukcí podle n. Pro n = 1 máme A = ( a11) a L = (
p

a11).

Induk£ní krok n  n � 1. M¥jme A =
�

� a T

a ~A

�
. Podle v¥ty 11.11 je� > 0 a ~A � 1

� aaT je positivn¥ de-

�nitní. Tedy dle induk£ního p°edpokladu existuje dolní tro júhelníková matice ~L 2 R(n� 1)� (n� 1) s kladnou

diagonálou tak, ºe ~A � 1
� aaT = ~L ~L T . Potom L =

� p
� o T

1p
�

a ~L

�
, nebo´

LL T =

 p
� o T

1p
� a ~L

!  p
� 1p

� aT

o ~L T

!

=
�

� a T

a 1
� aaT + ~L ~L T

�
= A:

Pro d·kaz jednozna£nosti m¥jme jiný rozkladA = L 0L 0T , kde L 0 =
�

� o T

b ~L 0

�
. Pak

�
� a T

a ~A

�
= A = L 0L 0T =

�
� 2 �b T

�b bbT + ~L 0~L 0T

�
:

Porovnáním matic dostaneme:� =
p

� , b = 1p
� a a ~A = bbT + ~L 0~L 0T , neboli ~L 0~L 0T = ~A � 1

� aaT . Jenºe

podle induk£ního p°edpokladu je~A � 1
� aaT = ~L ~L T jednozna£né, tedy~L 0 = ~L, a tudíº i L 0 = L.

Choleského rozklad existuje i pro positivn¥ semide�nitní matice, ale není uº jednozna£ný.
2) André-Louis Cholesky, francouzský d·stojník (pravd¥podo bn¥ polského p·vodu), metodu z roku 1910 vyvinul pro ú£ely

triangularizace a vytvo°ení p°esn¥j²ích map (v podstat¥ pr o °e²ení soustavy normálních rovnic v metod¥ nejmen²ích £tverc·),
ale publikována byla aº po jeho smrti roku 1924.
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Algoritmus Choleského rozkladu. V¥ta 11.15 byla spí²e existen£ního charakteru, nicmén¥ sestrojit
Choleského rozklad je vcelku jednoduché. Základní idea je vyjít z rovnice A = LL T a postupn¥ porovnávat
shora prvky v prvním sloupci matice nalevo a napravo, pak ve druhém sloupci atd.

P°edpokládejme, ºe máme spo£ítaný první aº(k � 1)-ní sloupec maticeL . Ze vztahu A = LL T

odvodíme pro prvek na pozici(k; k)

akk =
nX

j =1

L kj (L T ) jk =
nX

j =1

`2
kj =

kX

j =1

`2
kj :

Jediná neznámá v tomto vztahu je hodnota`kk , a pokud ji z rovnice vyjád°íme, dostaneme

`kk =

vu
u
t akk �

k� 1X

j =1

`2
kj :

Je-li matice A positivn¥ de�nitní, tak hodnota pod odmocninou ja kladná a výraz má smysl.
Nyní p°edpokládejme, ºe z maticeL máme navíc ur£eny hodnoty prvníchi � 1 prvk· sloupce k. Ze

vztahu A = LL T odvodíme pro prvek na pozici(i; k ), kde i > k ,

aik =
nX

j =1

L ij (L T ) jk =
nX

j =1

` ij `kj =
kX

j =1

` ij `kj :

V tomto výrazu je jediná neznámá hodnota` ik a jejím vyjád°ením dostaneme

` ik =
1

`kk

0

@aik �
k� 1X

j =1

` ij `kj

1

A :

Popsaný algoritmus zárove¬ m·ºe poslouºit jako alternativní d·kaz jednozna£nosti Choleského roz-
kladu. Prvky matice A jednozna£n¥ ur£ily prvky maticeL , nikde jsme nem¥li na výb¥r z více moºností.
Algoritmus 11.16 dole formáln¥ shrnuje jednotlivé kroky výpo£tu Choleského rozkladu. JestliºeA je po-
sitivn¥ de�nitní, algoritmus najde rozklad, a pokud A není, tak to algoritmus ohlásí.

Algoritmus 11.16 (Choleského rozklad).
Vstup: symetrická matice A 2 Rn� n .

1: L := 0 n ,

2: for k := 1 to n do //v k-tém cyklu ur£íme hodnoty L � k

3: if akk �
k� 1X

j =1

`2
kj � 0 then return � A není positivn¥ de�nitní� ,

4: `kk :=

vu
u
t akk �

k� 1X

j =1

`2
kj ,

5: for i := k + 1 to n do

6: ` ik :=
1

`kk

0

@aik �
k� 1X

j =1

` ij `kj

1

A ,

7: end for

8: end for

Výstup: matice L spl¬ující A = LL T nebo informace, ºeA není positivn¥ de�nitní.
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P°íklad 11.17. Choleského rozklad maticeA:

L T

L A
�

0

@
2 � 1 2
0 3 1
0 0 1

1

A

0

@
2 0 0

� 1 3 0
2 1 1

1

A

0

@
4 � 2 4

� 2 10 1
4 1 6

1

A

Výpo£et Choleského rozkladu matice v Matlabu / Octave:

>> L = chol([4 -2 4;-2 10 1;4 1 6],'lower')
L =

2 0 0
-1 3 0
2 1 1

P°íklad 11.18. Pouºití Choleského rozkladu pro °e²ení soustavyAx = b s positivn¥ de�nitní maticí A.
Pokud máme rozkladA = LL T , pak soustava má tvarL (L T x) = b. Nejprve vy°e²íme soustavuLy = b,
potom L T x = y a její °e²ení je to hledané. Postup je tedy následující:

1. Najdi Choleského rozkladA = LL T .

2. Najdi °e²ení y� soustavy Ly = b pomocí dop°edné substituce.

3. Najdi °e²ení x � soustavy L T x = y� pomocí zp¥tné substituce.

Tento postup je °ádov¥ o 50% rychlej²í neº °e²ení Gaussovou eliminací.
Choleského rozklad m·ºeme pouºít i k invertování positivn¥de�nitních matic, protoºe A � 1 = ( LL T )� 1 =

(L � 1)T L � 1 a inverze k dolní trojúhelníkové matici L se najde snadno.

Poznámka 11.19 (Výpo£etní sloºitost). Porovnáme výpo£etní sloºitost jednotlivých metod na testování
positivní de�nitnosti. Podle poznámky 2.19 je asymptotická sloºitost Gaussovy eliminace2

3n3. Výpo£et
determinantu má stejnou sloºitost, proto Sylvestrovo kriterium vyºaduje °ádov¥

nX

k=1

2
3

k3 =
2
3

1
4

n2(n + 1) 2

operací, coº je asymptoticky 1
6n4. Sylvestrovo kriterium se tedy pro praktické pouºití nehodí. Rekurentní

vzore£ek stojí °ádov¥
nX

k=1

2k2 =
2
6

n(n + 1)(2 n + 1)

operací, coº dává stejnou sloºitost jako pro Gaussovu eliminaci, tj. 2
3n3. Kone£n¥ Choleského rozklad

pot°ebuje
nX

k=1

2k + ( n � k)2k = n(n + 1) + n2(n + 1) �
2
6

n(n + 1)(2 n + 1)

operací. Asymptoticky tedy stojí pouze 1
3n3 operací a je proto výpo£etn¥ nejlep²í metodou.

11.2 Aplikace

Nejprve ukáºeme, ºe pomocí positivn¥ de�nitních matic m·ºeme popsat v²echny moºné skalární sou£iny
na prostoru Rn .

V¥ta 11.20 (Skalární sou£in a positivní de�nitnost). Operace hx; yi je skalárním sou£inem vRn práv¥
tehdy, kdyº má tvarhx; y i = xTAy pro n¥jakou positivn¥ de�nitní matici A 2 Rn� n .
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D·kaz. Implikace � ) � . De�nujme matici A 2 Rn� n p°edpisemaij = hei ; ej i , kde ei ; ej jsou standardní
jednotkové vektory. Matice A je zjevn¥ symetrická, ale nemusí být jednotková, protoºe daný skalární sou£in
nemusí být ten standardní. Nyní podle linearity skalárníhosou£inu v první i druhé sloºce m·ºeme psát

hx; y i =
� nX

i =1

x i ei ;
nX

j =1

yj ej

�
=

nX

i =1

x i

�
ei ;

nX

j =1

yj ej

�
=

=
nX

i =1

nX

j =1

x i yj hei ; ej i =
nX

i =1

nX

j =1

x i yj aij = xTAy:

Matice A musí být positivn¥ de�nitní, nebo´ z de�nice skalárního sou£inu xTAx = hx; x i � 0 a nulové jen
pro x = o.

Implikace � ( � . Nech´ A je positivn¥ de�nitní. Pak hx; yi = xTAy tvo°í skalární sou£in: hx; x i =
xTAx � 0 a nulové jen prox = o, je lineární v první sloºce a je symetrický nebo´

hx; y i = xTAy = ( xTAy)T = yTATx = yTAx = hy; xi :

Víme, ºe skalární sou£in indukuje normu (de�nice 8.8). Norma indukovaná vý²e zmín¥ným skalárním
sou£inem jekxk =

p
xTAx . V této norm¥ je jednotková koule elipsoid (viz p°íklad 12.22). Pro A = I n

dostáváme standardní skalární sou£in vRn a eukleidovskou normu.

Poznámka 11.21. P°estoºe nestandardní skalární sou£inhx; yi = xTAy m·ºe vypadat podivn¥, jeho
vztah ke standardnímu je velmi blízký. Protoºe maticeA je positivn¥ de�nitní, lze rozloºit jako A = RTR,
kde R je regulární. Bu¤ B báze tvo°ená sloupci maticeR� 1, tudíº R = B [id]kan je matice p°echodu
od kanonické báze doB . Nyní xTAy = xTRTRy = ( Rx)T (Ry) = [ x]TB [y]B . To ukazuje, ºe nestandardní
skalární sou£in lze vyjád°it jako standardní skalární sou£in vzhledem k ur£ité bázi. Jiným zp·sobem jsme
tak nahlédli tvrzení 8.35.

Dal²í aplikací je odmocnina z matice. Pro positivn¥ semide�nitní matice m·ºeme zavést positivn¥
semide�nitní odmocninu

p
A. Odmocnina je dokonce jednozna£ná, d·kaz viz Rohn [2003].

Tvrzení 11.22 (Odmocnina z matice). Pro kaºdou positivn¥ semide�nitní matici A 2 Rn� n existuje
positivn¥ semide�nitní matice B 2 Rn� n taková, ºeB 2 = A.

D·kaz. Nech´ A má spektrální rozklad A = Q� QT , kde � = diag( � 1; : : : ; � n ), � 1; : : : ; � n � 0. De�nujme
diagonální matici � 0 = diag(

p
� 1; : : : ;

p
� n ) a matici B = Q� 0QT . Pak B 2 = Q� 0QT Q� 0QT = Q� 02QT =

Q� QT = A.

Zde je namíst¥ porovnat odmocninu z matice s maticovými funkcemi z p°íkladu 10.51. Odmocninu lze
vyjád°it nekone£ným rozvojem pouze v malém okolí daného kladného £ísla, nicmén¥ tam, kde existuje, se
budou ob¥ de�nice shodovat.

Poznámka 11.23 (Positivní de�nitnost a optimalizace) . Positivní (semi-)de�nitnost se vyskytuje v op-
timalizaci p°i ur£ování minima funkce f : Rn ! R. Matice, která zde vystupuje, je tzv. hessián, matice
druhých parciálních derivací. Za p°edpokladu, ºe jsme v bod¥ x � 2 Rn s nulovým gradientem, pak po-
sitivní de�nitnost dává posta£ující podmínku pro to, aby x � bylo lokální minimum, a naopak positivní
semide�nitnost dává nutnou podmínku. Jedná se o zobecn¥ní jednorozm¥rného p°ípadu, kdy reálná hladká
funkce f : R ! R má v bod¥ x � 2 R lokální minimum, pokud její derivace v bod¥a je nulová a druhá
derivace kladná.

Hessián se podobn¥ pouºívá i p°i ur£ování konvexity funkce.Positivní de�nitnost na n¥jaké otev°ené
konvexní mnoºin¥ implikuje konvexitu funkce f . Více nap°. viz [Rohn, 1997].

Positivn¥ de�nitní matice hrají v optimalizaci je²t¥ jednu d·leºitou roli. Semide�nitní program je
taková optimaliza£ní úloha, p°i níº hledáme minimum lineární funkce za podmínky na positivní semide-
�nitnost matice, jejíº prvky jsou lineární funkcí prom¥nný ch [Gärtner and Matou²ek, 2012]. Formáln¥,
jedná se o úlohu

min cT x za podmínky A0 +
mX

i =1

A i x i je positivn¥ de�nitní,
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kde c 2 Rm , A0; A1; : : : ; Am 2 Rn� n jsou dány ax = ( x1; : : : ; xm )T je vektor prom¥nných. Semide�nitními
programy dokáºeme nejen modelovat v¥t²í t°ídu úloh neº lineárními programy (viz p°íklad 7.23), ale stále
jsou °e²itelné efektivn¥ za rozumný £as. Umoºnily mj. velkýpokrok na poli kombinatorické optimalizace,
protoºe °ada výpo£etn¥ sloºitých problém· se dá rychle a t¥sn¥ aproximovat práv¥ pomocí vhodných
semide�nitních program·.

Výskyt positivn¥ (semi-)de�nitních matic je je²t¥ ²ir²í. N ap°íklad ve statistice se setkáváme s tzv.
kovarian£ní a korela£ní maticí. Ob¥ dávají jistou informaci o závislosti mezin náhodnými veli£inami a, ne
náhodou, jsou vºdy positivn¥ semide�nitní.

Na záv¥r této sekce ukáºeme je²t¥ aplikaci z chemie.

P°íklad 11.24 (Ur£ování struktury bílkovin) . Jedna ze základních úloh modelování bílkovin je ur£ení
trojrozm¥rné struktury bílkovin. Typický postup je ur£ení matice vzdáleností jednotlivých atom· pomocí
jaderné magnetické rezonance a pak odvození struktury.

Struktura bílkoviny. [zdroj: Wikipedia]

Bu¤ X 2 Rn� 3 matice pozic jednotlivých atom·, to jest, °ádek X i � udává sou°adnicei -tého atomu
v prostoru. Maticí D 2 Rn� n si ozna£íme vzdálenosti jednotlivých atom·, tedydij = vzdálenost i -tého a
j -tého atomu. Jestliºe známeX , tak D spo£ítáme následujícím zp·sobem. Posuneme sou°adný systém,
aby n-tý atom byl v po£átku, tj. X n� = (0 ; 0; 0) a z matice X odstraníme poslední °ádek, který je nyní
redundantní. Ozna£me pomocnou maticiD � := XX T a sou°adnice libovolných dvou atom· u := X i � ,
v := X j � . Vztah matic D a D � je tento:

d2
ij = ku � vk2 = hu � v; u � vi = hu; ui + hv; vi � 2hu; vi = d�

ii + d�
jj � 2d�

ij : (11.1)

Ná² problém stojí typicky naopak: Ze znalosti nam¥°ených vzdáleností D pot°ebujeme ur£it X , £ímº
získáme p°edstavu, kde v prostoru se jaký atom nachází a tím pádem jaká je struktura bílkoviny. Ze vztahu
(11:1) odvodíme

d�
ij =

1
2

(d�
ii + d�

jj � d2
ij ) =

1
2

(d2
in + d2

jn � d2
ij ):

Tímto p°edpisem z matice D spo£ítáme matici D � . Protoºe D � je symetrická a positivn¥ de�nitní,
ze spektrálního rozkladu D � = Q� QT , kde � = diag( � 1; � 2; � 3), sestrojíme hledanou matici X =
Q � diag

� p
� 1;

p
� 2;

p
� 3

�
. Pak totiº máme D = XX T .

Matice X se dá n¥kdy spo£ítat i za £áste£né informace vzdáleností (matice D není známa celá), ale
tato úloha m·ºe být výpo£etn¥ sloºitá (tzv. NP-úplný problé m).

Jiný problém z tohoto oboru je tzv. Prokrust·v problém,3) v n¥mº porovnáváme dv¥ struktury bílkovin
jak moc jsou podobné. Ozna£me matice dvou strukturX; Y . Lineární zobrazení s ortogonální maticíQ
zachovává úhly a vzdálenosti (v¥ta 8.76), tudíºY Q odpovídá té samé struktu°e, jakoY , pouze n¥jakým
zp·sobem oto£ené £i zrcadlené. Chceme-li ur£it podobnost obou struktur, hledáme takovou ortogonální
matici Q 2 R3� 3, aby matice X a Y Q byly �co nejbliº²í� . Matematická formulace vede na optimaliza£ní
úlohu minimalizovat hodnotu maticové normy kX � Y Qk na mnoºin¥ ortogonálních maticQ. Tato úloha
trochu p°ipomíná metodu nejmen²ích £tverc·.

3) Prokrustes nebyl matematik, ale °ecká mytologická postava , lupi£ z Attiky, který pocestným usekával kon£etiny nebo
jim je natahoval, aby se p°esn¥ ve²li na jeho loºe. Jeho ºivot ukon£il aº Theseus.
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Problémy
11.1. Bu¤ A positivn¥ semide�nitní. Ukaºte, ºe xT Ax = 0 pro n¥jakéx 6= o implikuje Ax = o.

11.2. Bu¤ A 2 Rn� n positivn¥ semide�nitní a B 2 Rn� n symetrická. Ukaºte, ºe AB je diagonalizovatelná.
A naopak, kaºdá diagonalizovatelná matice s reálnými vlastními £ísly se dá vyjád°it jako sou£in
positivn¥ de�nitní a symetrické matice.

11.3. Ukaºte, ºe kaºdá symetrická matice se dá zapsat jako rozdíl dvou positivn¥ de�nitních matic.

11.4. Bu¤ A 2 Rn� n positivn¥ de�nitní. Ukaºte, ºe A ii (A � 1) ii � 1 pro v²echna i = 1 ; : : : ; n.

11.5. Bu¤te A; B 2 Rn� n symetrické a nech´ v²echna vlastní £íslaA jsou v¥t²í neº vlastní £ísla B .
Dokaºte, ºe A � B je positivn¥ de�nitní.

11.6. Nad symetrickými maticemi z prostoruRn� n de�nujme dv¥ relace:A � B pokud B � A je positivn¥
de�nitní a A � B pokud B � A je positivn¥ semide�nitní.

(a) Ukaºte, ºe relace � ur£uje £áste£né uspo°ádání a relace� ur£uje ostré uspo°ádání.

(b) Nech´ 0 � A. Rozhodn¥te, zda0 � A � 1.

(c) Nech´ 0 � A � B . Rozhodn¥te, zdaA2 � B 2.

(d) Nech´ 0 � A � B . Rozhodn¥te, zdaB � 1 � A � 1.

(e) Nech´ 0 � A � B . Rozhodn¥te, zda
p

A �
p

B .

(f) Rozhodn¥te zdaA � B ) det(A) < det(B ).
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Shrnutí ke kapitole 11. Positivn¥ (semi-)de�nitní matice

Positivn¥ de�nitní matice je speciální typ matice, která se nicmén¥ vyskytuje v roz-
li£ných situacích:

� kaºdý skalární sou£in v prostoruRn je tvaru hx; yi = xT Ay pro n¥jakou posi-
tivn¥ de�nitní matici A,

� funkce f : Rn ! R je konvexní, pokud její hessián je positivn¥ de�nitní,

� atp.

Positivn¥ de�nitní matici de�nujeme jako takovou symetric kou matici A, pro kterou
funkce f (x) = xTAx je nezáporná a nulová pouze v po£átku. Alternativn¥ ji m·ºeme
charakterizovat jako matici, která má kladná vlastní £ísla. Je²t¥ jinak lze positivn¥
de�nitní matice nahlédnout tak, ºe mají rozklad A = UT U, kde U je regulární. Do-
konce lze po maticiU poºadovat, aby byla horní trojúhelníková s kladnou diagonálou
(pak je i jednozna£ná). To dává vzniku i efektivnímu zp·sobuna testování positivní
de�nitnosti, tzv. Choleskému rozkladu (bývá zvykem ho psát ve tvaru A = LL T , kde
L je dolní trojúhelníková matice). Navíc rozklad A = UT U najde uplatn¥ní p°i °e²ení
soustav lineárních rovnic £i jiných výpo£tech s maticíA.
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Kvadratické formy

Slovo lineární ve výrazu �lineární algebra� neznamená, ºe se obor zabývá jen lineárními objekty jako
t°eba p°ímkami a rovinami p°i aplikaci v geometrii. V této kapitole si podrobn¥ji v²imneme kvadratic-
kých forem. V zásad¥ jsme se s nimi setkali jiº u eukleidovskénormy (str. 131) a positivní de�nitnosti
(de�nice 11.1). V této kapitole probereme kvadratické formy podrobn¥ji. Ukáºeme souvislosti s positivní
(semi-)de�nitností, znaménky vlastních £ísel a popisem ur£itých geometrických objekt·.

P°íklad 12.1 (Motivace ke kvadratickým formám). Pro za£átek si m·ºeme kvadratickou formu p°edstavit
jako polynom n prom¥nných, kde sou£et stup¬· kaºdého £lenu je p°esn¥ dva. ƒili

f (x) = 5 x2

je kvadratická forma s jednou prom¥nnou a

f (x1; x2) = 5 x2
1 � 3x1x2 + 12x2

2

je kvadratická forma se dv¥ma prom¥nnými. Obecný p°edpis pro takovýto polynom s n prom¥nnými
x = ( x1; : : : ; xn )T je

f (x) =
nX

i =1

nX

j =1

aij x i x j = xTAx;

kde A je matice n� n p°íslu²ných koe�cient·. Kompaktní maticový zápis xTAx budeme £asto pouºívat.

12.1 Bilineární a kvadratické formy

De�nice 12.2 (Bilineární a kvadratická forma) . Bu¤ V vektorový prostor nad T. Bilineární forma je
zobrazeníb: V 2 ! T, které je lineární v první i druhé sloºce, tj.

b(�u + �v; w ) = �b (u; w) + �b (v; w); 8�; � 2 T; 8u; v; w 2 V;

b(w; �u + �v ) = �b (w; u) + �b (w; v); 8�; � 2 T; 8u; v; w 2 V:

Bilineární forma se nazývásymetrická, pokud b(u; v) = b(v; u) pro v²echna u; v 2 V . Zobrazeníf : V ! T
je kvadratická forma, pokud se dá vyjád°it f (u) = b(u; u) pro n¥jakou symetrickou bilineární formu b.

Je lehké nahlédnout, ºe vºdy platí b(o; v) = b(v; o) = 0 , f (o) = 0 .

P°íklad 12.3.

� Kaºdý reálný skalární sou£in na prostoruV je bilineární formou.

� Komplexní skalární sou£in není bilineární formou, protoºenení lineární v druhé sloºce (viz strana 130).
Formy takovéhoto typu se nazývají seskvilineární (více vizBe£vá° [2005]).
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� Pro libovolnou matici A 2 Rn� n je zobrazeníb(x; y) = xTAy bilineární formou. Pro symetrickou
matici A je pak kvadratickou formou zobrazeníf (x) = xTAx .

(D·kaz. Bu¤ �; � 2 R a x; x 0 2 Rn . Pak

b(�x + �x 0; y) = ( �x + �x 0)TAy = �x TAy + �x 0TAy = �b (x; y) + �b (x0; y)

a analogicky pro druhou sloºku.)

Speciáln¥, v prostoruR1 je bilineární formou jakékoli zobrazeníb: R2 ! R s p°edpisemb(x; y) = axy,
kde a 2 R je konstanta. P°íslu²ná kvadratická forma je pak kvadratická funkce jedné prom¥nné
f (x) = ax2. Kvadratické formy na Rn lze tedy chápat jako zobecn¥ní kvadratické funkce z jedné na
n prom¥nných.

� Bu¤ V = R2. Pak
b(x; y) = x1y1 + 2x1y2 + 4x2y1 + 10x2y2

je p°íkladem bilineární formy,

b0(x; y) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 10x2y2

je p°íkladem symetrické bilineární formy a

f (x) = b0(x; x ) = x2
1 + 6x1x2 + 10x2

2

odpovídající kvadratické formy.

P°íklad 12.4. Ilustrace bilineární formy b(x; y) = xy na intervalu [� 5; 5]2 a na intervalu [0; 5]2:
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V této kapitole se budeme p°eváºn¥ zabývat kvadratickými formami, i kdyº bilineární formy jsou také
zajímavé, nap°íklad práv¥ vztahem se skalárním sou£inem.

V analogii s teorií lineárních zobrazení, i bilineární formy jsou jednozna£n¥ ur£eny obrazy bází a dají
se vyjád°it maticov¥. ƒtená°i proto doporu£ujeme porovnat pojmy a výsledky této sekce se sekcí 6.2 a
uv¥domit si jistou paralelu.

Poznámka 12.5 (Motivace k maticím forem). Bu¤ b: V 2 ! T bilineární forma a B = f w1; : : : ; wng
báze prostoruV . M¥jme libovolné dva vektory u; v 2 V a nech´ mají v bázi B vyjád°ení u =

P n
i =1 x i wi ,

v =
P n

i =1 yi wi . Z de�nice bilineární formy pak obraz vektor· je

b(u; v) = b(
P n

i =1 x i wi ;
P n

j =1 yj wj ) =
P n

i =1
P n

j =1 x i yj b(wi ; wj ):

Vidíme, ºe celá bilineární forma je vlastn¥ ur£ena tím, kam se zobrazí v²echny dvojice bázických vektor·.
To nás navíc motivuje umístit tyto hodnoty b(wi ; wj ) do matice a pracovat s maticovou reprezentací.

De�nice 12.6 (Matice bilineární a kvadratické formy) . Bu¤ b: V 2 ! T bilineární forma a B = f w1; : : : ; wng
báze prostoru V . Pak de�nujeme matici A 2 Tn� n bilineární formy vzhledem k bázi B p°edpisem
aij = b(wi ; wj ). Matice kvadratické formy f : V ! T je de�nována jako matice libovolné symetrické
bilineární formy indukující f .
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Pomocí matic forem m·ºeme elegantn¥ vyjád°it jejich funk£ní hodnoty explicitním p°edpisem.

V¥ta 12.7 (Maticové vyjád°ení forem). Bu¤ B báze vektorového prostoruV a bu¤ b bilineární forma
na V . Pak A je matice formy b vzhledem k báziB práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdéu; v 2 V platí

b(u; v) = [ u]TB A[v]B : (12.1)

Dále, je-li b symetrická forma, pak odpovídající kvadratická formaf pro kaºdé u 2 V spl¬uje

f (u) = [ u]TB A[u]B :

D·kaz. Ozna£mex := [ u]B , y := [ v]B , a nech´ B se skládá z vektor· w1; : : : ; wn . Je-li A matice formy b,
tak

b(u; v) = b
� nX

i =1

x i wi ;
nX

j =1

yj wj

�
=

nX

i =1

nX

j =1

x i yj b(wi ; wj ) =
nX

i =1

nX

j =1

x i yj aij = xTAy:

Naopak, pokud platí (12:1) pro kaºdé u; v 2 V , tak dosazenímu := wi , v := wj dostanemeb(wi ; wj ) =
[wi ]TB A[wj ]B = eT

i Aej = aij pro v²echna i; j = 1 ; : : : ; n.
Kone£n¥,f (u) = b(u; u) = xTAx .

D·sledek 12.8. Bu¤ B = f w1; : : : ; wng báze vektorového prostoruV nad T a bu¤ A 2 Tn� n . Pak existuje
jediná bilineární forma b: V 2 ! T taková, ºeb(wi ; wj ) = aij pro v²echna i; j = 1 ; : : : ; n.

D·kaz. �Existence.� Sta£í ov¥°it, ºe zobrazeníb: V 2 ! T dané p°edpisemb(u; v) = [ u]TB A[v]B spl¬uje pod-
mínky bilineární formy. To se nahlédne snadno, nebo´ zobrazení u 7! [u]B je lineární (srov. tvrzení 6.38).

�Jednozna£nost.� Z (12:1) plyne, ºe pro kaºdé u; v 2 V je b(u; v) = [ u]TB A[v]B , tedy obrazy jsou
jednozna£n¥ dány.

Bu¤ B pevná báze prostoruV dimenze n. Kaºdé bilineární form¥ tedy odpovídá jednozna£ná ma-
tice A 2 Tn� n , a naopak kaºdé matici A 2 Tn� n odpovídá jednozna£n¥ bilineární forma. Existuje tudíº
vzájemn¥ jednozna£ný vztah mezi mnoºinou bilineárních forem a prostorem matic Tn� n . Jedná se na-
víc o isomor�smus, protoºe bilineární formy tvo°í vektorový prostor s p°irozen¥ de�novaným sou£tem a
násobky (srov. prostorF ze str. 79).

Ve vektorovém prostoru Tn mají bilineární formy speciální tvar.

D·sledek 12.9. Kaºdá bilineární forma na Tn se dá vyjád°it ve tvaru

b(x; y) = xTAy

pro ur£itou matici A 2 Tn� n , a kaºdá kvadratická forma naTn se dá vyjád°it ve tvaru

f (x) = xTAx

pro ur£itou symetrickou matici A 2 Tn� n .

D·kaz. Sta£í vzít A jako matici formy vzhledem ke kanonické bázi. Pakb(x; y) = [ x]TkanA[y]kan = xTAy.
Pro kvadratickou formu pak platí f (x) = b(x; x ) = xTAx . Matice A je symetrická, protoºe kvadratická

forma f (x) je generovaná symetrickou bilineární formou.

P°íklad 12.10. Uvaºme bilineární formu na R2

b(x; y) = x1y1 + 2x1y2 + 4x2y1 + 10x2y2:

Matice b vzhledem ke kanonické bázi jeA =
�

1 2
4 10

�
; coº snadno nahlédneme i z vyjád°ení

b(x; y) =
nX

i =1

nX

j =1

aij x i yj = xTAy =
�
x1 x2

�
�

1 2
4 10

� �
y1

y2

�
:
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Tato bilineární forma není symetrická, narozdíl od bilineární formy

b0(x; y) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 10x2y2:

Matice b0 vzhledem ke kanonické bázi jeA0 =
�

1 3
3 10

�
; tedy b0(x; y) = xTA0y. Odpovídající kvadratická

forma spl¬uje

f 0(x) = b0(x; x ) = xTA0x =
�
x1 x2

�
�

1 3
3 10

� �
x1

x2

�
= x2

1 + 6x1x2 + 10x2
2:

Poznámka 12.11. Mohli bychom si klást otázku, pro£ kvadratickou formu de�nujeme pouze pomocí sy-
metrických bilineárních forem. Vºdy´ nic nám nebrání zavést f (u) = b(u; u) i pro nesymetrickou bilineární
formu b. D·vod je podobný, jaký jsme uvedli u positivn¥ de�nitních m atic, viz poznámka 11.2. M·ºeme
zavést bilineární formu bs(u; v) := 1

2

�
b(u; v) + b(v; u)

�
, která jiº bude symetrická. Navíc, jak se snadno

nahlédne, ob¥ formyb, bs indukují stejnou kvadratickou formu f . Zde ov²em t¥lesoT nesmí mít charak-
teristiku 2, jinak by zlomek nedával smysl. Restrikcí na symetrický p°ípad pak také v d·sledku máme
jednozna£nost matice kvadratických forem, op¥t za p°edpokladu, ºe t¥lesoT nemá charakteristiku 2.

Matice forem závisí na volb¥ báze. Jak se zm¥ní matice, kdyº p°ejdeme k jiné bázi?

V¥ta 12.12 (Matice kvadratické formy p°i zm¥n¥ báze). Bu¤ A 2 Tn� n matice kvadratické formy f
vzhledem k báziB prostoru V . Bu¤ B 0 jiná báze aS = B [id]B 0 matice p°echodu odB 0 k B . Pak matice
formy f vzhledem k báziB 0 je STAS a odpovídá stejné symetrické bilineární form¥.

D·kaz. Bu¤ u; v 2 V a b symetrická bilineární forma indukující f . Pak

b(u; v) = [ u]TB A[v]B = ( B [id]B 0 � [u]B 0)T A( B [id]B 0 � [v]B 0) = [ u]TB 0STAS [v]B 0:

Podle v¥ty 12.7 jeSTAS matice formy b, a tím i f , vzhledem k báziB 0.

R·znou volbou báze prostoru V dosahujeme r·zné maticové reprezentace. Na²ím cílem bude najít
takovou bázi, v·£i níº je matice co nejjednodu²²í, tedy diagonální.

Zde je jistá paralela z diagonalizací pro vlastní £ísla, kdejsme transformovali matici pomocí podob-
nosti. Nyní transformujeme matici úpravou STAS, kde S je regulární. Místo podobnosti nyní máme tzv.
kongruenci. Jak uvidíme, u kvadratických forem je situace jednodu²²í � kaºdou matici lze diagonalizovat.

12.2 Sylvestr·v zákon setrva£nosti

V této sekci nadále uvaºujeme reálný prostorRn nad R. Z de�nice je patrné, ºe matice kvadratické formy
je symetrická. Tuto vlastnost budeme velmi pot°ebovat.

V¥ta 12.13 (Sylvestr·v zákon setrva£nosti1)). Bu¤ f (x) = xTAx kvadratická forma naRn . Pak existuje
báze, v·£i níº máf diagonální matici s prvky1; � 1; 0. Navíc, tato matice je aº na po°adí prvk· jednozna£ná.

D·kaz. �Existence� . Protoºe A je symetrická, tak má spektrální rozkladA = Q� QT , kde � = diag( � 1; : : : ; � n ).
Tedy � = QTAQ je diagonalizace formy. Abychom docílili na diagonále� 1, tak provedeme je²t¥ úpravu
� 0QTAQ� 0, kde � 0 je diagonální matice s prvky� 0

ii = j� i j�
1
2 , pokud � i 6= 0 a � 0

ii = 1 jinak. Nyní m·ºeme
Q� 0 povaºovat za matici kan [id]B p°echodu od hledané bázeB do kanonické báze. Tudíº báziB vy£teme
ve sloupcích maticeQ� 0.

1) Anglicky Sylvester's law of inertia, z roku 1852.
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�Jednozna£nost� . Sporem p°edpokládejme, ºe máme dv¥ r·znédiagonalizaceD; D 0:

D =

1 : : : p p + 1 : : : q q+ 1 : : : n
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

1
. . .

1

� 1
. . .

� 1

0
. . .

0

; D 0 =

1 : : : s s + 1 : : : t t + 1 : : : n
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

1
. . .

1

� 1
. . .

� 1

0
. . .

0

:

První nech´ odpovídá báziB = f w1; : : : ; wn g a druhá bázi B 0 = f w0
1; : : : ; w0

ng. Bu¤ u 2 Rn libovolné a
nech´ má sou°adnicey = [ u]B , z = [ u]B 0. Pak podle v¥ty 12.7

f (u) = [ u]TB D[u]B = yTDy = y2
1 + : : : + y2

p � y2
p+1 � : : : � y2

q + 0y2
q+1 + : : : + 0y2

n ;

f (u) = [ u]TB 0D 0[u]B 0 = zTD 0z = z2
1 + : : : + z2

s � z2
s+1 � : : : � z2

t + 0z2
t+1 + : : : + 0z2

n :

Nejprve si pov²imneme, ºeq = t. Protoºe D = STD 0S pro n¥jakou regulárníS, konkrétn¥ pro S = B 0[id]B ,
tak matice D; D 0 mají stejnou hodnost. Tudíº musíq = t. Nyní zbývá ukázat, ºe nutn¥ p = s. Bez újmy na
obecnosti p°edpokládejmep > s. De�nujme prostory P = spanf w1; : : : ; wpg a R = spanf w0

s+1 ; : : : ; w0
ng.

Pak

dim P \ R = dim P + dim R � dim(P + R) � p + ( n � s) � n = p � s � 1:

Tedy existuje nenulový vektor u 2 P \ R a pro n¥j mámeu =
P p

i =1 yi wi =
P n

j = s+1 zj w0
j , z £ehoº dostáváme

f (u) =

(
y2

1 + : : : + y2
p > 0;

� z2
s+1 � : : : � z2

t � 0:

To je spor.

Báze, v·£i níº matice kvadratické formy je diagonální, se nazývá polární báze. Tedy báze z v¥ty 12.13
je p°íkladem polární báze, ale typicky existují i dal²í. Dá se také ukázat, ºe polární báze existuje nejen
pro reálné prostory, ale i pro prostory nad libovolným t¥lesem charakteristiky r·zné od 2.

Geometrický význam Sylvestrova zákona setrva£nosti spo£ívá v tom najít vhodný sou°adný systém (tj.
bázi), ve kterém má kvadratická forma jednoduchý diagonální tvar. Algebraický pohled na v¥c je ten, ºe
danou symetrickou matici A transformujeme na diagonální tvar pomocí úpravSTAS, kde S je regulární.

P°íklad 12.14 (Kvadratické formy v R2). Podle Sylvestrova zákona mají kvadratické formy vR2 v pod-
stat¥ jeden z následujících tvar· v sou°adném systému vhodné báze.
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Význam Sylvestrova zákona nespo£ívá pouze v existenci diagonalizace, ale zejména v její jednozna£-
nosti (odtud název �setrva£nost� ). Tato jednozna£nost oprav¬uje k zavedení pojmusignatura jako trojice
(p; q; z), kde p je po£et jedni£ek,q po£et minus jedni£ek az po£et nul ve výsledné diagonální matici. Navíc
má °adu d·sledk· týkající se mj. positivní (semi-)de�nitno sti a vlastních £ísel.

D·sledek 12.15. Bu¤ A 2 Rn� n symetrická a STAS p°evedení na diagonální tvar. Pak po£et jedni-
£ek resp. minus jedni£ek resp. nul na diagonále odpovídá po£tu kladných resp. záporných resp. nulových
vlastních £ísel maticeA.

D·kaz. Sta£í uvaºovat kvadratickou formu f (x) = xTAx , která má matici A. Z d·kazu v¥ty 12.13 (£ást
�existence� ) je patrné, ºe jednu diagonalizaci získáme ze spektrálního rozkladu a pro ni tvrzení platí. Díky
jednozna£nosti ve tvrzení Sylvestrova zákonu setrva£nosti pak musí po£ty souhlasit i pro jakoukoli jinou
diagonalizaci.

Diagonalizací maticeA tedy nenajdeme vlastní £ísla, ale ur£íme kolik jich je kladných a kolik záporných.
Pokud tento postup aplikujeme na matici A � �I n tak zjistíme, kolik vlastních £ísel maticeA je v¥t²ích
/ men²ích / rovno £íslu � . Takto lze postupným p·lením intervalu omezovat potenciální rozsah vlastních
£ísel a limitn¥ konvergovat k jejich hodnotám. Tento postupse kdysi pouºíval pro výpo£et vlastních £ísel,
ale nyní je jiº p°ekonaný (mj. to není moc stabilní metoda).

D·sledek 12.16. Bu¤ A 2 Rn� n symetrická a STAS p°evedení na diagonální tvar. Pak

(1) A je positivn¥ de�nitní práv¥ tehdy, kdyº STAS má kladnou diagonálu,

(2) A je positivn¥ semide�nitní práv¥ tehdy, kdyºSTAS má nezápornou diagonálu.

D·kaz. Z d·sledku 12.15 a vztahu mezi positivní (semi-)de�nitností a vlastními £ísly (v¥ta 11.7).

Sylvestr·v zákon tedy dává návod, jak jednou metodou rozhodnout o positivní de�nitnosti resp. posi-
tivní semide�nitnosti resp. negativní (semi-)de�nitnost i v jednom.

Diagonalizace matice pomocí elementárních úprav. Zbývá otázka, jak matici kvadratické formy
p°evést na diagonální tvar. D·kaz v¥ty o Sylvestrov¥ zákonusice dává návod (p°es spektrální rozklad),
ale m·ºeme jednodu²e adaptovat elementární maticové úpravy. Co se stane, kdyº symetrickou maticiA
transformujeme naEAE T , kde E je matice elementární °ádkové úpravy? Sou£inemEA se provede °ádková
úprava a vynásobenímE T zprava se provede i analogická sloupcová úprava. Základní my²lenka metody na
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diagonalizaci je tedy aplikovat na matici °ádkové úpravy a odpovídající sloupcové úpravy. Tím budeme
nulovat prvky pod i nad diagonálou, aº matici p°evedeme na diagonální tvar.

Nebudeme popisovat algoritmus formáln¥, ale zd·vodn¥ní korektnosti postupu je následující. P°ed-
pokládejme nejprve, ºe na pozici pivota je vºdy nenulové £íslo, a tím pádem se m·ºeme omezit pouze
na druhou elementární úpravu � p°i£tení � -násobku j -tého °ádku k i -tému °ádku pod ním. Tato úprava
nuluje prvky pod pivotem. Pokud úpravu provedeme analogicky i na sloupce, nuluje symetricky prvky
napravo od pivota. Navíc nepokazí tu £ást, která je jiº upravena. Ve výsledku nutn¥ dostaneme diagonální
matici.

Drobná potíº nastane, pokud se b¥hem maticových úprav vyskytne na pozici pivota nula. Nap°íklad
u matice

A =
�

0 1
1 0

�

nesta£í prohodit oba °ádky, protoºe bychom museli prohoditi sloupce a dostali op¥t p·vodní matici A.
M·ºeme ale k prvnímu °ádku p°i£íst druhý °ádek a analogicky pro sloupce, coº vede na matici s nenulovým
pivotem �

2 1
1 0

�
:

Tento postup lze aplikovat obecn¥. Pokud je na pozici pivotanula, p°i£teme k n¥mu vhodný °ádek pod ním
a analogicky pro sloupce. (Pokud by pod pivotem byly samé nuly, pak rekurzivn¥ upravujeme podmatici
vpravo dole od pivota.) Tímto postupem op¥t nepokazíme tu £ást matice, která je uº upravená. Tudíº
pomocí elementárních úprav dokáºeme diagonalizovat kaºdou matici kvadratické formy.

P°íklad 12.17 (Diagonalizace matice kvadratické formy). Diagonalizujeme matici A, na kterou apliku-
jeme st°ídav¥ °ádkovou úpravu a potom odpovídající sloupcovou:

A =

0

@
1 2 � 1
2 5 � 3

� 1 � 3 2

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 1 � 1

� 1 � 3 2

1

A �

0

@
1 0 � 1
0 1 � 1

� 1 � 1 2

1

A �

�

0

@
1 0 � 1
0 1 � 1
0 � 1 1

1

A �

0

@
1 0 0
0 1 � 1
0 � 1 1

1

A �

0

@
1 0 0
0 1 � 1
0 0 0

1

A �

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A :

Vidíme, ºe matice A má dv¥ kladná vlastní £ísla a jedno nulové, je tedy positivn¥semide�nitní.

P°íklad 12.18 (Nalezení polární báze). Pro jednoduchost uvaºujme kvadratickou formu f (x) = xTAx ,
kde A 2 Rn� n je symetrická. Pokud najdeme matici S 2 Rn� n takovou, ºe STAS je diagonální, pak
podle v¥ty 12.12 je polární báze obsaºena ve sloupcích matice S. Jak ov²em matici S nalézt? Pokud
diagonalizujeme maticiA pomocí elementárních úprav, tak maticeS reprezentuje akumulované sloupcové
úpravy. Metoda je nyní nasnad¥: upravujeme dvojmatici(A j I n ) tak, ºe na matici A aplikujeme °ádkové a
sloupcové úpravy, abychom ji diagonalizovali, a na jednotkovou matici aplikujeme pouze sloupcové úpravy.
Polární bázi pak vy£teme ve sloupcích matice napravo.

Postup aplikujeme na matici z p°íkladu 12.17 a jednotlivé úpravy jsou

(A j I 3) =

0

@
1 2 � 1 1 0 0
2 5 � 3 0 1 0

� 1 � 3 2 0 0 1

1

A �

0

@
1 0 � 1 1 � 2 0
0 1 � 1 0 1 0

� 1 � 1 2 0 0 1

1

A �

�

0

@
1 0 0 1 � 2 1
0 1 � 1 0 1 0
0 � 1 1 0 0 1

1

A �

0

@
1 0 0 1 � 2 � 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

1

A :

P°íslu²ná polární báze se tedy skládá z vektor·(1; 0; 0)T , (� 2; 1; 0)T , (� 1; 1; 1)T . Pokud z t¥chto vektor·
po sloupcích sestavíme maticiS, potom STAS je diagonální matice s prvky1; 1; 0 na diagonále.
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P°íklad 12.19 (Sou£et £tverc· lineárních forem). Uvaºujme kvadratickou formu f (x) = xTAx se syme-
trickou maticí A 2 Rn� n . Pokud výraz xTAx s prom¥nnými x1; : : : ; xn dokáºeme vyjád°it jako sou£et
£tverc· lineárních forem, potom zjevn¥ f (x) � 0 pro v²echna x 2 Rn a matice A je positivn¥ semide�-
nitní. Zajímavé je, ºe platí i opa£ný sm¥r: Kaºdou kvadratickou formu s positivn¥ semide�nitní maticí lze
vyjád°it jako sou£et £tverc· lineárních forem a dole popisujeme postup jak k tomuto vyjád°ení dosp¥t.2)

Najdeme matici S, pro kterou je STAS = D diagonální. Pak A = S� T DS � 1 a substitucí y := S� 1x
dostáváme poºadovaný tvar

xTAx = xTS� T DS � 1x = yT Dy =
nX

i =1

dii y2
i =

nX

i =1

dii (S� 1
i � x)2:

Konkrétn¥ uvaºujme matici z p°íkladu 12.18, kde jsme jiº nahlédli, ºe STAS = D pro

S =

0

@
1 � 2 � 1
0 1 1
0 0 1

1

A ; D =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A :

Spo£ítáme

S� 1 =

0

@
1 2 � 1
0 1 � 1
0 0 1

1

A :

Nyní
P n

i =1 dii (S� 1
i � x)2 = ( x1 + 2x2 � x3)2 + ( x2 � x3)2. Dokázali jsme tedy vyjád°it

xTAx = x2
1 + 4x1x2 � 2x1x3 + 5x2

2 � 6x2x3 + 2x2
3

= ( x1 + 2x2 � x3)2 + ( x2 � x3)2:

Poznámka 12.20. Sou£in positivn¥ de�nitních matic A; B 2 Rn� n nemusí být positivn¥ de�nitní matice.
Sou£inAB obecn¥ není symetrickou maticí, a navíc ani symetrizací ve smyslu poznámky 11.2 nemusíme
dostat positivn¥ de�nitní matici (najd¥te takový p°íklad! ).

Zajímavé ale je, ºe maticeAB , p°estoºe není nutn¥ nutn¥ symetrická, má stále reálná kladná vlastní
£ísla. Snadno je to vid¥t z vyjád°eníAB =

p
A

p
AB . Vynásobením

p
A

� 1
zleva a

p
A zprava dostaneme

podobnou matici
p

AB
p

A. Ta je symetrická, £ili má reálná vlastní £ísla, a ze setrva£nosti má stejnou
signaturu jako B , coº znamená kladná vlastní £ísla.

Poznámka 12.21. Je úzký vztah mezi diagonalizací matice pomocí elementárních úprav a rekurentním
vzore£kem na testování positivní de�nitnosti (v¥ta 11.11). Pokud uvaºujeme matici A =

�
� a T

a ~A

�
jako

matici kvadratické formy a elementárními úpravami vynulujeme prvky pod a napravo od pivota, výsledná
blokov¥ diagonální matice se dá maticov¥ vyjád°it jako

�
� o T

o ~A � 1
� aaT

�
:

Tato matice je positivn¥ de�nitní práv¥ tehdy, kdyº v²echny bloky jsou positivn¥ de�nitní matice, tj. � > 0
a ~A � 1

� aaT je positivn¥ de�nitní. Tím jsme dostali jiné odvození rekurentního vzore£ku.

Kuºelose£ky a kvadriky

Pomocí kvadratických forem lze popisovat geometrické útvary zvané kvadriky. To jsou (stru£n¥ °e£eno,
podrobn¥ji viz nap°. [Bican, 2009; ƒech, 1952]) mnoºiny popsané rovnicíxTAx + bT x+ c = 0 , kde A 2 Rn� n

je symetrická, b 2 Rn , c 2 R. Jak vidíme, tato rovnice jiº není lineární práv¥ díky kvadratickému £lenu

2) Platí dokonce, ºe kaºdý nezáporný polynom se dá vyjád°it jak o zlomek, jehoº £itatel a jmenovatel jsou ve tvaru sou£tu
£tverc· polynom·. Toto bylo známé jako sedmnáctý Hilbert·v problém a bylo vy°e²eno Emilem Artinem roku 1927. Navíc
£itatel se dá vyjád°it pomocí nanejvý² 2n £tverc· a jmenovatel pomocí pouze jednoho.
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xTAx . Pomocí r·zných charakteristik, jako jsou nap°íklad vlastní £ísla resp. signatura maticeA, m·ºeme
pak snadno klasi�kovat jednotlivé geometrické tvary kvadrik. T¥mito tvary jsou elipsoidy, paraboloidy,
hyperboloidy aj., viz p°íklady dole.

Speciálním p°ípadem kvadrik v prostoruR2 jsou pak kuºelose£ky. Mezi n¥ pat°í elipsy, paraboly £i
hyperboly.

P°íklad 12.22 (Elipsoidy) . Rovnice 1
a2 x2

1 + 1
b2 x2

2 = 1 popisuje v rovin¥ R2 elipsu se st°edem v po£átku,
poloosy jsou ve sm¥ru sou°adných osx1; x2 a mají délky a resp. b. Podobn¥ pro vy²²í dimenze.

a

b

0 x1

x2

Nyní uvaºme rovnici xTAx = 1 , kde A 2 Rn� n je positivn¥ de�nitní a x = ( x1; : : : ; xn )T je vektor
prom¥nných. Nahlédneme, ºe rovnice popisuje elipsoid v prostoru Rn . Bu¤ A = Q� QT spektrální rozklad.
P°i substituci y := QTx dostaneme

1 = xTAx = xTQ� QTx = yT� y =
nX

i =1

� i y2
i =

nX

i =1

1
�
� � 1=2

i

� 2 y2
i :

Dostáváme tedy popis elipsoidu se st°edem v po£átku, poloosy jsou ve sm¥ru sou°adnic a mají délky
1p
� 1

; : : : ; 1p
� n

. Nicmén¥, tento popis je v prostoru po transformaciy = QTx. Vrátíme zp¥t transformací
x = Qy. Protoºe Q je ortogonální matice, dostaneme stejný elipsoid se st°edem v po£átku, jen n¥jak
pooto£ený £i p°eklopený. Protoºe kanonická bázee1; : : : ; en se zobrazí na sloupce maticeQ (coº jsou
vlastní vektory matice A), tak poloosy p·vodního elipsoidu budou ve sm¥rech vlastních vektor· A.

1=
p � 11= p

�
2

Q� 1
Q� 2

0 x1

x2

Je-li A symetrická, ale ne positivn¥ de�nitní, analýza bude stejná. Jenom nedostaneme elipsoid, ale
jiný geometrický útvar (hyperboloid aj.)

P°íklad 12.23 (N¥které kvadriky v R3). Následující obrázky znázor¬ují n¥které dal²í t°idimenzionální
kvadriky.
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Problémy

12.1. Diskutujte jednozna£nost matice kvadratické formy ajednozna£nost kvadratické formy ze znalosti
obrazu n¥jaké báze.

12.2. Ukaºte, ºe bilineární formy na prostoru V tvo°í vektorový prostor a ur£ete jeho dimenzi.

12.3. Ukaºte, ºe kvadratické formy na prostoru V tvo°í vektorový prostor a ur£ete jeho dimenzi.

12.4. Bu¤ V vektorový prostor nad t¥lesemT charakteristiky r·zné od 2. Ukaºte, ºe kaºdá symetrická
bilineární forma b: V 2 ! T je ur£ena hodnotamib(v; v), v 2 V . To v d·sledku znamená, ºe ze
znalosti kvadratické formy jsme schopni zrekonstruovat jednozna£nou symetrickou bilineární formu,
která ji indukuje.

12.5. Platí Sylvestr·v zákon setrva£nosti na komplexním prostoru?

12.6. Bu¤ f : V ! R kvadratická forma a h: V ! V isomor�smus.

(a) Ukaºte, ºe f � h je kvadratická forma na V .

(b) Ukaºte, ºe ob¥ kvadratické formy f , f � h mají stejnou signaturu.
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12.7. Bu¤ f kvadratická forma na reálném prostoruV a bu¤ (p; q; z) její signatura. Ukaºte, ºe v prostoru
V existuje podprostor dimenzez+min( p; q), na kterém je kvadratická formaf nulová, a v¥t²í takový
podprostor neexistuje.
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Shrnutí ke kapitole 12. Kvadratické formy

Kvadratickou formou v prostoru Rn je polynom f (x) = xTAx , kde A 2 Rn� n je
symetrická. U obecných prostor· pracujeme v sou°adnicích podobn¥ jako u lineár-
ních zobrazení. Zm¥níme-li sou°adný systém, matice se zm¥ní na matici STAS, kde
S je matice p°echodu mezi sou°adnými systémy. Úst°ední v¥ta této kapitoly, Syl-
vestr·v zákon setrva£nosti, pak tvrdí, ºe vºdycky m·ºeme na jít sou°adný systém, ve
kterém je matice diagonální. Navíc má tato diagonální matice pro pevnou kvadra-
tickou formu vºdy stejnou signaturu � stejný po£et kladných a záporných £ísel (to
je hlavní poselství v¥ty!). To nám umoº¬uje kvadratické formy jednodu²e klasi�ko-
vat a popisovat. Signaturu pro danou matici ur£íme jednodu²e pomocí elementárních
úprav aplikovaných jak na °ádky matice, tak symetricky i na sloupce. Tím získáme
mimochodem efektivní metodu na testování positivní (semi-)de�nitnosti aj. Teorie
kvadratických forem nám také dává ú£inný nástroj jak analyzovat polynomiální rov-
nice typu xTAx + bT x + c = 0 a jak charakterizovat r·zné kuºelose£ky a kvadriky,
jako jsou nap°íklad elipsoidy.

Kvadratické formy úzce souvisí s bilineárními formami. Reálný skalární sou£in je vºdy
bilineární formou. Speciáln¥ v prostoruRn mají bilineární formy tvar b(x; y) = xTAy.
V obecných prostorech mají podobné vyjád°ení, ale v °e£i sou°adnic. Konkrétn¥,
b(x; y) = [ x]TB A[y]B pro danou báziB .



Kapitola 13

Maticové rozklady

Top 10 algoritmy 20. století podle [Dongarra and Sullivan, 2000; Cipra, 2000] jsou:

1. Metoda Monte Carlo (1946, J. von Neumann, S. Ulam, a N. Metropolis)

Pomocí simulací s náhodnými £ísly spo£ítáme p°ibliºná °e²ení problém·, které jsou velmi t¥ºké na
to spo£ítat jejich °e²ení p°esn¥.

2. Simplexová metoda pro lineární programování(1946, G. Dantzig)

Metoda na výpo£et optimaliza£ních úloh s lineárním kriteriem i omezeními, tj. v jakém bodu poly-
edru se nabyde nejmen²í hodnota lineární funkce (viz sekce 1.7 a p°íklad 7.23).

3. Itera£ní metody Krylovových podprostor· (1950, M. Hestenes, E. Stiefel, C. Lanczos)

Metody na °e²ení velkých a °ídkých soustav lineárních rovnic.

4. Dekompozice matic(1951, A. Householder)

Maticové rozklady jako je nap°. Choleského rozklad, LU rozklad, QR rozklad, spektrální rozklad,
Schurova triangularizace nebo SVD rozklad.

5. P°eklada£ Fortranu (1957, J. Backus)

Informatik·m net°eba p°edstavovat p°eklada£ programovacího jazyka Fortran, který jako jeden
z prvních umoºnil náro£né numerické výpo£ty.

6. QR algoritmus, (1961, J. Francis)

Algoritmus pro výpo£et vlastních £ísel.

7. Quicksort (1962, A. Hoare)

Prakticky rychlý algoritmus na t°íd¥ní prvk·.

8. Rychlá Fourierova transformace(1965, J. Cooley, J. Tukey)

Pro rychlé násobení polynom· a £ísel, zpracování signálu a mnoho dal²ích v¥cí, viz p°íklad 10.41.

9. Algoritmus �Integer relation detection� (1977, H. Ferguson, R. Forcade)

Zobecn¥ní Euklidova algoritmu postupného d¥lení na problém: Dáno n reálných £íselx1; : : : ; xn ,
existuje netriviální celo£íselná kombinacea1x1 + : : : + anxn = 0?

10. Metoda více pól· � �Fast multipole algorithm� (1987, L. Greengard, V. Rokhlin)

Simulace v problému výpo£tu sil dalekého dosahu v úlozen t¥les. Seskupuje zdroje leºící u sebe a
pracuje s nimi jako s jediným.

Vidíme, ºe maticové rozklady (dekompozice) byly do seznamuza°azeny. S n¥kolika rozklady jsme se jiº
setkali (LU rozklad, spektrální rozklad, Choleského rozklad, . . . ). QR rozklad, kterému se budeme v¥novat
v sekci 13.2, se v seznamu objevuje skryt¥ je²t¥ jednou, protoºe je základem QR algoritmu. Jeho d·leºitost
je tedy patrná.

V této kapitole budeme uvaºovat standardní skalární sou£inv Rn a eukleidovskou normu (pokud není
explicitn¥ °e£eno jinak).

223
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13.1 Householderova transformace

Motivace k této sekci je následující. M¥jme dány dva vektoryx; y 2 Rn a chceme najít lineární zobrazení
x 7! Hx takové, které zobrazí vektorx na vektor y. Aby m¥lo lineární zobrazení p¥kné vlastnosti, poºadu-
jeme navíc, aby maticeH byla ortogonální. Protoºe takové lineární zobrazení zachovává délky (v¥ta 8.76),
musí nutn¥ mít oba vektory x; y stejnou normu.

Takovéto zobrazení vºdy existuje, a za maticiH lze zvolit vhodnou Householderovu matici. P°ipo-
me¬me (p°íklad 8.74), ºe Householderova matice je de�nována jako H(x) := I n � 2

xTx xx T , kde o 6= x 2 Rn .
Tato matice je ortogonální a symetrická. Vhodnou volbou vektor· x; y pak m·ºe nahradit elementární ma-
tice p°i výpo£tu odstup¬ovaného tvaru matice. Tento postupse nazývá Householderova transformace.1)

V¥ta 13.1 (Householderova transformace). Pro kaºdé x; y 2 Rn , x 6= y, kxk2 = kyk2 platí y = H(x � y)x.

D·kaz. Po£ítejme

H(x � y)x =
�

I n �
2

(x � y)T (x � y)
(x � y)(x � y)T

�
x =

= x �
2(x � y)Tx

(x � y)T (x � y)
(x � y) = x �

2kxk2
2 � 2yTx

(x � y)T (x � y)
(x � y) =

= x �
kxk2

2 + kyk2
2 � 2yTx

kx � yk2
2

(x � y) = x �
kx � yk2

2

kx � yk2
2
(x � y)

= x � (x � y) = y:

Householderova matice tedy p°evádí jeden vybraný vektorx na jiný y se stejnou normou tím, ºe
vynásobíme vektorx zleva vhodnou Householderovou maticí. Speciáln¥ lze p°evést kaºdý vektor na vhodný
násobek jednotkového vektoru:

D·sledek 13.2. Bu¤ x 2 Rn a de�nujme

H :=

(
H(x � k xk2e1); pokud x 6= kxk2e1;

I n ; jinak.

Potom Hx = kxk2e1.

D·kaz. P°ípad x = kxk2e1 je jasný. Jinak pouºijeme v¥tu 13.1, vektoryx; kxk2e1 mají stejnou normu.

P°íklad 13.3. Bu¤ x = (2 ; 2; 1)T . Pak kxk2 = 3 a tedy

H = H(x � 3e1) =
1
3

0

@
2 2 1
2 � 1 � 2
1 � 2 2

1

A :

Nyní Hx = (3 ; 0; 0)T , tedy lineární zobrazeníx 7! Hx zobrazuje vektor x = (2 ; 2; 1)T na násobek jednot-
kového vektoru.

M¥jme matici A 2 Rm� n . Householderovu maticiH sestrojíme tak, aby první sloupec maticeA p°e-
vedla Householderova transformace podle d·sledku 13.2 na násobeke1. VynásobenímHA tak vynulujeme
prvky v prvním sloupci A aº na první z nich. Rekurzivním voláním transformace pak p°evedeme matici
do odstup¬ovaného tvaru. Tento postup je tedy alternativouk elementárním °ádkovým úpravám. Máme
tu v²ak je²t¥ n¥co navíc, a to tzv. QR rozklad, o n¥mº hovo°ímepodrobn¥ji v následující sekci.

Podobn¥ lze pouºít i Givensova matice (problém 13.2). Vynásobením maticeA vhodnou Givensovou
maticí zleva dokáºeme vynulovat libovolný (ale pouze jeden) prvek pod pivotem; toto je spole£ná vlast-
nost s maticí elementární úpravy. Abychom vynulovali v²echny prvky pod pivotem, musíme tedy pouºít
p°íslu²né Givensovy matice vícekrát. Podrobn¥ se v²ak Givensovými maticemi zabývat nebudeme.

1) Alston Scott Householder (1904�1993), americký numerický matematik, transformace je z roku 1958. Byl spoluzakla-
datelem numerické matematiky a prý nikdy necestoval letadl em, nebo´ si byl v¥dom, kde v²ude p°i výpo£tech konstrukce
mohlo dojít k chyb¥.



13.2. QR rozklad 225

P°íklad 13.4 (Dopln¥ní na ortonormální bázi). Bu¤ u 2 Rn vektor jednotkové délky, tj. kuk2 = 1 .
Sestrojte ortogonální maticiQ s prvním sloupcem rovnýmu. Jinými slovy, dopl¬te u na ortonormální bázi
prostoru Rn . Tento problém se vyskytl nap°íklad v d·kazu v¥ty 10.57 o spektrálním rozkladu symetrických
matic. Podle d·sledku 8.32 víme, ºe taková ortogonální matice musí existovat, ale doposud jsme nem¥li
pro tento problém ú£inný nástroj. Householderova matice ale tuto úlohy vy°e²í elegantn¥.

•e²ení: Je-li u = e1, pak z°ejm¥ sta£í volit Q = I n . V opa£ném p°ípad¥ m·ºeme zvolit matici Q :=
H(e1 � u), tedy Householderovu matici pro vektore1 � u. Zd·vodn¥ní je jednoduché, první sloupec této
matice je podle Householderovy transformace rovenQ� 1 = Qe1 = H(e1 � u)e1 = u.

13.2 QR rozklad

V¥ta 13.5 (QR rozklad). Pro kaºdou matici A 2 Rm� n existuje ortogonálníQ 2 Rm� m a horní trojúhel-
níková maticeR 2 Rm� n s nezápornou diagonálou tak, ºeA = QR.

D·kaz. Matematickou indukcí podle n, tj. po£tu sloupc·. Je-li n = 1 , pak A = a 2 Rm a pro matici H
sestrojenou podle d·sledku 13.2 platíHa = kak2e1. Sta£í poloºit Q := H T a R := kak2e1.

Induk£ní krok n  n � 1. Aplikací d·sledku 13.2 na první sloupec maticeA dostanemeHA � 1 =
kA � 1k2e1. Tedy HA je tvaru

HA =
�

� b T

o B

�
;

kde B 2 R(m� 1)� (n� 1) a � = kA � 1k2 � 0. Podle induk£ního p°edpokladu existuje rozkladB = Q0R0, kde
Q0 2 R(m� 1)� (m� 1) je ortogonální a R0 2 R(m� 1)� (n� 1) horní trojúhelníková s nezápornou diagonálou.
Upravme

�
1 oT

o Q0T

�
HA =

�
1 oT

o Q0T

� �
� b T

o B

�
=

�
� b T

o R0

�
: (13.1)

Ozna£me

Q := H T
�

1 oT

o Q0

�
; R :=

�
� b T

o R0

�
:

Matice Q je ortogonální aR je horní trojúhelníková s nezápornou diagonálou. Nyní rovnice (13:1) má tvar
QTA = R, neboli A = QR je hledaný rozklad.

V¥ta dává i návod na konstrukci QR rozkladu, který formulujeme dole v algoritmu 13.6. V pr·b¥hu
algoritmu platí dva invarianty: A = QR a Q je ortogonální. Podstata metody tedy spo£ívá v tom, ºe
postupn¥ R p°em¥níme na horní trojúhelníkovou matici. SymbolR(j : m; j ) zna£í vektor (r j j ; : : : ; rmj )T .

Algoritmus 13.6 (QR rozklad).
Vstup: matice A 2 Rm� n .

1: Q := I m , R := A,

2: for j := 1 to min(m; n) do

3: x := R(j : m; j ),

4: if x 6= kxk2e1 then

5: x := x � k xk2e1,

6: H(x) := I m� j +1 � 2
xTx xx T ,

7: H :=
�

I j � 1 0
0 H(x)

�
,

8: R := HR , Q := QH ,

9: end if

10: end for

Výstup: matice Q; R z QR rozkladu matice A (platí A = QR).
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P°íklad 13.7 (QR rozklad). Bu¤

A =

0

@
0 � 20 � 14
3 27 � 4
4 11 � 2

1

A :

První iterace:

x = A � 1 � k A � 1ke1 = ( � 5; 3; 4)T ;

Q1 = I 3 � 2
xx T

xTx
=

1
25

0

@
0 15 20

15 16 � 12
20 � 12 9

1

A ; Q1A =

0

@
5 25 � 4
0 0 � 10
0 � 25 � 10

1

A :

Druhá iterace:

x = (0 ; � 25)T � 25e1 = ( � 25; � 25)T ;

Q2 = I 2 � 2
xx T

xTx
=

�
0 � 1

� 1 0

�
; Q2

�
0 � 10

� 25 � 10

�
=

�
25 10
0 10

�
:

Výsledek:

Q = Q1

�
1 0
0 Q2

�
=

1
25

0

@
0 � 20 � 15

15 12 � 16
20 � 9 12

1

A ; R =

0

@
5 25 � 4
0 25 10
0 0 10

1

A :

Výpo£et QR rozkladu matice v Matlabu / Octave:

>> [Q,R] = qr([0 -20 -14;3 27 -4;4 11 -2])
Q =

0.0000 -0.8000 -0.6000
0.6000 0.4800 -0.6400
0.8000 -0.3600 0.4800

R =
5.0000 25.0000 -4.0000
0.0000 25.0000 10.0000
0.0000 0.0000 10.0000

QR rozklad je jednozna£ný jen za ur£itých p°edpoklad·. Nap°íklad pro nulovou matici A = 0 je R = 0
a Q libovolná ortogonální matice, tedy jednozna£nost tu nenastává.

Tvrzení 13.8 (Jednozna£nost QR rozkladu). Pro regulární matici A 2 Rn� n je QR rozklad jednozna£ný
a matice R má na diagonále kladné hodnoty.

D·kaz. Ze vztahu A = QR plyne, ºe R je regulární, a proto musí mít nenulovou, tudíº kladnou, diagonálu.
Jednozna£nost ukáºeme sporem. NechÁ má dva r·zné rozklady A = Q1R1 = Q2R2. Pak QT

2 Q1 =
R2R� 1

1 , a tuto matici ozna£íme jako U. Z°ejm¥ U je ortogonální (je to sou£in ortogonálních maticQT
2

a Q1) a horní trojúhelníková (je to sou£in horních trojúhelníkových matic R2 a R� 1
1 ). Speciáln¥, první

sloupecU má tvar U� 1 = ( u11; 0; : : : ; 0)T , kde u11 > 0. Aby m¥l jednotkovou velikost, musí u11 = 1 a
proto U� 1 = e1. Druhý sloupec je kolmý na první, proto u21 = 0 , a aby m¥l jednotkovou velikost, musí
u22 = 1 . Tedy U� 2 = e2. Atd. pokra£ujeme dále aº dostanemeU = I n , z £ehoºQ1 = Q2 a R1 = R2. To je
spor.

V¥ta se dá zobecnit i na p°ípad kdyA 2 Rm� n má lineárn¥ nezávislé sloupce. Pak maticeR a prvních
n sloupc· Q je jednozna£n¥ ur£eno, a diagonála maticeR je kladná.

Krom¥ standardního QR rozkladu vyuºijeme i tzv. redukovaný QR rozklad. Nech´ A 2 Rm� n má
lineárn¥ nezávislé sloupce. Pak QR rozklad rozepí²eme blokov¥

A = QR =
�

~Q ~Q0
�

� ~R
0

�
= ~Q ~R;
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kde ~Q 2 Rm� n tvo°í prvních n sloupc· matice Q a ~R tvo°í prvních n °ádk· matice R. Matice ~R je
regulární a horní trojúhelníková. Rozklad A = ~Q ~R pak nazýváme jako redukovaný QR rozklad, protoºe
nese tu podstatnou £ást informace a m·ºeme z n¥j snadno celý QR rozklad zrekonstruovat.

Poznámka 13.9 (QR rozklad pomocí Gramovy�Schmidtovy ortogonalizace). QR rozklad matice A 2
Rm� n lze sestrojit i pomocí Gramovy�Schmidtovy ortogonalizace. Prakticky se to sice ned¥lá, protoºe
práv¥ díky pouºití ortogonálních matic je Householderova transformace numericky lep²í, ale umoºní nám
to lépe pochopit vztah obou metod.

Základní my²lenka je následující: Zatímco Householderovými transformacemi (tj., sekvencí ortogonál-
ních matic) upravujeme matici A na horní trojúhelníkovou, Gramova�Schmidtova ortogonalizace funguje
p°esn¥ naopak � pomocí sekvence vhodných horních trojúhelníkových matic upravíme A na matici s or-
tonormálními sloupci.

Konkrétn¥ popí²eme redukovaný QR rozkladA = ~Q ~R takto: M¥jme matici A 2 Rm� n , jejíº sloupce
chceme zortonormalizovat. Budeme postupovat podle algoritmu 8.28 s tím, ºe vektory x1; : : : ; xn tvo°í
sloupce maticeA a výsledný ortonormální systémz1; : : : ; zn tvo°í sloupce matice ~Q. Matici ~R zkonstruu-
jeme z jednotlivých krok· Gramovy�Schmidtovy ortogonaliz ace. Kroky 2 a 3 algoritmu mají tvar

yk := xk �
k� 1X

j =1

hxk ; zj i zj ;

zk :=
1

kykk
yk :

Odtud vyjád°íme

xk =
k� 1X

j =1

hxk ; zj i zj + kykkzk :

Na tuto rovnost budeme nahlíºet jako na rovnost k-tých sloupc· rovnice A = ~Q ~R, tedy xk = A � k =
~Q ~R� k =

P n
j =1 ~r jk zj . To nám dává hodnoty v k-tém sloupci matice ~R. Celkem tedy získáváme rozklad

A = ~Q ~R ve tvaru

0

B
B
@

j j j

x1 x2 � � � xn

j j j

1

C
C
A =

0

B
B
@

j j j

z1 z2 � � � zn

j j j

1

C
C
A

0

B
B
B
B
@

ky1k hx1; z1i : : : hxn ; z1i

0 ky2k
...

...
. . . . . . hxn ; zn� 1i

0 : : : 0 kynk

1

C
C
C
C
A

:

Poznámka 13.10 (QR rozklad pomocí Choleského rozkladu). Bu¤ A 2 Rm� n hodnosti n a A = QR její
hledaný QR rozklad. Vyjád°íme maticeQ; R blokov¥ jako

A = QR =
�

~Q ~Q0
�

� ~R
0

�
= ~Q ~R;

kde ~R je regulární horní trojúhelníková matice s kladnou diagonálou. Pak ATA = RTQTQR = RTR =
~RT ~R. Matici ~R tedy m·ºeme sestrojit Choleského rozkladem z matice vzniklé sou£inemATA. Z rovnice
A = ~Q ~R pak jednodu²e vyjád°íme ~Q = A ~R� 1. Zbylé sloupe£ky maticeQ dopo£ítáme libovoln¥ tak, aby
matice Q byla ortogonální (ºe to lze máme zaru£eno d·sledkem 8.32).

13.3 Aplikace QR rozkladu

QR rozklad se dá pouºít na °e²ení mnoha úloh, se kterými jsme se doposud setkali. Jeho hlavní výho-
dou je, ºe pracuje s ortogonální maticíQ. Protoºe ortogonální matice zachovávají normu (v¥ta 8.76(2)),
tak se zaokrouhlovací chyby p°íli² nezv¥t²ují. To je d·vod, pro£ se ortogonální matice hojn¥ vyuºívají
v numerických metodách.
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QR rozklad a soustavy rovnic

Uvaºujme soustavu lineárních rovnicAx = b, kde A 2 Rn� n je regulární. •e²ení vypo£ítáme následujícím
zp·sobem: Vypo£ítej QR rozklad A = QR. Pak soustava má tvarQRx = b, neboli Rx = QT b. Protoºe R
je horní trojúhelníková matice, °e²ení dostaneme snadno zp¥tnou substitucí.

Asymptotická sloºitost QR rozkladu, a tedy i vy°e²ení soustavy rovnic, je 4
3n3. Musí se ale vhodn¥

vyhodnotit jednotlivé výrazy (viz problém 13.1); schema algoritmu 13.6 slouºí spí² pro základní p°edstavu
fungování metody neº pro p°ímo£arou implementaci. Oproti Gaussov¥ eliminaci je tedy tento zp·sob
p°ibliºn¥ dvakrát pomalej²í (viz poznámka 2.19), av²ak je numericky stabiln¥j²í a p°esn¥j²í.

QR rozklad a ortogonalizace

QR rozklad aplikujeme k nalezení ortonormální báze daného prostoru; je to tedy alternativa ke Gramov¥�
Schmidtov¥ ortogonalizaci v Rm . Nech´ A 2 Rm� n má lineárn¥ nezávislé sloupce a chceme sestrojit
ortonormální bázi sloupcového prostoruS(A). Z redukovaného QR rozkladuA = ~Q ~R a regularity ~R
vyplývá (tvrzení 5.66), ºe S(A) = S( ~Q). Tedy ortonormální bázi S(A) tvo°í sloupce ~Q.

Vzhledem k vlastnostem ortogonálních matic pak~Q0 tvo°í ortonormální bázi Ker(AT ), protoºe Ker(AT )
je ortogonální dopln¥k kS(A). Z QR rozkladu matice A resp.AT tedy dokáºeme vy£íst ortonormální bázi
v²ech základních maticových prostor· � °ádkového, sloupcového a jádra.

QR rozklad a roz²í°ení na ortonormální bázi

N¥kolikrát jsme v tomto textu pouºili vlastnost, ºe ortonor mální systém vektor· jde roz²í°it na ortonor-
mální bázi. Zam¥°íme se na speciální p°ípad jak roz²í°it vektor jednotkové velikosti na ortonormální bázi,
srov. p°íklad 13.4.

Bu¤ a 2 Rn , kak2 = 1 , a bu¤ a = Qr jeho QR rozklad. Aby byl vektor r , bráno jako matice s jedním
sloupcem, v horním trojúhelníkovém tvaru s nezápornou diagonálou, musí mít tvar r = ( �; 0; : : : ; 0)T pro
n¥jaké � � 0. Protoºe kak2 = 1 a Q je ortogonální, musíkr k2 = 1 . Tudíº r = e1, z £ehoºa = Q� 1. Vektor
a tak leºí v prvním sloupci Q a ostatní sloupce p°edstavují jeho roz²í°ení na ortonormální bázi.

QR rozklad a projekce do podprostoru

Nech´ A 2 Rm� n má lineárn¥ nezávislé sloupce. Víme (v¥ta 8.58), ºe projekce vektoru x 2 Rm do sloup-
cového prostoruS(A) je tvaru x0 = A(ATA)� 1ATx. Výraz m·ºeme zjednodu²it s pouºitím redukovaného
QR rozkladu A = ~Q ~R. Protoºe S(A) = S( ~Q), hledáme projekci do prostoru s ortonormální bází danou
ve sloupcích matice ~Q. Podle poznámky 8.61 je matice projekce~Q ~QT a vektor x se projektuje na vektor
x0 = ~Q ~QTx.

QR rozklad a metoda nejmen²ích £tverc·

Metoda nejmen²ích £tverc· (sekce 8.5) spo£ívá v p°ibliºném°e²ení p°eur£ené soustavy rovnicAx = b, kde
A 2 Rm� n , m > n . Nech´ A má hodnostn, pak p°ibliºné °e²ení metodou nejmen²ích £tverc· je

x � = ( ATA)� 1AT b = ( ~RT ~QT ~Q ~R)� 1 ~RT ~QT b =

= ~R� 1( ~RT )� 1 ~RT ~QT b = ~R� 1 ~QT b:

Jinými slovy, x � získáme jako °e²ení regulární soustavy~Rx = ~QT b, a to zp¥tnou substitucí protoºe matice
~R je horní trojúhelníková. Pov²imn¥me si analogie s °e²ením regulární soustavyAx = b, které vedlo na
Rx = QT b; nyní máme o°íznutou soustavu~Rx = ~QT b.

QR algoritmus

QR algoritmus2) je metoda na výpo£et vlastních £ísel maticeA 2 Rn� n , která se stala základem soudobých
efektivních metod.

2) Autory jsou anglický informatik John G.F. Francis a ruská ma temati£ka Vera Nikolaevna Kublanovskaya, kte°í jej
vyvinuli nezávisle roku 1961.
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Algoritmus 13.11 (QR algoritmus).
Vstup: matice A 2 Rn� n .

1: A0 := A, i := 0 ,

2: while not spln¥na ukon£ovací podmínkado

3: sestroj QR rozklad maticeA i , tj. A i = QR,

4: A i +1 := RQ,

5: i := i + 1 ,

6: end while

Výstup: matice A i .

Tvrzení 13.12. Matice A0; A1; : : : jsou si navzájem podobné.

D·kaz. A i +1 = RQ = I nRQ = QTQRQ = QTA i Q.

Matice A i na výstupu je podobná sA, a má tím pádem i stejná vlastní £ísla. Jak je zjistíme? Algoritmus
vesm¥s konverguje (p°ípady kdy nekonverguje jsou °ídké, skoro um¥lé; dlouho nebyl znám p°ípad kdy by
nekonvergoval) k blokov¥ horní trojúhelníkové matici s bloky o velikosti 1 a 2. Bloky o velikosti 1 jsou
vlastní £ísla, a z blok· o velikosti 2 jednodu²e dopo£ítáme dvojice komplexn¥ sdruºených vlastních £ísel.

P°íklad 13.13. Iterace QR algoritmu pro danou matici A:

A =

0

@
2 4 2
4 2 2
2 2 � 1

1

A !

0

@
6:1667 � 2:4623 0:8616

� 2:4623 � 1:2576 � 0:2598
0:8616 � 0:2598 � 1:9091

1

A !

!

0

@
6:9257 0:7725 0:2586
0:7725 � 1:9331 0:0224
0:2586 0:0224 � 1:9925

1

A !

0

@
6:9939 � 0:2225 0:0742

� 0:2225 � 1:9945 � 0:0018
0:0742 � 0:0018 � 1:9994

1

A !

!

0

@
6:9995 0:0636 0:0212
0:0636 � 1:9996 0:0001
0:0212 0:0001 � 1:9999

1

A !

0

@
7:0000 � 0:0182 0:0061

� 0:0182 � 2:0000 � 10� 5

0:0061 � 10� 5 � 2:0000

1

A

Symetrická matice konverguje k diagonální. P°esnost vypo£ítaných vlastních £ísel ur£uje v¥ta 10.62 o Ger-
schgorinových discích.

Zdrojový kód pro Matlab / Octave:

>> A~= [2 4 2; 4 2 2; 2 2 -1];
>> for i=1:5
>> [Q,R] = qr(A);
>> A~= R*Q,
>> end

13.4 SVD rozklad

Stejn¥ jako QR rozklad je SVD rozklad3) jednou ze základních technik v numerických výpo£tech.

V¥ta 13.14 (SVD rozklad). Bu¤ A 2 Rm� n , q := min f m; ng. Pak existuje diagonální matice� 2 Rm� n

s prvky � 11 � : : : � � qq � 0 a ortogonální maticeU 2 Rm� m , V 2 Rn� n takové, ºeA = U� V T .

3) Zkratka za Singular value decomposition, rozklad na singulární £ísla. Byl objeven roku 1873 nezávisle °adou autor· jako
byli nap°. Ital Eugenio Beltrami, Francouz Marie E. Camille Jordan, Angli£an James Sylvester, N¥mec Erhard Schmidt nebo
’výcar Hermann Weyl.
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Ideu d·kazu uvádíme za algoritmem 13.17, který konstruuje SVD rozklad. Kladným £ísl·m na diago-
nále � 11; : : : ; � rr °íkáme singulární £ísla matice A a zna£íme je obvykle� 1; : : : ; � r . Zjevn¥ r = rank( A).
Singulární £ísla jsou jednozna£ná, ale maticeU; V, a tím pádem i SVD rozklad, být nemusí.

Transpozice ortogonální matice je op¥t ortogonální matice, proto se zdá na první pohled nesmyslné
transponovat matici V v rozkladu A = U� V T . D·vod pro to je spí² zvyklost. Takto m·ºeme najít báze
ur£itých prostor· ve sloupcích matic U; V (viz v¥ta 13.22), jinak bez transpozice by to byly sloupceU a
°ádky V .

V¥ta 13.15 (Vztah singulárních a vlastních £ísel). Bu¤ A 2 Rm� n , r = rank( A), a nech´ AT A má vlastní
£ísla � 1 � : : : � � n . Pak singulární £ísla maticeA jsou � i =

p
� i , i = 1 ; : : : ; r .

D·kaz. Nech´ A = U� V T je SVD rozklad A. Pak

ATA = V � T UT U� V T = V � T � V T = V diag(� 2
1; : : : ; � 2

q; 0; : : : ; 0)V T ;

coº je spektrální rozklad positivn¥ de�nitní matice AT A. Proto ur£ující prvky diagonální matice jsou její
vlastní £ísla, £ili � i = � 2

i .

P°íklad 13.16. Bu¤ Q 2 Rn� n ortogonální. Pak QT Q = I n má vlastní £ísla samé jedni£ky. Tedy ortogo-
nální matice Q má singulární £ísla také samé jedni£ky.

D·kaz v¥ty prozradil navíc, ºe matice V je ortogonální maticí ze spektrálního rozkladu maticeATA.
Podobn¥, maticeU je ortogonální maticí ze spektrálního rozkladuAA T :

AA T = U� V T V� T UT = U�� T UT = U diag(� 2
1; : : : ; � 2

q; 0; : : : ; 0)UT :

Bohuºel, spektrální rozklady matic ATA a AA T nem·ºeme pouºít ke konstrukci SVD rozkladu, protoºe
nejsou jednozna£né. Pouºít m·ºeme jen jeden a druhý dopo£ítat trochu jinak.

Algoritmus 13.17 (SVD rozklad).
Vstup: matice A 2 Rm� n .

1: SestrojV � V T spektrální rozklad matice ATA;

2: r := rank( A);

3: � i :=
p

� i , i = 1 ; : : : ; r ;

4: S := diag( � 1; : : : ; � r ), � :=
�

S 0
0 0

�
;

5: bu¤ V1 matice tvo°ená prvními r sloupci V ;

6: U1 := AV1S� 1;

7: dopl¬ U1 na ortogonální matici U = ( U1 j U2);

Výstup: matice U; � ; V T z SVD rozkladu matice A (platí A = U� V T ).

D·kaz. Z v¥ty 13.15 víme, ºe� 1; : : : ; � r jsou hledaná singulární £ísla a zjevn¥V je ortogonální. Musíme
dokázat, ºe U1 má ortonormální sloupce aA = U� V T .

Z rovnosti ATA = V � V T odvodíme � = V TATAV a od°íznutím posledníchn � r °ádk· a sloupc·
dostaneme maticidiag(� 1; : : : ; � r ) = V T

1 AT AV1. Nyní je vid¥t, ºe U1 má ortonormální sloupce, nebo´

UT
1 U1 = ( S� 1)T V T

1 ATAV1S� 1 = ( S� 1)T diag(� 1; : : : ; � r )S� 1 =

= ( S� 1)T S2S� 1 = I r :

Zbývá ukázat, ºe A = U� V T , neboli � = UTAV . Rozloºme V = ( V1 j V2). Od°íznutím prvních r °ádk·
a sloupc· v matici � = V TATAV dostaneme0 = V T

2 ATAV2, z £ehoºAV2 = 0 (d·sledek 8.56(1)). Nyní
s vyuºitím rovnosti AV1 = U1S máme

UTAV = UTA(V1 j V2) = ( UT U1S j UTAV2) =
�

S 0
0 0

�
= � :
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P°íklad 13.18 (SVD rozklad). M¥jme

A =

0

@
1 1
2 0
0 � 2

1

A :

Spektrální rozklad matice ATA:

ATA =

 p
2

2

p
2

2p
2

2 �
p

2
2

! �
6 0
0 4

�  p
2

2

p
2

2p
2

2 �
p

2
2

!

� V � V T :

Ur£ení S:

S =
� p

6 0
0 2

�
:

Ur£ení U1 (v tomto p°íkladu máme V1 = V):

U1 = AV1S� 1 =

0

B
@

p
3

3 0
p

3
3

p
2
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p

3
3

p
2
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1
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A :

Dopln¥ní U1 ortogonální matici U:

U =

0
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3 0 �
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3p

3
3
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p
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C
A :

Výsledný SVD rozklad:

A =
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3 0 �
p

6
3p

3
3

p
2

2

p
6

6

�
p

3
3

p
2

2 �
p

6
6

1

C
A

0

@

p
6 0

0 2
0 0

1

A

 p
2

2

p
2

2p
2
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� U� V T :

Výpo£et SVD rozkladu matice v Matlabu / Octave:

>> [U,S,V] = svd([1 1;2 0;0 -2])
U~=

-0.5774 0.0000 0.8165
-0.5774 -0.7071 -0.4082
0.5774 -0.7071 0.4082

S~=
2.4495 0

0 2.0000
0 0

V~=
-0.7071 -0.7071
-0.7071 0.7071

P°íklad 13.19 (SVD rozklad symetrických matic). Bu¤ A 2 Rn� n symetrická aA = Q� QT její spektrální
rozklad, kde vlastní £ísla na diagonále� jsou set°íd¥na sestupn¥ v absolutní hodnot¥. Je-li navíc matice
A positivn¥ de�nitní, pak spektrální rozklad je zárove¬ jejím SVD rozkladem A = U� V T , protoºe lze
volit U = Q, � = � a V = Q. Singulární £ísla a vlastní £ísla maticeA pak splývají. Pokud matice A není
positivn¥ de�nitní, pak její singulární £ísla jsou absolutní hodnoty z vlastních £ísel. SVD rozklad m·ºe být
tvaru A = U� V T , kde U = Q0, � = j� j, V = Q a matice Q0 vznikne z Q p°enásobením� 1 t¥ch sloupc·,
které odpovídají záporným vlastním £ísl·m.
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Poznámka 13.20 (Geometrická interpretace SVD rozkladu). Geometrický pohled na SVD rozkladA =
U� V T matice A 2 Rm� n je pomocí lineárního zobrazeníf : Rn ! Rm daného p°episemf (x) = Ax . Matice
A je tak maticí zobrazeníf vzhledem ke kanonické bázi, tj.A = kan [f ]kan . Budeme chtít najít ortonormální
bázeB1 a B2 prostor· Rn a Rm tak, aby p°íslu²ná matice B 2

[f ]B 1
byla diagonální. Rozepí²eme

B 2
[f ]B 1

= B 2
[id]kan � kan [f ]kan � kan [id]B 1

:

Za B1 zvolíme ortonormální bázi, obsaºenou ve sloupcích maticeV a podobn¥ zaB2 zvolíme ortonormální
bázi, danou sloupci maticeU. Potom

kan [id]B 1
= V; B 2

[id]kan = U � 1 = UT ;

a proto

B 2
[f ]B 1

= UT AV = UT (U� V T )V = �

je hledanou diagonální maticí. Podobn¥ m·ºeme pracovat i opa£ným sm¥rem: Pokud je maticeB 2
[f ]B 1

diagonální s kladnou diagonálou pro ortonormální bázeB1, B2, pak podle tvrzení 8.79 dává p°edpis

U := kan [id]B 2
; V := kan [id]B 1

; � := B 2
[f ]B 1

matice hledaného SVD rozkladuA = U� V T .

Poznámka 13.21 (Redukovaný SVD rozklad). Podobn¥ jako u QR rozkladu, tak i pro SVD rozklad
existuje redukovaná verze, tzv.redukovaný(nebo téº tenký) SVD rozklad. Bu¤ A = U� V T hodnosti r > 0.
RozloºmeU = ( U1 j U2), V = ( V1 j V2) na prvních r sloupc· a zbytek a dále ozna£meS := diag( � 1; : : : ; � r ).
Pak

A = U� V T =
�
U1 U2

�
�

S 0
0 0

� �
V T

1
V T

2

�
= U1SVT

1 :

Redukovaný SVD pouºívá jen £ást informace z SVD rozkladu, ale tu podstatnou, ze které m·ºeme plný
SVD rozklad zrekonstruovat (dopln¥nímU1, V1 na ortogonální matice). Redukovaný SVD jsme implicitn¥
pouºívali uº v d·kazu algoritmu 13.17.

13.5 Aplikace SVD rozkladu

SVD a ortogonalizace

SVD rozklad lze pouºít k nalezení ortonormální báze (nejen)sloupcového prostoruS(A). Na rozdíl od
dosavadních p°ístup· nemusíme p°edpokládat lineární nezávislost sloupc· matice A.

V¥ta 13.22. Nech´ A = U� V T = U1SVT
1 je planý resp. redukovaný SVD rozklad maticeA 2 Rm� n . Pak

(1) SloupceU1 tvo°í ortonormální bázi prostoru S(A).

(2) SloupceV1 tvo°í ortonormální bázi prostoru R(A).

(3) SloupceV2 tvo°í ortonormální bázi prostoru Ker(A).

D·kaz.

(1) P°enásobením rovniceA = U1SVT
1 maticí V1 zprava dostanemeAV1 = U1S. Nyní, S(A) c

S(AV1) = S(U1S) = S(U1) díky regularit¥ matice S. Protoºe rank(A) = rank( U1), máme rov-
nost S(A) = S(U1).

(2) Plyne z p°edchozího díkyR(A) = S(AT ) a tomu, ºe AT = V1SUT
1 je redukovaný SVD rozklad

transponované matice.

(3) Z p°edchozího víme, ºe sloupceV1 tvo°í ortonormální bázi prostoru R(A) = Ker( A)? . Proto sloupce
V2, které dopl¬ují sloupceV1 na ortonormální bázi Rn , p°edstavují ortonormální bázi Ker(A).
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SVD a projekce do podprostoru

Pomocí SVD rozkladu m·ºeme snadno vyjád°it matici projekce do sloupcového (a °ádkového) prostoru
dané matice. Dokonce k tomu nepot°ebujeme p°edpoklad na lineární nezávislost sloupc· matice, coº bylo
pot°eba ve v¥t¥ 8.58.

V¥ta 13.23. Nech´ A = U1SVT
1 je redukovaný SVD rozklad maticeA 2 Rm� n . Pak matice projekce do

(1) sloupcového prostoruS(A) je U1UT
1 ,

(2) °ádkového prostoruR(A) je V1V T
1 .

D·kaz.
(1) Z v¥ty 13.22 je S(A) = S(U1). SloupceU1 tvo°í ortonormální systém, a proto matice projekce má

dle poznámky 8.61 tvarU1UT
1 .

(2) Plyne z p°edchozího díkyR(A) = S(AT ).

Podobným zp·sobem lze odvodit i vzore£ek pro p°ibliºné °e²ení soustavyAx = b metodou nejmen²ích
£tverc·. Nicmén¥, pozd¥ji ve v¥t¥ 13.31 ukáºeme siln¥j²í výsledek.

SVD a geometrie lineárního zobrazení

Bu¤ A 2 Rn� n regulární matice a studujme obraz jednotkové koule p°i zobrazení x 7! Ax . Z SVD roz-
kladu A = U� V T plyne, ºe lineární zobrazení lze rozloºit na sloºení t°í základních zobrazení: ortogonální
zobrazení s maticíV T , ²kálování podle� a ortogonální zobrazení s maticíU. Konkrétn¥, zobrazení s maticí
V T zobrazí kouli na sebe sama,� ji zdeformuje na elipsoid aU ji oto£í/p°evrátí. Tedy výsledkem bude
elipsoid se st°edem v po£átku, poloosy jsou ve sm¥rech sloupc· U a délky mají velikost � 1; : : : ; � n .

Hodnota � 1
� n

� 1 se nazývámíra deformace a kvantitativn¥ udává, jak moc zobrazení deformuje geo-
metrické útvary. Je-li hodnota rovna 1, elipsoid bude mít tvar koule, a naopak £ím v¥t²í bude hodnota,
tím protáhlej²í bude elipsoid. Význam této hodnoty je ale nejenom geometrický. V numerické matematice
se podíl � 1

� n
nazývá £íslo podmín¥nosti a £ím je v¥t²í, tím h·°e podmín¥náje matice A ve smyslu, ºe vyka-

zuje ²patné numerické vlastnosti � zaokrouhlování v po£íta£ové aritmetice s pohyblivou °ádkovou £árkou
zp·sobuje chyby (viz sekce 1.3).

Empirické pravidlo °íká, ºe je-li £íslo podmín¥nosti °ádov¥ 10k , pak p°i výpo£tech s maticí (inverze,
°e²ení soustav, atp.) ztrácíme p°esnost ok desetinných míst. Ortogonální matice mají £íslo podmín¥-
nosti rovné 1, a proto se v numerické matematice £asto pouºívají. Naproti tomu nap°. Hilbertovy matice
z p°íkladu 3.51 mají £íslo podmín¥nosti velmi vysoké:

n £íslo podmín¥nostiHn

3 � 500
5 � 105

10 � 1013

15 � 1017

SVD a numerický rank

Hodnost matice A je rovna po£tu (kladných) singulárních £ísel. Nicmén¥, provýpo£etní ú£ely se hodn¥
malé kladné £íslo povaºuje za praktickou nulu. Bu¤" > 0, pak numerický rank matice A je max f s; � s > " g,
tedy po£et singulárních £ísel v¥t²ích neº" , ostatní se berou za nulová. Nap°íkladMatlab / Octavede�nuje
" := max f m; ng � � 1 � eps, kde eps� 2 � 10� 16 je p°esnost po£íta£ové aritmetiky.

SVD a low-rank aproximace

Bu¤ A 2 Rm� n a A = U� V T její SVD rozklad. Jestliºe ponechámek nejv¥t²ích singulárních £ísel a
ostatní vynulujeme � k+1 := 0 , . . . , � r := 0 , tak dostaneme matici

A0 = U diag(� 1; : : : ; � k ; 0; : : : ; 0)V T

hodnosti k, která dob°e aproximuje A. Navíc tato aproximace je v jistém smyslu nejlep²í moºná. Tojest,
v ur£ité norm¥ (viz sekce 13.7) je ze v²ech matic hodnostik práv¥ A0 nejblíºe matici A.
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SVD a komprese dat

Low-rank aproximaci z p°edchozího odstavce pouºijeme k jednoduché metod¥ na ztrátovou kompresi dat.
P°edpokládejme, ºe maticeA 2 Rm� n reprezentuje data, které chceme zkomprimovat. Pokudrank(A) = r ,
tak pro redukovaný SVD rozklad A = U1SVT

1 si pot°ebujeme zapamatovatmr + r + nr = ( m + n + 1) r
hodnot. P°i low-rank aproximaci A � U diag(� 1; : : : ; � k ; 0; : : : ; 0)V T si sta£í pamatovat jen(m + n + 1) k
hodnot. Tedy kompresní pom¥r jek : r . ƒím men²í k, tím men²í objem dat si sta£í pamatovat. Ale na
druhou stranu, men²í k zna£í hor²í aproximaci.

P°íklad 13.24. Zmín¥ný postup ilustrujeme na kompresi obrázku (srov. p°íklad 3.58). P°edpokládáme, ºe
matice A 2 Rm� n reprezentuje obrázek, ve kterém pixel na pozici(i; j ) má barvu s £íslemaij . Následující
obrázky ilustrují komprimaci pro r·znou volbu k. Pro k = 480 máme originální obrázek, pro150 asi
t°etinovou kompresi bez znatelné újmy na kvalit¥ obrázku, p°i k = 50 uº dochází k zrn¥ní a p°ik = 5 je
obrázek zna£n¥ rozmazán (ale na to, ºe máme zhruba1% p·vodního objemu dat, je výsledek stále slu²ný).

originál (k = 480) k = 150

k = 50 k = 5

Obrázek p°edstavuje foto z konference o numerické algeb°e vGatlinburgu z roku 1964, a zaznamenává
nejv¥t²í numerické matematiky své doby, zleva: James H. Wilkinson, Wallace Givens, George Forsythe,
Alston Householder, Peter Henrici, a Fritz Bauer. Obrázek seskládá z480� 640pixel·, SVD rozklad trval
cca 5 sec (11.5.2010).

Zdrojový kód pro Matlab / Octave:
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>> load gatlin,
>> [X,S,Y] = svd(X);
>> figure(2), clf,
>> k~= 150;
>> Xk = X(:,1:k)*S(1:k,1:k)*Y(:,1:k)';
>> image(Xk),
>> colormap(map),
>> axis equal, axis off,

SVD a míra regularity

Jak jsme uvedli v poznámce 9.11, determinant se jako míra regularity moc nehodí. Zato singulární £ísla jsou
pro to jako stvo°ená. Bu¤ A 2 Rn� n . Pak � n udává vzdálenost (v jisté norm¥, viz sekce 13.7) k nejbliº²í
singulární matici. Takºe je to v souladu s tím, co bychom si pod takovou mírou p°edstavovali. Ortogonální
matice mají míru 1, naproti tomu Hilbertovy matice mají malou míru regularity, tj. jsou tém¥° singulární:

n � n (Hn )

3 � 0:0027
5 � 10� 6

10 � 10� 13

15 � 10� 18

13.6 Pseudoinverzní matice

Je p°irozenou snahou zobecnit pojem inverze matice i na singulární nebo obdélníkové matice. Takové
zobecn¥né inverzi se °íkápseudoinverzea existuje n¥kolik druh·. Nej£ast¥j²í je tzv. Mooreova�Penroseova
pseudoinverze4) , která spo£ívá na SVD rozkladu.

De�nice 13.25 (Mooreova�Penroseova pseudoinverze). Bu¤ A 2 Rm� n matice s redukovaným SVD
rozkladem A = U1SVT

1 . Je-li A 6= 0 , pak její pseudoinverzeje Ay = V1S� 1UT
1 2 Rn� m . Pro A = 0

de�nujeme pseudoinverzi p°edpisemAy = AT .

P°íklad 13.26. Pseudoinverze nenulového vektorua 2 Rn je ay = 1
aT aaT , speciáln¥ nap°.((1; 1; 1; 1)T )y =

1
4(1; 1; 1; 1).

Výpo£et pseudoinverze matice v Matlabu / Octave:

>> pinv([1;1;1;1])
ans =

0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

Tvrzení 13.27 (Vlastnosti pseudoinverze). Pro matici A 2 Rm� n platí:

(1) Je-li A regulární, tak A � 1 = Ay,

(2) (Ay)y = A,

(3) (AT )y = ( Ay)T ,

(4) A = AA yA,

(5) Ay = AyAA y,

(6) AA y je symetrická,

(7) AyA je symetrická,

4) Nezávisle ji objevili americký matematik Eliakim Hastings Moore roku 1920 a anglický fyzik, slavný popularizátor, Rog er
Penrose roku 1955.
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(8) Ay = ( AT A)yAT ,

(9) má-li A lineárn¥ nezávislé sloupce, pakAy = ( ATA)� 1AT ,

(10) má-li A lineárn¥ nezávislé °ádky, pakAy = AT (AA T )� 1.

D·kaz. Vlastnosti se dokáºou jednodu²e z de�nice. Pro ilustraci ukáºeme jen dv¥ vlastnosti, zbytek ne-
cháváme £tená°i.

(4) Z de�nice AA yA = U1SVT
1 V1S� 1UT

1 U1SVT
1 = U1SS� 1SVT

1 = U1SVT
1 = A.

(9) Z p°edpokladu je V1 £tvercová, tedy ortogonální. Pak

(ATA)� 1 = ( V1SUT
1 U1SVT

1 )� 1 = ( V1S2V T
1 )� 1 = V1S� 2V T

1 ;

z £ehoº(ATA)� 1AT = V1S� 2V T
1 V1SUT

1 = V1S� 1UT
1 = Ay.

První vlastnost °íká, ºe se skute£n¥ jedná o zobecn¥ní klasické inverze. Vlastnosti (4)�(7) jsou zajímavé
v tom, ºe dávají alternativní de�nici pseudoinverze; ta se totiº ekvivalentn¥ dá de�novat jako matice, která
spl¬uje podmínky (4)�(7), a taková matice kupodivu existuje vºdy práv¥ jedna.

Na druhou stranu n¥které vlastnosti, u kterých bychom o£ekávali, ºe platí, tak obecn¥ platit nemusí.
Nap°íklad obecn¥AA y 6= AyA a (AB )y 6= B yAy.

Pomocí pseudoinverze elegantn¥ vyjád°íme matice projekcedo maticových prostor·.

V¥ta 13.28. Bu¤ A 2 Rm� n . Pak matice projekce do

(1) sloupcového prostoruS(A) je AA y,

(2) °ádkového prostoruR(A) je AyA,

(3) jádra Ker(A) je I n � AyA.

D·kaz.

(1) S pouºitím redukovaného SVD rozkladuA = U1SVT
1 upravme

AA y = U1SVT
1 V1S� 1UT

1 = U1UT
1 :

Podle v¥ty 13.23 jeU1UT
1 hledaná matice projekce.

(2) Analogicky jako v p°edchozím jeAyA = V1V T
1 , coº je matice projekce doR(A).

(3) Plyne z v¥ty 8.63 a vlastnostiKer(A) = R(A)? (v¥ta 8.53).

Uvaºujme lineární zobrazení dané p°edpisemf (x) = Ax , kde A 2 Rm� n . Jiº v sekci 8.4 jsme nahlédli
následující fakt. Pokud omezíme de�ni£ní obor zobrazení na°ádkový prostor R(A), tak dostaneme iso-
mor�smus mezi prostory R(A) a f (Rn ). Ukáºeme, ºe inverzní zobrazení na tomto omezeném de�ni£ním
oboru je pak popsáno pseudoinverzní maticí.

A

Ay

Rn Rm

R(A) S(A)

o o

V¥ta 13.29 (Pseudoinverzní matice a lineární zobrazení). Uvaºujme lineární zobrazeníf (x) = Ax , kde
A 2 Rm� n .
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(1) Pokud de�ni£ní obor f (x) omezíme pouze na prostorR(A), tak dostaneme isomor�smus meziR(A)
a f (Rn).

(2) Inverzní zobrazení k tomuto isomor�smu má tvar y 7! Ayy.

D·kaz.
(1) Tato £ást byla dokázána ve tvrzení 8.57, ale p°edvedeme jiný d·kaz. Zobrazení s omezeným de�-

ni£ním oborem je �na� , protoºe podle d·sledku 8.56(2) je

f (Rn) = S(A) = R(AT ) = R(AA T ) =

= S(AA T ) = f Ay; y 2 R (A)g = f (R(A)) :

Jelikoº prostory f (Rn) a R(A) mají stejnou dimenzi (v¥ta 5.68), musí být zobrazení isomor�smem.

(2) Podle v¥ty 13.28(2) se kaºdý vektorx 2 R (A) p°i zobrazení x 7! AyAx zobrazí na AyAx = x.
Tudíº Ay je matice inverzního zobrazení k zobrazeníx 7! Ax .

Nejvýzna£n¥j²í vlastnost pseudoinverze spo£ívá v popisu mnoºiny °e²ení °e²itelných soustav a mnoºiny
p°ibliºných °e²ení metodou nejmen²ích £tverc· ne°e²itelných soustav. V obou p°ípadech jeAyb v jistém
smyslu význa£né °e²ení.

V¥ta 13.30 (Pseudoinverzní matice a °e²ení soustav rovnic). Bu¤ A 2 Rm� n , b 2 Rm a X mnoºina
°e²ení soustavyAx = b. Je-li X 6= ; , pak

X = Ayb+ Ker( A):

kde
Ker(A) = S(I n � AyA):

Navíc, ze v²ech vektor· z mnoºinyX má Ayb nejmen²í eukleidovskou normu, a je to jediné °e²ení s touto
vlastností.

D·kaz. � = � Bu¤ x 2 X , tj. Ax = b. Potom podle tvrzení 13.27(4) jeAA yb = AA yAx = Ax = b,
tedy Ayb 2 X . Podle v¥ty 7.6 je X = x0 + Ker( A), kde x0 je libovolné °e²ení. Podle v¥ty 13.28(3) je
Ker(A) = S(I n � AyA) a za x0 m·ºeme volit Ayb.

�Norma.� Bu¤ x 2 X . Podle v¥ty 13.29(2) jeAyb = AyAx 2 R (A) a dále platí R(A)? = Ker( A).
Nyní podle Pythagorovy v¥ty pro kaºdé y 2 S(I n � AyA) platí

kAyb+ yk2
2 = kAybk2

2 + kyk2
2 � k Aybk2

2:

Tedy Ayb nejmen²í eukleidovskou normu. Kaºdý jiný vektor z X má normu v¥t²í, protoºe y 6= 0 implikuje
kyk2 > 0.

V¥ta 13.31 (Pseudoinverzní matice a metoda nejmen²ích £tverc·). Bu¤ A 2 Rm� n , b 2 Rm a X mnoºina
p°ibliºných °e²ení soustavyAx = b metodou nejmen²ích £tverc·. Pak

X = Ayb+ Ker( A):

Navíc, ze v²ech vektor· z mnoºinyX má Ayb nejmen²í eukleidovskou normu, a je to jediné °e²ení s touto
vlastností.

D·kaz. Mnoºina p°ibliºných °e²ení soustavy Ax = b metodou nejmen²ích £tverc· je popsána soustavou
ATAx = AT b a je neprázdná, viz v¥ta 8.68. Podle v¥ty 13.30 máme

X = ( ATA)y(AT b) + Ker( ATA):

Jelikoº podle tvrzení 13.27(8) je(ATA)yAT = Ay a podle d·sledku 8.56 jeKer(ATA) = Ker( A), mnoºina
X má poºadovaný popis aAyb poºadovanou vlastnost.

P°edchozí dv¥ v¥ty tedy mj. °íkají, ºe Ayb je význa£ný vektor. V p°ípad¥, ºe soustavaAx = b má
°e²ení, pak je jejím °e²ením s minimální normou. A v p°ípad¥,ºe soustavaAx = b nemá °e²ení, pak je
jejím p°ibliºným °e²ením (op¥t s minimální normou) metodou nejmen²ích £tverc·. Navíc není zapot°ebí
p°edpokladu na lineární nezávislost sloupc· maticeA.
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13.7 Maticová norma

Nyní se vrátíme zp¥t k normám a podíváme se na to, jak zavést normu pro matice. P°estoºe normy
jsme probírali v sekci 8.1, d·leºitou maticovou normu p°edstavuje nejv¥t²í singulární £íslo matice, proto
za°azujeme tuto £ást k SVD rozkladu.

V zásad¥, matice zRm� n tvo°í vektorový prostor, proto na matice m·ºeme pohlíºet ja ko na vektory.
Nicmén¥, pro maticovou normu se uvaºuje je²t¥ jedna vlastnost navíc, proto máme speciální de�nici.

De�nice 13.32 (Norma matice). T°ída zobrazeník � k : Rm� n ! R je reálná maticová norma, pokud je
to norma pro libovolné m; n a navíc spl¬uje:

kAB k � k Ak � kB k pro v²echna A 2 Rm� p; B 2 Rp� n :

První p°íklad maticové normy, se kterým se seznámíme, jeFrobeniova norma:

kAkF :=

vu
u
t

mX

i =1

nX

j =1

a2
ij :

Je to vlastn¥ eukleidovská norma vektoru tvo°eného v²emi prvky matice A a vyuºili jsme ji jiº v p°í-
kladu 8.22. Následující v¥ta ukazuje, ºe Frobeniovu normu lze povaºovat také za eukleidovskou normu
vektoru singulárních £ísel(� 1; : : : ; � r )T .

Tvrzení 13.33 (Frobeniova norma). Bu¤ A 2 Rm� n se singulárními £ísly � 1; : : : ; � r . Pak kAkF =q P r
i =1 � 2

i .

D·kaz. Podle tvrzení 10.12 a v¥ty 13.15 mámekAkF =
q P m

i =1
P n

j =1 a2
ij =

p
trace(ATA) =

q P r
i =1 � 2

i .

Druhý p°íklad maticové normy je maticová p-norma:

kAkp = max
x:kxkp =1

kAx kp:

V této de�nici pouºíváme vektorovou p-normu. Výslednou normu si m·ºeme p°edstavit takto: Zobrazíme
jednotkovou kouli (v p-norm¥, tedy vektory spl¬ující kxkp = 1) lineárním zobrazenímx 7! Ax a v obrazu
vybereme vektor s nejv¥t²í normou. Pro r·zné hodnoty p dostáváme r·zné maticové normy. Ty nej£ast¥ji
pouºívané z nich shrnuje následující v¥ta.

Tvrzení 13.34 (Maticové p-normy). Bu¤ A 2 Rm� n . Pak maticovép-normy pro p 2 f 1; 2; 1g mají tvar

(1) kAk2 = � 1(A) (nejv¥t²í singulární £íslo),

(2) kAk1 = max j =1 ;:::;n
P m

i =1 jaij j,

(3) kAk1 = max i =1 ;:::;m
P n

j =1 jaij j = kAT k1.

D·kaz.
(1) Jak jsme jiº zmínili, kAk2 je velikost nejv¥t²ího bodu elipsy, vzniklé obrazem jednotkové koule p°i

zobrazeníx 7! Ax . Ze sekce 13.5 (SVD a geometrie lineárního zobrazení) víme,ºe tato hodnota je
� 1(A).

(2) Ozna£mec := max j =1 ;:::;n
P m

i =1 jaij j. P°ipome¬me, ºekxk1 =
P n

k=1 jxk j. Pro jakékoli x takové, ºe
kxk1 = 1 , platí

kAx k1 =
mX

i =1

�
�
�
�

nX

j =1

aij x j

�
�
�
� �

mX

i =1

nX

j =1

jaij jjx j j =

=
nX

j =1

jx j j
� mX

i =1

jaij j
�

�
nX

j =1

jx j jc = c:

Zárove¬ se nabyde rovnostkAx k1 = c vhodnou volbou jednotkového vektorux = ei . Proto dostá-
váme maxx:kxk1=1 kAx k1 = c.
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(3) Ozna£me c := max i =1 ;:::;m
P n

j =1 jaij j. P°ipome¬me, ºe kxk1 = max k=1 ;:::;n jxk j. Pro jakékoli x
takové, ºe kxk1 = 1 , platí

kAx k1 = max
i =1 ;:::;m

�
�
�
�

nX

j =1

aij x j

�
�
�
� � max

i =1 ;:::;m

nX

j =1

jaij jjx j j �

� max
i =1 ;:::;m

nX

j =1

jaij j = c:

Zárove¬ se nabyde rovnostkAx k1 = c vhodnou volbou vektoru x 2 f� 1gn . Proto dostáváme
maxx:kxk1 =1 kAx k1 = c.

Poznámka 13.35. M¥jme vektor v 2 Rn a libovolné p. Nyní výraz kvkp m·ºe ozna£ovat jak vektorovou,
tak maticovou p-normu, povaºujeme-li v za matici s jedním sloupcem. To v²ak nevadí, protoºe ob¥ dávají
stejnou hodnotu. Za£neme s maticovou normou a ukáºeme, ºe serovná vektorové:

kvkp = max
x2 R:kxk=1

kvxkp = max
x2f� 1g

kvxkp = k � vkp = kvkp:

Víme z v¥ty 8.76, ºe p°enásobení vektoru ortogonální maticínem¥ní jeho eukleidovskou normu. Nyní
tvrzení zobecníme pro Frobeniovu a maticovou 2-normu.

Tvrzení 13.36. Bu¤ A 2 Rm� n a bu¤teQ 2 Rm� m , R 2 Rn� n ortogonální. Pak

(1) kQAR kF = kAkF ,

(2) kQAR k2 = kAk2.

D·kaz.

(1) Analogicky jako v d·kazu tvrzení 13.33 máme

kQAR k2
F = trace(( QAR )T (QAR )) = trace( RTATQTQAR ) =

= trace( RTATAR) = trace( ATARR T ) = trace( ATA) = kAk2
F ;

kde jsme navíc vyuºili fakt, ºe trace(BC ) = trace( CB ) pro kaºdé B; C 2 Rn� n .

(2) S pouºitím substituce x := RTy odvodíme

kQAR k2 = max
x:kxk2=1

kQARx k2 = max
x:kxk2=1

kARx k2 =

= max
y:kRT yk2=1

kAyk2 = max
y:kyk2=1

kAyk2 = kAk2:

Maticové normy se objevují v r·zných souvislostech. Nejprve ukaºme, ºe dávají odhad na velikost
vlastních £ísel.

V¥ta 13.37 (Odhad spektrálního polom¥ru pomocí normy). Bu¤ A 2 Rn� n . Pak pro kaºdou maticovou
normu platí � (A) � k Ak.

D·kaz. Bu¤ � 2 C libovolné vlastní £íslo a x odpovídající vlastní vektor matice A, tedy Ax = �x .
De�nujme matici X := ( x j o j � � � j o). Protoºe platí AX = �X , m·ºeme odvodit

j� j � kX k = k�X k = kAX k � k Ak � kX k:

Vyd¥lením kX k 6= 0 dostávámej� j � k Ak.
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P°íklad 13.38. Uvaºujme matici

A =

0

@
1 2 3
1 2 3
3 6 9

1

A :

Její spektrální polom¥r a r·zné typy norem mají hodnoty:

� (A) = 12 ;

kAkF =
p

154 � 12:4097;

kAk2 =
p

154 � 12:4097;

kAk1 = 15;

kAk1 = 18:

Výpo£et Frobeniovy normy a p-normy pro p = 2 ; 1; 1 v Matlabu / Octave:

>> A=[1 2 3;1 2 3;3 6 9];
>> norm(A,'fro'), norm(A), norm(A,1), norm(A,'inf'),
ans = 12.4097
ans = 12.4097
ans = 15
ans = 18

Poznámka 13.39 (Výpo£etní sloºitost). Bu¤ A 2 Rn� n . Není t¥ºké nahlédnout, ºe výpo£et Frobeniovy
normy a p-normy pro p 2 f 1; 1g má asymptotickou sloºitost 2n2. Maticová 2-norma se po£ítá pouze
iterativn¥ a b¥ºn¥ pouºívané metody mají kubickou sloºitost (s ur£itým koe�cientem), podobn¥ jako
vlastní £ísla matice (viz za£átek sekce 10.7). P°esto je defaultní maticovou normou, kterou nap°. Matlab
£i Octave pouºívají.

Dal²í velmi zajímavá vlastnost singulárních £ísel je, ºe� i udává v 2-norm¥ vzdálenost matice k nejbliº²í
matici hodnosti nanejvý² i � 1. V d·kazu následující v¥ty je schované i to, jak tuto matici sestrojit � ne
náhodou je to matice z low-rank aproximace (sekce 13.5).

V¥ta 13.40 (Interpretace singulárních £ísel). Bu¤ A 2 Rm� n se singulárními £ísly� 1; : : : ; � r . Pak

� i = min fk A � B k2; B 2 Rm� n ; rank(B ) � i � 1g

pro kaºdé i = 1 ; : : : ; r .

D·kaz. Nerovnost �� � . Nech´ A = U� V T je SVD rozklad matice A. De�nujme matici p°edpisem B :=
U diag(� 1; : : : ; � i � 1; 0; : : : ; 0)V T . Pak

kA � B k2 = kU diag(0; : : : ; 0; � i ; : : : ; � n )V T k2 = k diag(0; : : : ; 0; � i ; : : : ; � n )k2 = � i :

Nerovnost �� � . Bu¤ B 2 Rn� n libovolná matice hodnosti nanejvý² i � 1 a ukáºeme, ºekA � B k2 � � i .
Nech´ V1 sestává z prvníchi sloupc· matice V . Bu¤ o 6= z 2 Ker(B ) \ S (V1), to jest Bz = o, a navíc
normujeme z tak, aby kzk2 = 1 . Takový vektor existuje, protoºe dim Ker( B ) � n � i + 1 a dim S(V1) = i .
Pak

kA � B k2
2 = max

x:kxk2=1
k(A � B )xk2

2 � k (A � B )zk2
2 = kAzk2

2 = kU� V Tzk2
2:

Protoºe z 2 S(V1), lze psátz = V y pro n¥jaký vektor y = ( y1; : : : ; yi ; 0; : : : ; 0)T , p°i£emº kyk2 = kV Tzk2 =
kzk2 = 1 . Nyní

kU� V Tzk2
2 = kU� V T V yk2

2 = k� yk2
2 =

iX

j =1

� 2
j y2

j �
iX

j =1

� 2
i y2

j = � 2
i kyk2

2 = � 2
i :
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Speciáln¥, nejmen²í singulární £íslo� n matice A 2 Rn� n udává vzdálenost k nejbliº²í singulární matici,
srov. sekce 13.5 (SVD a míra regularity). To znamená, ºe matice A + C je regulární pro v²echny matice
C 2 Rn� n spl¬ující kCk2 < � n .

P°íklad 13.41. Uvaºujme matici

A =

0

B
B
@

1 1 1 1
1 1 � 1 � 1
1 � 1 1 � 1
1 � 1 � 1 1

1

C
C
A :

Její nejmen²í singulární £íslo je� 4 = 2 (ve skute£nosti jsou v²echna singulární £ísla stejn¥ velká, protoºe
A je dvojnásobkem ortogonální matice). Tudíº matice z·staneregulární i kdyº k ní p°i£teme libovolnou
matici s 2-normou men²í neº 2.

Dal²í souvislosti uvádí nap°íklad Prasolov [1994].

Problémy
13.1. Na stran¥ 228 jsme letmo zmínili výpo£etní sloºitost QR rozkladu v kontextu °e²ení soustav li-

neárních rovnic. Analyzujte sloºitost detailn¥ji. Konkrétn¥, ur£ete maximální po£et aritmetických
operací algoritmu 13.6 a navrhn¥te vhodná vylep²ení efektivn¥j²ího vyhodnocení výraz· v jednot-
livých krocích.

13.2. Navrhn¥te metodu na QR rozklad za pouºití Givensovýchmatic.

13.3. Za pouºití QR rozkladu popi²te v²echna °e²ení soustavy Ax = b, kde A má lineárn¥ nezávislé
°ádky.

13.4. Nech´ v²echna singulární £ísla maticeA 2 Rn� n jsou stejná. Ukaºte, ºe A je násobek ortogonální
matice.

13.5. Ukaºte, ºe Frobeniova ap-norma jsou skute£n¥ maticovými normami.

13.6. Bu¤ A 2 Rn� n . Dokaºte kAk2 � k AkF �
p

nkAk2.

13.7. Bu¤ A 2 Rn� n . Ukaºte, ºe kAT Ak2 = kAk2
2, ale obecn¥kA2k2 6= kAk2

2.

13.8. Bu¤ A 2 Rn� n . Dokaºte, ºe ze v²ech symetrických matic je matice1
2(A + AT ) nejblíºe k matici A

ve Frobeniov¥ a maticové 2-norm¥.
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Shrnutí ke kapitole 13. Maticové rozklady

Maticové rozklady jsou velmi ú£inný nástroj teoretické i výpo£etní informatiky. Roz-
klad· existuje celá °ada, mezi ty význa£né se °adí QR a SVD rozklad. Ne náhodou
oba pouºívají v rozkladu ortogonální matice.

QR rozklad vyjad°uje libovolnou reálnou matici jako sou£in ortogonální a horní
trojúhelníkové. Tento rozklad lze výpo£etn¥ jednodu²e získat pomocí Gramovy�
Schmidtovy ortogonalizace £i Householderovou transformací. Vyuºití QR rozkladu je
nep°eberné: °e²ení soustav lineárních rovnic, nalezení ortonormální báze, sestrojení
matice ortogonální projekce, °e²ení metodou nejmen²ích £tverc·, metoda na výpo£et
vlastních £ísel, . . .

SVD rozklad má analogické vlastnosti. Danou reálnou maticirozkládá na sou£in orto-
gonální, diagonální (ale ne nutn¥ £tvercovou!) a ortogonální. Vyuºití je podobné jako
pro QR rozklad, ale navíc nám °íká n¥co o geometrii lineárních zobrazení, dává ná-
stroj pro aproximaci a kompresi dat. Umoº¬uje také p°irozen¥ roz²í°it pojem inverzní
matice na ne nutn¥ regulární matice.

Singulární £ísla (= £ísla diagonální matice z SVD rozkladu)pak poskytují podstatné
informace o lineárním zobrazeníx 7! Ax , o matici A samotné a také o datech, která
reprezentuje. Singulární £ísla °íkají, jak moc lineární zobrazení degeneruje objekty,
jaké má matice numerické vlastnosti, jaká je vzdálenost k nejbliº²í singulární matici
a nejv¥t²í singulární £íslo reprezentuje £asto pouºívanoumaticovou normu.



Záv¥rem

Tato kniha nep°iná²í jen faktické základy z lineární algebry, ale autor by byl rád, kdyby £tená° v textu
hledal i dal²í hlub²í my²lenky a souvislosti. Zkusím zde zd·raznit n¥kolik pohled· a princip·, které se
prolínají celou lineární algebrou:

� Algebraický vs. geometrický pohled.

Na v¥t²inu pojm· lineární algebry lze nahlíºet algebraicky nebo geometricky. Ani jeden p°ístup není
siln¥j²í neº druhý, oba mají stejnou dokazovací schopnost.P°esto je dobré se na v¥ci dívat z více
úhl· pohledu, protoºe nám to pom·ºe porozum¥t podstat¥ v¥ci.

Pro ilustraci: Na soustavy lineárních rovnic se m·ºeme dívat algebraicky, kdy hledáme vektor spl-
¬ující dané rovnice, nebo se na n¥ m·ºeme dívat geometricky jako na nadroviny a °e²ení je jejich
pr·se£ík. Jiný p°íklad: Interpretaci determinantu jako ob jem rovnob¥ºnost¥nu jsme dokázali alge-
braicky ve v¥t¥ 9.26, ale stejn¥ tak lze my²lenku nahlédnoutgeometricky, jak jsme u£inili v po-
známce 9.27. Dal²í p°íklad: Vlastní £ísla a vektory m·ºeme vyjad°ovat algebraicky pomocí rovnice
z de�nice, nebo geometricky jako invariantní sm¥ry. V tomto rozli²ení je relace podobnosti bu¤to
algebraická úprava vynásobení maticí a její inverzí, anebozm¥na sou°adného systému (báze), ve
kterém zkoumáme lineární zobrazení. Poslední p°íklad: Kvadratické formy a Sylvestr·v zákon setr-
va£nosti. Algebraický pohled je maticová transformaceA ! STAS, kdeºto geometrická je op¥t jako
zm¥na báze kvadratické formy.

� Invarianty a základní tvary.

Invariantem rozumím operaci, která nem¥ní n¥jakou základní vlastnost, o kterou nám jde. Je to
d·leºitý princip vyskytující se i v jiných oblastech matema tiky. Nap°íklad v souvislosti s °e²ením
soustav lineárních rovnic jsou to elementární °ádkové úpravy, které m¥ní matici, ale nem¥ní mnoºinu
°e²ení. Lineární zobrazení se nezm¥ní, kdyº zm¥níme bázi, zm¥ní se pouze matice, která ho reprezen-
tuje. Pro determinant to byly také elementární °ádkové £i sloupcové úpravy. Ale pro vlastní £ísla uº
jsme museli hledat jinou úpravu, a byla jí podobnost. A pro kvadratické formy to byla kongruence.

S invarianty souvisí základní tvary matic, tedy v jistém smyslu nejjednodu²²í tvary, ke kterým se
danou operací m·ºeme dostat: RREF pro elementární °ádkové úpravy, Jordanova normální forma
pro podobnost a diagonální matice pro kongruenci.

� Axiomatizace.

N¥které pojmy jsme zavedli konstruktivn¥, nap°íklad determinanty, ale jiný zp·sob de�nice je pomocí
axiom·, tedy vý£tem vlastností, které má daný objekt spl¬ovat. Takto jsme de�novali pojem grupy,
t¥lesa £i vektorového prostoru. P°estoºe je tento zp·sob hodn¥ abstraktní, je v matematice £asto
vyuºíván práv¥ pro obecnost de�novaných pojm·. Vektorem tedy není n¥jaký sm¥r v prostoru, ale
v r·zných souvislostech to m·ºe být i polynom, matice, nebo t °eba funkce.

243



Zna£ení

U + V spojení podprostor·, U + V = f u + v; u 2 U; v 2 Vg, str. 85

U + a sou£et mnoºiny vektor· a vektoru, U + a = f u + a; u 2 Ug, str. 113

U � V direktní sou£et podprostor·, U � V = U + V , de�nováno jen pro podprostory, pro které je
U \ V = f og, str. 86

[v]B sou°adnice vektoruv vzhledem k báziB , str. 81

9 existen£ní kvanti�kátor ( �existuje� ), str. 11

8 univerzální kvanti�kátor ( �pro v²echna�), str. 11

B V
[f ]B U

matice lineárního zobrazeníf vzhledem k bázímBU ; BV , str. 101

kAk norma matice A, str. 229

kxk norma vektoru x, str. 128

kxk2 eukleidovská norma,kxk2 =
q P n

i =1 x2
i , str. 129

b podprostor, str. 75
Q

produkt (sou£in), str. 11

g � f sloºené zobrazení,(g � f )(x) = g(f (x)) , str. 12

hx; y i skalární sou£in vektor· x; y, str. 125
P

suma (sou£et), str. 11

M ? ortogonální dopln¥k mnoºiny M , str. 135

adj(A) adjungovaná matice kA, str. 157

A i � i -tý °ádek matice A, str. 22

A � j j -tý sloupec maticeA, str. 22

A � 1 inverzní matice k matici A, str. 45

Ay pseudoinverze maticeA, str. 227

A � Hermitovská transpozice matice,A � = A
T

, str. 182

AT transpozice matice, str. 38

A � T inverze a transpozice matice,A � T = ( AT )� 1 = ( A � 1)T , str. 46

C mnoºina komplexních £ísel, str. 14

C(p) matice spole£nice polynomup(x), str. 171

det(A) determinant matice A, str. 151

diag(v) diagonální matice s diagonálními prvkyv1; : : : ; vn , str. 38

dim V dimenze prostoruV , str. 83

ei jednotkový vektor, ei = (0 ; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)T s jedni£kou nai -té pozici, str. 37

E i (� ) elementární matice pro vynásobeníi -tého °ádku £íslem� 6= 0 , str. 44

E ij elementární matice pro prohození dvou °ádk·i; j , str. 45

E ij (� ) elementární matice pro p°i£tení� -násobku j -tého °ádku k i -tému, str. 44

f (U) obraz mnoºiny U p°i zobrazeníf , str. 98

r f (x) Jacobiho matice parciálních derivací funkcef , str. 105

GF(pn ) Galois �eld, algebraické t¥leso velikostipn , str. 69
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H(a) Householderova matice vytvo°ená za, str. 147

Im(z) imaginární £ást komplexního £íslaz, str. 14
I n , I jednotková matice °ádun, str. 37

Jk (� ) Jordanova bu¬ka, str. 178

kan kanonická báze, str. 80
Ker(A) jádro matice A 2 Tm� n , Ker(A) = f x 2 Tn ; Ax = og, str. 86

Ker( f ) jádro zobrazeníf : U ! V , Ker( f ) = f x 2 U; f (x) = og, str. 98
N mnoºina p°irozených £ísel,N = f 1; 2; : : : g

n! faktoriál, n! = 1 � 2 � 3 � : : : � n, str. 12
o nulový vektor, str. 74

pA (� ) charakteristický polynom matice A, str. 166

Pn prostor reálných polynom· prom¥nné x stupn¥ nanejvý² n, str. 74
Q mnoºina racionálních £ísel

R mnoºina reálných £ísel
� (A) spektrální polom¥r maticeA, maximální absolutní hodnota z vlastních £ísel, str. 167

rank(A) hodnost matice A, str. 25

Re(z) reálná £ást komplexního £íslaz, str. 14
REF odstup¬ovaný tvar matice, str. 25

Rm� n prostor reálných matic rozm¥ru m � n, str. 74
Rn prostor reálných n-rozm¥rných aritmetických vektor·, str. 74

RREF redukovaný odstup¬ovaný tvar matice, str. 29

R(A) °ádkový prostor matice A, R(A) = S(AT ), str. 86
S(A) sloupcový prostor maticeA, S(A) = spanf A � 1; : : : ; A � n g, str. 86

sgn(p) znaménko permutacep, str. 64
Sn mnoºina v²ech permutací naf 1; : : : ; ng, str. 63

span(W ) lineární obal mnoºiny vektor· W , str. 76

T n¥jaké t¥leso, str. 66
Tm� n prostor matic rozm¥ru m � n nad t¥lesemT, str. 74

Tn prostor aritmetických n-rozm¥rných vektor· nad t¥lesemT, str. 74
trace(A) stopa matice, trace(A) =

P n
i =1 aii , str. 168

z komplexn¥ sdruºené £íslo, str. 14
Z mnoºina celých £ísel

Zn mnoºina f 0; 1; : : : ; n � 1g, str. 67
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