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Co?

Prav¥ £ftete ufebni text k p°ednazkdm Linearni algebra | a Il po prvni ro£nik studia informatiky na
Matematicko-fyzikalni fakult¥ Univerzity Karlovy. Nicmé n¥ v¥°im, °%e m-°e dob°e poslou®it i na jinych
2kolach.

Pro£?

Tento text vznikl mj. i proto, °e °adna soufasna ufebnice nedpiruje p°esn¥ sylabus p°ednazky. Nejbli®e
jsou elektronick& skripta [Barto a T-ma, 2018; T-ma,/2003] nebo skripta pro studenty informaticky [Rohn,
2004]. Dal?i u£ebnice z linearni algebry jsou nap°iklad [Bg&S, [2005; Bican, 2009]. Linearni algebru vice
Z pohledu geometrie popisuje_fech [1951, 1952]. Na strankacd). Matou2ka [Matou2ek, 2010] je mo°no
nalézt p°ibli°ny podrobny sylabus p°ednéazky, stejn¥ jako ’estnact miniatur , 2estnact aplikaci linearni
algebry. Anglicky psané knihy, které stoji za doporu£eni,gou [Gareth, 2001],/[Meyer, 2000], [Strang, 2006,
2009] nebo stru£nd, ale p¥kn¥ motivujici kni°ke [Chartien2015]. KnihalStrang and Borre [[2009] popisuje
linearni algebru pro geodézii a GPS.

Jak?

Text poskytuje pom¥rn¥ uceleny vyklad na sebe navazujicicttmat ze zaklad- linearni algebry. N¥kolik
slo®itych d-kaz- z didaktickych d-vod- vynechavame konkr étn¥ d-kaz v¥ty o velikosti kone£nych
t¥les, v¥ty[10.44 o Jordanov¥ normalni form¥, Perronovy WHIO.60 a v¥ty[13.14 o SVD rozkladu.

Format textu je tradiEni se £len¥nim do de nic, v¥t, d-kaz- apod. Sna®il jsem, nicmén¥, obohatit
text vysv¥tlujicimi komenta®i a ilustrativnimi obrazky. N a konci ka°dé kapitoly je vedy uvedeno n¥kolik
problém- na zamy?leni a £asto poukazujici na pokro£ilej?i guvislosti. Dale je na konci ka°dé kapitoly jeji
kratké neformalni shrnuti a zd-razn¥ni hlavnich my2lenek avysledk-.

Jistym speci kem textu je n¥co, co nazyvam nahlédnuti pod pkliEku jinych obor-. Bez detail:, na
které neni prostor a mnohdy ani matematické zazemi, ukazufae netrivialni aplikace a souvislosti s jinymi
matematickymi obory. Toto se tyka mj. aplikaci o diskrétni arychlé Fourierov¥ transformaci (p°iklady[3.57
a[10.41), samoopravnych kddech (p°iklad"4.42), Stewarto@oughov¥ platform¥ v robotice (p°iklad [7.25),
vyhledava£i od Google (p°iklad_I0.70), ur£ovani struktunpilkovin (p°iklad I1.24), kuCelosefek (sekde12.2)
£i komprese dat (sekc€1315).

N¥které partie a v¥ty dale nerozvijime a v p°ipad¥ nutnostig¢ Ize p°i vykladu vynechat. Jedna se
nap°iklad o sekci o LU rozkladu (sekcé-3l4), o dodatcich k setavam rovnic (sekce_3.b), o prostoru line-
arnich zobrazeni (sekcéZ6l4), o a nnich prostorech (kapita [7), o teorii nezapornych matic (sekcé_1016),
0 vypo£tu vlastnich £isel (sekc€10.7) a o maticovych rozidach (kapitola [I3). Z v¥t je mo°no p°esko-
£it nap°iklad Shermanovu Morrisonovu formuli (v¥ta B.44), Besselovu nerovnost a Parsevalovu rovnost
(v¥ta[B.38), Gramovu matici (v¥ta[8.52), ortogonalni matid a linearni zobrazeni (v¥ta8.7B a tvrzen[ 8.79),
nebo Courantovu Fischerovu formuli (v¥ta [10.59).

Chyby?

Jakékoli p°ipominky a p°ipadné chyby nevahejte prosim zakit na adresulhladik@kam.m .cuni.cz.

Pod¥kovani!

Z&klad tohoto textu jsem zafal psat b¥hem zimniho semestruoku 2010. D¥kuji vZem, kte°i n¥jakym
zp-sobem pomohli k vylep2eni textu. Mnoho drobnych chyb a p¥®klep- mi pomohla opravit °ada mych
student- z let 2010 2017. Za podn¥tné p°ipominky a diskuse ¥kuji koleg-m Jaroslavu Hora£kovi, Petru
Zemanovi, Ji°imu 'ejnohovi a Pavlu Klavikovi, a za konstruk tivni poznamky a podrobné £teni prof. Ji°imu
Matouzkovi.


mailto:hladik@kam.mff.cuni.cz

Pokud jsem dohlédl dale ne® jini, bylo to proto, °e jsem stalna ramenech obr-.
[Isaac Newton, 1675]
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Kapitola 1
Uvod

V této kapitole nejprve nastinime obsah a cil celého textu a dalkich sekcich p°ipomeneme n¥které zakladni
pojmy a poznatky, které by £tend®° m¥l znéat, anebo jsou mimo lalvni proud tohoto textu, ale n¥jak se ho
dotykaji. Vlastni latka zaEne a° v nasledujici kapitole.

1.1 O knize a linearni algeb°e

Co je linearni algebra?

Linearni algebra je jeden za zakladnich matematickych obera je nedilnou soufasti matematickych, in-
formatickych a technickych studijnich odv¥tvi. Mezi hlavni nastroje, se kterymi linearni algebra pracuje,
pat°i vektory a matice. Vektory °iji v n¥jakém prostoru, a prav¥ linearni algebra se zabyva linearnimi
objekty v prostoru, jako jsou body, p°imky, roviny a podobn¥ Studuje také linearni zobrazeni, jako na-
p°iklad p°eklopeni, rotace £i projekce. Vidime tedy, e lirarni algebra velmi Uzce souvisi s geometrii a
poskytuje efektivni techniky na °e2eni geometrickych prokém-.
Matice p°edstavuje dal?i kliEovy pojem v linearni algeb°eVstupni data realnych problém- jsou £asto

v maticové form¥, proto um¥t pracovat s maticemi a rozum¥ti jm je zasadni schopnost nejen pro teoreticky
vyzkum, ale i ryze z praktického hlediska. Matice tak m-%e reprezentovat po£itafovy obrazek nebo t°eba
data n¥jaké velké databaze (katalog knih, databaze zakazki...). Vlastnosti matic tedy p°imo odra°i
vlastnosti objekt-, které popisuji. Matice dale odpovidaji linearnim transformacim v eukleidovském pro-
storu, tudi® na matice m-°eme op¥t nahli®et geometricky. Tento dvoji pohled algebraicky a geometricky

je nesmirn¥ uCite£ny pro pochopeni a pro praci s maticemi.

O £em je tento text?

Prvni téma, které probirdme, jsou[Soustavy linearnich rovni¢ Ty tvo°i nejzakladn¥j?i problém linearni

algebry a jsou stale p°edm¥tem vyzkumu (n¥které praktické mblémy vedou na obrovské soustavy rovnic,

které se musi pofitafov¥ vy°ezit). Uka’eme algoritmus, ngxany Gaussova eliminace, ktery umi vy°e?2it

principialn¥ ka®dou soustavu rovnic. Rozhodne, zda je sotava °e?itelna, a pokud, ano, tak vyda popis

celé mnoCiny °e2eni. Mno®ina °e2eni je vedy linearni tvar ypu p°imky, roviny atp. Pozd¥ji, v kapitole [7]
A nni podprostory lividime, °e naopak ka®dy takovyto Utvar Ize popsat pomoci soustavy rovnic.

Jak jsme ji° nastinili, [Maticel p°edstavuji fundamentalni nastroj linearni algebry. V kaptole B uka®eme
zakladni operace s maticemi, typy matic a jejich vztah k sousivam linearnich rovnic.

Kapitola @l [Grupy a t¥lesaukazuje, % °ada vysledk-, ke kterym jsme dosp¥li a které pod¥ji rozvi-
neme, plati nejenom pro reélna £isla, ale jdou p°irozen¥ Bt i na jiné £iselné obory. Lze tudi® analogicky
pracovat s komplexnimi £isly, nebo pro informatiky d-leitou mnoCinou bit- 0 a 1.

Vektory a vektorové prostoryjsou probirané v kapitole [5. Prostory zavadime axiomatickypomoci
vlastnosti, které maji spl-ovat. Vyhodou jest, °e ve2kerouteorii, kterou vybudujeme, m-°eme pou®it nejen
pro standardni eukleidovsky prostor, ale i pro jiné, abstr&tni prostory. Uka®eme, °e v t¥chto prostorech jde
zavést sou®adny systém, pojem dimenze a °ada dal?ich znantykoncept-. Nakonec se uka®e, °e v2echny
n-dimenzionalni prostory jsou isomorfni, tedy z pohledu lieérni algebry se chovaji stejn¥.
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10 Kapitola 1. Uvod

[Linearni zobrazenijsou transformace v prostoru, které zobrazuji p°imky zase a p°imky a po£atek na
pofatek. Mezi takovato zobrazeni pat®i oto£eni, zkoseniata®eni, zrcadleni £i projekce. Zakladni vlastnosti
je, %e ka°dé linearni zobrazeni Ize popsat maticov¥ a naopaka®dd matice reprezentuje n¥jaké linearni
zobrazeni. Jde tedy o dva r-zné pohledy na tuté® v¥c. A prav¥ énto dvoji pohled je zde klifovy, proto®e
n¥kdy je lep?i pouCit algebraicky p°istup, a jindy zase geomtricky pomoci linearnich zobrazeni.

Kapitola Bl [Skalarni soufinse v¥nuje vice geometrii. Budeme zkoumat kolmost, vzdalenmsprojekce
a pod. Dosa’ené vysledky poslou®i nejen k efektivnimu °e2énv2elijakych geometrickych uloh, ale daji
nam také geometricky pohled na algebraické problémy.

Determinanty] a [Vlasini £is[d jsou jisté charakteristiky matic, a tim padem ukazuji n¥které vlastnosti
objektu, ktery matice reprezentuje (a” u® se jedna o soustaw rovnic nebo linearni zobrazeni). Konkrétn¥ji,
determinant nap®iklad umo®-uje spo£itat objem ur£itych gemetrickych Gtvar- nebo dava explicitni vzo-
reEek na °e2eni soustavy rovnic. Vlastni £isla jsou je2t¥ men¥j2i charakteristikou a proto davaji mnohem
detailn¥j2i informaci o chovani matice. PouCiti vlastnich £isel je vskutku 2iroké. Jeden p°iklad za v2echny:
Pokud vyjad°ime maticov¥ internetovou si” webovych strank, pak vlastni vektor odpovidajici nejv¥tzimu
vlastnimu £islu m-°eme chapat jako vektor, jeho® slo°ky udavaji d-leitost jednotlivych stranek. Na
tomto pozorovani je mj. zalo®°en PageRank vyhledavaE&oogle

Navzdory svému nazvu, linearni algebra studuje i vybrané rleearni problémy. Positivn¥ de nitni
matice a Kvadratické formy (kapitola [Ila[12) se zabyvaji kvadratickymi vyrazy. Posiivn¥ de nitni matice,
které jsou de novany pomoci kvadratického vyrazu (tzv. kvadratické formy), p°edstavuji t°idu matic,
které se objevuji p°i projekcich, v popisu elipsoid-, v optmalizaci £i statistice. Kvadratické formy pak
klasi kujeme na zakladni typy a vyvineme U£inny nastroj na jejich rozlizovani.

[Maticové rozkladyp°edstavuiji zlaty h°eb celého textu. Maticovym rozkladem pzumime vyjad°eni ma-
tice jako sou£in n¥kolika (v¥tZinou dvou nebo t°i) specialfth matic. | kdy® se to takto z obecného popisu
nezda, maticové rozklady jako QR nebo SVD maji velkou teorétkou a vypofetni silu. V zasad¥ skoro
v2echny problémy, kterymi se tento text zabyva (a je2t¥ mnolo dal2ich), jdou elegantn¥ vy°e2it pomoci
QR £i SVD rozkladu.

A co £tend°?

Co by si m¥l £tend°® odnést? ftend® by si m¥l odnést nejenom \d&ni vysledky, ale m¥l by jim rozum¥t
a chapat souvislosti. Myslim, % £lov¥k n¥£emu po°adn¥ romi jen tehdy, kdy® to dokae aplikovat a
adaptovat v novém prost°edi.

A jakého £tena’e si p°eji? P°gji si p°’edevzim zvidavého £téhe. UEenim se nazpam¥ se matematika
neda pochopit. se2enim Uloh se sice ziska pat°i£Ena dovedngsale ani to je2t¥ UpIn¥ nestafi. Podle mého
nazoru je pro pochopeni matematiky d-le®ité, kdy® si £lov¥k klade otazky Pro£? a Co by kdyby? .
Proto si p°eji zvidavého £tena’e, ktery si klade otazky: Prb je tento pojem de novan zrovna takto? Co
by se stalo, kdybychom zm¥nili de nici takto? Co by pak je2t¥ platilo a co u® ne? Pro£ plati ve v¥t¥ jenom
implikace a ne ekvivalence? Pro£ jsou p°edpoklady takové akové a jaky by m¥lo nasledek, kdybychom
je zm¥nili? Zvidavého £tena’e pak leckdy n¥jaké téma zaujmtak, °e sam patra po dalkich vysledcich a
souvislostech, a tim si roz2i°uje sv+j obzor nad ramec, ktey m-°e dat tento text.

1.2 Pojmy a znafeni

Nyni zavedeme n¥které standardni pojmy a znafeni, které badche pouivat.

fiselné obory
P°ipome-me z&kladni £iselné obory:
N ... mnoCina p°irozenych £isel, to jestN = f1;2;:::q,
Z ... mnaoCina celych £isel,
Q ... mnoCina racionalnich £isel,
R

. mnoCina realnych £isel,
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C ... mno®ina komplexnich £isel (podrobn¥ji v sekdi"1]4).

Suma

P
Symbol sumy reprezentuje soufet v2ech instanci vyrazu za sumou pro véhny p°ipustné hodnoty
indexu (resp. index-) pod sumou. Konkrétn¥:

X
a; jezkratkaza a;+ :::+ ap;
x 1=t |
a; je zkratkaza a; + ag+ a5+ ay;

1 8%'1 liché
aj e zkratka za aj;+ ajp + ap; + ax:
i;j 2f 1,29

Z praktickych (a logickych) d-vod- soufet p°es prdzdnou mncdinu de nujeme jako O, proto®e p°iEtenim
nuly se hodnota nezm¥ni. Nap°iklad

X
a =0:
i>5 " <2

Produkt
Analogicky symbol Q se pou®iva pro soufin, tedy nap°®.

Y

a; jezkratkaza a; ap ::: an:

i=1

Kvanti katory

Symbol 8 je zkratka pro souslovi pro v2echna , a symbol 9 znamena existuje . Nap°®.

8x2R:x+1 €&

se fte
pro v2echna realna £islax plati nerovnostx +1  €*:
Podobn¥,
88X,y 2 R;x<y; 922 Q:x<z<y
m-°eme £ist
pro jakékoliv dv¥ r-zna realna £isla existuje racionalni £lo le®ici mezi nimi.
Modulo

Modulo, zapisované vyrazem a mod n , udava zbytek p°i d¥leni celého £isla p°irozenym £islerm. Zbytek
je de novan jako £islob2f 0;1;:::;n 1gtakové, e a= zn+ bpro n¥jakéz 2 Z. Nap°iklad

17mod 7 =3
17 mod 7 = 4

proto®e v prvnim p°ipad¥ jel7 =2 7+ 3 a v druhém p°ipad¥ je 17= 3 7+4.



12 Kapitola 1. Uvod

Faktorial

Faktorial p°irozeného £islen je soufin p°irozenych £isel; 2;:::;n a znafi sen!. Tedy

n'=1 2 3 ::: n:

Body a vektory

Pojem bod se v zakladnim kurzu z linearni algebry moc nepoufd. Bod, jako®to n-tice realnych £isel

r-zn¥ a° z geometrického hlediska, kdy nenulovému vektoru dpovida urfity sm¥r (mimochodem, slovo
vektor , stejn¥ jako vehikl , pochazi z latinského vehere tedy vézt ).

Zobrazeni

Zobrazenif z mno®iny A do mno®iny B se znafff : A! B . Pro ka°dé a2 A je tedy f (a) de novano a
nale®i do B. N¥které zakladni typy zobrazeni, se kterymi budeme pracat, jsou nasleduijici:

Zobrazenif : A B je prosté pokud pro ka°dé a;;a, 2 A, a; 6 ay, je f(ay) 6 f(ap). Prosté
zobrazeni tedy nezobrazi dva r-zné prvky z mno®inyA na jeden prvek mnao®iny B.

Zobrazenif : A B je na, pokud pro ka°dé b2 B existuje a 2 A takové, % f (a) = b. Jinymi
slovy, zobrazenif pokryje celou mno®inu B.

Zobrazenif : A!B je vzajemn¥ jednozna£né (bijekcepokud je prosté a na .

Je-lif : A1B vzajemn¥ jednoznagné, paknverzni zobrazenik f je zobrazenif 1: B!A de no-
vanéf 1(b) = apokudf (a) = b. Vzajemna jednozna£nost zobrazerfi zajisti, °e inverzni zobrazeni
f 1je dob°e de nované v ka°dém bod¥ mnoCinyB a je také vzajemn¥ jednozna£né (ov¥°te!). Dale
plati (f 1) 1=1f.

Jsou-lif:A!'B , g:B ! C , pak slo°ené zobrazenf a g je zobrazenig f:A ! C denované
p°edpisem(g f)(a) = o(f (a)). Slo®enim vzajemn¥ jednoznaEnych zobrazeni dostaneme ya&n¥
jednoznaEné zobrazeni (ov¥°te!). Skladani zobrazeni jeoagativni, £ili pro zobrazenif : A!' B
g:B!C ,h:C!D platih (g f)=(h g) f.

Zobrazenif : A B je isomor smem, pokud je vzajemn¥ jednozna£né a zachovava strukturu. To
znamena, °%e mnoCinyA; B jsou vybaveny jistou strukturou a vztahy mezi prvky mno®iny A se zacho-
vavaji i pro jejich obrazy. Pokud mezi mno®inami A ; B existuje isomor smus, tak se mno®iny nazyvaji
isomorfni. Isomor smem mezi vektorovymi prostory se budeme zabyvat pdrobn¥ v sekc(6.B.

Spofetna a nespof£etna mno®ina

Mno®ina M je spofetna pokud existuje vzajemn¥ jednozna£né zobrazeni mddi a mno®inou p°irozenych
£iselN nebo jeji podmnoCinou. Spofetna je tak ka°da kone£na mno®mnebo mnolinyN, Z £i Q. Nespofetna
je mnoina, je° neni spofetna. P°ikladem nespof£etné mnoSirje mnaolina realnych £iselR.

Relace

Binarni relace R na mno®in¥ M je libovolna podmno®ina kartézského souf£inu
M M =1f(xy) xy2Mg;

tedy R M M. RelaceR je
re exivni , pokud (x;x) 2 R pro ka®°dé x 2 M,
symetrickd, pokud pro ka®dé x;y 2 M plati, % je-li (x;y) 2 R, potom (y;x) 2 R,
anti-symetricka, pokud pro ka®dé x;y 2 M plati, °e je-li (x;y);(y;x) 2 R, potomx = vy,
transitivni , pokud pro ka®dé x;y;z 2 M plati, e je-li (x;y);(y;2) 2 R, potom (X;z) 2 R,
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ekvivalence pokud je re exivni, symetricka a transitivni.

(E4steEné) uspo°adanipokud je re exivni, anti-symetricka a transitivni.
Peikladem relace ekvivalence je

rovnost £isel,

rovnost zbytk: p°irozenych £isel p°i d¥leni £islerm (nap°iklad p°i d¥leni £islem5 jsou v relaci £isla
2 a7, ale nikoliv £islal a 8),

shodnost (£i podobnost) geometrickych objekt:,
shoda barev r-znych p°edmg¥t..
Peikladem £asteEného uspoadani je
nerovnost mezi £isly,
inkluze  mezi mno®inami,
d¥litelnost na p°irozenych £islech (nap°iklad2 d¥li 6, 6 d¥li 30 a 2 d¥li 30, ale 30 ned¥li 2).

Stavba matematické teorie
Ka°da matematicka teorie je vybudovana podle urfitych pravdel a za pouCiti ur£itych stavebnich jednotek.
Jednda se p°edev2im o nasledujici pojmy:
De nice je p°esné vymezeni pojmu pomoci zakladnich pojm- nebo pojmde novanych d°ive.
Tvrzeni je vyrok, jeho® pravdivost musi byt stvrzena d-kazem.
V¥ta je vyznaEn¥j?i tvrzeni.
Lemma je pomocné tvrzeni, obvykle slou®i k d-kazu slo®it¥j2i v¥ty.
D-sledek je tvrzeni, které vicemén¥ jednodu2e vyplyva z p°edchozihtyrzeni.
D-kaz je posloupnost logickych krok-, ktera formaln¥ prokazuje patnost matematického tvrzeni.

Existuje n¥kolik typ- d-kaz-. Pokud ma tvrzeni tvar implika ce Pokud plati P, potom plati T , tak
se zpravidla pouivaji dva d-kazové postupy:

D-kaz p°imy vyjde z p°edpokladuP a posloupnosti logickych odvozeni dojde k platnosti vyrokudr .

Peiklad. Uva®ujme tvrzeni Je-li n liché £islo, pakn? je také liché. D-kaz provedeme tak, % vyja-

d°ime liché £islo jakon = 2k + 1 pro urfité k 2 N. Potom n? = 2k +1)2 = 4k(k +1) + 1 je z°ejm¥
liché.

D-kaz sporem vyjde z p°edpokladuP a z negace vyrokuT a posloupnosti platnych odvozeni dojde
k logickému sporu.

Peiklad. Uvatujme tvrzeni Je-li n? liché £islo, pakn je také liché. D-kaz provedeme sporem. Pro
spor p°edpokladejme, °a je sudé, tedy jde vyjad°it ve tvaru n = 2k pro k 2 N. Potom ale n? = 4k?
je také sudé, co® je spor s p°edpokladem, ktery tvrdil, °an? je liché.

Dal?i b¥°n¥ pou®ivany typ d-kazu je d-kaz matematickou indukci Ten se pouCiva pro tvrzeni typu
Pro v2echna p°irozenan plati T (n). D-kaz ma dva kroky. V prvnim kroku nahlédneme platnost vyr oku
T (n) pro konkrétni volbu n = 1. Druhy krok je indukEni a oznaEujeme ho symbolemn n 1.To
schematicky naznafuje, °e v indukEnim kroku musime ukazatlagtnost vyroku T (n) s vyu®itim platnosti
vyroku T(n 1).

Peiklad. Uvatujme tvrzeni Pro ka°dé peirozené £islon je £islon® + 2n d¥litelné 3. V prvnim kroku
uka®eme platnost pron = 1. Zde jen®+2n = 1+ 2 skutefn¥ d¥litelné t°emi. V indukeénim kroku
p°edpokladame platnost pron 1 a chceme ukazat platnost pron. Upravime

nd+2n=((n 1+1)3+2((n 1)+1)
=(n 1°+3(n 12+3(n 1)+1+2(n 1)+2
=(n 13%+2(n 1)+3(n 1)2+3(n 1)+3:
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Z induk£niho peedpokladu je(n  1)3+2(n 1) d¥litelné t°emi, proto i £islon® + 2n je d¥litelné t°emi.

1.3 Reprezentace £isel

Vzhledem k omezené operafEni pam¥ti nem-°eme v po£itafi reggentovat v2echna realna £isla. Proto se
£isla standardn¥ reprezentuji v tzv. tvaru s pohyblivou °advou £arkou

m b

kde b je dany z&klad vyjad°ujici, jakou £iselnou soustavu pou®é&me; v¥t2inou je b= 2. Hodnota mantisy
m a exponentut pak urfuji konkrétni hodnotu reprezentovaného £isla. Naei vyjad°eni normujeme tak,
aby mantisam spl-ovala podminkul m <b. Proto® pro mantisu a exponent byva na po£itati omezena
velikost zapisu, m-°eme reprezentovat pouze kone£n¥ mnohealnych £isel. Ty ostatni pak alespo- chceme
vyjad°it nejbli°?im reprezentovatelnym £islem. Tim p°irozen¥ dochazi ke ztrat¥ informace.

Nap°iklad, £islo 1=3 se v dekadickém zapisu p°i p°esnosti na £ty°i platné cifry mrezentuje jako
3:333 10 !, £ili odpovida £islu0:3333 Takovéto zaokrouhlovaci chyby se pak mohou déale akumulo-
vat p°i vyhodnocovani aritmetickych operaci. Nap®iklad, ®ufet £isell=3 a 1=3 vede na soufet reprezen-
taci 0:3333a 0:3333s vysledkem0:6666 Nicmén¥, nejbli®2i reprezentovatelné £islo ke skuteEnamsou£tu
1=3+1=3 =2=3 je 0:6667.

Vliv zaokrouhlovacich chyb a omezené reprezentace £iselgpp musime vzit v Gvahu p°i navrhu al-
goritm-. Podrobn¥ji se touto problematikou zabyva obor numericka analyza ale i my se numerického
hlediska dotkneme nap°iklad v sekd 315 a sekCi 13.5.

1.4 Komplexni £isla

Komplexni £islo z zavadime jako vyraza + bi, kde a;b 2 R a imaginarni jednotka i spl-ujei? = 1.
Zde a je redlnd £ast komplexniho £islaz a znafi seRgz), a b je imaginarni £ast komplexniho £islaz a
znafi selm(z). Diky vlastnosti imaginarni jednotky de nujeme zakladni operace sfitani a nasobeni pro
dv¥ komplexni £islaz; = a+ bi, zo = ¢+ di takto:

z1+ 22=(a+ o)+ (b+ d)i;
212z =(ac bd + ( cb+ adi:
Podobn¥ pro ode£itani. Praz, 6 0 pak vychazi podil

z; _a+bi_a+bi c di_ac+bd+ cb adi.
zo c+di c+di ¢ di E2+d 2+d

Komplexni £isla maji také geometrickou interpretaci. fisb a+ bi si Ize p°edstavit jako bod(a; b) v rovin¥.
Tato rovina se nazyva komplexni rovina (té° Gaussova rovina Mnoinu komplexnich £isel zna£imeC.

Im,
b z= a+ bi
Im(z)
ol g 2 Re
Re(2)

Pro komplexni £isloz = a+ bi pak zavadime nasledujici operace:

komplexn¥ sdru®ené £islo:z = a bi;
. . b—_P
absolutni hodnota: jzj = zz= a2+ b
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Absolutni hodnota £islaz = a+ bi vlastn¥ urEuje v komplexni rovin¥ eukleidovskou vzdalenododu (a; b)
od pofatku. Komplexn¥ sdruené £islo k £isla pak p°edstavuje p°eklopeni v komplexni rovin¥ podle
realné osy.

Im
b z= a+ bi
iz
0 ‘a Re
12
b—n—
Z=a bi

Je jednoduchym cvifenim ukazat, °e komplexn¥ sdru®ena £é&sh absolutni hodnoty komplexnich £isel
spl-uji vlastnosti:

z = Z prav¥ tehdy, kdy® z je realné £islo,
z+ Z=2Rg2),

21+ 2= 71 + 73,

71 =171 2,
jzut zo) | zaj + jzaj,
jz1 2] = jza] jzaj,
Re(z) | zj.

Na druhou stranu obecn¥zj? 6 z2.

SEitani a nasobeni komplexnich £isel maji také geometrickyyznam. Buz v 2 C pevné komplexni £islo
a uva®ujme zobrazeniz 7! z + v nad komplexnimi £isly. V komplexni rovin¥ toto zobrazeni pédstavuje
posun ve sm¥ru vektoru(Reg(v); Im(v)).

Im

Bur v 2 C op¥t pevné komplexni £islo a uva®ujme zobrazerd 7! vz nad komplexnimi £isly. Je-liv realné
£islo (tedyIm(v) = 0), pak zobrazeni p°edstavuje 2kalovani s nasobkeiwj. Je-li v komplexni ajvj = 1, pak

zobrazeni p°edstavuje oto£eni proti sm¥ru hodinovych ruEek o uhel , ktery v komplexni rovin¥ svira v

s realnou osou. Nap®iklad prov = i pak zobrazeniz 7! iz p°edstavuje otof£eni @0 . V obecném p°ipad¥
se kombinuji ob¥ vlastnosti dohromady, tedy zobrazenz 7! vz ot4£i o Uhel a 2kaluje s nasobkemjv;j.
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rAY

1.5 Polynomy

a a, 6 0. Krom¥ realnych polynom- m-°eme uvaCovat polynomy s komplexnimi koe cienty, pop°. nad
jinymi £iselnymi obory (o tom a° pozd¥ji).

Polynomy m-°eme sfitat, od£itat, nasobit a d¥lit se zbytkem Buste p(x) = a,x" + :::+ a;x + ag,
g(x) = bpyx™ + :::+ byx + by dva polynomy a nech” bez Gjmy na obecnosth m. Pak mame operace

SEitani:
POX) + A(X) = @nX" + 12+ Anaa X+ (a + bn)x™ + 11+ (a1 + b)X + (a0 + bo):
Nasobeni:
PO)GA(X) = anbmx™* ™ + 111+ (aho + @ aby+ i+ Ao )X+ 1ii+ aphy;
kde ax pro k >n ab pro k >m de nujeme jako 0.

D¥leni se zbytkem: Existuje jednozna£n¥ ur£eny polynom(x) stupn¥n m a polynom s(x) stupn¥
menziho ne®m tak, % p(x) = r(x)q(x)+ s(x). Zder(x) p°edstavuje podil as(x) p°edstavuje zbytek.
Nap°iklad, d¥lime-li polynomp(x) = x3 polynomemgq(x) = x?> x, dostaneme polynonr (x) = x+1
a zbytek s(x) = x, tedy

p(x) = (x+1)q(x) + x:

Ko°eny

Ko°en polynomu p(x) je takova hodnotax 2 R, % p(x ) = 0. Nap®iklad, p(x) = x> 1 méa ko°eny1 a
1. Polynom p(x) = x?+1 nema reélny ko°en, ale ma dva komplexnii a i. Zakladni v¥ta algebry °ika,
% aspo- jeden ko°en, by” komplexni, vedy existuje.

V¥ta 1.1 (Zakladni v¥ta algebry). Ka°dy polynom s komplexnimi koe cienty ma alespo- jeden kgnexni
ko°en.

Idea d-kazu. D-kaz- existuje cela °ada a °adny neni zcela elementarnf)] My2lenkov¥ snadno uchopitelny
je d-kaz autor- Melane & Birkhof a zakladni idea je nasledujici. Uva®ujme obraz kru®nice v komplexni
rovin¥ se st°edem v pof£atku a polom¥rem p°i zobrazenix 7! p(x). Je-li r hodn¥ blizko nuly, je obrazem
uzav°end k°ivka kolem boduag. Naopak, je-lir dost velké, pakp(x) anx" a obrazem je k°ivka probihajici
peibli°n¥ kolem kru®nice se st°’edem v po£atku a polom¥rem,r". Postupnym spojitym zv¥t2ovanim r od
nuly nakonec musi n¥kde obraz protnout po£atek, co® odpovédko°enu. O

Je-li x1 ko°en polynomu p(x), pak p(x) je d¥litelny £lenem(x x;) beze zbytku a podil je polynom
stupn¥n 1. Ten ma podle zakladni v¥ty algebry ko°erx,, op¥t m-°eme beze zbytku d¥lit £lenem(x x»)
atd. a° sni®ime stupe- polynomu na nulu. Ka°dy polynom tudi® Ize zapsat jakop(x) = an(x Xg1):::(X

zapo£itdvame i nasobnosti.

D Jeden z prvnich d-kaz- p°edlo®il Carl Friedrich Gauss roku 1 799, d-kaz nebyl ale zcela tplny. Prvni matematicky zcela
rigor6zni d-kaz pochazi od Jean-Robert Arganda z roku 1806.
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Poznamka 1.2. Nyni vime, % ka°dy polynom ma ko°en, ale zatim neni jasné, jaho urfit. Ko°eny
olynomu druhého stupn¥ayx? + a;x + ap snadno najdeme podle znamého vzorefkxy.» = %( a
a 4axap). Pro ko°eny polynomu t°etiho stupn¥ existuji také vzorce, zv. Cardanovy, ale ji°® mnohem
komplikovan¥j2i. D-le®itym zji2t¥nim bylo, kdy® roku 1824 p°i2el Abel na ve°ejnost s tim, e pro polynomy
stup—- vy22ich ne® 4 obecn¥ °adny vzore£ek na vypo£et ko°’ennem-°e existovat. Vezkeré praktické metody
jsou tedy pouze itera£ni, kdy ko°eny aproximujeme, ale v jt&m iteraEnim procesu aproximaci vylep2ujeme
na libovolnou p°esnost.

1.6 Analyticka geometrie

P°imka v rovin¥

Rovnicovy popisp®imky v rovin¥ je

aiXy + aXz = b;
kde az; ay; b jsou dana realna £isla takova, °e alespo- jednoa; a, je nenulové; toto vyjad°ujeme vztahem
(a1;a2) 6 (0;0). Potom v2echny body (x1;X2) spl-ujici rovnici p°edstavuji p°imku v rovin¥, a naopak
ka°da p°imka se da vyjad°it timto zp-sobem pro vhodné koe cienty a;;az; b2 R. Vektoru (az; ay) se °ika
normélovy vektor a je kolmy na p°imku.

X2

N

h

X1+ axa=Db

(ar;a2)

Parametricky popis p°imky v rovin¥ je
(X1;%x2) = (biskp) + t (va;v2); t2R;

kde (by; ) je dany bod p°imky a (vi;v2) 6 (0;0) sm¥rovy vektor p°imky. Libovolny bod p°imky Ize
potom vyjad®it jako (by;bp)+ t (vi;v2) pro vhodné realné £isld. Na obrazku dole mame znazorn¥ny body
odpovidajicit=1,t=0at= 2

X2

™~ (br; ko) + (V1 V)
(by; bp)

(bi;lp)  2(vi;v2)

(V1;V2)

0 X1

P°imka v prostoru
Parametricky popis p°imky v prostoru je
(X1;X2;X3) = (br;bpbg) + t (vi;v2ivs); t2R;

kde (by; bp; b3) je op¥t dany bod p°imky a(vi;va;v3) 6 (0;0;0) jeji sm¥rovy vektor. Tim, jak parametr t
prochazi v2echna reélna £isla postupn¥ projdeme v2echny dg p°imky.
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Takovéto parametrické vyjad°eni p°imky funguje i ve vy22icdh dimenzich. V n-dimenzionalnim prostoru
tedy libovolnou p°imku m-°eme vyjad°it

Rovina v prostoru

Jedna rovnice
aiXi + axXp + azxz = b;

kde (az;az;a3) 6 (0;0;0), tentokrat v prostoru nepopisuje p°imku, ale rovinu. Vektor (az;az;as) je jeji
normélovy vektor, tedy vektor kolmy na tuto rovinu. Tento no rmalovy vektor je a® na nasobek urfeny
jednoznag£n¥.

X3

(a1; az; ag)

X1

X2

Abychom popsali rovnicov¥ p°imku v prostoru, pot°ebujeme Komu ji° dv¥ rovnice

aixX1 + axXo + agxz = by;
adxy + adxa + adxs = by:

Nyni musime p°edpokladat nejenom to, °%e normaly jsou nenuie, to jest (a;; ay; az) 6 (0;0;0) a(a?; a3; ad) 6
(0; 0; 0), ale navic nesmi udavat stejny sm¥r. To nam zaru£i, °e rovinkteré dané rovnice popisuji, hejsou
rovnob¥°né, a tudi® jejich pr-nikem je p°imka.

1.7 Optimalizace

Bua f: R" ! R realna funkce, ktera p°iazuje ka°dému bodux = (X1;:::;Xn) reélné £islof (x). Bua
M  R"™ mnofina bod-. Pak Uloha optimalizace je

min f (x) za podminky x 2 M: (1.1)

Chceme tedy najit minimalni hodnotu funkce f (x) na mno®n¥ M . Jinymi slovy, hledame takovy bod
(nebo body, pokud je jich vic)x 2 M, %e f (x) f(y) pro vzechnay 2 M.

Peiklad 1.3. Uvalujme funkci f (x1;X2) = X3 X2 a mno®inu bod- M v rovin¥ zadanou omezenimi
X1+2X2 4, x1 0, x2 O

Mnofina M p°edstavuje trojahelnik s vrcholy (0;0), (4;0) a (0; 2). Minimalni hodnota funkce se nabyde
v bod¥ (0; 2), co° je hledané optimalni °e2eni optimaliza£ni Glohy(L:I]).
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X2

X1+2X,=4 O

1.8 Matematicky software

Funkce na °e2eni zakladnich Uloh linearni algebry jsou statardni souf£asti matematickych softwarovych
systém-. Dole uvadime pro ilustraci n¥kolik takovych systén., které umi navic celou °adu pokro£ilych
matematickych technik a obsahuji funkce pro praci s daty a vzualizaci. Seznam neni v °adném p°ipad¥
Uplny a £asem pochopiteln¥ m-°e zastarat.

Matlab je bohaté prost®edi pro numerické vypo£ty. Vzhledem k jednduchosti zapisu p°ikaz- a praci
s maticemi jsme jej zvolili jako jazyk, ve kterém v této knizedemonstrujeme n¥které p°iklady.

Octaveje zjednodu2ena varianta Matlabu s tém¥° identickou syntax. Jedn& se o svobodny software
pod hlaviEkou GNU. Jako jind open source alternativa k Matldu vzniknul i Scilal jeho® syntaxe je
ale mén¥ kompatibilni s Matlabem.

Mathematicaa Maple jsou dva £elni p°edstavitelé vypo£etnich systém:, jejich®p°ednosti je silna
podpora pro symbolické vypo£ty. Mezi mnoha dalkimi nastroj umo°®-uji také vypo£ty s libovolnou
p°esnosti.

SageMathje voln¥ dostupnd alternativa s GNU licenci.

Julia je jeden z mlad2?ich voln¥ dostupnych systém-. P-vodn¥ byl uen pro °e2eni vypofetn¥ naro£-
nych Uloh a snadno zaf£le-uje paralelni a distribuované vyity.

Wolfram Alpha(https://www.wolframalpha.com/ ) je on-line vypo£etni systém zalo®eny na Mathe-
matice, ktery umi °e2it algebraické tlohy a odpovidat na ot&ky zadané ulivatelem. Uloha m-%e byt
v urfité mi°e zadana i ve form¥ dotazu v p°irozeném jazyce.


https://www.wolframalpha.com/
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Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

2.1 Zakladni pojmy

Soustavy linearnich rovnic pat®i mezi zakladni (algebraikg) ulohy a setkAme se s nimi skoro vaude
pokud n¥jaky problém nevede na soustavu rovnic p°imo, tak ssoustavy rovnic £asto objevi jako jeho
podproblém.

Peiklad 2.1 ([Meyer, 2000]) Nejstar?i zaznamenana uloha na soustavy rovnic z £inské Ky Chiu-chang
Suan-shu (ca 200 p°.n.l.):

T°i snopy dobrého obili, dva snopy pr-m¥rného a jeden pod°aého se prodavaji celkem za
39 dou. Dva snopy dobrého obili, t°i pr-m¥rného a jeden podtmého se prodavaji za 34 dou.
Jeden snop dobrého obili, dva pr-m¥rného a t°i pod°adného swodavaji za 26 dou. Jaka je
cena za jeden snop dobrého / pr-m¥rného / pod°adného obili?

Zapsano dne2ni matematikou, dostavame soustavu rovnic

X +2y+ z=239;
2x+3y+ z =34,
X+2y+3z=26;

kde x;y;z jsou neznamé pro ceny za jeden snop dobrého / pr-m¥rného / pdéadného obili. O

Soustavy rovnic budeme zapisovat maticov¥, proto nejprveavedeme pojemmatice.

De nice 2.2 (Matice). Redlnamatice typu m n je obdélnikové schema (tabulka) realnych £isel

0 1
11 Q12 i1 Qin

a
A= K
Am1i dm2 i@ @mn
Prvek na pozici (i;j ) matice A (tj. v i-tém °adku aj-tém sloupci) znafimea; neboAj . MnoCinu v2ech

realnych matic typu m n znafimeR™ "; podobn¥ pro komplexni, racionalni, atd. Je-lim = n, potom
matici nazyvame £tvercovou

De nice 2.3 (Vektor). Realny n-rozm¥rny aritmeticky sloupcovy vektor je matice typun 1

0 1
X1

x=@: K

Xn

a °adkovy vektor je matice typul n
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Standardn¥, pokud neni °efeno jinak, uvaujeme vektory sigpcové. Mnaolina vZech n-rozm¥rnych
vektor- se zna£iR" (namisto R" 1). Obecn¥j?i pojem vektoru zavedeme pozd¥ji v de nidi52. B odlizeni
znaEime obecné matice velkymi pismeny a vektory malymi pisemy.

De nice 2.4 ( notace).

ayj
- . . ay
j -ty sloupec maticeA se znafiA ; = T C.
anj
Matici A 2 R™ " tudi® m-°eme rozepsat po sloupcich a po °adcich takto

1
A

0 1 0
Az
A=%Al A2:::An§=% ) %;
Am

nebo nasledovn¥, abychom zd-raznili °adkovou resp. sloupeou strukturu matice

1
A

o 10
J J J
Az
A= 1 Aoz il Agg = ) :
oo j Am
De nice 2.5 (Soustava linearnich rovnic) M¥jme soustavum linearnich rovnic on neznamych

ayXy + apXo + i+ ainXn = by

ap1Xq1 + agpXo+ i+ axnXn = by;
(2.1)

am1X1+ amaX2 + 11l + @mpXp = bm;

vyhovuijici v2em rovnicim.

Zéapis (ZZI) v z&sad¥ obsahuje trochu nadbyteEné opakovani symbol-. Pathtné jsou jen rozm¥ry
soustavy a jednotlivé koe cienty. To nas vede na maticovoudrmu zapisu soustavy, obsahujici jen esencialni
informace.

De nice 2.6 (Matice soustavy). Matice soustavyje matice

0 1
al Ajp il Ain
A=
a rozzi°ena matice soustavyje
0 1
a;r ap i oa;m | b
. a1 axp i any | b
(Ajb= : : : &
ami 8m2 ! amn | bm

Svisla £ara v rozzi°ené matici soustavy symbolizuje rovndamezi levou a pravou stranou soustavy.
Z formalniho hlediska sice neni nutné ji zobrazovat, ale poaha mnemotechnicky chapat vyznam této
matice.
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Poznamenejme, °e roz2i°ena matice soustavy pln¥ popisujesstavu rovnic; °adky odpovidaji rovnicim,
Tudi® m-°eme soustavu rovnic zadavat i v maticovém tvaru.
Kup®ikladu soustava z p°ikladu[2Z.1 by se maticov¥ zapsala ka

0 1
3 2 1|39
@2 3 1|34A:
1 2 3|26

Poznamka 2.7 (Geometricky vyznam soustavy rovnic) Pro jednoduchost uva®ujme nejprve p°ipadm =
n = 2, tedy dv¥ rovnice o dvou neznamych

ayixX1 + apXo = by,
a1X1+ apXs = by:

Za obecnych p°edpoklad- @;1 6 0 neboai, 6 0) popisuje prvni rovnice p°imku v rovin¥ R?, a stejn¥ tak
druhd rovnice popisuje n¥jakou p°imku. ee2eni soustavy lef tedy v pr-niku obou p°imek.

X2 4 A Xy + apXo = by

A Xy + apX2 = by

/ 0 \ X1
Podobn¥ pron = 3, ka°da rovnice s aspo- jednim nenulovym koe cientem popige rovinu v prostoru R3

a °e2eni p°edstavuje pr-nik t¥chto rovin. Pokud jsou roviny v obecné poloze, pr-nikem je jediny bod, jak
ilustruje obrazek:

Ve specialnim p°ipad¥ m-°ou v2echny roviny obsahovat jednup°imku:

A
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Pr-nik rovin m-°e byt i prdzdna mno®ina:

I
Obecn¥, pro libovolnén, rovnice ur£uji tzv. nadroviny (srov. kapitola[7]) a °e2eni ®ustavy hledame v jejich
pr-niku.

Chceme-li um¥t °ezit soustavy rovnic, je pot°eba v¥d¥t, jak Gpravy s nimi lze provad¥t a jak ovliv-uji
mnoCinu °e2eni. Pochopiteln¥ nas zajimaji p°edevaim ty Upavy, které mnao®inu °e2eni nem¥ni.
De nice 2.8 (Elementarni °adkové Upravy). Elementarni °adkové Gpravy matice jsou

1. vynasobenii-tého °adku realnym £islem 6 0 (tj. vynasobi se v2echny prvky °adku),

2. p°iEteni -nasobkuj-tého °adku ki-tému, p°ifem®i 6 j a 2 R,

3. vym¥nai-tého aj-tého °adku.

Pozndmka 2.9. Ve skute£nosti vy2e zmin¥né Upravy nejsou zas tak elementdic U druhé °adkové Upravy
vystafime jens =1 a t°eti Gpravu Ize simulovat pomoci p°edchozich dvou. Scheaticky

0---1 0 DO l O CREEE 1 0 -l O -l

LELnELL IR

Tvrzeni 2.10. Elementarni °adkové operace zachovavaji mno®inu °e2eni sstavy.

Idea d-kazu. Zakladni my2lenkou je ukazat, °e elementarni Gpravou se mriina °e2eni nem¥ni. Elementarni
Upravou neztratime °adné °e2eni, proto®e pokud jex °e2enim p°ed Upravou, je i po Uprav¥. A naopak,
Upravou °a4dné °e2eni nep°ibyde. To se nahlédne ze symetriproto®e ka°da Uprava ma svoji inverzni
Upravu vhodnou elementarni Gpravou m-°eme dojit zp¥t k p-v odnimu tvaru soustavy. Detailni analyzu
jednotlivych Gprav ponechavame £tend®i k rozmy2leni. O

2.2 Gaussova eliminace

Nyni se p°esuneme k tomu, jak soustavy rovnic °e2it. Ne® p°extavime obecny algoritmus a jeho maticovy
zapis, uka®eme nejprve my2lenku Gaussovy eliminace na piadu.

Peiklad 2.11. Uva°ujme soustavu linearnich rovnic

X1 + 2Xp + 3Xx3 = 32;
X1 + Xo + 2x3 = 21;
33X, + Xo + 3x3 = 35:

Nejprve eliminujeme prom¥nnoux; z druhé a t°eti rovnice. Ode£tenim prvni rovnice od druhé ddaneme

X1 + 2Xo + 3X3 = 32;
X2 X3 = 11;
3, + Xo + 3X3 = 35;
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a odeftenim trojnasobku prvni rovnice od t°eti ziskame

X1 + 2Xo + 3X3 = 32;
X2 X3 = 11;
5X>» 6x3 = 61

Nyni eliminujeme prom¥nnoux, z t°eti rovnice. Ode£tenim p¥tinasobku druhé rovnice od t% dostane
soustava vysledny tvar

X1 + 2Xo + 3X3 = 32;
X2 X3 = 11;
X3 = 6:

Tim kon£i prvni faze (tzv. dop°edné eliminace), kdy soustaw upravujeme do jednodu®2iho tvaru eliminaci
prom¥nnych. Nasleduje druha faze, nazyvana zp¥tna substite. Ze t°eti rovnice okam®it¥ vidime hodnotu
t°eti prom¥nné, x3 = 6. Dosadime tuto hodnotu do druhé rovnice

X, 6= 11,
ze které ur£ime hodnotu druhé prom¥nnéx, = 5. Nakonec hodnotyx1;x, dosadime do prvni rovnice
X1+2 5+3 6=32;
a dopo£itdme hodnotu prvni prom¥nnéx; = 4. Vysledné °e2eni soustavy je tedyxy; X2;X3) = (4;5;6). O

Z&kladni my2lenka metody, kterou popi2eme, je transformae roz2i°ené matice soustavy pomoci ele-
mentarnich Uprav na jednodu®i matici, ze které °e2eni snado vy£teme (podobn¥ jako v p°ikladUZ11).
Ten jednodu??i tvar matice se nazyvaodstup-ovany tvar matice v angli£tin¥ row echelon form (REF).

De nice 2.12 (Odstup-ovany tvar matice). Matice A 2 R™ " je v °adkov¥ odstup—ovaném tvaru, pokud
existuje r takové, %e plati

a navic ozna£ime-li jakop; = min fj; a; 6 0g pozici prvniho nenulového prvku vi-tém °adku, tak plati
p1<p2< <pr.

K odstup-ovanému tvaru se vztahuji n¥které zasadni pojmy: Bzice (1;p1), (2;p2); :::; (r;pr) se

z°ejmy pozd¥ji).

Schematické znazorn¥ni odstup-ovaného
tvaru. Pivoty jsou pozice £ernych tefek a
obsahuji nenulové hodnoty.

m
Peiklad 2.13. Matice
0 1 0 1 0 1 0 1
12 3 1 2 3 10 012 3
@ 4 5A: @ 0 5A: @ 2A: @ 0 4 A
0 0 6 0 0O 00 0 00O
jsou v odstup-ovaném tvaru, zatimco matice
1 0 1 01 O 1
111 1 2 3 0 0 001
@ 0 A; @ 3 A; @A; @ 0 2 A
0 0 3 300 0 0 00O

v odstup—ovaném tvaru nejsou. O
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De nice 2.14. Hodnosti matice A rozumime po£et nenulovych °adk- po p°evodu do odstup-ovari®d
tvaru a znafimerank(A).

Hodnost matice je tedy rovna po£tu pivot: (tj. £islu r) po p°evedeni do odstup-ovaného tvaru. | kdy®
odstup-ovany tvar neni jednozna£ny, pozice pivot- jednoza£né jsou (uka®eme pozd¥ji ve v¥{¥ 2.28). Proto
je pojem hodnost? dob°e de novan, i kdy® to v tuto chvili je2t¥ neni z°ejmé.

Ka°dou matici Ize p°evést elementarnimi °adkovymi Upravanm do odstup-ovaného tvaru. Nap°iklad
nasledujici algoritmus p°evadi matici do odstup—ovanéhovaru po nejvy2e min(m;n) iteracich hlavniho
cyklu; d-kaz spravnosti se ud¥la matematickou indukci podé po£tu sloupc- a rozborem. Pochopiteln¥,
existuji i r-zné varianty.

Algoritmus 2.15 (REF(A)) .
Vstup: matice A 2 R™ ",

1:i=1,j =1,

2. if ae =0 pro v2echnak ia” | then konec,

3:j=minf>; " j; axr 60 pro n¥jakék g, /lp°esko£ime nulové podsloupe£ky
4. urfik takové, °eay 60,k i avym¥-adkyA; aAy,

/Inyni je na pozici pivota hodnota a; 6 0

5: pro v2echnak >i polo® Ay = Ay ‘%Ai , /[2. elementarni Uprava
6: polo®i=i+1,j=j+1,ajdinakrokZ

Vystup: matice A v odstup-ovaném tvaru.

Krok Rlje ukonfovaci: Skonf£ime, kdy® podmatice vpravo doleaktualni pozice (i;j ) je nulova. Spe-
cialn¥, konec nastane také kdyd = m neboj = n. V kroku Blse posouvame indexenj na nejbli°2i pozici

neur£it¥ jsme de novali index k v kroku @l Teoreticky si m-°eme zvolit libovoln¥, v praxi se doporuftuje
kandidat ay; s maximalni absolutni hodnotou, tzv. parcialni pivotizace, proto®e ma lep?i numerické vlast-
nosti p°i °e2eni soustav rovnic na po£itatich (viz p°iklad_32). V kroku B zkrdcen¥ popisujeme druhou
elementérni apravu, kdy odk-tého °adku ode£|'téme2%—nésobeki—tého cadku.

D-kaz spravnosti algoritmu uvad¥t nebudeme, ale povZimnene si alespo—, % v krokU b vynulujeme
v2echny prvky pod pivotem (i;j ). Pro ka°dé k > i je hodnota ay; po Uprav¥ rovnaj-tému prvku °adku
A = Ay Z%Ai , a ten m& hodnotu ay Z%aij =0.

Peiklad 2.16. Ukazka p°evodu matice na odstup—ovany tvar, zakrou®kovanéodnoty ukazuji aktualni
pozicei;j , £asto to jsou pozice pivot-. U ka°dého kroku oznaEujeme, lary krok algoritmu .15 se zrovna

D Pojem hodnosti zavedl n¥mecky matematik Ferdinand Georg Fr obenius, ale podobny koncept u® byl pou®ivan d°ive
nap°iklad anglickym matematikem Sylvestrem.
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pouCije:

0 1 0 1 0 1

@ 2 15 @2 1 5 @2 1 5

450?01210121

0 1 2 0 1 2 0 1 2

2 4 37 2 4 3 7 0 2 4 2
O o 1 s 05 5 1 &
0@212§o@21
b 1 2 b 0 0
0 2 4 2 0 2 4 2
O o 1 s 055 1 &
5o (1) 2 1EBRO 1 2 1
b 0 0 oo@
0 0 0 4 00 0 4
0 o 1 51 0,45, 1 5t
0121%0121
b 0 0 b 0 0
00 0 4 00 0 O O

Ten u® mame v2e p°ipraveno na Gaussovu eliminaci pro °e2eniaistav rovnic.

Algoritmus 2.17 (Gaussova eliminac@]). Bur dana soustava rovnic (A j b), kde A 2 R™ " b2 R™.
P°evedeme roz2i°enou matici soustavyA j b) na odstup-ovany tvar (A% b9 a oznafimer = rank( A j b).
Nyni nastala prav¥ jedind z nasledujicich t°i situaci:

(A) Soustava nema °e2eni.
Tato situace nastane v p°ipad¥, °e posledni sloupec je bakic £ili v poslednim sloupci je pivot.
Ekvivalentn¥ vyjad°eno, rank(A) < rank(A j b), nebo je2t¥ jinak rank(A9 < rank(A°%j bP).

D-kaz. r-ty °adek soustavy (v REF tvaru) ma tvar
Oxqy+0Xp+ :::+0x, = B

Vzhledem k tomu, °e b? 6 0, nebo’ je to pivot, soustava nem-°e mit °e2eni. O

(B) Soustava ma alespo- jedno °e2eni.

Tato situace naopak nastane, pokud posledni sloupec je netiéky, £ili neobsahuje pivota. Jinymi
slovy to znamena, °erank (A) = rank( A j b), neboli rank(A9 = rank( A°j B9. Rozli2ime dva pod-
p°ipady, odpovidajici tomu, jestli ma soustava jediné °e3ei nebo nekone£n¥ mnoho °e2eni.

(B1) Soustava ma jediné °e2eni.
Jediné °e2eni existuje pokudr = n, to znamena4, °e pof£et prom¥nnych je roven po£tu pivot..
V ka°dém sloupci, krom¥ nejprav¥j2iho, se tudi® nachazi piet. se2eni nyni najdeme tzv. zp¥tnou
substituci: Postupn¥ prok = n;n  1;:::;1 v tomto po°adi dosadime
tﬁ jn: k+1 a(k)j XJ .
o ;
Ak

Xk =

D-kaz. Soustava v odstup-ovaném tvaru ma podobu

ad, oa), |
0 apn | B
0 ::: O 0

2 Carl Friedrich Gauss, z roku 1810.
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V rovnicové podob¥ ma soustava tvar

0 0 e 0 — 10
a.11X]_+ a12X2+ M o a.lan - bl’
0 cen 0 - .

adXp + 111+ adxp = b;

0 0 — 0.
a.kak+ M aann - h(’

(pop’ipad¥ je2t¥ n¥jaké rovnice typuOx1+ :::+0x, = 0, které Ize vynechat). Hodnotu neznamé

Xn SpofitdAme z posledni rovnice, tu dosadime do p°edposlednidapofitame x, 1 atd. a°
nakonec spofitame hodnotux;. Mame tedy jediné °e2eni, které je dob°e de nované, nebo’
0

a, 60. O

(B2) Soustava ma nekonefn¥ mnoho °e2eni.

Tento p°ipad nastane, pokudr < n . To znamen4, °e krom¥ nejprav¥j2iho sloupefku je v matici
alespo- jeden dal?i nebazicky sloupec. Mno®inu v2ech nekefin¥ mnoho °e2efi popi2eme pa-
rametricky. Jako bazické prom¥nnéozna£ime ty, které odpovidaji bazickym sloupc-m, tj.xp, ,
Xpys - -+ Xp,» @ jako nebazické prom¥nnédy zbyvajici. Potom nebazické prom¥nné budou para-
metry, které mohou nabyvat libovolnych reédlnych hodnot a panoci nich® dopo£itame bazické
prom¥nné op¥t zp¥tnou substituci: Postupn¥ pr&k = r;r  1;:::;1 v tomto po°adi dosadime
P
0

B pen &G

B ;

Ap,

Xpy =
Pofet nebéazickych prom¥nnych jen r > 0 a toto £islo vyjad°uje dimenzi mno®iny °e2eni.
Pokud n r =1, pak je mnoCinou °e2eni p°imka, pokudn r =2, pak mno®ina °e2eni tvo°i
rovinu atp.

Z popisu algoritmu vidime, °e °e?itelnost soustavy linearrich rovnic souvisi nejenom s velikosti sou-
stavy, ale p°edeviim s hodnosti matice. Prav¥ hodnost matee A a hodnost roz2i°ené matice(A | b)
charakterizuji skute£nost, zda je £i neni soustava °e?ite. Pokud je soustava °ezitelnd, tak ur£uji, zda je
°e2eni jednozna£né nebo jich je nekone£n¥ mnoho (a v tomtoipad¥ jaka je dimenze mnoCiny °e2eni, co®
po°adn¥ nahlédneme pozd¥ji ve tvrzemi 7.12).

Hodnost matice (A j b) také udava po£et vyznamnych rovnic v soustav¥. Ty ostatni jsu pouze kom-
binaci vyznamnych rovnic (jsou na nich tzv. linearn¥ zavist) a b¥hem elementarnich Uprav se vynuluji.
Proto jsou v soustav¥ v podstat¥ nadbyte£né. Z odstup-ovahé tvaru matice zjistime, kolik takovychto
vyznamnych rovnic v p-vodni soustav¥ bylo, ale u® nikoliv, které konkrétn¥ to byly elementarnimi
Upravami se tato informace ztraci.

Peiklad 2.18. Wy°e2ime Gaussovou eliminaci nasledujici soustavu. Nejpe p°evedeme roz2i°enou matici
soustavy na odstup-ovany tvar

0 1 0 1
2 2 1 5|1 22 1 5|1
4 5 0 93« rRer BO 1 2 11

1 2 2 O 0 3
2 4 3 7|7 00 0 0|0

Zp¥tna substituce probiha takto:
1. x4=1,

3 Toto plati, pokud pracujeme nad reélnymi £isly. Nad kone£ny mi t¥lesy (sekce[4.3) se postupuje stejn¥, ale pofet °e?eni
bude kone£ny.



2.3. Gaussova Jordanova eliminace 29

2. X3 je volna (nebazicka) prom¥nna,
3. Xo=1+ X4 2X3=2 2X3,
4, X1 = %(l BX4 + X3 2X2) = 4+ gX3.
V2echna °e2eni jsou tvaru (zapsano v °adku)
( 4+ 3x32 2x3;X3;1); kde x3 2 R:
Tato °e2eni m-°eme vyjad°it ekvivalentn¥ ve tvaru
( 420,1)+ x3(3; 21,0); kdexs 2 R;

jeha® vyznam vyplyne v néasledujici kapitole. Z tohoto vyjad®eni rovn¥° vyplyne, °e mnoCina °e2eni p°ed-
stavuje p°imku v R* se sm¥rnici(2; 2;1;0) a prochazejici boden( 4;2;0;1). O

Poznamka 2.19 (Vypo£etni slo®itost). V praxi chceme um¥t nejenom dany problém vy°ez?it, ale chceme
ho i vy°e?it rychle. Proto nas zajima vypo£etni (Easova) skitost algoritm-, ktera ndm poskytuje p°edstavu

0 tom, jak dlouho dany algoritmus trvA a umo®-uje porovnavat r-zné algoritmy mezi sebou. SloCitost
algoritm- 1ze m¥°it r-znymi zp-soby. Pro na2e U£ely pou®ije me jednoduchou p°edstavu vypo£etni slo®itosti
jako poftu £i odhadu po£tu aritmetickych operaci (p°ipadn¥al2ich zakladnich operaci jako porovnani
<; atp.), které algoritmus vykona.

Pofet operaci algoritmuZIb na vypofet REF) se da vyjad°it jako polynom prom¥nnén (viz pro-
blém [2.3). Realn¥ jsou £leny polynomu s ni®2imi mocninami zsedbatelné, a proto nds bude zajimat
pouze hlavni £len s nejvy22i mocninou. V jednom cyklu algotmu je st¥°ejni krok B, po£et operaci ostat-
nich krok- je op¥t zanedbatelny. Pro danék > i musime vypo£itat hodnotu = % a potom upravit
A = Ay A i . Tato Uprava stoji °adov¥ n soufin- a n od£itani realnych £isel. V prvnim cyklu algo-
ritmu proto musime vykonat °adov¥ n? souf£in- a n? od£itani. V druném cyklu je to (n  1)? soufin- a
(n  1)? od£itani, atd. S vyu®itim vzorefku

X 1
k?= Zn(n+1)(2n+1)

k=1 6
vidime, % souhrnn¥ pot°ebujeme °édov¥%n3 sfitani/od£itani realnych £isel a stejn¥ tak pro naso-
beni/d¥leni. Celkova asymptoticka slo®itost algoritmu REF je tedy %n3 operaci.

Asymptoticka slofitost Gaussovy eliminace je stejnd. Gausova eliminace sice navic pof£ita zp¥tnou
substituci, ale ta ma °adov¥ kvadratickou slo®itost vzhleem k prom¥nnén, proto na celkovou slo®itost
nema zéasadni vliv.

2.3 Gaussova Jordanova eliminace

Druhy algoritmus na °e2eni soustav linearnich rovnic, ktey uvedeme, je Gaussova Jordanova eliminace.
Namisto odstup-ovaného tvaru pouciva je2t¥ speci £1¥%2i edukovany odstup-ovany tvar, v angli£tin¥
reduced row echelon form (RREF).

De nice 2.20 (Redukovany odstup-ovany tvar matice) Matice A 2 R™ " je v redukovaném °adkov¥
odstup-ovaném tvaru, pokud je v REF tvaru a navic plati

pivoty navic znormovany na jednifku a
nad nimi jsou samé nuly. r 0

aip, = agp, = 111 = arp, =1, tedy na pozicich pivot- jsou jedni£ky, a

prokacdei =1;:::;r jeal = agp = :::= & 1p =0, tedy nad ka°dym pivotem jsou same nuly.

P1 P2 P3 Pr

1110 0O 00 O

Schematické znazorn¥ni redukovaného od- g (1) 8 8 8

stup-ovaného tvaru. Narozdil od REF jsou . 10 0

1 0

1
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Algoritmus, ktery pomoci elementéarnich °adkovych Uprav pgvede libovolnou matici do RREF tvaru
je podobny tomu pro REF. Jedina zm¥na je v kroku b, ktery nahraime dv¥ma novymi.

Algoritmus 2.21 (RREF(A)) .
Vstup: matice A 2 R™ ",

1.i=1,j=1,

2: if a =0 proveechnak ia" | then konec,

3:j=minf’; " j; ax 60 pro n¥jakék g, llp°esko£ime nulové podsloupefky
4: urfia 60,k i avym¥-adkyA; aAy, /Inyni je na pozici pivota hodnota a; 60
5: polo® A; = %Ai , /Inyni je na pozici pivota hodnota a; =1
6: pro v2echnak 6 i polo® A,y = Ay  agA;, //2. elementarni Uprava
7. polo®i=i+1,j =j+1, ajdinakrok2

Vystup: matice A v redukovaném odstup—ovaném tvaru.

Peiklad 2.22. Ukazka p°evodu matice na redukovany odstup—ovany tvar, zatou®kované hodnoty ukazuji
aktudlni pivoty:

1 0
05 25 @ 1
0 9§ %o 1 2 1
2 2 0o 1 2 2
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1§ 0 1
o@ 0
4 0

o

Gaussova Jordanova eliminace pak funguje nasledujicim zpobem.

Algoritmus 2.23  (Gaussova Jordanova eIiminac). Bue dana soustava rovnic(A j b), kde A 2 R™ ",
b2 R™. P°evedeme roz2i°enou matici soustavy na redukovany odsphovany tvar (A°j b9 a oznafime
r =rank( A j b). Rozlizime t°i situace:

(A) Soustava nema °e2eni.

Tento p°ipad nastane, pokud je posledni sloupec bazicky. @ymi slovy, posledni sloupec obsahuje
pivota, £ili rank(A) < rank(A j b). D-kaz analogicky jako pro Gaussovu eliminaci.

(B1) Soustava ma prav¥ jedno °e2eni.

Toto nastane, pokud je posledni sloupec nebéazicky (neobsaje pivota) a zarove-r = n. Tudi®

4 Wilhelm Jordan, z roku 1887.
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D-kaz. Soustava v RREF ma tvar

0 0 0 bfl’l
b5
0] :
0 1|K
0 0|0
Jeji rovnicovy p°epis je
X1 = b?;
X2 = b(z);
Xn = B

(op¥t tam mohou byt je2t¥ n¥jaké rovnice typu Ox; + ::: + 0x, = 0, které nemusime uvaovat).
Rovnice zde p°imo urfuji °e2eni. O

(B2) Soustava ma nekonef£n¥ mnoho °e2eni.

Pro tento p°ipad musi byt posledni sloupec nebéazicky & < n . Mno®inu °e2eni popi2eme para-
metricky. OznaEime nebazické prom¥nn&;, i 2 N, kde N = f1;:::;ngnfpg;:::;prg. Op¥t, ne-
bazické prom¥nné budou parametry, které mohou nabyvat libelnych realnych hodnot a pomoci
nich dopofitame bazické prom¥nné op¥t zp¥tnou substitucizde lze i dop°ednou): Postupn¥ pro
k=rr 1;:::;1vtomto po°adi dosadime
X
Xp, = b ag X;:
i2N; j>p «

Peiklad 2.24. Uva°ujme soustavu z p°ikladu[Z.18, ale tentokrat ji vy°e2ime Gaussovou Jordanovou eli-
minaci. P°evedeme roz2i°enou matici soustavy na redukovgnodstup-ovany tvar

0 1 0 1
2 2 1 5|1 1 0 25 0| 4
%35 0 9|3 rrRer BO 1 202§
1 2 2 0 0 1| 1
2 4 3 7|7 00 0 0] O
Jednotlivé kroky zp¥tné substituce jsou:
1. x4=1,
2. x3 je volna (nebazickd) prom¥nna,
3. X2 = 2 2X3,
4. Xx1= 4+ gX3.
MnoCinu °e2eni dostavame op¥t ve tvaru( 4;2;0;1) + x3(g; 2;1;0), kde x3 2 R. O

Poznamka 2.25 (Frobeniova v¥ta). P°i odvozovani Gaussovy a Gaussovy Jordanovy eliminace fge
jako d-sledek dostali znamou Vv¥tu linearni algebry, nazyvaou Frobeniova v¥ta?) ktera charakterizuje
°e?itelnost soustav rovnic pomoci hodnosti matice a roz2&né matice soustavy:

Soustava(A j b) ma aspo- jedno °e2eni prav¥ tehdy, kdytank(A) =rank( A j b).

9V angli£tin¥ v¥tu nazyvaji Rouchého Capelliho v¥ta, v Rusk u Kroneckerova Capelliho v¥ta a ve 'pan¥lsku Rouchého
Frobeniova v¥ta. M-%ete se setkat i s nazvem Rouché-Fonteného v¥ta. Inu, jiny kraj, jiny mrav.
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Pozd¥ji v kapitole v¥nované vektorovym prostor-m (poznamka[5.71) k tomu ziskdme je2t¥ jiny nahled.

Pozndmka 2.26 (Vypo£etni slofitost). Pro £tvercovou matici A °adu n pot°ebuje algoritmus[2.21 na
vypofet RREF(A) °adov¥ %n3 sEitani/od£itani a%n3 nasobeni/d¥leni realnych £isel. Celkova vypo£etni
sloCitost algoritmu je proto °adov¥ n® aritmetickych operaci. Stejnou asymptotickou sloCitost mé i algo-
ritmus Gaussovy Jordanovy eliminace. S ohledem na poznamkiZ:19 tedy Gaussova Jordanova eliminace
vy®aduje p°ibli°n¥ o polovinu vice operaci ne® Gaussova ethinace.

Poznamka 2.27 (Gaussova versus Gaussova Jordanova eliminace)ftena® se m-%e ptat, prof£ jsme uva-

d¥li dv¥ pom¥rn¥ podobné metody na °e2eni soustav rovnic. @ssova eliminace ma vyhodu v tom, °e je
p°ibli°n¥ o t°etinu rychlej?i ne® ta druha, na druhou stranu Gaussovu Jordanovu eliminaci (£i spi2ze RREF
tvar) budeme pot°ebovat p°i invertovani matic (sekce 3.B).

Nyni uka®eme, °e RREF tvar matice je jednozna£ny. Bez ohleduato, jaké elementarni °adkové Upravy
a v jakém po°adi vykonavame, tak vysledny RREF tvar matice jevedy tenty°.

V¥ta 2.28 (Jednoznaf£nost RREF) RREF tvar matice je jednoznafn¥ urfen.

D-kaz. Pro spor p°edpokladejme, °e maticeA 2 R™ " ma dva r-zné RREF tvary A; a A,. OznaEme
jako i index prvniho sloupce, ve kterém se maticé ;; A, lizi. Odstra-me z matic A; A 1; A, v2echny sloupce
zai-tym a také v2echny nebazické sloupce p°ed-tym. OznaEme vysledné matice jakdB;B 1; B,. Potom
B1;B2 jsou RREF tvary matice B, proto®e k nim dosp¥jeme stejnymi Upravami jako k maticimAj a A,
od A. Matice tedy maji nasledujici strukturu

01 0 ::: 0 cll 0O ::: 0 dll
. . 1 . .

B = 0 . Bp= D ¥
0 1| ¢ 0 1| dy
0 0 Ch+1 0 0 dn+1

kde posledni sloupce; d matic B1; B, jsou r-zné. Pokud interpretujeme matici B jako soustavu linearnich
rovnic, potom z RREF tvaru B; vy£teme jiné °e2eni ne® z tvaruB», co® je spor. Podotkn¥me, °e pokud
ob¥ soustavy s maticemiB; a B, jsou ne°e?itelné, pak jejich posledni sloupce;d jsou bazické, a proto
stejné. O

2.4 Aplikace

Soustavy linearnich rovnic se v praktickych problémech olgvuji velice £asto, zejména jako poduloha
v¥t2iho problému. Uvedeme jednu aplikaci, vedouci p°imo naoustavu rovnic. Dal?i jsou zmin¥né nap°®iklad
v sekci[3.6.

Peiklad 2.29. Uvalujme elektricky obvod jak je vyznafEeny na obrazku

A l1 B I3 C

10§ y §20
ol \l%

10V

Chceme-li ur£it hodnoty elektrickych proud- 11;15;13, vyulijeme fyzikalnich zakon::
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1. Ohm-v zakon: Nap#¥ti je rovno soufinu proudu a odporuU = IR.

2. Kirchho v zdkon o proudu: Soufet proud- vstupujicich do uzlu se rovna souftu proud- z zlu
vystupuijicich.

3. Kirchho -v zadkon o nap¥ti: Soufet nap¥ti ve smy£ce je roven nule.

Konkrétn¥, Kirchho -v zdkon o proudu dava rovnici I, + I, 13 =0. Kirchho -v zakon o nap¥ti (spolu
s Ohmovym zakonem) pro smyfku DABE dava rovnicilOl; 101, = 10, a pro smyf£ku EBCF dava
101, + 2013 = 5. (Smy£ku DABCFE ji° uva®ovat nemusime, nebo” vyplyva z p°edtozich dvou.) Tim
dostadvame soustavu rovnic

0 1
1 1 1,0

@10 10 O0|10A:
0 10 20| 5

Wee2enim mamel; = 0:7A, I, =  0:3A, I3=0:4A. O

Ukazka prace s Matlabem / Octave

P°edstavime zakladni p°ikazy pro praci s maticemi a pro °efg soustav linearnich rovnic v softwarovém
prost®°edi Matlabu £i Octave.
Zadani konkrétni matice A:

>> A~=[1 2 3;4 5 6]
A~=
1 2 3
4 5 6

Vypo£et hodnosti maticeA:

>> rank(A)
ans = 2

Vypo£et redukovaného odstup-ovaného tvaru matice\:

>> rref(A)
ans =
1 0 -1
o 1 2

Vyb¥r prvku azz matice A:

>> A(2,3)
ans = 6

Vyb¥r prvnich dvou sloupc- matice A do nové maticeD:

>> D = A(,1:2)
D

1 2
4 5

~e%eni soustavy Dx = 7 s regularni maticiD:
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>> D\ [1;7]

ans =
3.0000
-1.0000

Problémy

2.1. Jak se zm¥ni °e?telnost a pofet °e2eni soustaA j b), kdy® zm¥nime vektor pravych stranb za
jiny vektor b

2.2. Jaké maximalni absolutni hodnoty mohou nabyvat slo®ky°e2eni soustavy(A j b) pokud nenulové
prvky matice A 2 R" " jsou omezenyq ! j ajj g pro n¥jaké danéqg?

2.3. Poznamky[Z.19 4 2.19 se v¥novaly vypo£etni slo®itostidbissovy a Gaussovy Jordanovy eliminace
pro soustavun n. Namisto asymptotického odhadu tem urfete p°esn¥ maximalnpo£et aritme-
tickych operaci p°isluznych algoritm- v zavislosti na n.

2.4. Zobecn¥te p°edchozi problém na obdélnikovou soustamu n. To znamena, urfete slo®itost Gaus-
sovy a Gaussovy Jordanovy eliminace v zavislosti nan;n.
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Kapitola 3

Matice

Matice jsme zavedli v minulé kapitole ke kompaktnimu zapisusoustav linearnich rovnic a popisu metod na
jejich °e2eni. Matice v2ak maji mnohem 2ir2j vyuCiti, a prot o se na n¥ v této kapitole podivame podrobn¥;ji.
Zavedeme n¥kolik typ- matic a zakladni operace, které umo®ns maticemi lIépe a jednodu2eji zachazet.

3.1 ZA&kladni operace s maticemi

De nice 3.1 (Rovnost). Dv¥ matice se rovnaji,A = B, pokud maji stejné rozm¥rym n aAj = Bj;
proi=1;:::;m,j=1;:::;n.

De nice 3.3 (Nasobek) Bum 2 RaA2R™ ". Pak A je maticetypum nsprvky (A); = Aj,
i=1;::0m, ) =100,

Peiklad 3.4 (Soufet a ndsobek matic)

, 56 _ 6 8.

1 2 5 10
3 4 7 8 10 12

12 _
3 4 15 20 °

Vy?e zmin¥né operace umo°-uji zavést p°irozen¥ i odfitardjo A B = A+ ( 1)B.

Specialni matici jenulova matice jeji® v2echny prvky jsou nuly. Zna£ime ji O £i Oy,  pro zd-razn¥ni
rozms¥ru.
Tvrzeni 3.5 (Vlastnosti souftu a nasobk- matic). Pro realna £isla; a matice A;B;C 2 R™ " plati

1 A+B=B+A (komutativita),

2 (A+B)+C=A+(B+0C) (asociativita),

3) A+0= A,

4 A+( 1DA=0,

G (A)=( )A,

(6) 1A= A,
(7 (A+B)= A+ B (distributivita),
@ (+ A= A+ A (distributivita).

D-kaz. D-kaz vlastnosti je vesm¥s trivialni, ale je vhodny pro prowifeni formalniho p°istupu. Zakladni
idea d-kaz- je redukce dané vlastnosti na odpovidajici vlagnost realnych £isel. Doka®eme vlastnost (1),
zbytek nechavame £tend’i.

(1) Nejprve ov¥°ime, °eA + B i B + A maji stejny typ. Pak uka®eme, °e odpovidajici si prvky jsou
shodné:(A + B)j = Aj + Bj = Bj + Aj = (B + A)j, kde jsme v druhé rovnici vyu®ili komutativitu
s£itani realnych £isel. O

37
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Peiklad 3.6. Jednoduchym pouitim maticovych operaci je manipulace s athzky. Nech” obrazek je
reprezentovan maticiA 2 R™ " tak, % pixel obrazku na pozici(i;j ) ma barvu s £islema; . Nasobeni
matice A skalarem pak m¥ni odstiny barev. Na obrazcich listovnice de je ilustrovdna matice A pro
rzné volby .Pro =1 dostaneme p-vodni matici, pro > 1 se obrazek zesv¥tli a naopak pro< 1 se
obrazek ztmauvi.

original ( =1) ztmaveni ( =0:5)

original ( =1) zesv¥tleni ( =1:5) O

Nyni zavedeme nasobeni matic; to je de novdno na prvni pohtk trochu neobvykle, jeho vyznam
vyplyne pozd¥ji v sekci(6.2.

Be nice 3.7 (Soufin). Bua A2 R™ PaB 2 RP " . Pak AB je matice typu m n s prvky (AB); =
P Ay Bri
k=1 Mk Pkj -

Pe°iklad 3.8 (Mnemotechnika nasobeni matic) Buxa

1
0 1
12 3 4 13;1
A:@OlolA;B:% ﬁ:
2 2 2 2 121
1210

Mnemotechnickd pom-cka pro nasobeni maticAB , prvek na pozici (i;j ) spo£itame jako skalarni soufin
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i-tého °adku matice A a j-tého sloupce maticeB:

0 1
1 1 1 1
%102?
1 2 1
0 1012101
1 2 3 4 10 15 12 14
@0101A%22@2X
2 2 2 2 8 10 10 12 U

V kontextu s maticovym nasobenim pot°ebujeme zavést pojenednotkova matice Zna£i sel £il, a
je to £tvercova matice °adun s prvky Ij =1 proi = j alj =0 jinak. Je to tedy matice s jednifkami na
diagonale a s nulami jinde, p°ifemddiagonalou se rozumi prvky na pozicich(1; 1), (2;2);::: Schematicky

0 1

1 0 ::: 0
|n=%0 B B ZE:

Do

0O ::: 0 1

Souvisejici pojemjednotkovy vektore je paki-ty sloupec jednotkové matice, tj.e = | ;.
Tvrzeni 3.9 (Vlastnosti soufinu matic). Plati nasledujici vlastnosti; je £islo aA;B;C matice vhodnych
rOZm¥r-.
(1) (AB)C = A(BC) (asociativita),
(2) AB+C)= AB + AC (distributivita zleva),
(3) (A+B)C=AC + BC (distributivita zprava),
(4) (AB)=(A)B=A(B),
(5) OA= A0O=0,
(6) ImA=Al,=A, kdkeA2 R™ "
D-kaz. Op¥t dok&°eme jen vlastnost (1), ostatni nechavame za cvifié

Q) Bue A2R™"PB2RP"TaC2R" ".PakAB matypm r,BC matypp n aoba soufiny
(AB)C, A(BC) maji typ m n. Nyni uka®eme, °e odpovidajici si prvky jsou shodné. Na poi (i;] ) jest

X X X XX

((AB)C)j =  (AB)kCyj = ArBy Cy = Ai B Cy;
k=1 k=1 =1 k=1 =1
xXP xXP X XX

(A(BC))j =  Ar(BC)j = Ay Bw«Cy = Ai B Cyj:
=1 =1 k=1 =1 k=1

Vidime, %e oba vyrazy jsou shodné a° na po°adi s£itanc-. Ale pto®e s£itani realnych £isel je komutativni,
tak jsou hodnoty stejné. O

Pozndmka 3.10. Soufin matic obecn¥ neni komutativni, pro mnoho matic jeAB 6 BA. Nap°iklad pro
matice

je
0

_ 0 0 . _ 1
AB_OO’BA_OO

Navic, m-°e se stat, e souf£inAB ma smysl, a p°itom nasobit matice v po°adiBA nelze. Nebo matice
AB a BA existuji, ale maji r-zné rozm¥ry. Najd¥te takové p°iklady!
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De nice 3.11 (Transpozice) Bua A 2 R™ ", Pak transponovana maticema typ n  m, zna£i seA’ a
je de novana (AT); = a;.

Pe°iklad 3.12. Transpozice vlastn¥ znamena p°eklopeni dle hlavni diagolya nap®.

0 1 41
A= 411 é 2 ;. AT=@ A
3 6
Diky transpozici m-°eme sloupcové vektory x 2 R" zapisovat do °adk- takto: x = (X1;:::;Xn)

Tvrzeni 3.13 (Vlastnosti transpozice). Plati nasledujici vlastnosti; je £islo aA;B matice vhodnych
rozms¥r-.

(1) (AT)T = A,

(2 (A+B)T=AT+BT,
@) (A)'=AT,

(4) (AB)T = BTAT,

D-kaz. Pro ilustraci doka®eme jen vlastnost (1), zbytek ponechdmeza cvifeni.
(1) Bua A2 R™ " Pak AT marozm¥rn ma(AT)T matedy rozm¥rm n, shodny sA. Porovnanim
odpovidajicich si prvk- ((AT)T)j = (AT);i = Aj konstatujeme rovnost, tudi® (AT)T = A. O

Vlastnost (4) Ize matematickou indukci snadno roz2i°it na ®u£ink matic: (A1Az::: AT = A (it AJAT.
De nice 3.14 (Symetricka matice). Matice A 2 R" " je symetrickg pokud A = AT.

Symetrické matice jsou tedy takové matice, které jsou invaantni v-£i operaci transpozice. Vizualn¥
jsou symetrické dle hlavni diagonaly. P°ikladem symetricigch matic jsou jednotkova maticel,, £tvercova
nulova matice O, nebo( 3 %). Soufet symetrickych matic stejného °adu je zase symetrigkmatice (doka‘te!),
ale pro soufin u® to obecn¥ neplati (najd¥te protip°iklad!)

P°iklad 3.15 (Symetrické matice). Pro libovolnou matici B 2 R™ " je matice B'TB symetricka. To
snadno nahlédneme z de nice, nebo” jeji transpozici je onaama: (BTB)T = BT(BT)T = BTB. Matice
BTB se objevuje v linearni algeb°e £asto v r-znych souvislostbg setkame se s ni nap°iklad v sekci 8.4
nebo v kapitole 11.

Symetrické matice se vyskytuji také v r-znych dopravnich £igeometrickych Ulohach. Pokud v matici
A 2 R" " udava hodnotaa; vzdalenost mezii-tym a j -tym objektem, pak zjevn¥a; = a; a matice A je
symetrickd. Takovato matice vzdalenosti se vyskytuje napklad v tzv. problému obchodniho cestujiciho.
Jinym p°ikladem symetrické matice je kovarian£ni matice vestatistice nebo Hessian (matice druhych
parcialnich derivaci) pro dvakrat spoijit¥ diferencovatehé funkcef : R" ! R. O

Existuje cela °ada dal?ich specialnich typ- matic. Mezi ty nejpou®ivan¥j?i pat°i nap°iklad:

Diagonalni matice. Matice A 2 R" " je diagonalni, pokuda; = 0 pro v2echnai 6 j. Tedy diagonalni
matice ma na diagonale libovolné prvky a mimo ni jsou nuly.

£imediag(v), tedy 0 1

vi O 20 O

diag(v)zgt_) VA E
N ¢

0O ::: 0 wq



3.1. Zakladni operace s maticemi 41

Horni trojahelnikova matice. Matice A 2 R™ " je horni trojuhelnikova, pokud a; =0 pro v2echna
i > j . Horni trojuhelnikova matice méa tedy pod diagonalou nuly. M°e mit libovolné rozm¥ry, i
kdy® nejEast¥j2i p°ipad je £tvercova matice. Schematickyp m n

0 1
a1 i LIl Aum it Ain
%O o2 E
0 :::: O amm ::: amn

Podobn¥ se zavadi dolni trojuhelnikova matice jako matice s nulami nad diagonalou.

Peikladem horni trojuhelnikové matice je jakakoli matice v REF tvaru, proto®e pivoty musi byt
na nebo nad diagonalou. Obracen¥ to ovzem neplati, horni tjdhelnikova matice neni automaticky
v REF tvaru (najd¥te protip°iklad!).

P°iklad 3.16. Uka‘te, °e soufin dvou hornich trojahelnikovych maticA;B 2 R" " je op¥t horni troju-
helnikova matice. O

Vra’me se na chvili k aritmetickym vektor-m. Transpozice a soufin vektor- jako°to matic o jednom
sloupci umo®-uji zavést soufin vektor-x;y 2 R" jako x'y nebo jakoxy', jiné kombinace nejsou mo°né.
Prvni z vyraz- de nuje standardni skalarni soufin a ma tvar

X0
X'y = XiYi
i=1
(formaln¥ je to matice 1 1, ale ztoto®nime ji s realnym £islem). Standardni eukleidoskou normu vektoru
x 2 R" Ize pak zavést jako q
kxk = xTx

Tv — n 2.
X'X = i=lXi'

Obecn¥j?i de nice skalarniho soufinu a normy p°ijde pozd¥jkapitola 8).
Vn¥j2i soufin vektor- x;y je £tvercova matice °adun

0 1 0 - 1
X1Y1 XayY2 i1 XaYn X1y
+ Bxayr xay MWE % Xay" §
Xy = . . . = . =
X X X Xny '
0 nIY1 n Y2 rI1Ynl nY

J J J
= % Xy1 Xy2 XYn§ :
j j j
Nap°iklad e,e]T je matice s jedni£kou na pozici(i;j ) a jinde s nulami.
Proto®e v matici xy' jsou v2echny °adky nasobkem vektorwy (a v2echny sloupce nasobkem vektoru
x), tak ma matice xy' hodnost nanejvy? 1. Nulova hodnost nastane pouze pokud jedez vektor- x;y
je nulovy, tak®e pro nenulové x;y ma matice xy" hodnost p°esn¥ 1. Tvrzeni plati i opafnym sm¥rem:

Pokud m& matice A hodnost jedna, musi byt v2zechny °adky nasobkem jednoho vekru. Odvodili jsme
tedy nasledujici pozorovani.

Tvrzeni 3.17. Matice A 2 R™ " mé hodnost1 prav¥ tehdy, kdy® je tvaruA = xyT pro n¥jaké nenulové
vektory x 2 R™, y 2 R",

V néasledujici v¥t¥ zminime je2t¥ n¥jaké vlastnosti maticogho nasobeni, které ob£as budeme vyuCivat.
Prvni dv¥ vlastnosti °ikaji, co je vysledkem nasobeni matie s jednotkovym vektorem, dal?i dv¥ ukazuiji,
jak snadno ziskat °adek £i sloupec soufinu matic a posledni¥ davaji jiny pohled na nasobeni matice
s vektorem.
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Tvrzeni 3.18. Bue A2 R™ " B2 R" P, x2 R"ay2 R™. Pak plati:
(1) Aej =A i
2 e'A= A,
(3) (AB)j = AB j,
(4) (AB)i = Ai B,
P n
(5) Ax = Pj:l XjAj,
(6) yTA = in;]_ YiAi .
D-kaz. Jednoduché z de nice. Pro ilustraci uvedeme d-kaz jen n¥kteych tvrzeni.
P P
(1) (Ag)i= o ak(g)k= yejak O+a; 1=a;.
(3) S vyuCitim prvni vlastnosti, (AB) j =(AB)g = A(Bej)= AB j.
P P
(5) Levastrana: (Ax)i = [ ajxj, pravastrana: ([ XjA )= (L x(Aj)i= oxa. O
Schematické vyjad°eni vlastnosti (1)
0 l
0 . : :
J J J
Agj = %A 1 A j A n
j i

%!,ﬁ

vlastnosti (3)

—
—

)

j j

0 _ —i—
j j

% A §%A51 ABp§
] ]

@ ©
w©
-

(3.1)

b
D

a vlastnosti (5)
o 10 .1 0 1 0 1 0 1
J J J L J J J
X2
%Al Ao A,&%:E:%Al§xl+%A2§x2+:::+%An§xn:
i i X j j j
Poznamka 3.19 (Zapis a interpretace soustavy rovnic) Soustavu linearnich rovnic(2:1) m-°eme mati-
cov¥ zapsat také takto:Ax = b, kdex = (x1;:::;Xn)" je vektor prom¥nnych,b2 R™ vektor pravych stran

aA 2 R™ " matice soustavy. To, % vyrazAx = b vyjad°uje soustavu linearnich rovnic(2:1), je snadno
vid¥t rozepsanim tohoto vyrazu:

0

an ap alnl Obll
@: 5X%X;2§=%sﬁ;

am1 a@mz2 :II amn ) bm
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neboli

aiX1+ a;pXo + 11l + apXp = by;
az1X1 + axpXa+ il a;mXny = by;

Am1X1+ amaXo + i+ annXn = by

Zapis Ax = b je b¥°n¥ pouCivany zapis pro soustavu linearnich rovnic.

Na soustavu rovnicAx = b m-°eme nahli®et °adkov¥ a sloupcov¥. Jejii-ta rovnice ma tvar A; x = b,
neboli aj1x1 + ::: + apXp = by, a popisuje nadrovinu v prostoru R" (srov. poznamka 2.7). Hledame-li
°e2eni soustavy, hledame vektory, které spl-uji v2zechny rovnice, neboli body v pr-niku v2ech nadrovin.

Oproti tomu sloupclgvé interpretace soustavy rovnic vychaz z bodu (5) tvrzeni 3.18. SoustavuAx = b
m-°eme vyjad°it jako ~ [; XjA j = b, nebo je2t¥ nazorn¥ji jako

0 1 0o 1 0o 1 01
j j j j
B S B s o B - B
j j j j

P°i °e2eni soustavy tedy chceme vektob vyjad°it jako kombinaci sloupe£k- matice A, p°ifeme sloupe£ky
m-°eme pronasobovat jednotlivymi prom¥nnymi. Vice viz pomamka 5.20.

Pozndmka 3.20 (Matice a zobrazeni) fasto bude uCiteEné se na matici divat jako na ur£ité zobrazei
(vice v kapitole 6). Bus A 2 R™ " a uvaujme zobrazeni zR" do R™ de nované p°edpisemx 7! Ax.
ee?it soustavu rovnic Ax = b pak z tohoto pohledu znamena najit v2echny vektoryx, které se zobrazi na
vektor b.

Je2t¥ zajimav¥j?i je divat se na sloeni dvou takovychto zotazeni. M¥jme dv¥ zobrazenk 7! Ax,
y 7! By, kde A 2 RP ";B 2 R™ P. Jak vypada slo®ené zobrazeni? Vektox se p°i prvnim zobrazeni
zobrazi naAx a p°i druhém naB (Ax) = ( BA)x. Slo°ené zobrazeni jde tedy op¥t reprezentovat maticov¥,
a to matici BA. Skladani zobrazeni tudi® odpovida nasobeni matic! To nenfiahoda, proto®e maticové
nasobeni bylo p-vodn¥ vyvinuto prav¥ k t¥mto G£el-m.

R" RP RM

BA

Asociativitu maticového nasobeni m-°eme také alternativn¥ nahlédnout pomoci linearnich zobrazeni.
Proto®e skladani zobrazeni je vedy asociativni, musi byt asciativni i soufin matic, ktery reprezentuje
skladani linearnich zobrazeni.

Peiklad 3.21 (Matice a zobrazeni) Uvaujme konkrétni zobrazenif : x 7! Ax v rovin¥ R? s matici
A= 19 Vektor x = (x1;X2)T 2 R? se pak zobrazi na vektorAx = ( X1;X2)" a zobrazeni tudi°
p°edstavuje p°eklopeni podle osxo, jak ilustruje nasledujici obrazek:
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X2
Iﬂ BB
f

Uvatujme nyni jiné zobrazenix 7! Ax v rovin¥ R? s matici A = ( %> 9). Vektor x 2 R? se zobrazi na
vektor Ax = (2:5x1;X2)" a zobrazeni p°edstavuje roztahnuti ve sm¥ru osy;:

Rl
l ]

Jako posledni zobrazeni uva®ujme oto£eni v rovin¥ kolem pé#ku o Uhel proti sm¥ru hodinovych rufifek.
| toto zobrazeni Ize reprezentovat maticov¥ jakax 7! Ax s matici

X1

X2

X1

cos( ) sin( )
sin( ) cos()

Zde vektor x 2 R? se zobrazi na vektorAx = (xycos( ) xssin( ); x1sin( )+ x>cos( ))T.

X2\

X1

Podrobn¥ji toto zobrazeni probereme v p°ikladech 6.3 a 6.28le £tend® m-%e ji° nyni nahlédnout platnost
pro specialni volbu = 90 , kdy méa zobrazeni tvar (x1;x2)" 7! ( x2;x1)T, nebo pro volbu =180 ,
kdy ma zobrazeni tvar (x1;x2)T 7! ( X1 X2)'. O

P°iklad 3.22 (Matice a skladani zobrazeni) Uvaujme zobrazenix 7! Ax v rovin¥ R? s matici A =
9 o5& . Vektor x 2 R? se pak zobrazi na vektolx = ( X2;X1)T a neni t¥°ké nahlédnout, °e toto zobrazeni
p°edstavuje oto£eni ®0 proti sm¥ru hodinovych rufifek. Uva®ujme je2t¥ jinou matid B = 012 , ktera

p°estavuje p°eklopeni podle osy,. Pokud slo®ime ob¥ zobrazeni, dostaneme zobrazeni

01

x 7' B(Ax) = (BA)x = 10

X = (X2;%1)";
které p°edstavuje p°eklopeni podle osk, = x;. Pokud bychom zobrazeni skladali v opaEném po°adi,

vysledné zobrazeni
0o 1
0

by zase p°edstavovalo p°eklopeni podle osyp = x;. Dostali bychom tedy jiné zobrazeni, co® odpovida
tomu, °e sou£in matic neni komutativni. Skladani zobrazentoti® obecn¥ £asto nekomutuje. O

x 7! A(Bx) = (AB)x = x=( X2 X1)'
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Pozndmka 3.23 (Blokové nasobeni matic) Ob£as je vyhodné pou®it tzv. blokové nasobeni matic, tj.
matice rozd¥lime do n¥kolika blok- (podmatic) a pak se matie nasobi jako by byly podmatice oby£ejna
£isla. Nap°iklad pokud maticeA; B rozd¥lime na 4 podmatice, pak

AB = Aun Az B Bz _ AuBai+ ApBor AnBia+ A1oBa2
A1 A, Ba B A21B11+ ApBor A2iBio+ AxoBoo
Zde je nutné si dat pozor, aby podmaticeA1s;:::; B2 m¥ly vhodné rozm¥ry a soufiny v pravé £4sti rovnosti

davaly smysl. Jedno z mo°nych rozd¥leni maticA;B 2 R" " na bloky, které v této knize opakovan¥
pou‘ijeme, je to, kdy matice A11;B11 jsou £tvercové °adul. Tim padem matice Ayy; Boo jsou £tvercové
cadu n 1, bloky A1o;B1» p°edstavuji °adkové a blokyA,q; B2 sloupcové vektory délkyn 1. Stejnou
strukturu ma i vysledny soug£in.

Poznamka 3.24 (Vypo£etni slo®itost). M¥jme A;B 2 R" ". Vypo£etni sloCitost (viz poznamka 2.19)
SOuftu A + B je n? operaci, proto®e ka°dy prvek vysledné matice vy°aduje jedn operaci. Pro spo£itani
soufinu AB podle de nice pot°ebujeme °adov¥n® operaci s£itani an® operaci nasobeni reainych £isel,
proto®e matice AB obsahujen? prvk- a urfeni ka°dého z nich stoji *adov¥n souft- a n soufin- £isel.
Celkem tedy ma soufin maticAB asymptotickou slo®itost 2n2 aritmetickych operaci.

Poznamka 3.25 (Rychlé nasobeni matic) Podle poznamky 3.24 stoji vynasobeni dvou £tvercovych ma-
tic velikosti n peiblion¥ 2n3 operaci. Pro Gfely této poznamky nebudeme uvaovat konstani faktory,
£ili standardni postup mé sloCitost °adov¥n3. Na prvni pohled se m- e zdat, °e vypofet nelze vyrazn¥
urychlit. Nicmén¥ n¥mecky matematik Volker Strassen p°i2eroku 1969 s algoritmem, ktery pot°ebuje
°adov¥ pouzen'®927  nZ807 gperaci. Strassen-v algoritmus vyu®iva prav¥ rozd¥leni meéc do blok- a
chytrého p°euspo’adani. Vyvoj 2el dal, Coppersmith-v Win ograd-v algoritmus z roku 1990 sni®il vypo-
£etni slo®itost na °adov¥n?376 a jeho vylep2ena verze pak na%373, Tyto rychlé algoritmy se ale uplatni
pouze pro velkén, proto®e skryté koe cienty u °adovych odhad- jsou pom¥rn¥ wsoké. Jaka je nejmen?i
mo°na asymptoticka slo®itost je stale otev’eny problém. Zgimavé také je, °e nasobeni matic ma stej-
nou asymptotickou sloCitost jako maticova inverze probirana v sekci 3.3, tedy oba problémy jsou na sebe
efektivn¥ p°evoditelné.

3.2 Regularni matice

Regularni matice p°edstavuji d-leCity typ matic a budou nas provazet celou knihou. Uva®ujme £tvercovou
soustavun linearnich rovnic on neznamychAx = b. Vime z poznamky 2.7, °e geometricky se jednéa o pr--
nik jakychsi nadrovin v prostoru R". M-%e se stat, °e rovnice jsou takzvan¥ linearn¥ zavislé (de o tomto
pojmu v sekci 5.3) nap°®iklad kdy® se rovnice opakuji nebo jgedna souftem n¥kolika jinych. Potom °adné
°e2eni existovat nemusi nebo jich je nekone£n¥ mnoho, nakldd cela p°imka. Pokud jsou ale rovnice ne-
zavislé a tedy odpovidajici nadroviny jsou v prostoru v oberé poloze, pak je °e2eni (=pr-nik nadrovin)
jednozna£né. Prav¥ tento p°ipad je charakterizovan tim, °enatice soustavy je regularni. Pro U£ely de nice
se nejprve omezime na soustavy s nulovou pravou stranou, alkpakd®eme souvislost s obecnou £tvercovou
soustavou.

De nice 3.26 (Regularni matice). Bua A 2 R" ", Matice A je regularni, pokud soustavaAx = 0 ma
jediné °e2enix = 0. V opaEném p°ipad¥ se maticéd nazyva singularni.

SoustavaAx = 0 s nulovou pravou stranou se hazyvéhomogenni Evidentn¥, nulovy vektor je vedy
jejim °e2enim. Pro A regularni ale °adné jiné °e2eni existovat nesmi. Jiny ekvalentni pohled na regularni
matice je, °@ Ax 6 0 pro v2echnax 6 0. Typickym p°ikladem regularni matice jel, a singularni matice0,.
Tvrzeni 3.27. Bum A 2 R" ". Pak nasledujici jsou ekvivalentni:

(1) A je regularni,

(2) RREF(A) = I,

(3) rank(A) = n.
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D-kaz. Plyne z rozboru Gaussovy Jordanovy eliminace. SoustavdA j 0) ma jediné °e2eni prav¥ tehdy,
kdy® RREF tvar matice (A jO0)je (I, j 0). O

Nyni uka®eme, °e nulova prava strana soustavy z de nice regldrni matice neni tak podstatna. Soustava
rovnic AX = b's regularni matici A ma vedy jednozna£né °e2eni, na pravé stran¥ nezale°i.

Tvrzeni 3.28. Burm A 2 R" ". Pak nasledujici jsou ekvivalentni:
(1) A je regulérni,
(2) pro n¥jaké b2 R" ma soustavaAx = b jediné °e2eni,
(3) pro ka°dé b2 R" ma soustavaAx = b jediné °e2eni.

D-kaz. Plyne z rozboru Gaussovy Jordanovy eliminace a tvrzeni 3.2. O

Podivejme se na zakladni vlastnosti regularnich matic. Sdiet regularnich matic nemusi byt regularni
matice, vezm¥me nap°l +( 1) =0. Soufin matic ale regularitu zachovava.

Tvrzeni 3.29. Buvste A;B 2 R" " regularni matice. Pak AB je také regularni.

D-kaz. Bum x °e2eni soustavyABx = 0. Chceme ukazat, °ex musi byt nulovy vektor. OznaEmey = BX.
Pak soustava lze p°epsat na novou soustavAy = 0 s prom¥nnymiy. Z regularity matice A je jediné
°e2eniy = 0, co® dava rovnostBx = 0. Z regularity matice B je pak x = 0. O

Tvrzeni 3.30. Je-li aspo- jedna z maticA;B 2 R" " singularni, pak AB je také singularni.

D-kaz. Uva®me dva p°ipady. Je-li matice B singularni, pak Bx = 0 pro n¥jakéx 6 0. Z toho ale plyne
(AB)x = A(Bx) = A0 =0, tedy i AB je singularni.

Nyni p°edpokladejme, °e maticeB je regularni, tedy matice A je singularni a existujey 6 0 takové, °e
Ay = 0. Z regularity matice B existuje x 6 0 takové, °e Bx = y. Celkem dostavame(AB )x = A(Bx) =
Ay =0, tedy AB je singularni. O

Matice elementarnich Uprav. Vra’me se k elementarnim °adkovym uUpravam. Uka°eme si, % jou
reprezentovat maticov¥, a °e tyto matice jsou regularni. To °e jdou reprezentovat maticov¥, znamena, °e
vysledek Upravy na matici A se da vyjad°it jako EA pro n¥jakou matici E. Jak najit tuto matici? Pom-%e
nam uv¥domime-li si, °e aplikaci dané Upravy na jednotkovoumatici |, dostanemeEl , = E, tedy matici
reprezentujici danou Upravu dostaneme tak, e tuto Upravu povedeme na jednotkovou matici. Ale pozor!
To je pouze nutna podminka, jak by takova matice m¥la vypadat To, °e to skuteEn¥ funguje, se musi
dokazat pro ka°dou Upravu zvld?” (d-kaz nechavame na cvifef):

1. Wnasobenii-tého °adku £islem 6 0 Ize reprezentovat vynasobenim zleva matici
1

0

1 0 ::: 22 0

0 .
Ei()=1+( 1eg =

2. PCifteni -nasobku j-tého °adku k i-tému, p°iEem°®i 6 |, lze reprezentovat vynasobenim zleva
matici
0 1
1 0 ::: =0 0

Ej()=1+eig = 1
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3. Vym¥nai-tého aj-tého °adku jde reprezentovat vynasobenim zleva matici
0 1

iB o 1
Ei=1+(g e)a ¢g) = % E:
i@ 1 o

P
Schematické znazorn¥ni matice napravo vyznaf£uje rozdil ogi jednotkové matici. Tedy na prazd-
nych pozicich na diagonale jsou jednif£ky a mimo diagonalu ry

Snadno se uk&®e, °e matice elementarnich operaci jsou reguhi. Ka°dou jsme ziskali aplikaci elemen-
tarni Upravy na jednotkovou matici, tudi® inverzni Gpravou p°evedeme matici zp¥t na jednotkovou.

Maticov¥ jdou reprezentovat nejenom elementarni °adkové gravy, ale také cela transformace p°evodu
matice na odstup-ovany tvar.

V¥ta 3.31. Bue A2 R™ ", Pak RREF(A) = QA pro n¥jakou regularni maticiQ 2 R™ ™,

D-kaz. RREF(A) ziskame aplikaci kone£n¥ mnoha elementarnich °adkovych i@y. Nech” jdou reprezen-

matice E1;E»;:::; Ex jsou regularni, i jejich sou£inQ je regularni. O

Tvrzeni 3.32. Ka°da regularni matice A 2 R" " se da vyjad°it jako soufin koneEn¥ mnoha elementarnich
matic.

D-kaz. Pokud k elementarnimi Gpravami dok&°u dovést matici A na jednotkovou I, pak jistymi k ele-
mentarnimi Upravami mohu p°evést naopakl, na A. Je to tim, °e ka°da elementarni Uprava ma svoji

A= Er:.:EzEqly = Ex:i E2Eq. |

3.3 Inverzni matice

Motivace pro inverzni matice je z°ejma. Maticové s£itdni manverzni operaci od£itani, od maticeA + B
tak mohu p°ejit zp¥t k matici A p°iEtenim opaEné matice B, £ili A+ B +( B) = A. Zde je dokonce
jedno, jestli p°iEitAme matici zprava £i zleva. Existuje n¥o podobného i pro soufin matic? To znamena,
dok&°u pro matici danou soufinemAB najit inverzni B ! takovou, aby ABB 1 = A? Z°ejm¥ se mi to
poda°i, pokudBB ! = 1. To je i spravna cesta k de nici inverzni matice.

Denice 3.33. Bum A2 R" ", Pak A 1 jeinverzni matici k A, pokud spl-uje AA 1= A 1A =1,.

Nap°iklad, matice inverzni kI, je op¥t |,. Inverzni matice k nulové 0, evidentn¥ neexistuje. Které
matice tedy maji inverzi? Uka®eme, % pouze a jen ty regularh

V¥ta 3.34 (O existenci inverzni matice) Bua A 2 R" ". Je-li A regularni, pak k ni existuje inverzni
matice a je urfena jednozna£n¥. Naopak, existuje-li K inverzni, pak A musi byt regularni.

D-kaz. Existence. Z p°edpokladu regularity matice A plyne, °e soustavaAx = g ma (jedine) °e2eni pro

(AA D j=AMA Y| =Axj=g=1j:
Druhou rovnost doka®eme trochu trikem. Uva®me vyraz

AA A 1h)=AA A A=IA A=0:
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Matice A(A 1A 1) je tedy nulova a jeji j -ty sloupec je nulovy vektor: A(A *A 1) =0. Z regularity
matice A dostavame, °%e(A A 1) ; = 0. Proto% to plati pro ka°dé j 2 f1;:::;ng, je A 1A 1 =0,
neboli A A =1.

Jednozna£nost. Nech” pro n¥jakou maticiB plati AB = BA = |. Pak

B=Bl =B(AA H)=(BA)A 1=1A 1=A 1

tedy B u® musi byt automaticky rovno na2i zkonstruované matici A 1.
Naopak. Nech” pro A existuje inverzni matice. Bua x °e2eni soustavyAx = 0. Pak x = Ix =
(A 1A)x = A Y(Ax)= A '0=0. Tedy A je regularni. O

Pomoci inverznich matic snadno doka®eme nasledujici v¥tikterou bychom p°imo z de nice bez vy-
budovaného aparatu dokazovali jen t¥°ko.

Tvrzeni 3.35. Je-li A regularni, pak AT je regularni.

D-kaz. Je-li A regularni, pak existuje inverzni matice a platiAA = A A = |,. Po transponovani v2ech
stran rovnosti dostaneme(AA 1)T = (A A)T = I, neboli (A H)TAT = AT(A )T = 1,. Vidime, %
matice AT ma inverzni matici (rovnou (A 1)T) a je tudi° regularni. O

Z d-kazu vyplynul p¥kny vztah (AT) 1= (A )T, ktera°to matice se n¥kdy znafiva zkracen® T.
Nyni uk&eme, °e dv¥ rovnostiAA 1= I,, A A = |, z de nice inverzni matice jsou zbyte£ny p°epych
a k jejimu urfeni stafi jen jedna z nich.

V¥ta 3.36 (Jedna rovnost sta£i) Buate A;B 2 R" ". Je-li BA = |, pak ob¥ maticeA; B jsou regularni
a navzajem k sob¥ inverzni, tojesB = A taA=B 1

D-kaz. Regularita vyplyva z tvrzeni 3.30 vzhledem k regularit¥ jeshotkové matice | ,. Nyni vime, % A; B
jsou regularni a tudi® maji inverze A ;B 1. Odvodime

B=Bl,=B(AA H)=(BAA 1=1,A 1=A 1

a podobn¥
A=Al,=ABB Y)=(AB)B '=1,B =B % O

Jak vypo£itat inverzni matici? Prvni £ast d-kazu v¥ty 3.34 ukazala navod, jak inverzni matici spo£itat
pomocin soustav linearnich rovnic. Navod °ika, °gj -ty sloupec inverzni maticeA ! je °e2enim soustavy
Ax = g. Neni v2ak t°eba °e?it tyto soustavy zvla?. Proto®e v2echny soustavy maji stejnou matici A,

Prava strana je tak tvo°ena jednotkovou matici |, a soustava ma tvar tzv. maticové soustavyAx = I.
Formalni opodstatn¥ni postupu shrnuje nasledujici v¥ta.

V¥ta 3.37 (Vypo£et inverzni matice). Bua A 2 R" ". Nech” matice(Ajl,) typun 2n ma RREF tvar
(IhjB). Pak B = A 1. Netvo°i-li prvni £ast RREF tvaru jednotkovou matici, pakA je singularni.

D-kaz. Je-liRREF(Ajl,) =(1,]B), potom dle v¥ty 3.31 existuje regularni maticeQ takova, e (I1,jB) =
Q(Ajly), neboli po roztreeni na dv¥ £astil, = QA a B = Ql,. Prvni rovnost °ikd Q = A ! a druha
B=Q=A L

Netvo°i-li prvni £ast RREF tvaru jednotkovou matici, pak RREF(A) 6 |, atudi® A neni regularni. O

0 1
11 3
Peiklad 3.38. Bum A= @0 2 1A Inverzni matici spo£itame takto:
35 7
0 1 0 1 0 1
11 3/100 11 3/ 100 11 3 10 O
(Ajlg) =@ 2 1|0 1 A @ 2 1| 01 A @ 1 05| 0 05 OA
35 7/001 02 2/ 301 02 2| 30 1
0 1 0 1
10 3| 1 050 10 0] 95 4 35
@ 1 05/ 0 05 OA @ 1 0| 15 1 O5A= I3jA !
00 1| 3 1 1 00 1| 3 1 1
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0 1
95 4 35

Tedy mameA 1= @ 1.5 1 05A: O
3 1 1

Ni% uvadime zakladni vlastnosti inverznich matic a vztah kostatnim maticovym operacim. Inverze
souf£tu dvou matic tam chybi, proto®e pro ni neni znam °adny jelnoduchy vzorefek.

Tvrzeni 3.39 (Vlastnosti inverzni matice). Burte A;B 2 R" " regularni. Pak:
1) (A Y t=A,
2) (A HT =(AT) 4,
R (A) 1=1A 1pro 60,
(4) (AB) 1=B 1A 1,

D-kaz.
(1) Z rovnosti A A = |, mame, % inverzni matice kA 1 je prav¥A.
(2) Bylo ukazano v d-kazu v¥ty 3.35.
(3) Plyne z (A (1A )= —AA 1=1,.
(4) Plyne z (AB)(B A )= A(BB HA 1= AI,A 1= AA 1=1,. O

Pomoci inverznich matic m-°eme elegantn¥ vyjad°it °e2eni sustavy rovnic s regularni matici. V praxi
se ov2em tento vypo£et nepouliva, nebo” je £asov¥ dra®?i néBaussova eliminace (viz poznamka 3.45).

V¥ta 3.40 (Soustava rovnic a inverzni matice) Bua A 2 R" " regularni. Pak °e2eni soustavyAx = b je
dano vzorcemx = A b,

D-kaz. Proto®e A je regularni, ma soustava jediné °e2enk. Plati x = Ix = (A *A)x = A Y(Ax) =
A 1b. O

Poznamka 3.41. Vyznam v¥ty 3.40 spofiva spi2 v tom, % udava explicitni vyj@°eni °e2eni soustav
linearnich rovnic, ne® °e by davala nejlep?i zp-sob na °e2ein Popravd¥, pou®iti m-°e byt spi2e opaEné:
Chceme-li nap°iklad vypo£itat vysledek maticového soufinBA b pro matice A;B 2 R" " a vektor
b2 R", pak dobry zp-sob je vy°e?it soustavu Ax = b a toto °e2enix pak vynasobit s matici B jako Bx.

Peiklad 3.42. Jak se zm¥ni mno®ina °e2eni soustaviAx = b, kdy® ob¥ strany vynasobime maticiQ, tj.
p°ejdeme k soustav¥QA)x = Qb? Jak se zm¥ni mnoCina °e2eni, kdyQ je regularni?

Pokud je vektor x °e2enim soustavyAx = b, pak je °e2enim i soustavy(QA)x = Qb, proto®e leva a
prava strana se rovnaji. Tudi® p°’enasobenim obou stran rovine matici Q z-stane mnoCina °e2eni stejna
nebo se zv¥t?i. Jednoduchy p°iklad, kdy se mnoCina °e2eni ¥t#, je t°eba p°i p°enasobeni nulovou matici.

Pokud je matice Q regularni, tak se mnoina °e2eni nezm¥ni. Od soustavfQA)Xx = Qb toti® m-°eme
peejit k p-vodni soustav¥ p°enasobenim inverzni maticlQ *. Tudi® mnoCina °e2eni soustavy (QA)x = Qb
je £asti mnoCiny °e2eni soustavyAx = b, co® spolu s p°edchozim dava rovnost. Rovnost mno®in °e2eriize
rovn¥° nahlédnout z tvrzeni 3.32: Ka°dou regularni matici ke sloCit z elementarnich matic a elementarni
Gpravy mno®inu °e2eni soustavy nem¥ni. O

Poznamka 3.43. Uva®ujme op¥t zobrazenix 7! Ax z mno®iny R" do mnoliny R", kde A 2 R" " (viz
poznamka 3.20). Je-li maticeA regularni, pak pro ka°déy 2 R" existuje x 2 R" takové, °%e Ax = y. Jinymi
slovy, ka°dy vektor z R" ma sv:j jediny vzor, ktery se na n¥j zobrazi. Zobrazeni je teg bijekci a existuje
k n¥mu inverzni zobrazeni, je° ma zjevn¥ p°edpig 7! A ly. Vidime tedy, e inverzni zobrazeni jde také
vyjad°it maticov¥, a to s inverzni matici.

Vime, °e regularni matice jsou uzav°ené na soufin. Linearrdobrazeni ndm davaji na tuto vlastnost
dal?i ndhled: Regularni matici odpovida linearni zobrazet které je bijekci a skladani bijekci je op¥t bijekce.
Proto soufinem regularnich matic je op¥t regularni maticeVlyjad°eni pro jeji inverzi m-°eme nahlédnout
geometricky. Uva®ujme dv¥ zobrazenff : x 7! Ax, g:y 7! By, kde A;B 2 R" " jsou regularni. Slo°ené
zobrazenig f ma p°edpisx 7! B(Ax) = (BA)x. Inverzni zobrazeni tedy ma p°edpisz 7! (BA) !z.
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Podivame-li se na inverzni zobrazeni tak, % skladamg ' af !, dostaneme ekvivalentni vyjad°eniz 7!
A (B 'z)=(A B Yz Tim jsme geometricky ukazali identitu (BA) 1= A B 1.

Geometricky pak zobrazenix 7! Ax s regularni matici A 2 R" " p°edstavuje takové zobrazeni, které
zobrazi cely prostorR" op¥t na R". P°ikladem takovych zobrazeni je otofeni, p°evraceni, nateni atp.,
viz p°iklad 3.21. Pokud je ale maticeA 2 R" " singularni, tak dojde k deformaci prostoru aR" se zobrazi
jen na £ast prostoruR". Typickym p°ikladem takového zobrazeni je projekce. Napkiad zobrazenix 7! Ax
v rovin¥ R? s matici A = ( 3 §) p°edstavuje projekci na osuxy, proto®e vektor x = (X1;X2)" se zobrazi na
vektor Ax = (x1;0)T. Tim padem obor hodnot tohoto zobrazeni, kam se zobrazi rova R?, je pouze osa

—

f

X2

X1

Na tomto p°ikladu také vidime, pro£ zobrazeni projekce (a tay i matice A) nema inverzi: Z obrazu(x,;0)"
nejsme schopni jednozna£n¥ zrekonstruovat, ktery vektoresna n¥j zobrazil.

P°esto®e pro inverzi souftu matic neni znam °adny jednoduch vzorefek, pro urfitou t°idu matic
m-°eme inverzi sou£tu matic vyjad®it explicitn¥. Tim specialnim p°ipadem je tzv.rank-one update tedy
situace, kdy jedna matice ma hodnost 1. Tato formule tedy um®-uje rychle p°epo£itat inverzni matici,
pokud p-vodni matici malo zm¥nime, nap°iklad zm¥ny jsou gn v jednom °adku £i jednom sloupci (pak
b resp. ¢ je jednotkovy vektor).

V¥ta 3.44 (Shermanova Morrisonové formule?). Bus A 2 R" " regularni a m¥jmeb;c2 R". Pokud
c'A b= 1, tak A+ bd je singularni, jinak
1

——— A
1+c'A 1b
D-kaz. V p°ipad¥c’A b= 1mame(A+ bcd)A b= AA b+ bdA b= b1+ c’A b =0. Proto%
b6 0 a vzhledem k regularit¥A je A b6 0, musi matice (A + bc") byt singularni.

Pokud c"A b6 1, dostavame:

(A+bd) t=A"1 A L

1

T 1 IhJTa 1 —
(A+bc) A 1+ A 1bA bc A
1 1
=l,+bdA !l — = _pbdA !l — = _pnc'A pc'A 1=
: 1+c'A 1p 1+ cTA 1bb( )

1 c'A b

=1,+ 1 bdA 1=1,+0 bdA 1=1,: ]

1+c'A b 1+cTA 1p

Poznamka 3.45 (Vypo£etni slo®itost). Vypo£etni sloCitost inverze matice A 2 R" " je dana sloitosti
algoritmu RREF na matici (A j I,). Podobnymi Gvahami jako v poznamce 2.26 dosp¥jeme k tomu, °e
postup vy®aduje °é\d0v¥%n3 operaci s£Eitani a%n3 operaci nasobeni realnych £isel. Celkova sloCitost je tuti
3n3 operaci. Ve skutefnosti m-°eme postup elementarnich Uprawylep?it tak, aby celkova sloCitost byla
pouze 2n3 operaci (srov. problém 3.2). Tudi® vypo£et inverze matice ra stejnou asymptotickou sloCitost
jako sou£in matic!

V tomto kontextu m-°eme také nahlédnout vyhodu Shermanovy Morrisonové formule. Zname-li matici
A 1, potom ke spo£itani(A + bc") ! pot°ebujeme pouze °adov8Bn? souft- a 3n? soufin- realnych £isel,
celkem tedy 6n? operaci. Abychom dosahli této slo®itosti, musime formuli whodnocovat ve vhodném
po°adi. St¥%ejni je zde vyrazA bcd A 1, ktery vyhodnotime podle uzavorkovani(A b)(c’A 1).

Y Nazyvana podle americkych statistik- Jacka Shermana a Wini fred J. Morrisonové, kte®i ji odvodili v letech 1949 50.
Nezavisle na nich byla objevena °adou jinych osobnosti, nag. obecn¥j?i tvar odvodil Max Woodbury v roce 1950.
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3.4 LU rozklad

De nice 3.46. LU rozklad £tvercové maticeA 2 R" " je rozklad na soufinA = LU, kde L je dolni
trojuhelnikova matice s jedniEkami na diagonale &J horni trojuhelnikova matice.

LU rozklad Gzce souvisi s odstup-ovanym tvarem matice. Za nmii U m-°eme vzit odstup-ovany tvar
matice A a matici L m-°eme ziskat z elementarnich Uprav, proto®e v zasad¥ p°edsvuje akumulované
elementarni Upravy. Pokud z elementarnich Uprav poulivamegyouze p°iEteni nasobku °adku k n¥jakému
pod nim (tedy bez prohazovani °adk-), tak matice Ej ( ) takovychto Gprav jsou dolni trojuhelnikové
a jejich inverze Ejj ( ) ' = Ejj( ) taky. Proto%e soufin dolnich trojihelnikovych matic je op¥ dolni
trojuhelnikova matice, tak ndm daji dohromady hledanou maici L. Zakladni algoritmus tedy m-°e byt:

P°ever A na odstup-ovany tvar U: tedy Ey :::E;A = U, z £eho®A = Fl L. 2 E,lU.

Uv¥domime-li si jak se invertuje matice elementarni Gpravylze L konstruovat \belice efektivn¥ a dokonce
ob¥ maticeL a U m-°eme udrlovat v jedné matici. Asymptoticka slo®itost LU r ozkladu pak je stejna jako
slo®itost vypo£tu REF tvaru, tedy %n3, viz poznamka 2.19.

Peiklad 3.47. Upravme matici A tak, °e namisto nul pod diagonalou budeme zapisovat koe ciaty
z elementarnich Uprav s maticiEj (), pro zd-razn¥ni jsou zakrou®kovany:

0 1 0 1
0, ; 4 o, 4, & 2 1 3 2 1 3
A=@ 4 1 7A %@ 11K @ 1 1§ @ 1 1§:
6 2 12 6 2 12 @ 1 3 @@ 2
Tedy
0 1 0 10 1
2 3 1 00 2 1 3
A=@ 4 1 A=@ 2 1 0A@ 1 1A=LU:
6 2 12 3 11 0 0 2 O

Algoritmus se da adaptovat i na p°ipad, kdy° p°i elementarnch Upravach musime n¥kde prohodit
°adky. Pak dostaneme LU rozklad matice vzniklé zA prohozenim n¥jakych °adk:. Obecn¥ toti® LU
rozklad neexistuje pro ka°dou matici (nap®. proA = ( ¢ 3)), ale po vhodném prohazeni °adk- u® ano.

LU rozklad ma 2iroké uplatn¥ni. Nap°iklad pro invertovani matic: A * = U L !, pro po£itani
determinantu det(A) = det( L) det(U) (viz kapitola 9) nebo pro °e2eni soustav rovnic. V zasad¥ unfeuje
matici A p°edzpracovat tak, aby dal?i vypo£ty na ni byly pak jednodu?i.

Peiklad 3.48. PouCiti LU rozkladu pro °e2eni soustavy Ax = b (tedy LUx = b):

1. Najdi LU rozklad matice A, tj. A= LU,

2. vy°e? soustavulLy = b dop°ednou substituci,

3. vy°e? soustavuUx = y zp¥tnou substituci.
Druhy krok v podstat¥ odpovida aplikaci jednotlivych krok- Gaussovy eliminace na pravou stranub,
zatimco t°eti krok je zp¥tna substituce tak, jak ji zname z Gaissovy eliminace. Vypo£etni slo®itost celého

algoritmu je asymptoticky stejna jako u Gaussovy eliminace
Nap°iklad pro soustavu s matici z p°ikladu 3.47

0 1
2 1 3| 1
Ajb =@ 4 1 7| S5A:
6 2 12| 2
Krok 2.
0 1
1 0 0] 1
Lib=@ 2 1 0| 5A ! y=( 1,7,2):

3 11| 2
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Krok 3.
0 1
2 1 3| 1
Ujy =@ 1 1| 7A 1 x=(5; 8 1':
O 0 2| 2
«e2enim soustavy Ax = bje tedy vektor x = (5; 8; 1)'. O

Podivejme se nyni na to, co se stane, kdy® p°i Gaussov¥ elingiai musime n¥kde prohodit dva °adky.
Nech” matice A je upravena na tvar E- :::E;A pomoci~ elementarnich Uprav p°i£teni nasobku °adku
k n¥jakému pod nim, a nech” nyni pot°ebuje prohodit °adkyi;j , co® je reprezentovano elementarni matici
Ejj, i <j . Dale, nech” p°edposledni Gprava s maticE- je tvaru Epq( ). Uv¥domme si, °e z charakteru
Gaussovy eliminace jeg <i.

Jsou-li indexové mnoCinyfi;j g afp; ag disjunktni, pak Ej Ep.q( ) = Ep;g( )Ej . V opaEném p°ipad¥ je
p2fi;jg. Prop=i dostanemeE; Epq( ) = Ejq( )Ej aprop=j analogicky Ej Ep.q( ) = Eiq( )Ej .
Tudi® m-°eme souhrnn¥ psat Ej E- = E%;, kde E® je matice elementarni Gpravy p°ifteni nasobku
°adku k n¥jakému pod nim. Podobn¥ m-°eme pokrafovat dal, a rneonec p°epi2emeE; E-:::E1A =

dostanemePA = LU, kdeL = (E?2:::E?) ! je hledana dolni dolni trojuhelnikova matice s jednifkami a
diagonale aP = E;,j; Ej,j, je takzvanapermuta£ni maticg nebo” zp-sobuje permutaci *adk- matice A
(srov. problém 4.2).

D-sledek 3.49. Ka°da matice A 2 R" " jde rozlo®it natvar PA = LU, kdeP 2 R" " je permuta£ni ma-
tice, L 2 R" " je dolni trojuhelnikova matice s jedniEkami na diagonale & 2 R" " horni trojuhelnikova
matice.

3.5 Numericka stabilita p°i °e2eni soustav, iterativni met ody

Numericka stabilita p°i °e2eni soustav

Na zav¥r kapitol v¥novanych soustavam rovnic a maticim zmiime, jak je to s numerickym °e2enim soustav
linearnich rovnic (srov. sekce 1.3). P°i numerickém °e2enia po£fitafich dochazi k zaokrouhlovacim chy-
bam a vypo£teny vysledek se m-°%e diametraln¥ lizit od spraviého °e2eni. Zaokrouhlovaci chyby se timto
zp-sobem projevuji zejména u tzv.2patn¥ podmin¥nych matic Je to pon¥kud vagni pojem, ale posta£i
nam p°edstava, e takovato 2patn¥ podmin¥na matice je v jiggm smyslu blizko k singularni matici, a tim
padem p°i po£itani s matici dochazi k ampli kaci zaokrouhleacich chyb. Toto je vnit°ni vlastnost matice,
a °adna numerickd metoda si s tim v principu nedoka®e zcela gadit. Detailn¥ o p°esnosti a stabilit¥ p°i
numerickych vypo£tech pojednava kniha Higham [2002].

Zakladni algoritmus Gaussovy eliminace tak, jak jsme ho p%stavili v sekci 2.2, je zrovna na zao-
krouhlovaci chyby citlivy. Existuji v2ak jiné metody nebo varianty Gaussovy eliminace, které se doka°i
s p°ipadnou nestabilitou vypo°adat trochu lépe. Nasledugi dva p°iklady ukazuji konkrétni soustavy se
2patn¥ podmin¥nymi maticemi. P°iklad 3.52 potom ilustrujepouCiti parcialni pivotizace pro zlep2eni p°es-
nosti vypo£teného °e2eni.

Peiklad 3.50. Uva®ujme dv¥ soustavy, které se li2i v jediném koe cientu palle toho, zda jsme zaokrouhlili
£islo & nahoru £i dol- (na t°i desetinna mista).

0:8351 + 0:667x2 = 0:168 0:8351 + 0:667x2 = 0:168
0:333%; +0:266x2 = 0:067 0:333%7 + 0:266x2 = 0:066
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Zatimco prvni soustava ma °e2enix;;x,) = (1; 1), ta druha ma °e?eni(x;X,) = ( 666 834).

X2 \

1+
Geometrickd p°edstava je pr-sefik dvou
tém¥° identickych p°imek, tak®e mala N1 xa
zm¥na v datech znamena potencialn¥ 11
velkou zm¥nu v pr-se£iku.

O
Peiklad 3.51. Jinym, typickym p°ikladem 2patn¥ podmin¥nych matic jsou tzv. Hilbertovy matice. Hil-
bertova matice H, °adu n je de novana (Hy);j = R i;j =1;:::;n. Nap°.
0 1
11
13 3
Ha= @ § 2K
1 11
3 4 5
Uvatujme soustavu H,x = b, kde jako pravou stranu zvolimeb:= Hyea kdee=(1;:::;1)7. «e2eni

soustavy je evidentn¥x = e, a proto®e H, je regularni, je to jediné °e2eni. Jak se se soustavou vypafa
pofitaf? Vypo£ty vMatlabu (R 2008b) double precision 52 bit-, co® odpovida p°esnosti 10 16, v roce
2019 ukazaly néasledujici slo°ky numericky spo£itaného °gai:

rozsah slo®ek °e2eni

8 xj=1

10 x; 2 [0:9997 1:0003]
12 x; 2 [0:700Q 1:2555]
14 x; 2 [ 5:5807 6:6260]

5

Tedy ji° p°i n 14 maji numerické chyby enormni vliv na p°esnost °e2eni. O

Peiklad 3.52 (Parcidlni pivotizace). Nyni uka®eme, °e parcialni pivotizace zmin¥na na stran¥ 26akto
vede k p°esn¥j2imu °e2eni, i kdy® ani ta samoz°ejm¥ neni va&k. ee2ime soustavu v aritmetice s p°esnosti
na 3 platné £islice:
10 3x; xp=1;
2X1+ X2 =0:

Bez pivotizace probihaji Upravy matice v omezené aritmeticeakto:

103 11 1 1000|1000 1 1000| 1000
2 1|0 2 1 0 0 2000 2000
1 1000| 1000 1 0| O
0 1 1 0 1| 1

Upravy matice s pouCitim parcialni pivotizace:

0% 1|1 2 1]0 1 0| 3
2 110 103 1|1 0 1| 1
Pro porovnani, skute£né °ezeni jg2939; 2339)T. O

Numerickou stabilitu m-°eme je2t¥ vylep?it tzv. Uplnou pivotizaci P°i ni pivota vybirdme nikoli v ak-
tualnim podsloupe£ku, ale v celé podmatici vpravo dole od dkalni pozice, a to tak, aby m¥l maximalni
absolutni hodnotu. Tim padem musime povolit prohazovani slupc- matice nejedna se sice o elementarni
°adkovou Upravu, ale v zasad¥ jde o p°ejmenovani prom¥nnyckipina pivotizace sice zlep2uje numerické
vlastnosti Gaussovy eliminace, ale vypo£etn¥ je trochu n&En¥j2i, a proto se v praxi moc nepou°iva.
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Iterativni metody

Poznamka 3.53 (Velké °idké soustavy) N¥které praktické ulohy (typicky p°i °e2eni soustav diferencial-
nich rovnic) vedou na velké, ale °idké, soustavy linearnichovnic Ax = b. «ad matice m-°e byt nap°iklad
n = 107, ale v¥t?ina prvk- matice jsou nuly. P°edpokladejme, % v kadém °adku je nanejvy? k nenulo-
vych hodnot, p°iEem°k je vyrazn¥ menzi ne°n, nap°iklad k = 10. Zde vyr-sta °ada p°irozenych otazek:
Nap°iklad, jak uchovavat matici A v pam¥ti pofitate (urEit¥ ne jako pole v2ech hodnot), abycha k jejim
prvk-m mohli efektivn¥ p°istupovat a vykonavat b¥°né matic ové operace?

Gaussova eliminace neni vhodnou metodou na °e2eni takovytchtyp- Uloh, proto®e elementarnimi
Upravami se maticeA zahusti, tj. vyrazn¥ vzroste podil nenulovych prvk:. Tim padem m-%e byt problém
uchovat matici v po£itatové pam¥ti. Navic Gaussova elimira nijak nevyu®iva toho, °e je matice °idka,
tak®e jiné metody mohou byt vyhodn¥j2i.

Krom¥ p°imych metod typu Gaussovy eliminace na °e2eni souav linearnich rovnic existuji i iterativni
metody, které od pofate£niho vektoru postupn¥ konverguji Re2eni soustavy. Vyhoda iterativnich metod
je men2i citlivost k zaokrouhlovacim chybam, a men2i £asov@ pam¥ ové naroky prav¥ pro velké a °idké
soustavy.

Jedna ze zakladnich iterativnich metod je Gaussova SeideVa metoda, uk&d®eme si ji na konkrétnim
p°ikladu. Metoda nekonverguje k °e2eni vedycky, konvergece se da ukazat jen pro urfité t°idy matic,
nap°®iklad, kdy° v ka°dém °adku je diagonalni prvek v¥t3i ne® soufet absolutnich hodnot zbyvajicich
prvk-.

Peiklad 3.54 (Gaussova Seidelova metoda) Uva®ujme soustavu
6x+2y z=4 2 x= (4 2y+2)
Xx+5y+z=3 y=3:38 x 2
X+y+4z=27 ' z=327 2 V)
Zvolme po£ate£ni hodnotyx© = y© = z0 =1 Iterafni krok je pak:
x(0 = 14 20 D4 g0 D),
y(l) = %(3 X(i) Z(i l))’
20 = L7 20 yO)y;

Postup opakujeme proi =1;2;:::, dokud se hodnoty neustali. Pr-b¥h prvnich 2esti iteraci:
iterace | x( y(® z0
0 1 1 1
1 0.5 03 6:425
2 1:6375 1:0125 6184375
3 2:034896  1:043854 5993516
4 2:013537 1.001411 5993584
5 1:999401  0:998597 5999949
6 1:999624  0:999895 6000212

Vidime, e ji° po n¥kolika iteracich mame aproximaci skutefiého °e2eni(2; 1;6)T. O

Vime z poznamky 2.19, % vypo£etni slo®itost Gaussovy elimace je asymptoticky%n3 operaci. Oproti
tomu jedna iterace Gaussovy Seidelovy metody vy®aduje pome °adov¥2kn aritmetickych operaci. Pofet
iteraci zavisi na vlastnostech maticeA a pa®adované p°esnosti. Vyhodou ale je, °e m-°eme iteraEninpces
v p°ipad¥ pot°eby zastavit a pou®it aktuélni vektor jako p°ibli°né °e2eni.

3.6 Aplikace

P°iklad 3.55 (Leontief-v model ekonomiky). Leontief-v 2 vstupn¥-vystupni model ekonomiky popisuje
vztahy mezi r-znymi odv¥tvimi ekonomiky.

2 Wassily Leontief (1906 1999) byl rusko-americky ekonom. J eho model ekonomiky pochazi z 30. let 20. stoleti, a byl za
n¥j roku 1973 ocen¥n Nobelovou cenou za ekonomii.
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Uvalujme ekonomiku sn sektory (nap®. zem¥d¥lstvi, pr-mysl, dopravu, atp.). Sekbr i vyrabi jednu
komoditu 0 mno°stvi x;. P°edpokladejme, °e vyroba jednotkyj-té komodity pot°ebuje &; jednotek i-té
komodity. OznaEmed; vysledny pofadavek na vyrobu sektorui. Nyni nd2 model vypada

Xi = aiiX1+ i+ anXp+ di; i=1;::;n:
V maticové form¥
X = Ax + d;
neboli
(In AXx=d:
Problém tedy vede na °e2eni soustavy linearnich rovnic, kd& = (Xx1;:::;Xn)' je vektor neznamych a

A 2 R", d 2 R" jsou dany. «e2eni méa explicitni vyjad°eni x = (1, A) *d a za mirnych p°edpoklad-
na matici A se da (s pokro£ilymi znalostmi maticové teorie) ukazat, °e €2eni je nezaporné, co® odpovida
nazemu o£ekavani.

Leontief model aplikoval na ekonomiku USA ve 40. letech 20.tsleti. Ekonomiku rozd¥lil na 500
sektor:, co® v tehdej?i dob¥ to byla p°iliZ velka soustava na vy°e2eni, a tak zredukoval model na 42
sektor-. Z praktickych d-vod- uka®eme zjednodu2eny model s e t°emi sektory zem¥d¥lstvi, zpracovatelsky
pr-mysl a slu®by. Realna data z roku 1947 jsou

0 1 0 1
0:4102 Q0301 00257 39:24

x = Ax + d = @0:0624 03783 01050 x + @ 60:02A ;
0:1236 01588 01919 13065

kde hodnoty slo®ek vektor- x ad jsou v mld. $. Vysledné °e2eni jex = (82:4; 13885;201:57)" , tedy celkova
produkce v zem¥d¥lstvi musi byt82:4mld. $, ve zpracovatelském pr-myslu 13885mid.$ a ve slu®béch
20157mld. $. O

P°iklad 3.56 (Interpolace polynomem) Uva°ujme problém interpolace bod- polynomem. M¥jme v rovin¥
n+1 bod- (Xo;Yo0), (X1;Y1), ..., (Xn;¥n), kdex; 6 x; proi 6 j. Cilem je najit polynom p(x) prochazejici
t¥mito body.

y p(x)
(X3Yy3)

(X1,¥1)
(X2;¥2)

0 (X4;Ya) \/ X

(Xs;Ys)

Hledejme interpola£ni polynom ve tvarup(x) = anx" + :::+ a;x + ag. Dosadime-li dané body, dostavame
soustavu rovnic

anXg + 111+ arXg+ aog = Yo;
anX] + i+ agxXy + ag = yi;

anXp + 11+ aiXy + ag = Yn!

matici, nazyvanou Vandermondov& . Proto jsme také hledali polynomp(x) stupn¥ n: polynom menziho

% Francouzsky matematik Alexandre Théophile Vandermonde ( 1735 1796) byl i jednim ze zakladatel- matematické teorie
uzl-.
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stupn¥ by nemusel existovat (vice rovnic ne® prom¥nnych) aaopak polynom vy22iho stupn¥ by nemusel
byt jednoznaEny (vice prom¥nnych ne® rovnic). Jak uk&d°eme dle, na2e £tvercovad matice je regularni a
proto polynom stupn¥ n vedy existuje a je urEeny jednoznaf£n¥. Polynom pak ziskamey¥e2enim soustavy
rovnic.

Regularita matice soustavy se uka®e nasledujicimi elemeatnimi Upravami. Proto® se regularita za-
chovava maticovou transpozici (tvrzeni 3.35), m-°eme proad¥t elementarni Upravy i na sloupce. Nejprve
od ka°dého sloupce krom¥ posledniho odefteme-nasobek sloupce t¥sn¥ napravo a pak pio=1;:::;n
vyd¥lime i-ty °adek £islemx; 1 Xn. A° na posledni °4dek a sloupec dostaneme Vandermondovu mat
menziho °adu, kterou upravujeme rekurzivn¥ dale.

0, 5 1 0 1
Xp iiOXg (Xo  Xn)XQ it (Xo Xn)Xp Xo Xpn 1
X] o x% 1 %(xl xn)xl SRS (X1 Xp)X1 X1 Xp 1§
Xpooin xﬁ O(xn xn)x 1 (Xn xnlxn Xn Xn 1
XD i S I an 0 1 1
n
Xp 1o Xn 1 1o 0 O )
0o 0O O 1
Interpolaci polynomem z pohledu vektorovych prostor- nastinime pozd¥ji v p°ikladu 5.77. O

Peiklad 3.57 (Diskrétni a rychla Fourierova transformace) Z p°edchoziho p°ikladu mame v zasad¥ dv¥
mao°né reprezentace polynomuyp(x), prvni je zakladni tvar p(x) = anx"+:::+ a;x+ ag a druha je seznamem
funk£nich hodnot vn+1 r-znych bodech. Mezi t¥mito reprezentacemi m-°eme snadno Pechézet. Z prvni
na druhou stafi zvolit libovolnych n + 1 bod- a spo£itat funkEni hodnoty, a druhy sm¥r jsme rozebiral
naho°e.

Ktera reprezentace je vyhodn¥j2i? Ka°da na n¥co jiného. Deje tomu, °e chceme um¥t efektivn¥
sfitat a nasobit polynomy. V prvni reprezentaci je s£itanigdnoduché, stoji nas to °adov¥ aritmetickych
operaci, ale vynasobit polynomy déa trochu zabrat, to u® stoj *adov¥ 2n? aritmetickych operaci. V druhé
reprezentaci stoji s£itani i nasobeni °adow¥, pokud zname funk£ni hodnoty polynom- ve stejnych bodech.
Toto by nas mohlo inspirovat k tomu nasobit polynomy v zaklachim tvaru tak, °e spofitame funkEni
hodnoty ve vhodnych bodech, vyndsobime a p°evedeme zp¥t. Auwtef£n¥, pokud se zvoli vhodné body,
Ize transformaci mezi reprezentacemi implementovat tak, € stoji “adov¥ n log(n) aritmetickych operaci
pro urfitou konstantu > 0, a tolik °adov¥ stoji i vysledné nasobeni polynom-. T¥mto tansformacim se
°ik& Fourierova transformace, viz p°iklad 10.41 a [Stanoky a Barto, 2018], [T-ma, 2003, kap. 15].

Um¥t rychle nasobit polynomy je prakticky velmi pot°ebné. Nap°iklad i obyEejné nasobeni reélnych
£isel v desetinném rozvoiji si Ize p°edstavit jako nasobeniofynom-. O

P°iklad 3.58 (Komprese obrazku) Uka°eme jednoduchou kompresi obrazku pomoci tzv. Haarovyrans-
formace (jinou kompresi zminime v p°ikladu 13.24). P°edpdidejme, °e maticeM 2 R™ " reprezentuje
obrazek, ve kterem pixel na pozici(i;j ) ma barvu s £islemm;; . Rozd¥lime maticiM na jednotlivé pod-
matice A velikosti 8 8, které budeme postupn¥ komprimovat (pro jednoduchost p°egokladame, °e £isla
m; n jsou d¥litelna osmi).

Zakladni my2lenka komprese spofiva v takové transformaci atice A, abychom dostali v matici co
nejvice nul proto®e pak stafi ukladat pouze nenulova £islakompresi rozd¥lime do t°i krok:-. Nejprve
sdru®ime prvky matice do dvojic a; ;a;j+1, 1 2 f1;:::;89, ] 2 f1;3;5;79. Jejich pr-m¥r 2(aIJ + & +1)
ulo®ime do matice8 4 a zprava doplnime tuto mat|C| 0 jejich odchylky 2(a.J a;;j +1). Vyslednou matici
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Z matice A dostaneme alternativn¥ tak, °e matici A vynasobime zprava regularni matici

0 1

Hsg

O O O O O O NRENPRP
O O O oNdNENEF O O
o O NN O O o O
NIRLENIFE O O O O o o
O O O O o o NENRP
O O o o NN O O
o o NN O O O O

NRENIFE O O

V druhém kroku aplikujeme analogicky postup na matici AH g, ale tentokrat jen na prvni £ty°i sloupce.
Vysledek tedy dostaneme vynasobenim maticAH g zprava matici

Ha 044
Oga 14

Ve t°etim kroku pak stejny postup poulijeme pouze na prvni da sloupce vysledné matice, co® vyjad°ime
vynasobenim zprava matici

Hz 0Oz

Os2 e

V souhrnu m-°eme v2echny t°i kroky vyjad°it jako jediné mati cové nasobeniAH , kde

0 1

Sb 3 0 3 0 0 0

i 1 1 9 1 o0 o0 o
i§41002100

Hs O Hz O 11 19 0 1o o0

H=H 4 Y44 22;6:33 2 )
8 044 1s Oz o L1 o9 1 o0 o 1 o
; ; 8 8 ) 2

i o 2 0o o % o0

L fo o o o0 3

11 1 1

s 8 0 21 0 0 0 3

Tuto sérii Gprav budeme aplikovat i na °adky, tudi® vysledna matice A®po transformaci se da vyjadeit jako
A%= HTAH . Proto®e matice H je regularni, Ize se vrétit k p-vodni matici A Gpravou A = H TAH 1.

Proto®e £asto v obrazku maji sousedni pixely stejnou £i podmou barvu, takovymto pr-m¥rovanim
hodnot p°isluzné matice m-°eme dostat po transformaci hodr¥ nul nebo nule blizkych £isel.

Vy2e zmin¥na komprese je bezeztratova. VW22i U£innosti koprese m-°eme dosahnout pokud v matici
A° vynulujeme v2echny hodnoty, které jsou v absolutni hodnot¥menz2i ne® pevna hranice" > 0. Tento
peistup w° vede ke ztrat¥ urfité informace. Pom¥r nenulovylt £isel v matici A p°ed a po vynulovani
malych hodnot se pak nazyvékompresni pom¥r

Nasledujici obrazky ilustruji kompresi pro r-znou volbu kompresniho pom¥ruk. Ve skute£nosti matici
H je2t¥ p°ed pouCitim upravime tak, °e ka®dy sloupefek vyd¥iine jeho eukleidovskou normou vysledna
matice je tzv. ortogonalni (viz sekce 8.6) a ma lep?i vlastnsti.
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original (k =1) k=10

k =50 k =100 U

Ukazka prace s Matlabem / Octave

Zde uvadime dal?i p°ikazy pro praci s maticemi v prost°edi Mdabu £i Octave.
Zadani konkrétnich matic A;B;C :

>> A=[1 2; 3 4], B=[1 1; 1 1], C=[1 0 2:0 1 0]
A~=
1 2
3 4
B =
1 1
1 1
C =
1 0 2
0O 1 O

Souf£et dvou maticA + B:

>> A+B
ans =
2 3
4 5

Nasobek maticeA, konkrétn¥ 5A:
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>> 5*A
ans =
5 10
15 20

Souf£in dvou maticAC:

>> A*C
ans =
1 2 2
3 4 6

Transpozice maticeC:

>> C'
ans =
1 0
0 1
2 0

Wtvo°eni jednotkové matice °adu 2:

>> eye(2)
ans =
1 0
0 1

Wtvo°eni nulové matice velikosti 2 3 a ulo®eni do maticeM :

>> M=zeros(2,3);

Zadani konkrétnich vektor- x;y:

>> x=[1,;2;3]; y=[2;0;5];

Witvo°eni diagonalni matice s prvky podle slo®ek vektorux:

>> diag(x)
ans =
1 0 O
0 2 O
0O 0 3

Skalarni soufin vektor- xy:

>> X'y
ans = 17

Vn¥j2i soufin vektor- xy':
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Inverze matice A:

>> x*y'

ans =
2 0 5
4 0 10
6 0 15

>> inv(A)

ans =
-2.00000  1.00000
1.50000 -0.50000

LU rozklad matice A, ti. PA = LU pro permutaEni matici P:

Vandermondova matice sestavena podle sloek vektoru:

>> [L,U,P]=lu(A)
L =
1.00000 0.00000
0.33333 1.00000
U~=
3.00000 4.00000
0.00000 0.66667
P =
1
1 0

>> vander(x)

ans =
1 1 1
4 2 1
9 3 1

Wtvo°eni blokové matice (A j C):

>> [A~C]

ans =
1 2 1 0 2
3 4 0 1 O

Problémy

3.1.

3.2.

3.3.
3.4.

Bug A 2 R" "; b2 R". Navrhn¥te co nejefektivn¥j?i zp-sob vypo£tu Akb v zavislosti na k;n,
m¥°ime-li efektivitu po£tem aritmetickych operaci s £isly(pro jednoduchost po£itejte jen soufiny
£isel).

UkaCte, %e asymptoticka slo®itost vypo£tu inverzni matice k matici A 2 R" " je 2n3. Hint: WuCijte
Gaussovu eliminaci a zp¥tnou substituci. Uka°te, °%e ob¥ £dispot°ebuji *adov¥ n® operaci, pokud
upravujeme aktualn¥ v°dy jen tu £ast matice, ktera se poteni@ln¥ m¥ni.

Dokacte, °e soustavaAx = b ma °e2eni prav¥ tehdy kdy?ATy =0; b’y =1 nema °e2eni.

Na °e2eni soustavy rovnicAx = b s regularni matici se m-°eme divat jako na funkci (A j b) 7!
x = A 1b, ktera vstupnim hodnotam, reprezentovanym prvky maticeA a vektoru b, p°icadi °e2eni
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3.5.

3.6.

soustavy. Znate-li pojem derivace, spo£itejte derivaci té funkce podlea; .

Buo A 2 R" " a oznaEme jakdA; levou horni podmatici A velikosti i, tj. vznikne z A odstran¥nim
poslednichn i °adk- a sloupc-. Uka°te, °e matici A Ize upravit na RREF tvar bez vym¥ny

regularni.

(Souboj o regularitu) René a Simona hraji hru s matici °adun 2. René p°i°adi n¥jakému polifku
libovolné realné £islo, pak Simona p°i°adi jinému polifkuiflo atd. dokud se nezaplni cela matice.
René vyhraje, pokud je vyslednd matice regularni, a Simonayhraje, pokud je singularni. Ma

n¥kdo vit¥znou strategii? A jaka bude situace, kdy° zafne 8iona?
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Shrnuti ke kapitole 3. Matice

Matice je jeden ze zékladnich objekt- v informatice a aplikované matematice. Ma-
tice kompaktnim zp-sobem reprezentuje data, zobrazeni, vahy aj., a proto r-zné
charakteristiky matic odré®i r-zné vlastnosti p-vodniho p roblému.

Abychom s maticemi mohli dob°e pracovat, zavedli jsme zakidni operace s£itani,
nasobku, soufinu a transpozice. Existuje celd °ada speaiidh typ- matic. D-le-
%itym typem jsou regularni matice, které odpovidaji soustaam linearnich rovnic
s jedinym °e2enim pro libovolnou pravou stranu. Navic jsou ® p°esn¥ ty matice, pro
které existuje inverzni matice pro operaci maticového soufiu. Daji se také poskladat
jako souf£in n¥kolika matic elementarnich Uprav. Regularnimatice tedy odpovidaji
ekvivalentnim Upravam p°enasobenim soustavy regulérni ratici se mno®ina °e2eni
nezms¥ni.

Pokud maticov¥ analyzujeme Gaussovu eliminaci, dosp¥jentetomu, °e (za ur£itych
p°edpoklad-) Ize matice soustavy zapsat jako soufin dolni éorni trojuhelnikové
matice. Tento LU rozklad se hodi nejen pro n¥které vypo£ty s mticemi, ale i pro
teoreticky rozbor Gaussovy eliminace.



Kapitola 4

Grupy a t¥lesa

Tato kapitola je v¥novana zakladnim algebraickym strukturam jako jsou grupy a t¥lesa. Jsou to abstraktni
pojmy zobec-ujici dob°e zndmé obory redlnych (racionalrtic komplexnich aj.) £isel s operacemi s£itani a
nasobeni.

Pro hlub?i informace a souvislosti dopln¥né mnoha nazornyinvizualizacemi doporu£uji knihu Carter
[2009].

4.1 Grupy

Grupa je velmi abstraktni algebraicka struktura. Jedna se vzasad¥ o mno®inu s binarni operaci, ktera
musi spl-ovat n¥kolik zakladnich vlastnosti. Jak nahlédneme v sekci 4.2, pomoci grup se popisuji symetrie
(nejen geometrickych) objekt-. Diky jejich obecnosti a abdraktnosti m-°eme grupy najit mnoha v r-znych

oborech: fyzika (Lieovy grupy), architektura (Friezovy grupy), geometrie a molekularni chemie (symetrické

grupy) aj.

Denice 4.1 (Grupa). Buz :G? ! G binarni operace na mno°in¥G. Pak grupa je dvojice (G; )
spl-ujici:

(1) 8a;b;c2G:a (b o)=(a b c (asociativita),
(2 9e2G8a2G:e a=a e=a (existence neutralniho prvku),
(3) 8a2G9%2G:a b=Db a=e (existence inverzniho prvku).

Abelova (komutativni) grupa je takova grupa, ktera navic sp-uje:
(4) 8a;b2G:a b=Db a (komutativita).

V de nici grupy je implicitn¥ schovana podminka uzav®enost, aby vysledek operace nevypadl ven
z mnoCiny G, tedy aby pro ka®dé dva prvky a;b2 G platilo a b2 G. Pokud je operaci s£itani, v¥tsinou
se znafi neutrdlni prvek0 a inverzni a, pokud jde o nasobeni, neutralni prvek se oznafujk a inverzni
al

Pozndmka 4.2 (De nice konstrukci vs. axiomy). Matematicky objekt Ize zavést bur konstrukci z n¥-
jakych ji° vytvo°enych objekt:, nebo speci kaci vlastnost i (axiom:), které ma spl-ovat. De nice grupy

spada do druhé skupiny, podobn¥ jako de nice t¥lesa v sekci.3l £i vektorovych prostor- v kapitole 5.

Grupou pak je jakykoli objekt, ktery spl-uje dané vlastnosi. Axiomaticka de nice ma tu vyhodu, °e nas
nesvazuje s jednim konkrétnim objektem jakoukoli vlastnat, kterou odvodime pro axiomaticky de -
novany objekt potom automaticky plati pro ka°dy konkrétni p °ipad. Mnoho konkrétnich p°iklad- grup

ukazujeme v nasledujicim odstavci.

Peiklad 4.3. Pciklady grup:

Dob°e znamé obory celych £is€lZ; +) , racionalnich £iselQ; +) , reélnych £isel(R; +) a komplexnich
£isel(C;+) . Neutralnim prvkem je 0, inverznim prvkem k prvku aje a. Komutativita a asociativita
sEitani zjevn¥ plati.

63
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Grupy matic (R™ ";+). Neutralnim prvkem je nulovd matice O rozm¥rum n, inverznim prvkem
k matici A je A. Komutativita a asociativita s£itani plati s ohledem na tvrzeni 3.5.

Kone£na grupa(Z,;+), kde mno®na Z, = f0;1;:::;n 1g a s£itani se provadi modula. Neut-
ralnim prvkem je O, inverznim prvkem k prvku a je amodn.

fiselné obory s nasobenim, nap®(Q nf0g; ), (R nf0g; ). Nulu musime vynechat, proto®e nema
inverzni prvek. Neutralnim prvkem je nyni 1, inverznim prvkem k prvku a je a 1.

MnoCina realnych polynom- prom¥nné x se s£itanim (pro zakladni operace s polynomy viz sekce 1.5).
Vy2e zmin¥né grupy jsou Abelovy. Dva d-le®ité p°iklady neabelovskych grup jsou:

Zobrazeni na mno®in¥ s operaci skladani, nap®. rotace R" podle pofatku nebo pozd¥ji probirané
permutace (sekce 4.2). Rotace v rovinR? jsou je2t¥ komutativni, ale ve vy2?ich dimenzich komuta-
tivitu ztracime. Neutralnim prvkem je oto£eni o nulovy Uhel, inverznim prvkem je oto£eni o opa£ny
Uhel zp¥t.

Regularni matice pevného °adwn s nasobenim (tzv. maticova grupa). Neutralnim prvkem jel 5, in-
verznim prvkem k matici A je inverzni matice A . Asociativita maticového sou£inu byla nahlédnuta
ve tvrzeni 3.9.

Peiklady negrup:
(N;+), (Z; ), (Rnf0g;?), ... O

Tvrzeni 4.4 (Zakladni vlastnosti v grup¥). Pro prvky grupy (G; ) plati nasledujici vlastnosti.

(1) a c=b cimplikuie a=b (tzv. kraceni),

(2) neutralni prvek e je urfen jednoznafn¥,

(3) pro ka°dé a2 G je jeho inverzni prvek urfen jednoznaf£n¥,

(4) rovnice a x = b ma prav¥ jedno °e2eni pro ka°dé&; b2 G,

®) (@t *=a

@) (@ b t=bl al

D-kaz. Ukaeme jen n¥kolik vlastnosti.

1)
a c=b c = ¢ ! zprava
a (cchH=b (c ¢}
a e=b e
a=b

(2) Existuji-li dva r-zné neutralni prvky e;;e, pake; = ¢ € = e, ca° je spor.
(3) Existuji-li k prvku a 2 G dva r-zné inverzni prvky aj;ap, paka a; = e= a ap a z vlastnosti
krdceni dostavamea; = ay, co° je spor.

(4) Wnasobime rovnosta x = b zleva prvkema ! a dostaneme jediného kandidatax = a ' b.
Dosazenim ov¥°ime, °e rovnost spl-uje. O

Tak jako mnoCiny doprovazi pojem podmnaoCina, tak nelze mlwit o grupach a nezminit podgrupy.

De nice 4.5 (Podgrupa). Podgrupagrupy (G; ) je grupa(H; ) takova,°eH G a pro v2echnaa;b2 H
platia b= a b Znafeni:(H; ) (G; ).

Jinymi slovy, se stejn¥ de novanou operaci spl-ujeH vlastnosti uzav°enost a existence neutralniho a
inverzniho prvku. To jest, pro ka°dé a;b2 H jea b2 H, ddlee2 H, a pro ka°déa2 H jea 12 H.

P°iklad 4.6.
Ka°da grupa (G; ) ma dv¥ trivialni podgrupy: sama sebeg(G; ) a(feg; ).
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(N;+) 6 (Z;+) (@) (Rj+)  (C+). O

Peiklad 4.7. UkaC’te, °%e podgrupy jsou uzav°ené na pr-nik, ale ne na sjednoeni. Jinymi slovy, uka‘te,
% pr-nik dvou podgrup grupy (G; ) je op¥t jeji podgrupa a najd¥te p°iklad, kdy sjednoceni podgp ji°
podgrupa neni. O

4.2 Permutace

Dal2im p°ikladem grup je takzvana symetrickd grupa permutai, proto si povime n¥co vice o permutacich.
P°ipome-me, °e vzajemn¥ jednozna£né zobrazeni X ! Y je zobrazeni, které je prosté (°adné dva r-zné
prvky se nezobrazi na jeden) a na (pokryje celou mnao®inuy).

De nice 4.8 (Permutace). Permutace na kone£né mno®in¥X je vzajemn¥ jednozna£né zobrazepi X !
X.

znaf£iS,. Zadani permutace je mo°né nap°®iklad:

Tabulkou, kde naho°e jsou vzory a dole jejich obrazy
2
1

3456
3 56 4

1
P= 2
Grafem vyzna£fujicim kam se ktery prvek zobrazi

¢«
2 3

Rozlo®enim na cykly

p=(1;2)3)4;5;6);

na ap, a, se zobrazi naaz, atd. a® ax ; se zobrazi naax a nakonecay se zobrazi naa;. Z de nice je
patrné, °e ka°dou permutaci Ize rozlo®it na disjunktni cykly. V nasledujicim textu budeme nejtast¥ji
pou‘ivat redukovany zapis

p=(1;2)(4;56);

ve kterém vynechavame cykly délky 1.

P°ikladem jednoduché, ale netrivialni, permutace jeranspozice co® je permutacet = (i;j) s jednim
cyklem délky 2 prohazujici dva prvky. Jednodu??i u® je jenom identita id zobrazujici ka°dy prvek na sebe.
Inverzni permutace a skladani permutaci je de novano steji jako pro jina zobrazeni:

De nice 4.9 (Inverzni permutace). Bua p 2 S,. Inverzni permutace k p je permutacep ! de novana
p *(i)= ], pokud p(j) = i.

Peiklad 4.10. (i;j) Y=(i;j), (k) *=(k;ji), ... O
De nice 4.11 (Skladani permutaci). Buote p;q2 S,. Slo®ena permutacep ¢ je permutace de novana
(P 9)(i) = p(a(i)).

Peiklad 4.12. id p=p d=p,p pl=p?! p=id,... O
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Skladani permutaci je asociativni (jako ka°dé zobrazeni)ale komutativni obecn¥ neni. Nap°iklad pro
pP=(1;2),q=(1;3;2) mamep q=(1;3), aleq p=(2;3).
Vyznamna charakteristika permutace je tzv. znaménko.

Denice 4.13 (Znaménko permutace) Nech” se permutacep 2 S, sklada zk cykl-. Pak znaménko
permutace je £islosgn() =( 1) K.

Peiklad 4.14. sgn@d) =1; sgn((;j)) = 1, ... O

Znaménko je vedy 1 nebo 1. Podle toho se té° rozd¥luji permutace nasudé (ty, co maji znaménko
1) a naliché (ty se znaménkem 1).

V¥ta 4.15 (O znaménku slo®eni permutace a transpozice)Bua p2 S, a buat = (i;j ) transpozice. Pak
sgn() = sgnt p)= sgn(P t).

D-kaz. Dok&%°emesgn(p) = sgnt p), druh& rovnost je analogicka. Permutacep se sklada z n¥kolika
cykl-. RozliZme dva p°ipady:
Nech”i;j jsou £4&sti stejného cyklu, oznaEme jdji;uq1;:::;Ur;j;V1;:::;Vs). Pak
(G5) (Guaszsugfvasiisvs) = (ugiu)(iva; i vs);

tedy pofet cykl- se zvy?i o jedna. Viz obrazek, kde £erné 2ipik znazor-uji p-vodni cyklus a pIné 2ipky
nové dva cykly:

Ui
] [ ]
WA
b ,-k
! 1
I 1
"\ /
j.‘ =Vs
oL 70/
Vi
Nech” i;j ndle®i do dvou r-znych cykl-, nap®. (i;uq;:::;u)(j;ve;:::;Vs). Pak
(|J) (Iul;....u)(J Vl;....vs)_(lul;....ur,J V1J"'§Vs),

tedy po£et cykl- se sni® o jedna.

,/\/“\

€ Vs

Loy )

\/\/

url

V ka®dém p°ipad¥ se pofet cykl- zm¥ni o jedna, a tudi® i vysledé znaménko. O

V¥ta 4.16. Ka°dou permutaci Ize rozlo®it na slo®eni transpozic.

rozIo0
(ug;zis;ue) =(ug;u2)  (ug;uz) (us;ug) oo (ue 15up): O
Poznamenejme, % rozklad na transpozice neni jednoznafrgpkonce ani pofet transpozic ne. Pouze
jejich parita z-stane stejna.
Vy2e zmin¥né vlastnosti maji °adu d-sledk- ohledn¥ znaménlka permutaci.
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D-sledek 4.17. Plati sgn(p) =( 1)", kder je pofet transpozic p°i rozkladup na transpozice.

D-kaz. Je to d-sledek v¥ty 4.15. Wjdeme z identity, ktera je suda. Ka°da transpozice m¥ni znaménko,
tedy vysledné znaménko budg 1)'. O

D-sledek 4.18. Bum p;q2 S,. Pak sgn(p @) = sgn(p)sgn(q).

D-kaz. Nech’ p se da rozlo®it nar; transpozic agnar; transpozic. Tedyp qlze slo®itzr,+ r, transpozic.
Paksgnp o) =( 1)*""2=( 1)*( 1)2 =sgn(p)sgn(). O

D-sledek 4.19. Bum p2 S,. Pak sgn(p) = sgn(p 2).
D-kaz. Plati 1 =sgn(id) =sgn(p p 1) =sgn(p)sgn(p 1), tedy p;p * musi mit stejné znaménko. O

Pozndmka 4.20. Krom¥ po£tu cykl- a po£tu transpozic jde znaménko permutace zavést také nap°iklad
pomoci po£tu inverzi. Inverzi zde rozumime uspo°adanou djoi (i;j ) takovou, e i <j ap(i) > p(j).
Ozna£ime-li po£et inverzi permutace jako | (p), pak plati sgn@) = ( 1)'®).

Poznamka 4.21 (Symetrickd grupa). Vra'me se zp¥t ke grupam. MnoCina permutaciS, s operaci skla-
dani tvo°i nekomutativni grupu (Sn; ), tzv. symetrickou grupu D4 se ukazat, °e ka®d4 grupa je isomorfni
n¥jaké podgrup¥ symetrické grupy (tzv. Cayleyova reprezaace, dokonce plati i zobecn¥ni na nekone£né
grupy). Podobnou roli hraji maticové grupy, proto®e ka®da konefna grupa je isomorfni n¥jaké maticové
podgrup¥ (linearni reprezentace) s tim, % t¥leso, nad ktgm s maticemi pracujeme, si m-°eme dop°edu
zvolit.

Grupa (Sn; ) se nazyva symetricka, proto®e ona a jeji podgrupy popisujiysnetrie r-znych objekt..
Kup®ikladu rovnoramenny trojuhelnik dole na obrazku je synetricky podle svislé osy, a této symetrii
odpovida permutace (2; 3). UvaCujeme-li je2t¥ zékladni symetrii danou podobnosti tojdhelniku se se-
bou samym, které odpovida permutaceid, potom symetrie tohoto trojuhelniku odpovidaji podgrup¥
fid; (2;3)g.

1

A,

Symetrie nasledujiciho objektu jsou rotace @ , 120 a 0240 . Tyto symetrie odpovidaji permutacim id,
(1;2;3) a (1;3;2) a popisuje je podgrupafid, (1;2;3), (1;3;2)g.

1

Symetrie rovnostranného trojuhelniku jsou soum¥rnosti pdle t¥°nic, které odpovidaji permutacim (1; 2),
(2;3) a (1;3), a dale otofeni a0 , 120 a 0240 . V2echny symetrie tedy p°edstavuji celou grupu(Ss; ).

1

Naopak nesymetrickému trojihelniku jako na obrazku dole pslu2i pouze identita, a proto jeho symetrie
p°edstavuji podgrupufidg.
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I

U zrodu symetrickych grup stal francouzsky matematik Evarste Galois (1811 1832), kdy° budoval
teorii °e?itelnosti hledani ko°en- polynom-. Pro ko°eny polynom- stupn¥ alespo- 5 neexistuje obecn¥
%adny vzorefek, viz poznamka 1.2. Galoisova teorie ale davévod, jak to otestovat pro konkrétni polynom,
tj. jestli ko°eny daného polynomu jdou vyjadcit pomoci zakldnich aritmetickych operaci a odmocnin.
P°ikladem situace, kdy to nelze, je polynomx® 2x 1.

Symetrie se studuji v mnoha dal2ich v¥dnich oborech. Nap°iad ve fyzice dokazaly p°edpov¥d¥t exis-
tenci n¥kolika elementarnich £astic je2t¥ p°ed tim, ne® seej poda’ilo objevit experimentaln¥. Znamou
ukazkou je predikce existence baryonu americkym fyzikem Murray Gell-Mannem v roce 1962.

Peiklad 4.22 (Loydova patnactka). Symetrické grupy a znaménko permutace se vyuCiji také p°i aalyze
hlavolam- jako je Loydova patnactka nebo Rubikova kostka. Rubikova kostka vy®aduje trochu hlub?i
rozbor, proto nahlédneme pod pokliEku pouze Loydovy patndky.

Loydova patnactka. Cilovy stav. [zdroj: Wikipedia]

Loydova patnactka je hra, ktera sestava z polet 4 a z kachlik- o£islovanych 1 a° 15. Jedno pole je
prazdné a p°esouvanim sousednich kachlik- na prazdné pole¥mime rozlo®eni kachlik-. Cilem je dosp¥t
pomoci t¥chto p°esun- k vzestupnému uspoc®adani kachlik- t&, jak je uvedeno na obrazku.

Otazka zni, které po£ate£ni kon gurace jsou °e?itelné a ki ne. Jestli°e o£islujeme jednotliva polifka
jako 1 a°® 16, pak kon gurace kachlik- odpovida n¥jaké permutici p 2 Si5 a p°esun kachliku odpovida
slo®eni p s n¥jakou transpozici. Ozna£ime-I(r;s) pozici prazdného pole, pak hodnoteh = ( 1)"*Ssgn(p)
z-stava po celou hru stejna, proto®e ka°dy posun kachliku zn¥ni o jednifku bucr nebos, ale zarove-
posun kachliku odpovida slo®enp s odpovidajici transpozici, £ili isgn(p) zm¥ni znaménko.

Cilova kon gurace ma hodnotu h = 1, tedy pofate£ni kon gurace sh = 1 °e?itelné byt nemohou.
Detailn¥j2i analyza [Vyborny a Zahradnik, 2002] uk&®e, °e ¥echny pofatefni kon gurace sh = 1 u°
°e?itelné jsou. O
4.3 T¥lesa

Algebraicka t¥lesa zobec-uji t°idu tradiEnich £iselnychbmr- jako je t°eba mnaoCina redlnych £isel na
abstraktni mnoinu se dv¥ma operacemi a °adou vlastnosti. @ nAm umo®ni pracovat s maticemi (s£itat,
nasobit, invertovat, °e?it soustavy rovnic, ...) nad jinymi obory ne® jen nad R.

Peiklad 4.23 (MotivaEni). Uva®ujme soustavu linearnich rovnicAx = b s regularni matici A. Soustava
ma tudi® jediné °e2eni. Jsou-li prvky matice (A j b) cela £isla, pak °e2eni nemusi mit celo£iselné slo°ky,
proto®e b¥hem uUprav dochazi k d¥leni. Jsou-li ale prvky matie (A j b) racionélni £isla, pak °e2eni ma
také racionalni slo°ky, proto®e b¥°nymi maticovymi Upravami provadime pouze aritmetické operace s £isly.
MnoCina racionalnich £iselQ mé tedy tu vlastnost, °e b¥°nymi maticovymi operacemi se nedstaneme
mimo Q. Podobnou vlastnost méa také nap°iklad mno®ina realnych £& R a mno®ina komplexnich £iselC.

]
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Zatimco grupa pracovala s jednou operaci, t¥leso je spojese dv¥ma operacemi. Je to v souladu s tim,
% na mno®in¥ redlnych £iseR poulivame b¥°n¥ také dv¥ operace, sfitani a nasobeni, a tytly¥ operace
maji speci cké vlastnosti (ka°da zvla?” i spole£n¥).

De nice 4.24 (T¥leso). T¥lesoje mno®ina T spolu se dv¥ma komutativnimi binarnimi operacemi+ a
spl-ujici

(1) (T;+) je Abelova grupa, neutralni prvek znafime0 a inverzni k a pak a,

(2) (T nf0g; ) je Abelova grupa, neutralni prvek zna£imel a inverzni k a pak a 1,

(3) 8a;b;c2T:a (b+c)=a b+a c (distributivita).

De nice t¥lesa si zaslou®i n¥kolik poznamek. Ka°dé t¥leso énaspo- dva prvky, proto®e z de nice nutn¥
vyplyva, °e 06 1. Dale, operace+ a nemusi nutn¥ p°edstavovat klasické s£itani a nasobeni, ateohou
byt de novany i jinak. Toto znafeni v2ak pou®ivame pro korespondenci se standardnimi £iselnymi obory.
Z tohoto d-vodu budeme také zkracen¥ psatab namistoa b.

Vlastnost inverzniho prvku v grup¥ (T;+) p°irozen¥ zavadi operaci de novanou jako p°iteni
inverzniho prvku, ti. a b a+( b). Analogicky vlastnost inverzniho prvku v grup¥ (T nf0Og; ) p°irozen¥
zavadi operaci = de novanou jako nasobeni inverznim prvkem, tj.a=b ab 1.

Pro£ jsme v de nici t¥lesa po®adovali, aby operace byly komtativni, kdy® jejich komutativitu impli-
citn¥ zahrnuje vlastnost Abelovych grup? D-vod je ten, °e druha Abelova grupa nic ne°ika o prvkuO.
Musime proto n¥jakym zp-sobem dodat, % i ndsobeni nulou je émutativni, tedy Oa = a0 pro ka°dé
az2T.

T¥leso se obfas zavadi bez komutativity nasobeni a t¥lesu srkutativnim nasobenim se pak °ika
komutativni t¥leso nebo pole, ale pro na2e Ufely budeme kortativitu automaticky p°edpokladat.

Podobn¥ jako podgrupy m-°eme zavést i pojem podt¥leso jako @dmnoCinu t¥lesa, ktera se stejn¥
de novanymi operacemi tvo°i t¥leso. Formalni de nici ji° neuvadime.

Peiklad 4.25. Pcikladem nekone£nych t¥les je nap°ikla®, R nebo C s b¥°n¥ pouCivanymi operacemi
sEitani a nasobeni. Mno®ina celych £isel ale t¥leso netvo®i, proto®e chybi inverzni prvky pro nasobrm,
(nap°. kdy® invertujeme celo£iselnou matici, tak £asto vykazeji zlomky a tim padem se dostavame mimo
obor Z). T¥leso netvo®i ani £isla reprezentovana na po£itafi v aémetice s pohyblivou desetinnou £arkou
jednak nejsou operace s£itani a ndsobeni uzav°ené (pokust faysledkem bylo hodn¥ velké £i hodn¥ malé
£islo), a jednak nejsou ani asociativni (diky zaokrouhlov#). Kone£nd t¥lesa prozkoumame pozd¥ji. [

Peiklad 4.26 (Kvaterniony) . Dal?im p°ikladem t¥les jsoukvaterniony. Jedna se o zobecn¥ni komplexnich
£isel p°idanim dalich dvou imaginarnich jednotel a Kk, jejich® druha mocnina je 1, a které jsou navic
svazany vztahemijk = 1. Zatimco s£itani se de nuje p°irozen¥, nasobeni je trochuoknplikovan¥j2i a
neplati u® pro n¥j komutativita. Kvaterniony pak tudi® tvo® i nekomutativni t¥leso. Pomoci kvaternion-
se dob°e popisuji rotace ve t°irozm¥rném prostoru a na2ly wpiti i v robotice nebo ve fyzikalni kvantové
teorii. Vice viz nap°®. Barto a T-ma [2018]. O

eadu zakladnich vlastnosti zd¥di t¥leso z vlastnosti p°isiznych grup (T;+) a (T nf0g; ). Nap®iklad
distributivita zprava (b+ c)a = ba+ ca plyne z levé distributivity a komutativity nasobeni. N¥kte ré
speci cké vlastnosti uvadime v nasledujici v¥t¥.
Tvrzeni 4.27 (Z&akladni vlastnosti v t¥lese) Pro prvky t¥lesa plati nasledujici vlastnosti.

(1) da=0,

(2) ab=0 implikuje, °e a=0 nebob=0,

3) a=( 1a.
D-kaz.
(1) Odvodime
Oa=(0+0)a=0a+0a =+( 0a)
( da)+0a=(0+0)a=( Oa)+0a+0a
0=0+0a

0=0a
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(2) Je-li a=0, pak v¥ta plati. Je-li a6 0, pak existuje a . Pronasobenim obou stran rovniceab= 0
zleva prvkema ! dostanemea 'ab= a !0, neboli1b=0.

(3) MameO0=0a=(1 la=1l1la+( la=a+( latedy a=( Da O

Druha vlastnost (a jeji d-kaz) p°edchozi v¥ty mj. °ikaji, °e p°i rozhodovani, zda n¥jaka struktura
tvo°i t¥leso, nemusime ov¥°ovat uzav°enost nasobeni na mMtimé¢ T n fOg (°Adné dva nenulové prvky se
nevynasobi na nulu), tato vlastnost vyplyva z ostatnich. Sa£i tedy jen uzav°enost nar.

Nyni se podivame na kone£na t¥lesa. Ji° v p°ikladu 4.3 jsmewdli mno®inu Z, = f0;1;:::;n 1g.
Operace+ a na této mno®in¥ de nujeme modulo n. Snadno nahlédneme, °&, a Z3 jsou t¥lesy, aleZ,
u® neni, nebo” prvek 2 nema inverzi2 1. Tento vysledek m-°eme zobecnit.

Lemma 4.28. Bur n prvofislo a bur06 a2 Z,. Pak p°i pouCiti nasobeni modulon plati
fO;1;:::;n 1lg=f0a;la;:::;(n Dag:

Poznamka.V mnoin¥ f0a;1a;:::;(n 1)ag se tedy postupn¥ objevi v2echna £islg;1;:::;n 1 (ne
nutn¥ v tomto po°adi) a ka°dé z nich prav¥ jednou.

D-kaz. Sporem p°edpokladejme, °eak = a’ pro n¥jakék;" 2 Z,, k 6 °. Pak dostavAmea(k ) =0,
tudi® buc a nebok ° je d¥litelné n. To znamena bura =0 nebok ~ = 0. Ani jedna mo°nost ale
nastat nem-°e, ca® je spor. U

V¥ta 4.29. Z, je t¥leso prav¥ tehdy, kdyh je prvo£islo.

D-kaz. Je-li n slo®ené, pakn = pqg, kde 1< p;q < n. Kdyby Z, bylo t¥leso, pakpg= 0 implikuje podle
tvrzeni 4.27 buc p=0 neboq= 0, ale ani jedno neplati.

Je-li n prvofislo, pak se snadno ov¥°i v2echny axiomy z de nice t¥a. Jediny pracn¥j2i m-°e byt
existence inverzea ! pro libovolné a 6 0. To ale nahlédneme snadno z lemmatu 4.28. Proto%0; 1;:::;n
1g= f0a;l1a;:::;(n 1)ag, musi byt v mno®in¥ napravo prvek 1, a tudi® existujeb2 Z, n f0g takové, °e
ba=1.Proto b= a 1. O

Peiklad 4.30 (T¥lesoZs). Pro ilustraci uvadime v tabulkach dole explicitni vyjad®eni obou operaci nad
t¥lesemZs:

+]10 1 2 3 4 01 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 2|10 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3|0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

V tabulkach se odra®i n¥které zakladni vlastnosti t¥les: Kmutativita se projevuje jako symetrie tabulek,
neutralni prvek kopiruje zahlavi tabulky do p°islu2ného °alku a sloupce, a nasobeni nulou dava nulu.
Vlastnost inverzniho prvku se pak projevuje tak, °e v ka°dém°adku a sloupci (krom¥ nasobeni nulou) je
uveden ka°dy prvek t¥lesa prav¥ jednou.

Inverzni prvky t¥lesa Zs jsou pak:

x [0 1 2
x|0 4 3

3 4 X‘01234
2 1 x1‘1324 0

Peiklad 4.31 (T¥lesoZ; a bity). T¥lesoZ, ma pro informatiky obzvl&2t¥ velky vyznam, proto®e pracuje
se dv¥ma prvky0 a 1, na které m-°eme nahliet jako na po£itafové bity. Mnoho b¥tych operaci s bity
pak lze p°etlumo£it v °e£i operaci v t¥les&,. Je snadné pak nahlédnout, °e operace s£itaniZ», odpovida
pofitatové operaciXOR a nasobeni odpovida operacAND. Podobn¥ i ostatni logické operace m-°eme
vyjad’it pomoci operaci v t¥leseZ,. Tim padem jakykoliv logicky £len digitalniho obvodu reprezentuje
n¥jaky aritmeticky vyraz nad Z,. O
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Pozndmka 4.32. Soustavy rovnic a operace s maticemi jsme zavad¥li nad t¥kxsm redlnych £isel. Nicmén¥
nic nam nebrani roz2i°it tyto pojmy a pracovat nad jakymkoli jinym t¥lesem. Je-li T t¥leso, pakT™ "
bude znafit matici ‘Adum n s prvky v t¥leseT. Jediné vlastnosti realnych £isel, ktery jsme pouCivali,
jsou p°esn¥ ty, které se vyskytuji v de nici t¥lesa; nepot°bovali jsme £isla odmoc-ovat ani mezi sebou
porovnavat ani nic podobného. Proto vezkeré postupy a teod vybudované v p°edchozich kapitolach 2
a 3 z-stanou v platnosti. M-°eme tak nap®iklad °e2it soustavy linearnich rovnic nad libovolnym t¥lesem
pomoci Gaussovy eliminace, hovo®it o regularit¥ matice Z" " £i hledat jeji inverzi.

Peiklad 4.33 (Vypo£et inverzni matice nadZs).

0 1 0 1 0 1
12 3/100 12 3/100 10 2/0 30
(Ajl3) =@ 0 4/0 1 A @ 1 3/3 1 0A @ 1 3/31O00A
33 4/00 1 0 2 0(201 00 4(/1 3 1
0 1 0 1
10 2/0 30 10 0|2 4 2
@ 1 3/31 0A @ 1 0({1 0 A= I3jA"
00 1(4 2 4 00 1(4 2 4 0

Poznamka 4.34 (Jak najit inverzi) . P°irozena otazka p°i po£itani nad t¥lesenZ, zni, jak najit inverzni
prvek k prvku x 2 Z, nf0g. Pro malé hodnoty p mohu zkusit postupn¥1;2;:::;p 1 dokud nenarazim
na inverzni prvek k x. Pokud p je hodn¥ velké prvo£islo, tento postup u® neni efektivni a pgiupuje se
tzv. rozzi°enym Eukleidovym algoritmem ktery najde a;b2 Z takova, °e ax + bp= 1. Z rovnice vidime,
e hledanou inverzix 1 je prvek a, bereme-li jeho zbytek po d¥lenp.

Nyni vime, °e existuji t¥lesa o velikostech odpovidajiciclprvo£isl-m. Existuji v2ak t¥lesa jinych veli-
kosti?

V¥ta 4.35 (O velikosti kone£nych t¥les) Existuji koneEna t¥lesa prav¥ o velikosteghl', kde p je prvo£islo
an 1

D-kaz vynechame, ale uka®eme zakladni my2lenku, jak sestrjit t¥leso o velikosti p". Takové t¥leso se
zna£! symbolem GF(p") a jeho prvky jsou polynomy stupn¥ nanejvy2n 1's koe cienty v t¥lese Zp,
tedy

Snadno nahlédneme, °e polynom- je spravny pofet, tedy". S£itani je de novano analogicky jako pro
realné polynomy; viz sekce 1.5. B¥°nym nasobenim bychom v2akohli dostat polynomy vy2ich stup--
ne®n 1. Proto nejprve zvolime libovolny pevny ireducibilni polynom stupn¥n, to znamena nerozlo®itelny
na souf£in dvou polynom- stupn¥ aspo- jedna (takovy polynom fdy existuje). Nasobeni se nyni provadi
tak, °e polynomy vynasobime b¥°nym zp-sobem a pak vezmeme gkek p°i d¥leni timto ireducibilnim
polynomem.

Dal?i zajimava vlastnost je, °e ka°dé kone£né t¥leso velilshi p" je isomorfni sGF(p"), to znamena, °e
takova t¥lesa jsou v zdsad¥ stejna a° na jiné oznafeni prvk:.

Peiklad 4.36 (T¥leso GF(8)). Mno®ina ma za prvky polynomy stup—- nanejvy? dva s koe cienty v Z,
GF(@®)= 0, 1; x; x +1; x%, x2+1; x>+ x; x2+ x +1g;
S£itani je de nované
(agx® + arx + ap) + (bpx® + byx + bp) = (@z + bp)x* + (@ + by)x + (@ + hy);

nap°®. (x + 1) + ( x2+ x) = x?+ 1. Uvame ireducibilni polynom, nap°®. x3 + x + 1. Pak nasobime modulo
tento polynom, nap®. x2 x= x 1=x+1,nebox? (x2+1)= x=x. O

Y GF = Galois eld, tedy Galoisovo t¥leso.
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De nice 4.37 (Charakteristika t¥lesa). Charakteristika t¥lesaT je nejmenz2in takoveé, %e

il.+l+{z:::+ =0:

Pokud takové n neexistuje pak ji de nujeme jako 0.
Kup°ikladu nekone£na t¥lesaQ, R £i C maji charakteristiku 0, t¥lesoZ, méa charakteristiku p.
Tvrzeni 4.38. Charakteristika t¥lesa je bua nula, nebo prvo£islo.

D-kaz. Proto®e 06 1, charakteristika nem-°e byt 1. Pokud by byla charakteristika slo®ené £islon = pq,
pak

AR APy

n= p q
tedy soufetp nebo q jedni£ek da nulu, co® je spor s minimalitoun. O

Poznamka 4.39. Jestli°e charakteristika t¥lesaT neni 2, tak m-°eme zavést n¥co jako pr-m¥r. OznaEme
symbolem2 hodnotu 1+ 1 a pak pro libovolné a;b2 T ma £islop = % a+ b) mavlastnosta p=p b,
je tedy stejn¥ vzdalené oda jako od b. (Viz d-kaz v¥ty 7.4 £i d-sledek 12.9.)

T¥leso s charakteristikou2 je Z, nebo obecn¥ji jakékoliv t¥lesdGF(2"), kde n 2 N. V t¥chto t¥lesech
tedy pr-m¥r 0 a 1 nelze zade novat, zatimco nap°iklad v t¥les&s je pr-m¥r £isel 0 a 1 £islo3.

Mala Fermatova v¥t&),pouCivana nap°. pro pravd¥podobnostni test prvo£iselndisvelkych £isel, se
fasto uvadi ve zn¥ni® 1 1 modp, tedy, % £islaaP ! a 1 maji stejny zbytek p°i d¥leni prvo£islemp.
V jazyce kone£nych t¥les v¥tu formulujeme takto:

V¥ta 4.40 (Mala Fermatova v¥ta). Buo p prvo£islo a bur06 a2 Z,. PakaP 1 =1 v t¥leseZp,.

fl::o;p 1lg=fla;:::;;(p Lag. Tudi°1l 2 3 ::: (p 1)=(0a (2a) (3a) ::: (p 1)a. Zkracenim

obou stran £isly1;2;:::;p 1 ziskdme po®adovanou rovnostL = a ::: a= aP 1. -
Peiklad 4.41. Jaka je hodnota2!! v t¥leseZ1;? Podle Malé Fermatovy ¥ty je20 =1, tudici 2110=1.
Proto 2111 = 2110+1 — 11091 = o L
4.4 Aplikace

Kone£na t¥lesa se poulivaji nap°iklad v kddovani a 2ifrovdn Na zav¥r této kapitoly ukd®eme praktické
vyuCiti t¥les prav¥ v kddovani, viz [Barto a T-ma, 2018, sekce5.8] [T-ma, 2003, kap. 11]. Jinou ukazkou
pouCiti je tzv. Secret sharing , viz [T-ma, 2003, kap. 4].

Peiklad 4.42 (Samoopravné kédy Hamming-v kéd (7;4;3)). Uvaujme problém p°enosu dat, ktera
jsou tvo°ena posloupnosti nul a jedni£ek. Zatimco Ulohou fiovani je transformovat data tak, aby je nikdo
nepovolany nep°efetl, tlohou kddovani je zlep2it jejich pEnosové vlastnosti. Tim myslime zejména um¥t
detekovat a opravit chyby, které p°i p°enosu p°irozen¥ vzikaji.

Kédovani vesm¥s funguje tak, °e odesilatel rozd¥li binarrposloupnost na Useky o délc&. Ka°dy Usek
pak urf£itou metodou p°etransformuje na Usek délkyk® ktery pak ode2le. P°ijemce dat pak transformuje
ka°dy Usek na p-vodni hodnoty. Podle zvolené metody je pak dwopen detekovat nebo i rovnou opravit
urfity po£et chyb, které v Useku vznikly. Pokud je v2ak pofetchyb p°ili2 vysoky, p-vodni Usek dat neni
schopen zrekonstruovat.

2 Mala Fermatova v¥ta byla formulovana francouzskym pravnik em a amatérskym matematikem Pierre de Fermatem roku
1640. Pro srovnani, Velk& Fermatova v¥ta z roku 1637 pak °ik4, °e neexistuji p°irozend £islax;y; z spl-ujici rovnici x"+y" = z"
pro n > 2. Tato v¥ta z-stavala dlouho jako otev°eny problém bez d-kaz u. Dokazal ji a° britsky matematik Andrew Wiles
roku 1993.
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Jednoduchy p°iklad. Pokud kddujeme tak, °e zdvojime ka®dy K, tedy nap°®. isekv = 010 zakddujeme
na v0= 001100, tak jsme schopni detekovat maximain¥ jednu chybu v ka°dém seku. Nicmén¥, neumime
data opravit. Pokud budeme kddovat tak, °e ka®dy bit ztrojim e, tedy nap°®. Usekv = 010 zakédujeme na
v®= 000111000 tak u® jsme schopni nejen detekovat, ale i opravit jednu chpu. Pokud p°ijemce dostane
Usek 000111010 vi, °e p-vodni Usek byl 000111000 anebo do?lo aspo- ke dv¥ma p°enosovym chybam.
Tento zp-sob kddovani je znaEn¥ neefektivni, uka®eme 2ikav¥j2i zp-sob.

Hamming-v kdd (7;4; 3) spo£iva v rozd¥leni p°enosovych dat na Useky o £ty°ech bitekteré zakddu-
jeme na sedm bit-. Tento kdd umi detekovat a opravit jednu p°enosovou chybu. Kédovani a dekdédovani
jde elegantn¥ reprezentovat maticovym nasobenim. Usek £yit- si p°edstavime jako aritmeticky vektor
a nad t¥lesemZ,. (l)(édovénl’ probiha vynasobenim vektorua takzvanou generujici maticiH 2 Z; 4

1 01

1101 1

101 001 1

1 00 1 0

nap°.:Ha=g0 1 1 1§= 0= = b

010 0 1

01 1

0 001 0

P°ijemce obdr°i Usek reprezentovany vektorenb. Bity p-vodnich dat jsou na zvyrazn¥nych pozicich
bs; bs; bs; by, ostatni bity by; by; by jsou kontrolni. K detekci a oprav¥ chyb pou®iva p°ijemce detkEni matici
D2 zg 7. Pokud Db = 0, nedo?lo k °4dné chyb¥ v p°enosu (nebo nastaly vice ne® dv¥yihy). V opafném
p°ipad¥ nastala p°enosova chyba a chybny bit je na pozidb, bereme-li tento vektor jako binarni zapis
p°irozeného £isla.

01
1
0 1BXe 01
0001111RBO 0
nap®.:Db= @0 1 1 0 0 1 ARBok = @A .. .v pocadku.
1010101R1 0
1
0
0 1
1
0 1Bl o0
0001111RO0 1
nap°.:Db= @0 1 1 0 0 1 A Bok = @A |, chyba na pozicill® = 6.
1010101R1 0
0

Jak to, °e chybny bit najdeme tak snadno? Proto®e vektorDb = (1;1;0)" je obsa®en v matici D
v 2estém sloupefku, stafi zm¥nit 2esty bit vektorub a u® bude platit rovnost Db = 0. V2Zimn¥me si, %
matice D obsahuje ve sloupcich v2echny nenulové vektory, tedy v2ecly mo°né vysledky soufinuDb jsou
pokryty. Navic sloupce maticeD vyjad°uji v binarnim zapisu £islal a°® 7, proto urfEime index poka®eného
bitu pomoci dvojkového vyjad°eni vektoru Db.

Popsat obecnou konstrukci maticH a D by bylo na pokro£ilou p°ednazku kédovani. Nicmén¥ je2t¥
n¥kolik podrobnosti k matici D zminime v p°ikladu 5.75. O

Problémy

4.1. Bur G kone£na grupa &H jeji podgrupa. Doka‘te, e velikost G je d¥litelna velikosti H . P°i d-kazu
mo°na vyulijete nasledujici mezikroky:

(@) oznaEmeaH = fah; h2 Hg®,
(b) pro ka®dé a;b2 G plati bue aH = bH, aneboaH \ bH = ;,
(c) pro ka°dé a 2 G plati, % velikost aH je stejn& jako velikostH .

% Tato mno®ina se nazyva levy koset.
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4.2.

4.3.
4.4.
4.5.

Pro permutaci p 2 S, de nujme matici P 2 R" tak, %@ Pj = 1 pokud p(i) = j a nula jinak.
UkaCte, °e tato de nice je ekvivalentni de nici permutaEni matice ze sekce 3.4. Dale zjist¥te, jak
vypada permuta£ni matice inverzni permutace a permuta£ni @atice slo®eni dvou permutaci.
DokaCte vlastnost z poznamky 4.20.

Spo£fitejte pr-m¥rny po£et cykl- v n-prvkové permutaci.

Urfete pravd¥podobnost, °e u nahodn¥ zvolené permua@ 2 S, je ten cyklus, ktery obsahuje
prvek 1, dlouhy p°esn¥k.
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Kapitola 5

Vektorove prostory

Vektorové prostory (v n¥kterych odv¥tvich oznafované takéako linearni prostory) zobec-uji dob°e znamy
prostor aritmetickych vektor- R". Stejn¥ jako u grup a t¥les je zade nujeme pomoci abstraktrch axiom:.

Prvni my2lenky na zavedeni vektor- pochazi od Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646 1716). Solidni
teorii v2ak vybudoval a® n¥mecky ufitel, lingvista a losof Hermann Grassmann (1809 1877) poté, co jej
roku 1845 o tomto problému (a o cen¥ za rozvinuti Leibnizovyt my2lenek) informoval August Ferdinand
Mobius (1790 1868). Pojmy, se kterymi se seznamime, jako méiklad podprostor £i linearni zavislost,
stejn¥ jako axiomatizaci pomoci komutativity, asociativity a distributivity, zaved| prav¥ Grassmann. Vy-
budovana teorie v2ak byla t¥°ka na pochopeni a ve své dob¥ sesetkala moc s pochopenim. S vyjimkou
Williama Rowana Hamiltona (1805 1865), ktery té° p°isp¥l k budovani teorie vektorovych prostor- a
pova®oval Grassmanna za génia, upadl Grassmann trochu v papom¥ni, ne® ho znovuobjevil italsky
matematik Giuseppe Peano (1858 1932). Soufasna verze deae vektorovych prostor- pochazi od n¥mec-
kého matematika Hermanna Weyla (1885 1955).

5.1 Zé&kladni pojmy

P°iklad 5.1 (MotivaEni). Uspo°adanan-tice realnych £iselv = (vy1;:::;vy) ma v eukleidovskémn-
dimenzionalnim prostoru R" dv¥ mo°né interpretace a ob¥ budeme pro geometrickou p°edstu pouCivat.
M-%°eme se na ni divat jako na jeden konkrétni bod nebo jako na gktor. Vektor udava sm¥r od po£atku

komutativni a asociativni.

\ u+v=v+u

—_
-
—_
—

vektoru udava stejny sm¥r (pokud > 0) nebo opa£ny sm¥r (pokud < 0). Jsou spin¥ny zakladni
vlastnosti jako nap°iklad distributivita v-£i s£itani.

e
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S realnymi aritmetickymi vektory jsou mo°né je2t¥ dal?i operace, ale ty prozatim neuvalujeme. V na2i
shaze zobecnit pojem vektoru a prostoru vektor- budeme p°iozen¥ poPadovat podobné vlastnosti, které

jsme zminili naho®e. Tedy abychom vektory um¥li s£itat a nasbit skalarem (£islem) a aby tyto operace
spl-ovaly zakladni axiomy. O

Denice 5.2 (Vektorovy prostor). Bua T t¥leso s neutralnimi prvky O pro s£itani al pro nasobeni.
Vektorovym prostorem nad t¥lesenil rozumime mnoCinu V s operacemi s£itani vektor-+: V2! V, a
nasobeni vektoru skalarem: T V! V spl-ujici proka®dé ; 2 Tau;v2V:

(1) (V;+) je Abelova grupa, neutralni prvek znafimeo a inverzni kv pak v,

2 (v)=( )V (asociativita),

(3) 1v=,

4 ( + )v=vVv + v (distributivita),
B5) (u+v)=u + v (distributivita).

Prvk-m vektorového prostoru V °ikamevektory a budeme je zna£it latinkou. Vektory pi2eme bez 2ipek,
tedy v a newv. Prvk-m t¥lesa T pak °ikame skalary, a pro odli2¢eni je budeme zna£it °eckymi pismeny.

Peiklad 5.3. P°iklady vektorovych prostor-:

Aritmeticky prostor R" nad R, £i obecn¥jiT" nad T, kde T je libovolné t¥leso;n-tice prvk- z t¥lesa
T sfitdme a nasobime skalarem po slo’kach podobn¥ jakoRI'. Axiomy z de nice vektorového
prostoru pak vyplyvaji z vlastnosti t¥lesa.

Prostor matic R™ " nad R, £i obecn¥iT™ " nad T. Axiomy z de nice vektorového prostoru se
snadno nahlédnou z vlastnosti matic a t¥les.

Prostor v2ech realnych polynom- prom¥nnéx nad t¥lesemR, znafime jejP.

Prostor v2ech redlnych polynom- nad R prom¥nnéx stupn¥ nanejvy2n, ktery znafimeP". Operace
jsou de novany standardnim zp-sobem:

SEitani:
(@nx"+ an X" T4+ agx+ ag) + (X" + by X" i+ bix + ) =
=(an + )x"+(ay 1+ by )x" T+ i+ (ag+ by)x + (a0 + hy)
Nasobeni skalarem 2 R:
(anx" + a, X" 1+ i+ aix + ag) =

=(anx"+(an )x" Y+ i+ (ayx+(ao)

Nulovy vektor: 0.
Opagny vektor:

(anx" + ap 1x" 1+ i+ agx + ag) =

=( an)Xx"+( an )x" 4+ a)x+( ao)
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Prostor v2ech realnych funkcif : R ! R, ktery znafimeF. Funkce f;g: R ! R sfitame tak, °e
sefteme p°isluzné funkEni hodnoty, tedy(f + g)(x) = f(x) + g(x). Podobn¥ funkcif : R ! R
nasobime skalarem 2 R tak, °e vynasobime v2echny funkEni hodnoty, tj.(f )(x) = f (x).

9(x)
y Y
3f (x)
f(x)
(f +9)(x)

L/ X X

f(x)
Soufet vektor-. Wnasobeni vektoru skalarem.

Prostor v2ech spojitych funkcif : R! R, ktery znaEimeC. Prostor v2ech spojitych funkcif : [a; ] !
R na intervalu [a; b pak znaEimeG,.,. Operace jsou de novany analogicky jako proF .

Pokud ne°ekneme jinak, prostoryR" a R™ " budeme nadale implicitn¥ uva®ovat nad t¥lesenR. O

Tvrzeni 5.4 (Zakladni vlastnosti vektor) . V prostoru V nad t¥lesemT plati pro ka°dy skalar 2 T a
vektorv 2 V:

(1) Ov=o,
(2) o = o,
(3) v = oimplikuje, °¢ =0 nebov = o,
4 ( v= w.
D-kaz. Analogicky jako u vlastnosti v t¥lese. O

5.2 Podprostory a linearni kombinace

De nice 5.5 (Podprostor). Buo V vektorovy prostor nad T. Pak UV je podprostorem prostoru V,
pokud tvo°i vektorovy prostor nad T se stejn¥ de novanymi operacemi. ZnafeniJ b V.

Jak ukazuje néasledujici tvrzeni, ekvivalentni de nice pogbrostoru je, °e musi obsahovat nulovy vektor
a byt uzav®°eny na ob¥ operace.

Tvrzeni 5.6. Bug U podmnoCina vektorového prostorl/ nad T. Pak U je podprostoremV prav¥ tehdy,
kdy® plati:

(1) o2 U,

(2) 8u;v2U:u+v2U,

(38 2T8u2U: u 2U.

D-kaz. Pokud je U podprostoremV, pak musi spl-ovat po°adované t°i vlastnosti z de nice vekbrového
prostoru.

P°edpokladejme naopak, °eU spl-uje zadané t°i vlastnosti. Ostatni vlastnosti z de nice vektorového
prostoru (jako je komutativita, asociativita, distributi vita) pak plati také, proto®e plati pro mno®nu V, a
tudi® automaticky plati i pro ka°dou jeji podmnao®inu. To, °e je mno®ina U uzav®end na opa£né vektory,
vyplyva z uzav®enosti na nasobky, nebo” podle tvrzeni 5.4 jev=( 1)v. O

Peiklad 5.7. Pciklady vektorovych podprostor-:

Dva trivialni podprostory prostoru V jsou: V afog.
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Libovolna p°imka v rovin¥ prochazejici po£atkem je podprdsrem R?, jina ne.
P"bPbCbF.
MnoCina symetrickych realnych matic °adu n je podprostorem prostoruR" ".

Q" nad Q je podprostorem prostoruR" nad Q, ale neni podprostorem prostoruR" nad R, proto®e
pracuje nad jinym t¥lesem.

N¥které vlastnosti vektorovych podprostor-:
Jsou-li U; V podprostory prostoru W a plati-li UV, pakUb V.
Pro vlastnost byti podprostorem plati transitivita, £il i U b V b W implikuje U b W. O

Nyni uk&®eme, e pr-nik libovolného systému (i nekoneEnéhamespo£etného) podprostor- je zase pod-
prostor. Pro sjednoceni tato vlastnost obecn¥ neplati (naj¥te protip®iklad).

Tvrzeni 5.8 (Pr-nik.lpodprostor-) . Bun V vektorovy prostor nad T, a m¥jmeV,, i 2 |, libovolny systém
podprostor- V. Pak ,, Vi je op¥t podprostorV.

D-kaz. Podle tvrzeni 5.6 stafi ov¥°it t°i vla:ftnosti: Proto®e 0 2 V; pro ka°dé i 2 |, musi byt i v jejich
pr-niku. Uzav°ernost na sEitani: Bua u;v 2 ,, Vi, tj. pro ka°dé i 2 | je UV 2V, tedyiu+v2V.
Proto u+ v 2 ,, Vi. Analogicky uzav°enost na nasobky: Bua 2 T av2 , Vi, tj. pro ka°dé i 2 |
jev2V,tedyi v 2V.Proto v 2 ;, V. O

Tato vlastnost nas oprav-uje k nasledujici de nici, ktera formaln¥ zavadi nejmenz2i podprostor, obsa-
hujici danou mnao®inu vektor-.

De nice 5.9 (Linearni obal). Bur V vektorovy prostor nad T, aW V. Pa|< linearni obal W, znafeny
span(W), je pr-nik v2ech podprostor- V obsahujicichW, to jest span\W) = ,..v upv Y-

Linearni obal mno®iny vektor- W je tedy nejmen2i prostor obsahujiciW v tom smyslu, °e jakykoli
jiny prostor obsahujici W je jeho nadmnaoCinou.

P°iklad 5.10. Pciklady linearnich obal- ve vektorovém prostoru R?:
sparf (1;0)" g je p°imka, konkrétn¥ osax.
sparf (1;0)"; (2;0)" g je toté®.
sparf (1;1)"; (1;2)" g je cela rovinaR?.
sparfg = fog. 0
S linearnim obalem se va®e je2t¥ n¥kolik pojm:-, které budemepou®ivat.

De nice 5.11 (Generatory a kone£n¥ generovany prostor)Nech” prostor U je linearnim obalem mnao®iny
vektor- W, tedy U = span(W). Pak °ikame, °eW generujeprostor U, a prvky mna®iny W jsou generatory
prostoru U. Prostor U se nazyvakonefn¥ generovanyjestlie je generovany n¥jakou kone£nou mnao°inou
vektor-.

Pe°iklad 5.12. Uva°ujme vektorovy prostor R? a jeho podprostorU reprezentovany osoux;. Tento pod-
prostor Ize vygenerovat vektorem(1;0)", nebo Ize vygenerovat vektoren( 3;0)T, anebo jakymkoli jinym
tvaru (a;0)", kde a 6 0. Nicmén¥, U Ize vygenerovat i mno®inou vektor- f(2;0)7;(5;0)" g. Vidime, °e
tato mno®ina neni minimalni jeden vektor Ize odstranit a zbyly vektor stale generuje podprostorU. Tato
snaha o minimalni reprezentaci a odstran¥ni redundanci pede pozd¥ji k pojmu baze (sekce 5.4). O

Vektory umime s£itat a ndsobit skalarem. Opakovanim t¥chtmperaci na vektoryvy;:::; v, vytva®ime
takzvané linearni kombinace vektor- v1;:::; vy
De nice 5.13 (Linearni kombinace). Bua V vekt'grovy prostor nad T a vi;:::;v, 2 V. Pak linearni

kombinaci vektor- vi;:::;v, rozumime vyraz typu in=1 iVi= q(vi+ 11+ aVa, kde 10 42T,
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Pozndmka 5.14. Zde je pot°eba zd-raznit, °e uvaujeme pouze linearni komhhace kone£n¥ mnoha
vektor-. To pro na2e Ufely pln¥ postafuje, proto®e vesm¥s bdeme pracovat s koneEn¥ generovanymi
vektorovymi prostory. Nekone£né linearni kombinace je mafé také v n¥kterych p°ipadech zavést, ale
pot°ebovali bychom siln¥j2i p°edpoklady (nap®. pracovat md R) a siln¥j2i aparat (limity, konvergenci, ...)

Boznamka 5.15. Linearni kombinaci Ize chapat dv¥ma zp-soby. Prvni zp-sob je chapat ji jako vyraz
", ivi adruhy zp-sob je uva®ovat jeji konkrétni hodnotu, tedy vysledny vektor. Budeme pouCivat oba
tyto pohledy.

Vyznam by v2ak m¥l byt vedy jasny z kontextu.

Pomoci linearnich kombinaci m-°eme vygenerovat cely lineéni obal koneEné mnoCiny vektor-.

P
sparfvy;:::;vhg=f in=1 iVi: 1,05 n2Tg: (5.1

D-kaz. Inkluze . Linearni obal sparfvy;:::;vhg je podprostor V obsahujici vektory vi;:::; vy, tedy
l:_musi byt uzav®°eny na nasobky a soufty. Tudi® obsahuje i ndsdly v;, i =1;:::;n, a také jejich soufet
n
iz, Vi
Inkluze . StafEi ukazat, °@ mno®ina linearnich kombinaci

Pn
M=1f o ivi; 1,01 n2Tg

Uzav°engst na soufly: Vezm¥me, libovolné dva vektory = = L, v, u’= " {L; & z mno®iny M. Pak
P

la ; =0,j 6 i. Nulovy vektor rovn¥° obsahuje, vezm¥pe linearni koni_binaics nulovymi koe cienty.
|

u+ul= in=|;o ivit+ Lo &= L ( i+ v, co°je prvek mnoCiny. Podobn¥ pro nasobky, bua 2 T,

pak u = Loivi= L ( i)vi, co® op¥t nale°i do mnoCiny M . O

P°iklad 5.18. Linearni obal jednoho vektoruv je dan mno®inou v2ech jeho linearnich kombinaci, tedy
jeho nasobk-:

sparf vg

Nlw
<

Linearni obal dvou vektor- u;v (s r-znymi sm¥ry) v prostoru R® p°edstavuje rovinu:

sparf u; vg
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O

Peekvapiv¥ m-°eme pomoci (kone£nych) linearnich kombinaicvygenerovat linearni obal i nekone£né
mno®iny vektor-.

Tvrzeni 5.19. Bue V vektorovy prostor nadT a bue M V. Pak span(M) je tvo°en vZemi linearnimi
kombinacemi ka°dé kone£né soustavy vektor: M .

D-kaz. Analogicky d-kazu v¥ty 5.17, nechavame na cvifeni. O

P
Poznamka 5.20 (Trochu jiny pohled na soustavu rovnic Ax = b). Vyraz Ax = | XA j je vlastn¥
linearni kombinace sloupc- matice A (srov. poznamka 3.19), tak®e °e?it soustavuAx = b znamena hledat
linearni kombinaci sloupc-, ktera se rovnab. se2eni tedy existuje prav¥ tehdy, kdy® bnale®i do podprostoru

generovaného sloupci maticé\, tedy b2 sparfA 1;:::;A Q.

Poznamka 5.21 (Trochu jiny pohled na soufin matic AB). P°edchozi Uvahu m-°eme pouCit i pro ma-
ticové nasobeni. Uva®ujmeA 2 TM P;B 2 Tp n Zam\ﬁ |me se nejprve na sloupce vysledné matideB .

Libovolny j-ty sloupec vyjad°ime (AB) i = AB; = -, b A k, je tedy linearni kombinaci sloupc-
matice A. Schematicky:

0 1
i by L
% N o] N E
R . R q)] .

o j j
%Al Ao i Ap§ % i (AB) o §

oo j j

Ka°dy sloupec matice AB je tudi® tvo°en linearni kombinaci sloupc- matice A.

Podobn¥ Ize interpretovat maticové nasobeni Jako vytva°© enlllgearnlch kombinaci °adk-. Libovolny
i-ty °adek vysledné maticeAB vyjad°ime jako (AB); = A;j B = -; &k By , a tedy p°edstavuje line-
arni kombinaci °adk- matice B. Na elementarni °adkové Upravy matlceB se pak m-°eme divat jako na
vytva°eni linearnich kombinaci °adk- a nahrazovani p-vodnich °adk- t¥mito kombinacemi.

Poznamka 5.22 (Je2t¥ jiny Bohled na soufin maticAB). SoufinA 2 T™ P:B 2 TP " |ze vyjad°it je2t¥
jingm zp-sobem jako AB = = F_, A By . Ka°dy £len sumy p°edstavuje vn¥12| soufin dvou vektor-, c8
vytvo°i matici hodnosti nanejvy? 1. Timto p°edpisem jsme tedy rozepsali matici na soufet maxiain¥ k
matic hodnosti 1. Nahlédnout toto vyjad°eni souf£inu matic je snadné, nebo” provnanim prvk- na pozici
i;j mame
P

(AB)ij = _ k=1 AikByj;
P A By i = P (A Bk )i = P AkBy:
Kterd z uvedenych forem maticového soufinu se pou®iva v praikkych implementacich?) Na to neni
jednoducha odpov¥a. Pokud jsou maticeA; B velké, rozd¥luji se na men2i bloky a na nejvy??i Grovni
se n¥kdy pou®iva forma soufinu z této poznamky. Pro sou£in deotlivych blok- se pak poufiva forma
z poznamky 5.21. Oproti standardni de nici 3.7 maticového suf£inu ma vyhodu v tom, °e l1épe hospoda’i
s nafitanim hodnot matice do r-znych Grovni pam¥ti. Vice podobnosti viz Goto and Geijn [2008].

1 Speci kace rozhrani pro zakladni maticové operace jsou dané v knihovn¥ BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms).
Nejedna se o konkrétni knihovnu, ale spi2 o popis standardu. Jednotlivych implementaci je pak cela °ada a pouCivaji vnit °n¥
r-zné algoritmy mj. v zavislosti na cilové architektu°e.
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5.3 Linearni nezavislost

Kone£n¥ generovany prostor typicky m-°e byt generovan r-znymi mnoCinami vektor-. Motivaci pro tuto
sekci je snaha najit mno®inu generator-, kterd bude miniméhi co do po£tu i co do inkluze (tedy °4dna ostra
podmno®ina u® prostor negeneruje), srov. p°iklad 5.12. To pk povede i k pojm-m jako baze, sou®adnice
a dimenze.

De nice 5.23 (Linearni nezavislost). Bur V vektorovy prostor nad Toa m¥jme vektoryvy;:::;vp 2 V.

Pak vektory vi;:::;vn se nazyvajilinearn¥ nezavislé pokud rovnost L, jvi = o nastane pouze pro
1= :::= ,=0.V opaEném p°ipad¥ jsou vektoryinearn¥ zavislé

Tedy VE,ktory V1i;:::;Vnh jsou linearn¥ zavislé, pokud existuji 1;:::; n 2 T, ne v2echna nulova a

takova, e L, Vi = o.
Pojem linearni nezavislosti zobecnime i na nekoneEné mno§i vektor-, nicmén¥ s nekonefny byva
trochu poti® (nap°®. co by se myslelo nekone£nou linearni kobinaci?), proto se to de nuje takto:

De nice 5.24 (Linearni nezavislost nekone£né mno®iny) Bua V vektorovy prostornad Tabus MV
nekone£na mnoCina vektor-. PakM je linearn¥ nezavislg pokud ka®da kone£na podmno®inav je linearn¥
nezavisla. V opatném p°ipad¥ j linearn¥ zavisla

Peiklad 5.25. P°iklady linearn¥ (ne)zavislych vektor- v R?:
(1;0)T je linearn¥ nezavisly,
(1;0)T, (2;0)7 jsou linearn¥ zavislé,
(L; D)7, (1;2)7 jsou linearn¥ nezavislé,
(L;0)7, (0; )7, (1;1)" jsou linearn¥ zavislé,
(0;0)T je linearn¥ zavisly,
prazdna mnoCina je linearn¥ nezavisla. O
Peiklad 5.26. Neni t¥°ké nahlédnout, °e dva vektory tvo°i linearn¥ zavisy systém pokud jeden z nich je
nasobkem druhého. Pro vice vektor- v2ak linearni zavislostneni tak snadno vid¥t. Jak prakticky zjistit,
zda dané aritmetické vektory, nap°.(1;3;2)7, (2;5;3)", (2;3;1)7, jsou linearn¥ zavislé £i nezavislé? Podle
de nice hledejme, kdy linearni kombinace vektor- da nulovy vektor:
01 0.1 01 021
1 2 2 0
@3A + @5A + @3A = @A .
2 3 1 0

Toto vyjad°ime ekvivalentn¥ jako soustavu rovnic s neznamsni ; ; , kdy prvni rovnice odpovida rovnosti
vektor- v prvni slo°ce, a podobn¥ pro dal?i dv¥:

1 +2 +2 =0;
3 +5 +3 =0;
2 +3 +1 =0:

Soustavu vy°e2ime upravenim matice soustavy na odstup-owy tvar

0 1 0 1
1 2 2|0 10 4|0
@3 5 3|]0A @ 1 3|0A:
2 3 1|0 0 0 0|0

Soustava ma nekonef£n¥ mnoho °e2eni a urfit¥ najdeme n¥jalkénolové, nap®. =4, = 3, =1.To
znamena, % dané vektory jsou linearn¥ zavislé. (Je2t¥ jinpostupy uvedeme pozd¥ji v sekci 5.6.) O

Peiklad 5.27. De nice linearni nezavislosti trochu p°ipomina de nici regularity (de nice 3.26). Neni
to nahoda, sloupce regularni matice (a pota®mo i °adky) p°estavuji qglzi p°iklad linearn¥ nezavislych
vektor-. Podle de nice je £tvercova matice A regularni, pokud rovnost j A jXj = onastane pouze pro
X = 0, a toto p°esn¥ odpovida linearni nezavislosti sloupc- matie A. O
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V¥ta 5.28. Buxn V vektorovy prostor nadT, a m¥jmeva;:::;vy, V. Pak vektoryvy;:::; vy jsou linearn¥
zavislé prav¥ tehdy, kdy® existujé 2 f 1;:::;ng takove, °evy = g, Vi pro n¥jaké q1;:::; 2T, to
jest vi 2 sparfvy; Vi 1;Vk+1;:11;Vng
D-kaz. Implikace ) . Jscw—li vektory vi;:::;vn linearn¥ zavislé, pak existuje jejich netrivialni linearrd
kombinace rovna nule, tj. in=1 iVi=opro 1;:::; n2Ta 60 pro n¥j|gkék 2 f1l,:::;ng. Zde
m-°eme zvolit libovolné k takové, °e | 6 0. Wjad°ime k-ty £len v = sk iVi @ po zkraceni
dostavame po°adovany peedpisik = gy ( ! DVi-

Implikace ( .Je-livi= g, Vi, pakvg isk iVi = 0, co? je poadovana netrivialni kombinace
rovna nule, nebo” koe cient uvg je 16 0. O

D-sledkem je je2t¥ jina charakterizace linearni zavislost Ta mj. °ika, °e vektory jsou linearn¥ zavislé
prav¥ tehdy, kdy°® odebranim n¥jakého (ale ne libovolného, iz p°iklad 5.30) z nich se jejich linearni
obal nezmenzi. Tudi® mezi nimi je n¥jaky nadbyte£ny. U linean¥ nezavislého systému je tomu naopak:
Odebranim libovolného z nich se jejich linearni obal ost°ermen?i, neni mezi nimi tedy °adny nadbyte£ny.

sparfvy;::i;vag=spanfvy;:ii;Vk 1;Vk+1;:::;VnG: (5.2)

D-kaz. Implikace ) . Js?_)u—li vektory vip;:::;vn linedrn¥ zavislé, pak podle v¥ty 5.28 existuje&k 2
f1,:::;ng takove, e v = g, iVi pro n¥jake 1;:::; n 2 T.Inkluze v (5:2) je spIn¥na trivialn¥,

X0 X X X X
us= iVi= KWkt iVi = K ivi o+ ivi=  (ki+t v
i=1 i6k i6k i6k i6k
Tedy u 2 sparfvy;::i;Vk 1;Vk+1,:::;Vng @ mame dokdzanou inkluzi v (5:2).
Implikace ( . Pokud plati rovnost (5:2), tak

a podle v¥ty 5.28 jsou vektoryvy;:::; vy linearn¥ zavislé. O

Peiklad 5.30. Vektory (2:3)";(2;1)7:(4;2)T 2 R? jsou linearn¥ zavislé, tudi® jejich linearni obal Ize
vygenerovat i z vlastni podmnao®iny t¥chto vektor-. M-°eme o dstranit nap°iklad druhy, anebo t°eti vektor
(ale ne oba zéarove-) a vysledné dva vektory po°ad budou germmt stejny prostor R2. Nicmén¥, prvni
vektor odebrat nelze, zbylé dva vektory u°R? nevygeneruii! O

5.4 Baze
De nice 5.31 (Baze). Bur V vektorovy prostor nad T. Pak bazi rozumime jakykoli linearn¥ nezavisly
systém generator- V.

V de nici pod pojmem systém rozumime uspo®adanou mnoCinu, &em uvidime, prof je uspo°adani

d-le®ité (pro sou’adnice atp.). Nicmén¥ pro jednoduchost nafeni budeme bazi, skladajici se z koneEn¥

Baze je tedy podle de nice takovy systém generator- prostoruV, ktery je minimalni ve smyslu in-
kluze. Ka°dy z generator- ma sv-j smysl, nem-°eme °adny vynechat, jinak bychom nevygenerovali cely
prostor V.

Pe°iklad 5.32. P°iklady bazi:
V R? mame bézi nap®.e; = (1;0)", e, = (0;1)". Jina baze je(7;5)", (2;3)".

V R"™ mame nap°®. bazie;;:::; e, °ika se jikanonickaa zna£i s&an. Ka°dy velg,or v=(viivn)Tt 2
R" se da vyjad°it jako linearni kombinace vektor- baze jednodde jakov= ", vig.
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V P" je bazi nap°.1;x;x?;:::;x". Ka°dy polynom p 2 P" v zakladnim tvaru p(x) = a,x" + :::+
a;x + ag ji° je vyjad’eny jako linearni kombinace bazickych vektor: (v opaEném po°adi).
Toto je na prvni pohled nejjednodu??i baze, nikoliv v2ak jedna mo°na. Bernsteinova baze se sklada

Z vektor- ’I‘ x' (1 x)" "proi=0;1:::;n a pouliva se pro r-zné aproximace, nap°. ve vypo£etni

geometrii pro aproximaci k°ivek prochazejicich nebo konwlovanych danymi body (tzv. Bézierovy
k°ivky, pouCivaji se t°eba v typograi pro popis font.). O

V P je bazi nap°. nekone£ny ale spofetny systém polynond; x; x2;:::

V prostoru G, takeé existuje baze, ale neni jednoduche °adnou explicitn¥yyadeit.
V¥ta 5.33. Nech'vq;:::;v, je baze progtoruV. Pak pro ka°dy vektoru 2 V existuji jednozna£n¥ urfené
koecienty 1;:::; o2 T takové, eu= L, jvi.

P
D-kaz. Vektory vi;:::;vy tvo°i bazi V, tedy ka°dé u 2 V se da vyjad°itjakou = ., v P vhodné

skalérypl; DI n ZPT. Jednozna£nost uka®eme gporem. Nech” existuje i jiné vyjddniu = L, jv.
Potom L, Vi ., iVi=u u=oneboli L (; i)Vi = 0. Proto® v1;:::;V, jsou linearn¥
nezavislé, musi ; =  pro ka°déi =1;:::;n. To je spor s tim, % vyjad°eni jsou r-zna. O

Diky zmin¥né jednozna£nosti m-°eme zavést pojem sou°adrec

De nice 5.34 I:(Sou"adnice) Nech” B = fvy;:::;vhg je baze prostoruV a nech” vektoru 2 V ma
vyjad°eni u = L, jv;. Pak sou’adnicemi vektoru u 2 V vzhledem k baziB rozumime koe cienty
1;:::; n a vektor soucadnic znafimdulg = ( 1;:::; n)'

Pojem soucadnic je d-le®it¥j2i, ne® se na prvni pohled zda. Uno°-uje toti® reprezentovat t¥°ko ucho-
pitelné vektory a (kone£n¥ generované) prostory pomoci séadnic, tedy aritmetickych vektor-. Kaldy
vektor ma ur£ité sou®adnice a naopak kada-tice skalar- dava sou®adnici n¥jakého vektoru. Existuje edy
vzajemn¥ jednozna£ny vztah mezi vektory a sou°adnicemi, &ty pozd¥ji (sekce 6.3) vyulijeme k tomu,
abychom °adu, nap®. po£etnich, problém- z prostoruv p°evedli do aritmetického prostoru, kde se pracuje
snadn¥ji.

Peiklad 5.35. Soucadnice vektoru vzhledem k bazi v prostortR?.

y
( 23)7 ( 23)7
€ | T
A ( 3 l)T (1’ 1)
,él X l ‘ X
Sou°adnice vektoru( 2;3)" vzhledem ke Sou’adnice vektoru( 2;3)" vzhledem k béazi
kanonické bazi:[( 2;3) Jkan = ( 2,3)T. B=f( 31M);(LD"gl( 23N =(5".
]
B"iklad 5.36. Pro ka°dé v 2 R" je [Vlsan = V, nebo” vektor v = (vi;:::;vy)T ma vyjadeeni v =
Ly Vier. O
Peiklad 5.37. Uvalujme béazi B = f1;x;x2g prostoru P2. Pak [3x? 5]z = ( 5;0;3)"T. Obecn¥ ka°dy
polynom p 2 P " v zakladnim tvaru p(x) = anx"+ :::+ a;x+ ap ma vzhledem k baziB = f1;x;x?;:::;x"g
sou®adnice[plg = (ag;az;:::;an)’. O

Peiklad 5.38. Buwm B = fvy;:::;vhgbéze prostoruV. Potom [vi]g = (1;0;:::;0)T =e,[vs =e,...,
[Vhlg = €. O
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Peiklad 5.39. Nahlédn¥te nasledujici pozorovani pro vektorovy prostoW :

Je-livy; i, vy 2 V systém generator-V, pak ka°dy vektor u 2 V Ize vyjad°it jako linearni kombinaci
vektor- vi;:::;vn alespo- jednim zp-sobem.
Jsou-livy;:::;vy 2 V linearn¥ nezavislé, pak ka®dy vektoru 2 V Ize vyjad’it jako linearni kombinaci
vektor- vi;:::;Vy nejvy2e jednim zp-sobem.

V1;:::;Vn prav¥ jednim zp-sobem. O

Tvrzeni 5.40. Pro libovolnou baziB konefEn¥ generovaného prostord nad T, vektory u;v 2 V a skalar
2 T plati

[u+ vlg =[u]g *+[Vls;
[V = [vls:
D-kaz. ch” bazeB sestava z vektor- z;;:::;z,, nech” u = P in:1 izi anech v = P i”:l izi. Potom
u+v= L (i+ i)z atedy
g +[Vle =( 1;:: )T +( niis )T =( 1+ 2 o+ n)' =[u+ Vig:
Podobn¥ pro nasobek [u]g = oot =0 uin DT=[uls. O

Vlastnost z tvrzeni m-°eme zobecnit: Sou°®adnice libovolnélinearni kombinace vektor- jsou rovny
té samé linearni kombinaci jejich sou®adnic. Sou°adnice @iy zachovavaji jistou strukturu a vazby mezi
vektory (linearni zavislost aj.). Pozd¥ji v kapitole 6 uvidime, °e diky této vlastnosti dokd®eme efektivn¥
vyjad°ovat sou°adnice.

V¥ta 5.41 (O existenci baze) Ka°dy vektorovy prostor ma bazi.

D-kaz. D-kaz provedeme pouze pro kone£n¥ generovany prost®. Pro ty ostatni je d-kaz slo®it¥j?i a je
pot°eba urfité poznatky z teorie mnoCin (tzv. Zornovo lemma.

Tedy odstran¥nimvy bude systém vektor- stale generovatV . Je-li nyni systém vektor- linearn¥ nezavisly,
tvo°i bazi. Jinak postup opakujeme dokud nenajdeme bazi. Fiup je kone£ny, proto®e mame kone£nou
mnoCinu generator-, tudi® bazi najit musime. O

Nyni sm¥°ujeme k tomu, °e pro dany kone£n¥ generovany prostgsou v2echny jeho baze stejn¥ velké,
coP povede k zavedeni pojmu dimenze. K tomuto U£elu nejprvekd®eme pomocné tvrzeni, které °ika, kdy
mohu v systému generator- vektorového prostoru vym¥nit n¥paky z generator- za Upln¥ jiny vektor.

X 2 V ma vyjad°enix = 1., yi. Pak pro libovolnék takové, % 60, je y1;::1;Vk 1;X Yk+1:::1:Yn

systém generator- prostoruV.

P
D-kaz. Ze vztahux = [, jy; vyjad°ime yi

1 X
Y= — X iYi
k i6k
Chceme dokazat, °e vektoryy:;:::;VYk 1;X;Vk+1;.::;¥Yn generuji prostor V. Vezm¥me libovolny vektor
z 2 V. Pro vhodné koe cienty ; m-°eme vektor z vyjad°it jako
X X K X X
zZ = iYi= kYk*t iYi= — X iyi t iyi =
i=1 i6k K i6k i6k
X
k
= —X+ L Yi: 0
k k

i6k
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Peiklad 5.43. V prostoru R? uva®ujme vektory y1 = (1;2)", y» = (3;5)7, x = (2;4)T. Vektory yi;y>»
generuji cely prostor a vektorx ma vyjad°eni x = 2y; + 0y,. Proto m-°eme vym¥nit y; zax a stale plati

sparf x;y»g = R2. Vektor y, zax ale ji° vym¥nit nelze. O
V¥ta 5.44 (Steinitzova v¥ta o vym¥n¥)). Bua V vektorovy prostor, buaxy;:::; Xy linearn¥ nezavisly
systém veV, a nech” yi1;:::;yn je systém generator- V. Pak plati
Q) m n,
(2) existuji navzajem r-zné indexyki;:::;Kn m takové, °ex1;:::;Xm; Ykt Yk, n tVO°i Systém ge-
nerator- V.

D-kaz. D-kaz provedeme matematickou indukci podlem. Je-lim = 0, pak tvrzeni plati trivialn¥. P°ejd¥me
k indukEnimu kroku. P°edpokladejme, °e tvrzeni plati prom 1 a uka®eme, °e plati i prom.

Uvalujme vektory X1;:::;Xm 1. Ty jsou linearn¥ nezavislé, a podle induk£niho p°edpokladiem 1
n a existuji navzajem r-zné indexy "1;:::; n m+1 takové, °e X1;::i;Xm 1YY, .. Oeneruji V.
Kdyby m 1 = n, pak by vektory xi1;:::;Xm 1 byly generatory prostoru V, a dostali bychom x, 2
V =spanfxj;:::;Xm 10, C0° je spor s linearni nezavislostks;:::;Xm. Tudi® jsme dokazali prvni tvrzeni
m n. = =

Pro d-kaz druhé £asti uvaujme linearni kombinaci xm = = 2% ixi+ L™y, co® si mCeme
dovolit diky tomu, °e vektory v sum¥ generuji V. Kdyby 1= ::: = | m+1 = 0, pak dostavAme spor
s linearni nezavislostixy; : : :; Xm. Proto existuje k takove, °e 6 0. Podle lemmatu 5.42 Ize vym¥nity., za
Xm a vysledné vektoryX1;:::; Xm, Y1515 Y 10 Youar ot Y mes DudOu Op¥t generovat prostorV. O

D-sledek 5.45. V2echny baze konefEn¥ generovaného vektorového prostdrysou stejn¥ velké.

D-kaz. Buote Xq1;:::;Xm ayi;:::;¥Yn dv¥ baze prostoruV. Specialn¥,X1;:::;Xm jsou linearn¥ nezavislé
a yi;:::;Yn jsou generatory V, tedy m n. Analogicky naopak, y1;:::;¥n jSOu linearn¥ nezavislé a
X111 Xm generujiV, tedy n  m. Dohromady dostavdmem = n. O

Tvrzeni se d& zobecnit na prostory, které nejsou kone£n¥ gemované, s tim, °e v2echny baze maiji
stejnou mohutnost.

55 Dimenze

Ka°dy kone£n¥ generovany prostor ma bazi (v¥ta 5.41) a v2ecdly baze jsou stejn¥ velké (d-sledek 5.45),
co° ospravedl-uje zavedeni dimenze prostoru jako velikaslibovolné) baze.

De nice 5.46 (Dimenze). Dimenze kone£n¥ generovaného vektorového prostoru je velikost @¢ jeho
baze. Dimenze prostoru, ktery neni kone£n¥ generovany, je. Dimenzi prostoru V znafimedim V.

Peiklad 5.47. P°iklady dimenzi:
dmR" = n,dmR™ "= mn,dimfog=0,dmP"=n+1,

realné prostory P, F, a prostor R nad Q nejsou kone£n¥ generované, maji dimenii (viz pro-
blém 5.1). ]

Nadéale budeme uva®ovat pouze kone£n¥ generované vektorguéostory.

Tvrzeni 5.48 (Vztah po£tu prvk- systému k dimenzi) . Pro vektorovy prostorV plati:

(1) Nech” x1;:::;xm 2 V jsou linearn¥ nezavislé. Pakm dimV. Pokud m = dim V, potom
X111 Xm je baze.
(2) Nech” yq;:::;yn jsou generatoryV. Pakn dimV. Pokud n =dim V, potomys;:::;y, je baze.

2V angliftin¥ replacement theorem autorem je matematik Ernst Steinitz (1871 1928) z d°ive n¥ meckého, dnes polského
Slezska.
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V¥ty 5.44 jen d. Nech” n = d. Jsou-li y1;:::;yn linearn¥ nezavislé, pak tvo°i bazi. Pokud jsou line-
arn¥ zavislé, pak Ize jeden vynechat a ziskat systém geneoéit o velikosti n 1 (d-sledek 5.29). Podle
Steinitzovy v¥ty by pak ale platio d n 1, co® vede ke sporu. O

Prvni £ast tvrzeni 5.48 mj. °ik4, °e na bazi se da nahli®et jafs na maximalni linearn¥ nezavisly systém.
Druh& £ast v¥ty pak °ika, °e baze je minimalni systém generat- (co do inkluze i co do po£tu).

V¥ta 5.49 (Roz2°eni linearn¥ nezavislého systému na baziKaldy linearn¥ nezavisly systém vektorového
prostoru V lze roz2i°it na baziV.

D-kaz. Nech”xz;:::;Xm jsou linearn¥ nezavislé &;;:::;zq je baze prostoruV. Podle Steinitzovy v¥ty 5.44
existuji indexy ki;:::;kg m takove, %exi; i1 Xm;Zk, i1 2k, |, JSOU generatoryV. Jejich po£et jed, tedy
podle tvrzeni 5.48 je to bazeV. O

V¥ta 5.50 (Dimenze podprostoru) Je-li W podprostorem prostoruV, pak dimwW  dim V. Pokud navic
dmW =dim V, tak W = V.

D-kaz. De nujme mno®inu M = ;. Pokud span(M) = W, jsme hotovi. V opaEném p°ipad¥ existuje
vektor v 2 W nspan(M ). P°idame vektor v do mna®iny M a cely postup opakujeme. Proto®°eM je linearn¥
nezavisla mnao®ina vektor-, podle tvrzeni 5.48 je velikostM shora omezena dimenzi prostor . Proces je
tedy kone£ny. Proto®espan(M ) = W, mno®ina M tvo®i bazi prostoru M, a proto dimwW dimV.

Pokud dimW =dim V, tak mno®na M musi podle tvrzeni 5.48 tvo°it baziV, a proto W = V. O

P°iklad 5.51. Najd¥me v2echny podprostory prostoruR?:
dimenze 2: to je pouzeR? (z v¥ty 5.50),
dimenze 1: ty jsou generovany jednim vektorem, tedy jsou to3echny p°imky prochazejici po£atkem,
dimenze 0: to je pouzd og. O

Pe°iklad 5.52 (Struktura podprostor:) . K tomu, abychom ilustrovali strukturu podprostor-, nejprv e
uva®ujme vzechny podmno®iny mno®iny f1;:::;ngarelaci byti podmno®inou , neboli inkluzi . N¥které
podmno®iny jsou neporovnatelné co do inkluze a jiné zase jso Inkluze je tedy £asteEné uspo°adani a
m-°eme ji zndzornit tzv. Hasseovym diagramemkde spojnice znafi sousedni podmnaoCiny v inkluzi:

f1,2;3g

N

f1,2g f1;3g f2;39

| > X

flg f2g f3g

L

Podobnym zp-sobem m-°eme znézornit i strukturu podprostor- prostoru V dimenze n, proto®e relace
byti podprostorem je také £aste£né uspo®adani. Diagramude mit n + 1 hladin, p°ifem® nai-té hla-
din¥ budou podprostory dimenzei. Ty jsou mezi sebou neporovnatelné ve smyslu inkluze £i ve gsiu
byti podprostorem , nicmén¥ n¥které vektory mohou sdilet Mezi jednotlivymi hladinami pak op¥t vede
spojnice mezi podprostory, z nich® jeden je podprostorem dhého. Nasledujici obrazek ilustruje struk-
turu podprostor- prostoru R3; narozdil od p°edchoziho p°ipadu se v prost°ednich hladich vyskytuje
nekone£n¥ mnoho objekt-.
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dim3 R‘?’

dim 2 vzechny roviny v R3

N
fog
O

Vime, °e sjednoceni podprostor- obecn¥ podprostor netvo’iNicmén¥ m-°eme sestrojit linearni obal
sjednoceni, tomu se °ikd spojeni podprostor- a ma nasleduji ekvivalentni p°edpis.

dimO

De nice 5.53 (Spojeni podprostor:). Buate U;V podprostory vektorového prostoruW. Pak spojeni
podprostor- U;V je denovdno jako U+ V = fu+v;u2 U;v2 Vg.

Tvrzeni 5.54 (Spojeni podprostor-). Busote U;V podprostory vektorového prostordV. Pak
U+ V =span(U[ V):

D-kaz. Inkluze . je trividlni, nebo” prostor span(U [ V) je uzav®eny na SOuftty.

Inkluze : Stafi ukazat, °e U + V obsahuje prostoryU;V a °e je podprostoremW . Prvni £4st je
z°ejma, pro druhou uvaujmexq;x, 2 U + V. Vektory se daji vyjad°it jako x; = up+ vy, u1 2 U, v1 2 V,
aXp= Up+ Vo, U2 U, vo2V.PotomXxs+ Xp= Ui+ Vvi+Ux+Vvo=(Uur+ ux)+(vy+wvy)2U+V, co®
dokazuje uzav°enost na s£itani. Pro uzav°enost na nasobkyafuime x = u+v2 U+ V,u2U,v2 V a
skalar . Pak x = (u+v)=(u)+(v)2U+V. O

Peiklad 5.55.
R? = spanf e;g + spanf exg,
R® = spanf e;g + spanf eog + spanf e3g,
RS2 = spanf e;; e,g + spanf ez,
R2 = spanf (1;2)" g+ spanf (3;4)7 g,
ale i R? = spanf (1;2)" g + spanf (3;4)" g + spanf (5;6)" g. O

Pro dimenzi podprostor- a jejich spojeni a pr-niku plati pod obny vztah jako znamy vztah pro velikost
kone£nych mnao®in a jejich sjednoceni a pr-niku (princip inkluze a exkluze).

V¥ta 5.56 (Dimenze spojeni a pr-niku). Buate U;V podprostory vektorového prostordV . Pak plati

dim(U + V)+dim( U\ V) =dim U +dim V: (5.3)
D-kaz. U\ V je podprostor prostoruW, tedy ma kone£nou baziy;:::; z,. Podle v¥ty 5.49 ji m-°eme roz?i-
°it na bazi U tvaru zi;:::;2p;X1; 11 Xm. Podobn¥ ji m-°eme roz2i®it na bazi V tvaru z1;:::;2p;y1;:: 5 Yn
Sta£i, kdy° uka®eme, °e vektoryzy;:::;zp, X1;::0; Xm, Y1;:: ;Y dohromady tvo°i baziU + V, a rovnost

(5:3) u® bude platit. Nejprve uka®eme, °e to jsou generatory, a pak % jsou linearn¥ nezavislé.

u+Vv
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P Generungnost Buo z 2 U + V, [l;yak z=u +Pv kde u 2 U;v 2 V. Vektor Lb|Ze vyJad°|t u=
J LLiXit gep kYk tedy vektor z je Ilnea';,nl komblnacbnazlch vektor-.
Linedmi nezévislost. Bua = ., izid45 L iXj g kop kY =p0 chceme ukazat, % v2echny

koe cienty musi byt nulové. Oznatmez = Ieil iz + jmzl iXj = he -1p kYk- Z°ejm¥ %,2 u\v,
tedy Izg vyjad°it J@(O linearni kombinaci z = = I, iz. Tim dostavamez = I, iz = k=1 kYKo
neboli P, iz+ 7., kY = 0. Jedina linearni kombinace linearn¥ nezavislych vektor-ktera da nulovy
vektor, je trlgllalnl protqb = 0 pro v2echnai a =0 pro v2echnak. Dosazenim do p-vodni rovnosti
dostaneme [, iz+ [l; ;X = o atudi®zlinedmni nezavislosti mame ; =0 pro vechnai a j =0
pro v2echnaj . O

P°iklad 5.57. Uvaujme néasledujici podprostory prostoru matic R® 2. Podprostor U je tvo°en symet-
rickymi maticemi a podprostor V hornimi trojahelnikovymi maticemi. Snadno nahlédneme, °edimenze
obou podprostor- je 6. Jejich pr-nik pak tvo°i podprostor diagonalnich matic, je ho® dimenze je3. Dimenzi
spojeni spo£itame podle vzore£k(b:3) jako dim(U + V) =dim U +dimV dim(U\ V)=6+6 3=09.
Podle v¥ty 5.50 je pak nutn¥U + V = R3 3, spojenim obou podprostor- je tedy cely prostor matic. V d--
sledku to také znamen4, °e ka°dou matici R3 2 Ize vyjadeit jako soufet symetrické a horni trojahelnikové
matice. O

Poznamka 5.58 (Direktni soufet podprostor-). Je-li U\ V = fog, pak spojeni podprostor- W = U+ V

se nazyvédirektni soufetpodprostor- U;V aznafisaV = U V. Podle v¥ty 5.56 jedim(U V) =dim U+

dimV. Podminka U\ V = fog pak navic zp-sobi, % ka°dy vektor w 2 W Ize zapsat jedinym zp-sobem
vetvaru w = u+ v, kdeu2 U av 2 V (viz problém 5.2). Nyni jsou nap°®.R? = spanfe;g sparf g,

R? = spanf(1;2)Tg sparf(3;4)"g nebo R® = spanfe;g sparfe,g sparf esg direktnimi soufty, ale
R? =spanf(1;2)"g sparf(3;4)"g sparf(5;6)" g neni.

5.6 Maticové prostory

Nyni skloubime teorii matic s vektorovymi prostory. Oba obay se vzajemn¥ obohati: VVektorov¥ prostorovy
pohled nam umao®ni jednodu2e odvodit dal?i vlastnosti matic a naopak, postupy z maticové teorie nam
poskytnou nastroje na testovani linearni nezavislosti, utovani dimenze atp.

De nice 5.59 (Maticové prostory). Buo A2 T™ ", Pak de nujeme

(1) sloupcovy prostor S(A) =spanfA 1;:::;A ng,

(2) °adkovy prostor R(A) == S(AT),

(3) jadro Ker(A) = fx 2 T"; AXx = og.

Sloupcovy prostor je tedy prostor generovany sloupci matie A, a je to podprostor T™. Podobn¥
°adkovy prostor je prostor generovany °adky maticeA, ale jedna se o podprostoff". Jadro Ker(A) pak je

tvo°eno vZemi °e2enimi soustavyAx = o a jedna se také o podprostoi", nebo” jsou spin¥ny t°i zakladni
vlastnosti:

Jadro obsahuje nulovy vektor:Ao = o.

Jadro je uzav’°ené na soufty: Jsou-li vektoryx;y 2 T" °e2enim soustavy, pakAx = o, Ay = o.
Souftem rovnic dostanemeA(x + y) = o, tedy i vektor x + y nale®i do jadra.

Jadro je uzav’ené na nasobky: Je-li vektox 2 T" °e2enim soustavy, pakAx = o. Pro libovolné
2 Tplati A(x )= (Ax)= o0 = o, tedy i vektor x ndle°i do jadra.

P°iklad 5.60. Uva®me realnou matici
Az 11
T 01

1.
.

Pak jeji sloupcovy prostor je S(A) = R? a jeji °adkovy prostor je R(A) = spanf(1;1;1)";(0;1;0)" g.
Jadro matice A urfime vy°e2enim soustavyAx = o. Matice A ji° je v odstup-ovaném tvaru, proto
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pomoci volné prom¥nnéxs popizeme mnolinu °e2eni jakof (x3;0; x3)'; x3 2 Rg. Jadro ma tedy tvar
Ker(A) = spanf(1;0; 1)'g.
Vypo£et baze jadra matice v Matlabu / Octave:

>> null( 1 1,0 1 0))
ans =

-0.7071

0.0000

0.7071

O

Diky v¥t¥ 5.17 m-°eme maticové prostory ekvivalentn¥ char&terizovat pomoci linearnich kombinaci,
co° vede na nasledujici tvrzeni. Porovnejte s interpretacéoufinuAx u tvrzeni 3.18(5).

Tvrzeni 5.61. Buc A2 TM " Pak
(1) S(A)= fAx;x 2 T"g,
(2) R(A)= fATy; y2 TMg.

P
D-kaz. Z°ejmy z toho, °e Ax = = [} xjA | p°edstavuje linearni kombinaci sloupc- matice A. V druhé
£asti analogicky ATy p°edstavuje linearni kombinaci °adk- matice A. O

Maticov¥ m-°eme reprezentovat libovolny podprostor V prostoru T". Sta£i vzit n¥jaké jeho generatory
Vi;ii:;Vm a sestavit matici A 2 TM ", jeji® °adky tvo°i prav¥ vektory vi;:::;vm. Pak V. = R(A).
Podobn¥V m-°eme vyjad’it jako sloupcovy prostor vhodné matice zT" ™. Dokonce m-°eme prostor V
reprezentovat i jako jadro vhodné matice zT™ " to ji° neni z°ejmé a pozd¥ji ve tvrzeni 7.7 odvodime
obecn¥j?i vysledek. Ziskali jsme tedy nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 5.62. Bua V podprostor prostoruT" . Pak
(1) V = S(A) pro vhodnou maticiA 2 T" ™,
(2) V = R(A) pro vhodnou maticiA2 T™ ",
(3) V =Ker( A) pro vhodnou maticiA 2 TM ",
Pokud tedy doka®eme dob°e manipulovat s maticovymi prostay, umo®ni nam to zachazet i s pod-

prostory T". Jak ukd®eme pozd¥ji v sekci 6.3, m-°eme takto s pomoci southic pracovat s libovolnymi
kone£n¥ generovanymi prostory.

Poznamka 5.63 (Geometricky pohled na maticové prostory) Uva®ujme zobrazenix 7! Ax s matici
A 2 Tm " Jadro matice A je tedy tvo°eno vZemi vektory z T", které se zobrazi na nulovy vektor.
Sloupcovy prostor S(A) matice A pak zase p°edstavuje mno®inu v2ech obraz:, neboli obraz prstoru
T" p°i tomto zobrazeni. Jak pozd¥ji ukd®eme, tyto prostory hrgi klifovou roli pro analyzu geometrické
struktury tohoto zobrazeni.

Tn

0]—.-
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Podivejme se, jak se m¥ni maticové prostory, kdy® matici nasbime zleva n¥jakou jinou matici (to
vlastn¥ d¥la Gaussova eliminace).

Tvrzeni 5.64 (Prostory a nasobeni matici zleva) Bus A2 TM ", Q2 TP M. Pak
(1) R(QA) je podpFr;ostoremR(A),
2 Bokud Ak = ek jAj pro n¥akék 2 f1;:::;ngan¥aka j 2 T, 6 k, pak (QA)
sk i(QA) ;.

D-kaz.
(1) Stafi ukazatR(QA) R (A). Buz x 2 R(QA), pak existuje y 2 TP takové, % x = (QA)Ty
ATQ'y = AT(Qly) 2R(A). 5 5
2 (QA)k = QA = Q( jex A = ek QA = ek i(QA) |, kde jsme vyweili tvr-
zeni 3.18(3). O

V¥ta °ik4, %e °adkové prostory jsou porovnatelné p°imo po ponasobeni libovolnou matici zleva
dostaneme podprostor. To se snadno nahlédne i z toho, e kafdadek matice QA je vlastn¥ linearni
kombinaci °adk- matice A (viz poznamka 5.21), a vybranymi linearnimi ke,mbinacemi |2 vygenerovat

pouze podprostor. Konkrétn¥,i-ty °adek matice QA ma vyjad°eni (QA); = jm=l gj A; , schematicky
0 1
VAN
T
B A E
%’ .
‘ A A .
odpovida A 4 la T .
U . . L U L
AR -3 I S SO -
T8 ————8mx @ T=T S

Sloupcové prostory z principu porovnavat nelze, proto®e jsu to podprostory r-znych prostor- ( T™ a
TP). Nicmén¥, jak °ik& bod (2) tvrzeni 5.64, mezi sloupci se zhovava jakasi linearn¥ zavislostni vazba:
Je-li i-ty sloupec matice A zavisly na ostatnich, potomi-ty sloupec matice QA je zavisly na ostatnich
se stejnou linearni kombinaci (pozor, linearni nezavislése nemusi zachovavat). Tuto vlastnost m-°eme
nahlédnout i geometricky. Uvaujme linearni zobrazenix 7! Qx. Pak sloupce maticeA se zobrazi na
sloupce maticeQA, nebo” podle(3:1) je

0

1
i j
QA:%QAl QA n§:
i j

Tudi® stejna geometricka transformacex 7! Qx se aplikuje na v2echny sloupce maticé\, a proto zavislosti
mezi sloupci z-stanou zachovany i pro vyslednou maticiQA.

Peiklad 5.65. V matici A je druhy sloupefek je dvojnasobkem prvniho a tato vlastnosk-stane i pro
vysledny sou£inQA:

0 1 2 41
1 2 1 4 8 7
QA = @ 4 A= ;
2 1 1 1 92 7 1 2 4
V matici ACje t°eti sloupefek je souftem prvnich dvou a tato vlastnost@¥ét z-stane i pro vysledny

SOUEINQA®

o
[

QA°=

N -
=N
= -
®
WN -
A%NI—\
I
oN
w N
w

=
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Jestli°e nasobime zleva regularni matici, co® je typicky pfpad, tak m-°eme odvodit siln¥j?i tvrzeni.

Tvrzeni 5.66 (Prostory a nasobeni regularni matici zleva) Bus Q 2 T™ ™ regularni aA 2 TM™ ", Pak
(1) R(QA) = R(A) b
(2) Rovnost A = ;g jA j plati prav¥ tehdy, kdy°(QA) k = g j(QA)j, kdek 2f1:::;ng
a j 2T,j 6 Kk.
D-kaz.

(1) Podle tvrzeni 5.64 jeR(QA) R (A). Aplikujeme-li tvrzeni 5.64 na matici (QA) nasobenou zleva
Q 1, tak dostanemeR(Q 1QA) R (QA), tedy R(A) R (QA). Dohromady mameR (QA) =

R(A).
(2) Implikaci zleva doprava dostaneme z tvrzeni 5.64. Obrénou implikaci dostaneme z tvrzeni 5.64
aplikovaného na matici (QA) nasobenou zlevaQ 1. O

D-sledkem p°edchozi v¥ty je, °e pokud n¥které sloupce mat&A jsou linearn¥ nezavislé, tak z-stanou
i po vynasobeni regularni matici zleva.

Peiklad 5.67. Jak se zm¥ni prostoryR(A) a S(A) pokud matici A nasobime maticiQ zprava namisto
Zleva? A jak se zm¥ni jadro matice? Konkrétn¥, pro maticd 2 T™ P, B 2 TP ", jaky je vztah prostor-
Ker(A), Ker(AB) a Ker(B)? O

Tvrzeni 5.66 nam také usnadni dokazat st¥°ejni vysledek o ntiaovych prostorech.

V¥ta 5.68 (Maticové prostory a RREF). Bua A 2 T™ " a bua AR jeji RREF tvar s pivoty na pozicich

(3) dimR(A)=dim S(A) = r.

D-kaz. Vime z v¥ty 3.31, °AR = QA pro n¥jakou regularni matici Q.
(1) Podle tvrzeni 5.66 jeR(A) = R(QA) = R(AR). Nenulové °adky AR jsou linearn¥ nezavislé, tedy
tvo°i bazi R(AR) i R(A).
(2) Nejprve uk&’eme, °e sloupceAR ;:::; AR tvo°i bazi S(AR). Tyto vektory jsou jist¥ linearn¥
nezavislé (jsou to jednotkové vektory). GenerujiS(AR), nebo” libovolny nebéazicky sloupec se da
vyjad’it jako linearni kombinace t¥ch bazickych:

R X R X R X R AR
A= ae= e s gAY
i=1 i=1 i=1
Nyni pouCijeme tvrzeni 5.66, kterd zarufi, % iA , ;A jsou linearn¥ nezavislé a generuji
P1 pr

ostatni sloupce, tedy tvo°i baziS(A).
(3) Hodnota dim R(A) je velikost bazeR (A), tedy r, a podobn¥dim S(A) je velikost bazeS(A), takér.
Navic r = rank( A). O

Zd-razn¥me, °e bazi °adkového prostortR (A) najdeme v °adcich maticeAR, zatimco bazi sloupcového
prostoru S(A) najdeme ve sloupcich p-vodni maticeA.
Teeti vlastnost v¥ty 5.68 dava velmi netrivialni d-sledek pro hodnost matice a jeji transpozice, nebo’

rank(A) = dim R(A) = dim S(A) =dim R(AT)=rank( AT):

Dostavame tedy nasledujici v¥tu, kterou jsme v kapitole 3 j#¥ nezmi-ovali, proto®e k jejimu dokazani
jsme pot°ebovali netrivialni poznatky z vektorovych prosor-.

V¥ta 5.69. Pro ka°dou matici A 2 T™ " plati rank(A) = rank( AT).
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V¥ta 5.68 rovn¥° nabizi ekvivalentni charakterizaci hodnsti matice jako dimenzi °adkového nebo
sloupcového prostoru. Tim potvrzuje korektnost de nice halnosti z de nice 2.14, alternativn¥ k v¥t¥ 2.28
o jednozna£nosti RREF tvaru matice.

V¥ta 5.68 dale dava navod, jak zjistit ur£ité charakteristky prostor- pomoci RREF tvaru matice. Sta£i
dat aritmetické vektory do matice, p°evést do RREF tvaru a z n¥j pak vy£ist danou informaci. Jestli®e
vektory nejsou z aritmetického prostoru T", pak je pot°eba na to jit oklikou, pomoci tzv. isomor smu
(sekce 6.3).

Peiklad 5.70. Uvalujme prostor
V =spanf(1;2,3,4,5"; (115151 (1;3579; (211,100 gb R

Nejprve sestavme maticiA, jeji® sloupce jsou rovny danym generator-mV, tedy V = S(A), a upravime
ji na redukovany odstup-ovany tvar:

0 1 0 1
111 2 10 20
2 1 3 01 1

A:%315§RREF%80 o§
A 1 7 0 0
519 0 00 00

Z RREF tvaru vidime, % dim(V) = rank( A) = 3 a bazeV je nap°iklad (1;2;3;4;5)7, (1;1;1;1; )T,
(2;1;1;0;0)". T°eti z generator- je zavisly na ostatnich, konkrétn¥ je roren dvojnasobku prvniho minus
druhy (koe cienty vidime ve t°etim sloupci matice v RREF tvaru).

Nyni dejme generujici vektory do °adk- matice, tedyV = R(AT):

0 1 0 1
123475 100 1 1

AT:%1111§RREF 010 1 g
1 35 7 01 1
21100 000 0 O

Op¥t z RREF tvaru vy£teme, % dim(V) = rank( AT) = 3, dostaneme ale jinou bazi:(1;0;0; 1; 1)T,

(0;1;0;1;0)7, (0;0;1;1;2)T . m

Poznamka 5.71. UvaCujme soustavu linearnich rovnic Ax = b. ee?itelnost soustavy viastn¥ znamena,
%e vektor pravych stran b se da vyjad°it jako linearni kombinace sloupc- maticeA (srov. poznamka 5.20).
Tudi® soustava je °ezitelnd prav¥ tehdy, kdy°b2 S(A), neboli S(A) = S(A j b). V¥ta 5.68 pak p°imo dava
zn¥ni Frobeniovy v¥ty z poznamky 2.25.

Nasledujici vzore£ek vyjad®uje dimenzi jadra maticé\, tedy mna®iny °e2eni soustavyAx = o. Dimenzi
mnoCiny °e2eni obecné soustavyAx = b se budeme zabyvat pozd¥ji a analogicky vzoref£ek uvedeme ve
tvrzeni 7.12.

V¥ta 5.72 (O dimenzi jadra a hodnosti matice). Pro ka°dou matici A 2 T™ " plati

dimKer(A) +rank( A) = n: (5.4)
D-kaz. Bum dimKer(A) = k. Nech” vektory vq;:::;v, tvo°i bazi Ker(A), co® mj. znamena, °eAv; =
11 = Avk = 0. RozZ°’me vektory vi;:::; Vi na bazi celého prostoruT" dopln¥nim o vektory vi+1;:::;Vn

rovnost z v¥ty je spin¥na. =
Generujicnost. Bum y 2 S(A), paky = Ax pro n¥jakéx 2 T". Toto x lze vyjad°it x = ., V.
Dosazenim
X X X
y=Ax=A Vi = iAv; = i(Avj):
i=1 i=1 i=k+1
. 7 ’ pa P n , P n - P n s
Linearni nezavislost. %un = kel iA¥)i = o. Pakplati A i, Vi =0 Eili _,, Vi patl
do jadra n}@tice A. Prot i”= ko1 Vi = !(=1 iVi pro n¥jaké skalary 1;:::; k. P°epsanim rovnice
dostavame i”= kel Vit !‘zl( i)vi = oa vzhledem k linearni nezavislosti vektor-vi;:::;vnh j& k+1 =
i= o= o1=i= =0, O
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Poznamka 5.73 (Geometricky pohled na v¥tu 5.72) Uva®ujme zobrazenix 7! Ax s maticiA 2 T™ ",
viz poznamka 5.63. ProstorT" se zobrazi na prostoiS(A), jeho® dimenze jer = rank( A). Tudi® zobrazeni
zobrazujen-dimenzionalni prostor nar -dimenzionalni prostor. Prav¥ tendecitn r 0je podle vzorefku
(5:4) roven dimenzi jadra matice A. Pro regularni matici je jadro trivialni ( Ker(A) = fog), a proto
zobrazuje T" na celéT". fim je v2ak jadro v¥t2i, tim men?i je obraz prostoru T". Dimenze jadra tedy
popisuje miru degenerace zobrazeni. Nicmén¥ i jadro samme& popisuje zp-sob této degenerace, proto®e
Ker(A) obsahuje prav¥ ty vektory, které se zobrazi na.

Peiklad 5.74. Uva°ujme matici a jeji RREF tvar
0

1 1
2 4 4 10 6 4

A=@ 3 4 2 AFRRFF @ 1 4 A
5 7 21 00 0 O

Tedy dimKer(A) =4 2 = 2. Prostor Ker(A) p°edstavuje v2echna °e2eni soustaviAx = 0 a ta jsou tvaru
(6x3+4Xa; 4Xs  3Xa;X3;Xa)'; X3:Xs 2 R;

neboli
X3(6; 4,L,0)" + xa(4; 3;,0,1)7; x3;x4 2 R:

Tudi° vektory (6; 4;1;0)", (4; 3;0;1)" tvo°i bazi Ker(A). Tyto vektory nalezneme i p°imo tak, °e za
jednu nebazickou prom¥nnou dosadimé, za zbylé nuly a dopo£itame hodnoty bazickych prom¥nnych.
Konkrétn¥ vektor (6; 4;1;0)" ziskame dosazenimz =1, x4 = 0 avektor (4; 3;0;1)" ziskame dosazenim
Xx3=0,x4=1.

Tento postup plati univerzaln¥ pro ka°dou matici. Viypo£itanych vektor- je stejn¥ jako je nebazickych
prom¥nnych, tedyn rank(A). Tato hodnota ale udava dimenziKer(A). Proto®e vypo£itané vektory jsou
generatory jadra a je jich stejny po£et jako je jeho dimenzemusi to byt baze Ker(A) (srov. tvrzeni 5.48).

]

Dal?i vlastnosti maticovych prostor- uka®eme v d-sledku 8. 56.

5.7 Aplikace

Peiklad 5.75 (Je%t¥ ke kddovani) Nava’eme na p°iklad 4.42 o Hammingov¥ kod(7; 4; 3). Ke kodovani
jsme pouCivali generujici maticiH rozm¥ru7 4 jednodu2e tak, °e vstupni Useka délky 4 se zakéduje na
usekb:= Ha délky 7. V2echny zakddované Useky tak p°edstavuji sloupcovy prost matice H. Proto®e H
ma linearn¥ nezavislé sloupce, jedna se o podprostor dimen v prostoru Z2.

Detekce chyb p°ijatého Usekub probiha pomoci detekEni maticeD rozm¥ru 3 7. Pokud Db = o,
nenastala chyba (nebo nastaly alespo- dv¥). Po detekEni mait tedy chceme, aby (pouze) vektory ze
sloupcového prostoru maticeH zobrazovala na nulovy vektor. Tudi® musi S(H) = Ker( D). Nyni ji°
vidime, prof mé& matice D dané rozm¥ry aby jeji jadro byl £ty°dimenzionalni podprogor, musi mit
podle v¥ty 5.72 hodnost3, a proto 3 linearn¥ nezavislé °adky postatuiji.

Peiklad 5.76 (Rozpoznavani oblifej- [Turk and Pentland, 1991]) Detekce a rozpoznavani oblifej- z di-
gitalniho obrazu je moderni Uloha po£itatové gra ky. Je to filiz sloCity problém, abychom mohli vysv¥tlit
v2echny detaily Usp¥2nych algoritm-, ale zkusime objasnitjejich podstatu z hlediska vektorovych prostor-.

Digitalni obraz reprezentujeme jako matici A 2 R™ ", kde a; udava barvu pixelu na pozicii;j .
MnoCinu obrazk- s oblifeji si m-°eme s jistou mirou zjednodu2eni p°edstavit jako podprostor prostoru
v2ech obrazk- R™ ". Baze tohoto podprostoru jsou tzv.eigenfaces £ili urfité zakladni typy nebo rysy
oblifej-, ze kterych skladame ostatni oblifeje.

Pokud chceme rozhodnout, zda obrazek odpovida oblifeji, kaspo£itame, zda odpovidajici vektor le°i
v podprostoru obli£ej- nebo v jejich blizkosti. Podobn¥ posupujeme, pokud chceme rozpoznat zda dany
obrazek odpovida n¥jakému znamému oblifeji: Ve vektorovémrostoru R™ " zjistime, ktery z vektor-
odpovidajicich znAmym tva°im je nejbli°e vektoru na2eho obazku.

N¥kolikrat jsme pouCili pojem vzdalenost vektor-. Eukle idovskou vzdalenost £tena® patrn¥ zna,
podrobn¥ji a obecn¥ji v2ak tento termin rozebirame v kapitée 8. O
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Peiklad 5.77 (Lagrange-v interpola£ni polynom). Vra’me se nyni k problému interpolace bod- polyno-
polynom p(x) prochéazejici t¥mito body. V p°ikladu 3.56 jsme ukazali, jaknajit interpolagni polynom v za-

kladnim tvaru p(x) = a,x"+ :::+ a;x + ag vy°e2enim soustavy rovnic s Vandermondovou matici. Na tera

p(x) vzhledem k této béazi.
Nyni se nabizi otazka, jestli bychom nena2li polynom snadn¥ kdybychom zvolili jinou bazi pro-

storu P"? Odpov¥a zni ano . Zvolime nasledujici bazi prostoruP™. Pro i = 0;1;:::;n de nujeme
polynom
¥ 1
pi(x) = —— (X Xj):
AP 1 XJ
j=0;j6i

Tento polynom ma v bod¥x; hodnotu 1 a v ostatnich bodechx;, j & i, hodnotu 0. Je snadné nahlédnout,
%e tyto polynomy jsou linearn¥ nezavislé: °adny polynomp;(x) neni linearni kombinaci ostatnich, proto®e

polynomu v tzv. Lagrangeov¥ tvaru
X

p(x) = yi Pi (X):

i=0
Tento vysledek dava rovn¥° alternativni zd-vodn¥ni, % interpolagni polynom je urfen jednozna£n¥. [

Problémy

5.1. Uka‘te, e prostor redlnych polynom- P, prostor realnych funkci F a prostor R nad Q nejsou
kone£n¥ generované.

5.2. K direktnimu souf£tu podprostor- (poznamka 5.58):

(@) Uka‘te, % pokud W = U V, pak ka°dy vektor w 2 W Ize zapsat jedinym zp-sobem ve
tvaru w=u+ v, kdeu2 Uav2V.

(b) Bumte By;By baze podprostor- U;V prostoru W. Uka‘te, °e W = UV prav¥ tehdy, kdy®
badzeB; By jsou disjunktni a jejich sjednocenim dostaneme baav.

5.3. Doka‘te, °e hodnost maticeA 2 T™ " se da ekvivalentn¥ de novat jako:

(a) velikost nejv¥t2i regularni podmatice (podmatice vznkne odstran¥nim ur£itého, klidn¥ i nu-
lového, po£tu °adk- a sloupc:).

(b) nejmen?i z rozm¥r- matic B;C ze v2ech mao°nych rozklad- A = BC.

5.4. Pro maticeA 2 R™ ", B 2 R" P zd-vodn¥te nasledujici odhady pro hodnost jejich soufinu
rank(A)+rank( B) n rank(AB) minfrank(A);rank(B)g:

55. Bug A2 R" " ak 2 N. Doka’te rank(AK) rank(AK*1) rank(AK™1) rank(AK*2).
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Shrnuti ke kapitole 5. Vektorové prostory

Vektorové prostory p°edstavuji dal?i abstraktni pojem. Vektory v prostoru umime
stitat a ka°dy jednotliv¥ nasobit skalarem (nikoli nutn¥ mezi sebou!). Aplikaci obou
operaci nan vektor- ziskame linearni kombinaci t¥chto vektor-. Mnoin a v2ech li-
nearnich kombinaci zadanych vektor- vytvo°i vektorovy podprostor. Pokud stejny
podprostor nevygeneruje °adné ost°e men2i podmnoCina vekt-, jsou tyto vektory
linedrn¥ nezavislé, jinak jsou linearn¥ zavislé. Alternavn¥, vektory jsou zavislé pokud
mezi nimi je aspo- jeden, ktery je linearni kombinaci ostatfch. Linearn¥ nezavislé
generatory prostoru se nazyvaji baze tohoto prostoru. Ka®l prostor ma n¥jakou bazi
a pokud jich je vice, tak maji v2echny stejnou velikost (Stenitzova v¥t¥ 0 vym¥n¥).
To nas oprav-uje zavést dimenzi prostoru jako po£et vektorv bazi. Baze prostoru
pak p°edstavuje jakysi sou°adny systém v tomto prostoru, poto®e ka°dy vektor pro-
storu se da jednozna£n¥ vyjad°it jako linearni kombinace krdckych vektor-; p°isluzné
koe cienty se nazyvaji sou°adnice.

Prostory Uzce souvisi s maticemi, a to dvojim zp-sobem. S kafou matici A je spjato
n¥kolik vektorovych prostor-: ten, generovany sloupci, ten, generovany °adky, a pak
jadro, £ili prostor °e2eni soustavyAx = o. Tim, %e jsme prozkoumali, jak elementarni
aj. maticové Upravy m¥ni tyto prostory pak na druhou stranu dok&®°eme pomoci matic
shadno °e?it spoustu Uloh: zjistit, zda dané vektory jsou Inearn¥ nezavislé, urfit
dimenzi prostoru, ktery generuji, vybrat z nich vhodnou bai, spo£itat sou®adnice
vektoru v dané bazi atp.
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Kapitola 6

Linearni zobrazeni

S linearnimi zobrazenimi jsme se ji° letmo setkali v poznamich 3.20, 3.43, 5.63 a 5.73 jako se zobrazenimi
typu x 7! Ax, kde A 2 T™ ", Nahlédli jsme, °e zobrazeni je bijekci prav¥ pro regularninatice a inverzni
zobrazeni méa popisy 7! A ly. Déale vime, % prostor T" se zobrazi na prostorS(A), jeho® dimenze je
r = rank( A). Rozdil dimenzin r vzoru a obrazu pak odpovida dimenzi jadra maticeA.

Pro linearni zobrazenix 7! Ax z°ejm¥ také plati

(x+y) 7V A(x+ y)= AX + Ay,
(x)7VA(x)= (AX):

Prav¥ tuto vlastnost poulijeme jako de nici linearniho zobrazeni pro obecné prostory. Jinymi slovy tato
vlastnost °ika, °e obraz souftu dvou vektor- je roven souftuejich obraz- a analogicky pro nasobky. Tim
padem obraz linearni kombinace vektor- se da vyjad°it jako Inearni kombinace jejich obraz:. Linearni
zobrazeni tedy zachovava vztah mezi vektory: linearn¥ zasié vektory se zobrazi na linearn¥ zavislé obrazy
(ale ne naopak!); vektor, ktery je zavisly na jinych vektorech se zobrazi na vektor zavisly na jejich obrazech
p°i stejné linearni kombinaci atp.

V celé kapitole uva®ujeme pouze kone£n¥ generované vektgéoprostory.

6.1 Linearni zobrazeni mezi obecnymi prostory

De nice 6.1 (Linearni zobrazeni) Busrte U;V vektorové prostory nad t¥lesemT. Zobrazenif : U! V
je linearni, pokud pro ka°déx;y 2 U a 2 T plati:

f(x+y)=fx)+f(y),
f(x)= f (x).

Linearni zobrazeni se té° nazyvahomomor smus?. Pro toho, koho by zajimala zoologie latinsko-
°eckych nazv- druh- zobrazeni, poznamenejme, °e prosté zatazeni jeinjektivni, zobrazeni na jesurjek-
tivni, injektivni homomor smus je monomor smus, surjektivni homomor smus je epimor smus, homomor-
smus mnao®iny do sebe sama jeendomor smus, surjektivni a injektivni homomor smus je isomor smus,
a isomorfni endomor smus se nazyvéautomor smus.?

Peiklad 6.2 (P°iklady linearnich zobrazeni v rovin¥) Ji° v p°ikladu 3.21 jsme ukazali n¥kolik linearnich

zobrazeni danych p°edpisenx 7! Ax, kde A 2 R? 2. Tato zobrazeni p°edstavovala r-zné transformace

v rovin¥, konkrétn¥ p°eklopeni podle osy, natahnuti podle sy a otofeni kolem pof£atku. Projekci jako

linearni zobrazeni jsme uvedli v poznamce 3.43. Pro ilustca zde p°idame n¥kolik dal?ich p°iklad-.
Linearni zobrazeni s maticiA = '} V02 p°edstavuje 2kalovani, které natahujev;-krat ve sm¥ru osyxi

a vo-krat ve sm¥ru osyx,. Konkrétn¥ pro hodnotu v = (0:6;0:6)" dostaneme zobrazeni, které rovnom¥rn¥

zmen?2uje objekty:

Y Homomor smus je obecn¥ zobrazeni, které zachovava n¥jakou podstatnou strukturu. V teorii vektorovych prostor-
jsou zakladni operace soufet vektor- a jejich nasobek, a pota®mo je tedy zakladni strukturou vyjad°eni vektoru jako lin earni
kombinace jinych vektor-. Proto homomor smus v teorii vekt  orovych prostor- znamena zachovani linearn¥-zavislostni vazby,
co® se da elementarn¥ vyjad°it jako zachovani struktury operaci souftu a nasobk- vektor-.

2V teorii kategorii maji pojmy jako monomor smus a dal?f je2t ¥ trochu obecn¥j2 vyznam.
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X2 X2

0 X1 0 X1
Pro hodnotu v = (2;1)" dostaneme zobrazeni, které dvakrat roztahuje ve sm¥ru osy;, ale ve sm¥ru osy
X2 nijak neroztahuje:

X2 X2 5

0 X1 0 X1
Obecné linearni zobrazeni v rovin¥k 7! Ax je kombinaci p°eklopeni, nata®eni a rotaci kolem po£atku:

X2 X2\

O

Peiklad 6.3 (Matice rotace). V tomto p°ikladu odvodime vyjad°eni linearniho zobrazenikteré repre-
zentuje oto£eni v rovin¥ kolem pofatku o Ghel proti sm¥ru hodinovych rufifek. Bod(x1;x2)T 2 R?
ztoto®nime s komplexnim £islemz = x1 + ix, a oznaEime komplexni £isle = cos( ) + isin( ). Jak
vime ze sekce 1.4, nasobeni £islanmreprezentuje otof£eni o Uhel . Tudi® komplexni £islo z se oto£i na
komplexni £islo

r z =(cos( )+ isin()) (X1+ iX2)
=cos( )x1 sin( )Xo+ i(sin( )x1+cos( )x»):
Pokud zpatky ztoto®nime komplexni £isla s body v rovin¥, takdostavame, % bod(x1;x»)T se zobrazi na
bod (cos( )x1 sin( )xy; sin( )x1 +cos( )x»2)". Tudi® oto£eni tvo°i linearni zobrazeni a jeho maticové

vyjad°eni je x 7! Ax, kde
cos( ) sin( )
sin( ) cos()
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je peisluzna matice rotace; srov. p°iklad 3.21. Specialn¥gktor e; = (1;0)" se zobrazi na vektorcos( );sin( )T
a vektor e, = (0;1)" se zobrazi na vektor( sin( );cos( ))T, viz obrazek:

X2 \
( sin( );cos( )T 1A
(cos( );sin( )T
| sin( )
+ \ >
1 0 cos( ) 1 X1

Konkrétn¥ matice otof£eni 090 a matice oto£eni 0180 maiji tvar

0 1 a 1 O
1 O 0 1

Matici rotace snadno zobecnime na p°ipad rotace v prostorR", pokud se omezime pouze na otofeni
0 Ghel v rovin¥ osx;; X;. Schematicky (prazdné misto odpovida nulam):

0 | 1
% cos( ) sin( ) E
I
sin( ) cos( )
I
S touto matici se setkame je2t¥ pozd¥ji v p°ikladu 8.74. O

Peiklad 6.4 (Dal?i p°iklady linearnich zobrazeni).

Ji° jsme zminili v Gvodu, °e typickym p°ikladem linearniho zobrazeni jef : R" ! R™ de nované
f(X) = Ax, kde A 2 R™ " je pevna matice. Jak uvidime pozd¥ji v d-sledku 6.20, tak °aaé jiné
linearni zobrazeni mezi prostoryR" a R™ neexistuje.

Trivialni zobrazeni f : U! V de nované f (x) = o je zjevn¥ linearni.
Identita je zobrazeniid: U! U de nované id(x) = x a je dal?im p°ikladem linearniho zobrazeni.

Zobrazenif : T™ " I T" ™ dané p°edpisemf (A) = AT je linearni diky vlastnostem maticové
transpozice (tvrzeni 3.13).

Derivace z prostoru realnych diferencovatelnych funkci dgrostoru realnych funkci F p°edstavuje
také linearni zobrazeni, proto®e spl-uje viastnosti(f + g)°= %+ g®a (f )°= f Opro ka°dé dv¥
funkcef;g a skalar 2 R. O

Tvrzeni 6.5 (Vlastnosti linearnich zobrazeni) Bue f : U! V linearni zobrazeni. Pak
P P
Q) f( L ix)= L if(xj))prokadé {2 T; xj2U; i=1;:::5n,

(2) f(o)= o
D-kaz.
(1) Z de nice linearniho zobrazeni mamef ( 1x1 + 2x2) = 1f (x1) + of (X2) a zbytek dostaneme

roz2i°’enim matematickou indukci pro libovolné p°irozenén.
2) f(o)=f(0 0=0 f(o)=o. O
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Linearni zobrazeni tedy zobrazuje linearni kombinace vzema linearni kombinace obraz-. To v d--
sledku znamena, °e je-li vektory linearn¥ zavisly na vektofgechxl; 111 Xn, pak jeh(lg,obrazf (y) je linearn¥
zavisly na obrazechf (x1);:::;f (Xn). Specialn¥, je-liy = L, ixj, pakf(y)= L, if(xj). Linearni
zobrazeni tudi® zachovava linearni zavislost (vEetn¥ koeient:). Na druhou stranu, linearni nezavislost
zachovavat nemusi.

Poznamka 6.6. Jedna z geometrickych vlastnosti linearnich zobrazeni jeat °e zobrazuji p°imku na
p°imku nebo na bod. P°imka (viz str. 120) urEena dv¥ma r-znym vektory vi;Vv, je mnoCina vektor-

tvaru v, +(1 )V, kde 2 T. Obrazem této mnoCiny p°i linearnim zobrazenif je mnoCina popsana
f(vi+t( Wwo) = f (vi))+(1 )f (v2), coP je op¥t p°imka nebo bod (je-lif (vi) = f (v2)). Pozor,
opa£nym sm¥rem tvrzeni neplati, ne ka°dé zobrazeni zachagici p°imky je linearni. Nap°iklad posunuti
je nelinearni zobrazeni, ale zobrazuje p°imky na p°imky.

Ke ka®°dému linearnimu zobrazeni se vztahuji dva vektorové qstory, obraz a jadro (t€° nazyvané
nulator).

De nice 6.7 (Obraz a jadro). Bur f: U! V linearni zobrazeni. Pak de nujeme
obraz f (U) = ff (x); x 2 Ug,
jadro Ker(f) = fx 2 U; f (x) = og.

Obraz ma p°irozeny vyznam jako obor hodnot zobrazeni. De rgi m-°eme roz2i°it na obraz jakékoli
podmno®iny M U takto: f (M) = ff (x); x 2 Mg.

Jadro popisuje urfité rysy linearniho zobrazeni. Jak uvidhe, trivialni jadro (tj. Ker(f) = fog) zna£i,
% zobrazeni je prosté a tim padem dimenze vzoru i obrazu f (U) jsou stejné. Naopak, £im v¥t?i je jadro,
tim vice zobrazeni degeneruje, vice vektor- se zobrazi na tsamou hodnotu, a tim men?i ma obraz (U)
dimenzi vzhledem k dimenzi vzoruU (viz d-sledek 6.43).

Schematické znazorn¥ni obrazu a jadra (srov. poznamka 5)63
Pozndmka 6.8. Jadro matice a jadro linearniho zobrazeni spolu Gzce souvidDe nujeme-li zobrazeni f
p°edpisemf (x) = Ax, potom Ker(f) =Ker( A) af (U) = S(A).

Peiklad 6.9 (Obraz a jadro). Uva°ujme linearni zobrazenix 7! Ax, kde A 2 R? 2, viz p°iklad 6.2.

Pro matici A= 9 p°edstavuje zobrazeni p°eklopeni podle osy,. Obraz je f (R?) = R? a jadro
je Ker(f) = fog.

Pro matici A = ( 3 3) dostavame projekci na osux;. Obraz je nyni f (R?) = spanf(1;0)"g, tedy
osaxi, a jadro je Ker(f ) = spanf (0;1)" g, tedy osaxs. O

Snadno nahlédneme, % obraz p°edstavuje podprostor prostoV a jadro podprostor prostoru U.

Tvrzeni 6.10. Bum f: U! V linearni zobrazeni. Pak:
(1) f(U) je podprostoremV,
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(2) Ker(f) je podprostoremU,
(3) pro ka°dé xi;:::;xn 2 U plati: f (spanfxq;:::;Xn0) =spanff (x1);:::;f (xn)g.

D-kaz.

(1) Stafi ov¥°it, °ef (U) obsahuje nulovy vektor a je uzav®°eny na soufty a nasobky vedt:. Proto®e
f(0) = 0, mameo 2 V. Pokud vi;vo 2 f(U), tak existuji ug;u, 2 U takové, % f(uy) = vi a
f (up) = vy, Potom f (up + up) = f(ug) + f(up) = vy + vy, tudi®i vy + v, 2 f(U). Kone£n¥ pokud
v 2 f(U), tak existuje u2 U : f (u) = v. Pak pro libovolné 2 Tjef(u)= f (uy= v 2f(U),
z feho®jev 2 f (V).

(2) Analogicky, ponechavame za cvifeni.

(3) OznaEmeW = spanfxs;:::;Xng.

P
Inkluze . Ka°dy vektor w2 W Iiz:,e vyjad’it ve tvaru w = in=1 iXj pro n¥jaké q1;:::; n2T.
Z linearity zobrazenif pak f (w)= L, if(x;) 2 sparff (x1);:::;f (Xn)g.
Inkluze . Proto% xy;:::;xn 2 W, tak f(xq1);::::f(Xn) 2 f (W). Nakonec poulijeme toho, °e
f (W) je podprostor Eili s vektory f (xq1);:::;f (xn) obsahUJe i jejich linearni obal. O

Bod (3) tvrzeni 6.10 zarove- dava navod jak urfovat obraz podpstoru W prostoru U: urEime obrazy
baze (nebo obecn¥ generatorW), a ty tvo°i generatory obrazu f (W).

P°ipome-me dva druhy zobrazeni, prosté a na . Linearni zalazenif : U! V je na, pokud f (U) =
V. Jinymi slovy, pro ka°dy vektor y 2 V existuje vektor x 2 U, ktery se na n¥j zobrazi, tj.f (x) = v.
Rozhodnout, zda je zobrazenf na , Ize snadno podle bodu (3) tvrzeni 6.10. Stafi zvolit geeratory
prostoru U a ov¥°it, jestli jejich obrazy generuji prostorV.

D-sledek 6.11. Linearni zobrazenif : U! V je na prav¥ tehdy, kdy® se n¥jaké generatory prostoru
U zobrazi na generatory prostorw .

Linearni zobrazenif : U! V je prosté, pokudf (x) = f (y) nastane jenom prox = y. Jinymi slovy,
pro ka®dé dva vektory x;y 2 U, x 6 y, plati f (x) 6 f (y). Nasledujici v¥ta charakterizuje, kdy je linearni
zobrazeni prosté.

V¥ta 6.12 (Prosté linearni zobrazeni) Buz f : U ! V linearni zobrazeni. Pak nasledujici jsou ekviva-
lentni:

(1) f je prosté,

(2) Ker(f) = fog,
(3) obraz libovolné linearn¥ nezavislé mnoCiny je linearn¥ezavisla mno°ina.

D-kaz. Doka’eme implikace(1)) (2)) (3)) (2).

Implikace (1) ) (2) . Protoe f(0) = o, tak 0 2 Ker(f). Ale vzhledem k tomu, °ef je prosté
zobrazeni, tak jadro u° jiny prvek neobsahuje.

P
Imp_Jlkace (2) ) 3) . %Jate X1;::1;Xn 2 U linearn¥ nezavislé a nech” ., I:,if(xi) = o. Pak
f LoiXi = o, £ili L, ixj ndle° do jadra Ker(f) = fog. Tudi® musi ., ix; = oa
z linearni nezavislosti vektor- mame ; =0 pro v2echnai.

Implikace (3) ) (1) . Sporem p°edpokladejme, °e existuji dva r-zné vektoryx;y 2 U takové, °e
f(x) = f(y). Potomo= f(x) f(y)= f(x y). Vektor o p°edstavuje linearn¥ zavislou mnoCinu
vektor-, tedy x y musi byt podle p°edpokladu (3) také linearn¥ zavisla mno®ia, a tudi® x y = o,
neboli x = y. To je spor. O

P°iklad 6.13 (Prosté linearni zobrazeni) Uvalujme linearni zobrazeni z p°ikladu 6.9, tedyx 7! Ax, kde
A2R? 2

Pro matici A = 01 2 p°edstavuje zobrazeni p°eklopeni podle osy. Proto®e jadro je Ker(f ) = fog,
zobrazeni je prosté.
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Pro matici A = ( } §) p°edstavuje zobrazeni projekci na osk;. Proto®e jadro je Ker(f ) = spanf (0; 1) g,
nejedna se o prosté zobrazeni. O

Specialn¥, bod (3) ¥ty 6.12 °ika, e prosté linearni zobranif : U! V zobrazuje bazi prostoruU na
bazi f (U). Tim padem prosté zobrazeni spl-ujedim U = dim f (U). Pozd¥ji (d-sledek 6.43) uvidime, °e
tato rovnost pIn¥ charakterizuje prosta zobrazeni.

Ani prosté linearni zobrazeni nemusi byt vody na , o £em° s¥d£i kup°ikladu zobrazeni vno°enR"

U vektorovych prostor- vime, e je ka°dy (kone£n¥ generovagl) podprostor jednozna£n¥ urEeny n¥jakou
bazi. Takovouto minimalni reprezentaci bychom cht¥li i prolinearni zobrazeni. Jak uvidime, jista analogie
plati i u linearnich zobrazeni, proto®e ka°dé linearni zobazeni je jednoznafn¥ urfeno tim, kam se zobrazi
vektory z baze.

P°iklad 6.14. Uvalujme linearni zobrazenif : R?! V. Pokud zndme pouze obraz vektorw 6 o, pak
m-°eme ur£it obrazy v2ech jeho nasobk:, tj. vektor- na p°imc e sparf xg, jednodue ze vztahuf (x ) =
f (x). Nedoka°eme v2ak zrekonstruovat celé zobrazeni. K tomu pdebuje znét je2t¥ obraz n¥jakého jiného
(linearn¥ nezavislého) vektoruy. Potom umime dopo£itat obrazy nejen v2ech nasobk- vektor-x ay, ale
i jejich souftu a v2ech linearnich kombinaci, tedy v2ech vetor- prostoru R? ze vztahuf(x + y) =
f (x)+ f (y). Tudi® linearni zobrazeni f je charakterizovdno pouze obrazy dvou linearn¥ nezavisliic
vektor-, tedy baze. O

V¥ta 6.15 (Linearni zobrazeni a jednozna£nost vzhledem k obraz-m b#&j. Busote U;V prostory nad T a

P
D-kaz. Existence . Bun xPZ U libovolné. Pak x = in=1 iXj pro n¥jaké skalary q1;:::; h 2 T. De-
nujme obrazx jako f (x)= L, Vi, proto® linearni zobrazeni musi spl-ovat
X X X
fx)=f iXi = if (xi) = iYi:
i=1 i=1 i=1

To, %e takto de nované zobrazeni je linearni, se ov¥°i u® sr@no.
Jednoznaf£nost. M¥jme dv¥ r-zné linearni zobrazenf ag Sp|l—:aijfCi f (xi) = g(xi) = yi pro v2echna

i =1;:::;n. Pak pro libovolné x 2 U, které vyjad°ime ve tvarux = ., iX; projistt 1;:::; ,2T,je
X X X X X
f(x)=f iXi = if (xi) = iYi = ig(Xi)=g iXi = g(X):
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Tedy f (x) = g(x) 8x 2 U, ca® je ve sporu s tim, % jsou to r-zna zobrazeni. O

6.2 Maticova reprezentace linearniho zobrazeni

Ka°dé linearni zobrazeni mezi (kone£n¥ generovanymi) vettovymi prostory jde reprezentovat maticov¥s)

Proto®e vektory mohou byt rozliEné objekty, je vyhodné je pgisovat v °efi sou®adnic. Potom s nimi
m-°eme operovat jako s aritmetickymi vektory, co® je £asto pohodIn¥j2i. Ne°® p°ejdeme k vlastni de nici,

ukd®eme n¥kolik motivaEnich p°iklad-.

P°iklad 6.16 (Uvod k matici linearniho zobrazeni) Uvalujme linearni zobrazenif : T" ! T™. Potom
pro libovolné x 2 T" plati

X0
f(x)=f xige = xf(e):
i=1 i=1

% Maticov¥ jde reprezentovat i linearni zobrazeni mezi nekone£n¥-dimenzionalnimi prostory, avzak matice se bude skladat
z nekone£n¥ mnoha °adk- a sloupc-. Takové matice se vyskytuji nap®iklad v kvantové mechanice. V tomto textu ale o nich
nepojednavame.
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Ozna£ime-li matici se sloupcf (e1);:::;f (en) jako
o 1
J J
A = @f () f(en)A ;

J J

pak z°ejm¥f (x) = Ax. Ka°dé linearni zobrazenif : T" I T™M Ize tedy reprezentovat maticov¥ jako
f (x) = Ax. Toto pozorovani nahlédneme je2t¥ jednou jinym zp-sobem v aledku 6.20.

0 j j 1
A= GX (v) f(vn)A
i j

pak z°ejm¥f (x) = A [x]g. Narozdil od p°edchoziho p°ipadu nasobime matici vektorersou°adnic[x]g
vektoru x, a ne vektorem samotnym. Pokud zm¥nime i druhy prostom™, budeme muset pracovat v sou-

°adnicich i z hlediska maticeA a obrazuf (x). O
De nice 6.17 (Matice linearniho zobrazeni) Bua f : U ! V linearni zobrazemd,By = fx1;:::;Xng baze
prostoru U nad T a By = fyj;:::;ymg baze prostoruV nad T. Nech” f (xj) = {1, & y;. Potom matice
A2TM™ "sprvky g;,i =1;:::;m, j = 1;:::;n, se nazyvamatice linearniho zobrazenif vzhledem

k bazimBy;Byv a znafi seg, [f1g,, -

Jinymi slovy, matice linearniho zobrazeni vypada tak, °e j@ j -ty sloupec je tvo°en sou®adnicemi obrazu
vektoru x; vzhledem k baziBy, to jest
0 _ 1

j j
Bv [f ]Bu = @[f (X%)]Bv [f (er)]BV A
J |

P°iklad 6.18 (Matice linearniho zobrazeni) Uva°ujme linearni zobrazenif : R?! R? s p°edpisent (x) =
Ax, kde
1 2

A= 3 4

Zvolme bazeBy = f(1;2)";(2;1)"g, By = f(1; 1)7;(0;1)"g a najd¥me matici zobrazenif vzhledem
k bazim By;Bvy.

Obraz prvniho vektoru bazeBy je f (1;2) = (5; 5)T, a jeho soucadnice vzhledem k bazBy jsou
[f (1,2)s, = (5;0)T. Podobn¥, obraz druhého vektoru bazeBy je f (2;1) = (4;2)", a jeho sou’adnice
vzhledem k baziBy jsou[f (2;1)]g, = (4;6)". Tudi°

_ 54
oy [flsy = 0 6 =

Vyznam matice linearniho zobrazeni vyjad°uje nasledujici¥ta. Poviimn¥me si v ni mnemotechniky ve
znaEeni matice linearniho zobrazeng [f ]z, - Ta °ika, °e na vstupu je vektor sou®adnic vzhledem k bazi
By a na vystupu vektor sou°adnic obrazu vzhledem k bazBy, .

V¥ta 6.19 (Maticova reprezentace linearniho zobrazeni)Bua f: U ! V linearni zobrazeni,By =

[f(¥ey = B, [Fls, [Xlsy: (6.1)
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P
D-kaz. OznafmeA = g [f]z, - Bum x 2 U, tedy x = L iXi, neboli [x]g, =( 1;:::; n)T. Pak
X X X xXn
f(X):f ij = jf(Xj): j aijyi =
j=1 j=1 j=1 i=1
X XX
= jdijYi = jaij Vil
j=1 i=1 =1 j=1

P P
Tedy vyraz jn=1 j & reprezentujei-tou souadnici vektoru [f (x)]g, , ale jeho hodnota je jn=1 jaj =
(A [xIgy)i, co° je i-ta slo’ka vektoru g [flz, [X]g,- O

Matice linearniho zobrazeni tedy p°evadi sou°®adnice vekto vzhledem k dané béazi na sou°adnice
jeho obrazu. PIn¥ tak popisuje linearni zobrazeni a navic obz libovolného vektoru m-°eme vyjad°it
jednoduchym zp-sobem jako nasobeni matici.

P°ipome-me, °e symbolkan zna£i kanonickou bazi, tj. tu skladajici se z jednotkovych ektor-.

D-sledek 6.20. Ka°dé linearni zobrazenif : T" ! T™ se da vyjad°it jakof (x) = Ax pro n¥jakou matici
A2Tm N

D-kaz. Pro ka®déx 2 T" je

f (X) = [f (X)]kan = kan [f ]kan [X]kan = kan [f ]kan X
Tedy f (x) = Ax, kde A = | [f Jia, - O

M¥jme linearni zobrazenif : U ! V a bazeBy;By prostor- U;V. Vime, °%e matice A = 5 [f]g,
spl-uje

[f(X)]g, = A [Xlg, 8x2U:
Ukaleme, °e °4dnd jind matice tuto vlastnost nema.

V¥ta 6.21 (Jednoznaf£nost matice linearniho zobrazeni)Bue f: U ! V linearni zobrazeni, By baze
prostoru U a By baze prostoruV. Pak jedina matice A spl-ujici (6:1) je A= g [flg, -

dv¥ maticové reprezentacg6:1) pomoci matic A 6 A° Tudi® existuje vektor s 2 T takovy, %e As 6 A%;
takovy vektor Ize volit nap°iklad jako jednorgkovy vektor s jednifkou na takové pozici, ve kterém sloupci
se maticeA; A li2i. De nujme vektor x = ., siz. Pak [f (x)]s, = As 6 A% = [f (X)]s, , CO° je spor
s jednoznag£nosti sou®adnic (v¥ta 5.33). O

Poznamka 6.22. Nejen®e ka°dé linearni zobrazeni jde reprezentovat matic®, ale i naopak ka°da matice
p°edstavuje matici n¥jakého linearniho zobrazeni. Buntd y; By baze prostor- U;V dimenzin; m a m¥jme
A2 TM " Pak existuje jediné linearni zobrazenf : U! V takove, e A = g [f g ; ve sloupcich matice
A vyEteme sou’adnice obraz- vektor- bazeB, cao® pIn¥ urfuje zobrazenf dle v¥ty 6.15. To znamen4, °e
existuje vzajemn¥ jednozna£na korespondence mezi lineédm zobrazenimif : U! V a prostorem matic
TM N, Pozd¥ji v sekci 6.4 nahlédneme, °e mnaoina linearnich zoaeenif : U! V tvo°i vektorovy prostor.

Specialnim p°ipadem zobrazeni je identita, kterou budemena£it id. Jeji matici pak nazyvame matici
p°echody proto®e umo®-uje p°echazet od jednoho sou®adného systénkujinému.

De nice 6.23 (Matice p°echodu). Bur V vektorovy prostor a B1; B, dv¥ jeho baze. Pakmatici p°echodu
od B3 k Bz nazveme matici g, [id]g, -

Matice p°echodu mé pak podle maticové reprezentace tento wpam: Buo x 2 U, pak
Xlg, = s,ldlg, [Xlg,;

tedy pouhym maticovym nasobenim ziskavame sou°®adnice vadem k jiné bazi. Z°ejm¥ platig [id]g = In
pro libovolnou bazi B.
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Peiklad 6.24. Najd¥te matici p°echodu vR® od baze
Bi=f(1;1 13 2072 11)Tg

k bazi
B,=1f(8;, 41)";( 85 27,3 21)'g

ee2eni: spofitame

(1L 1)'s, =(2:33)7;
(3 20)ls,=( 1 4 7)7;
(2 1,1)"1s,=(1;36)":

Tedy

Bz[id]Bl =

((g)o
wwN
~N bR
o Qr,

Vime-li nap°iklad, °e sou°®adnice vektoru(4; 1; 1)T vzhledem k baziB; jsou (1;1;0)", pak sou®adnice
vzhledem kB, ziskame

(4 L, 1)']s, = g,ldlg, [4 L 1'ls, = g,ldlg, GLOT =(1; L 4 O

P°iklad 6.25. Bun B baze prostoruT". Podle maticové reprezentace linearniho zobrazeni pak sgaln¥
dostaneme pak

Xlg = glidlan [Xlan = glidlan X
Sou’adnice libovolného vektoru tudi® ziskame jednodu2e vyasobenim matice p°echodu s vektorem. [
Podstatnou roli v teorii linearnich zobrazeni hraje jejich vzajemné skladani. P°ipome-me, °e pro

zobrazenif : U! V ag:V ! W jeslo%né zobrazeng f je de nované p°edpisem(g f)(x) = g(f (x)),
X2 U.

Tvrzeni 6.26 (Slo®ené linearni zobrazeni) Bustef : U! V, g: V! W linearni zobrazeni. Pak slo®ené
zobrazenig f je zase linearni zobrazeni.

D-kaz. Podle de nice ov¥°ime pro libovolnéx;y 2 Ua 2 T:

g(f (x+y)) = g(f (x) + £(y) =
g(f )+ 9f () =(g F)x)+(g F)V);
(@ F)(x)=gf(x)=9o(f )= g{x)= (g f)X): O

(g f)x+y)
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Uvalujme dv¥ linearni zobrazenif : T" I TP ag: TP ! TM reprezentovana maticov¥f (x) = AX,
g(y) = By pro urfité matice A2 TP ", B 2 T™ P. Potom slo®ené zobrazeni ma p°edpis

(@ £)(x)= go(f (x)) = B(Ax) =(BA)x:

Je to tedy lineérni zobrazeni reprezentované maticBA (viz poznamka 3.20).

Tato vlastnost plati obecn¥ji, matice slo®eného linearnilo zobrazeni je rovna sou£inu matic p°isluznych
zobrazeni. Zakladatelé teorie matic, jako nap°. A. Cayleyde novali (kolem roku 1855) nasobeni matic
prav¥ tak, aby m¥lo po®adované vlastnosti pro skladani zolazeni. Tak® i kdy°® vyznam nasobeni matic
daleko p°esahl p-vodni my2lenky, jeho ko°eny je t°eba hledazde.

V¥ta 6.27 (Matice slo®°eného linearniho zobrazeni)Bustef : U ! V ag: V! W linearni zobrazeni,
buco By bazeU, By bazeV a By bazeW. Pak

Bw 9 f]BU = By [g]BV By [f ]Bu : (6.2)
D-kaz. Pro ka°déx 2 U je

(g )Xy =[9(f Nlew = 8, [Gls, [FXlsy = g, [de, &, [fls, Xby:

Diky jednozna£nosti matice linearniho zobrazeni (v¥ta 61 je g [d]g, s, [flg, hledana matice slo%-
ného zobrazeni. O

U \% W

sy [f s, By 9B,

Bw [ f]BU

Ve vzorefku(6:2) se op¥t uplatni mnemotechnika ve znafeni matice linearnickhobrazeni. Konkrétn¥,
matice zobrazenig f ma na vstupu stejnou baziB jako matice zobrazenif a na vystupu stejnou bazi
Bw jako matice zobrazenig. Navic vystupni bdzeBy matice zobrazenif musi byt stejna jako vstupni
baze matice zobrazeng.

Peiklad 6.28 (Skladani otofeni a souftové vzorce prsin a cog. Oto£eni v rovin¥ o Uhel proti sm¥ru
hodinovych rufifek mé vzhledem ke kanonické bazi matici

cos sin
sin cos

viz p°iklad 6.3. Podobn¥ otofeni o Uhel . Matici otof£eni o Uhel + m-°eme ziskat p°imo dosazenim
hodnoty + do matice rotace nebo slo®enim otof£eni o Uhel a pak otof£eni o Uhel . Porovnanim
ziskdme sou£tové vzorce prein a cos

cos( + ) sin( + ) _ cos sin cos sin _
sin( + ) cos( + ) sin cos sin cos
_ COos cos sin  sin sin cos sin cos 0
cos sin +cos sin sin sin +cos cos

P°iklad 6.29. Nech” mame danu matici linearniho zobrazenf vzhledem k bazimBi1; By, tj. ,[f ]z, -
Jak ur£it matici vzhledem k bazimB3; B4, tj. g, [f ], ? Podle v¥ty o matici slo°eneho zobrazeni aplikovane
naf =id f id ap°isluzné baze mame

B.lf I, = 8,0dlg, 8,[flg, &,[dlg,:

Tedy veZkerou praci vykonaji matice p°echodu mezi bazemi. O
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Poznamka 6.30 (Derivace vice prom¥nnych a skladani zobrazeni)Uva®ujme diferencovatelné funkce
f(X):R"! RP, gy):RP! RMmabodyx 2 R"ay = f(x). Z kursu diferencialniho po£tu vice
prom¥nnych zname formuli pro parcialni derivace slo®enéhacbrazeni

@ f) _* @g @f.

@x ., @ @x

V °efi Jacobiho matic

0 % %1
x X
= : &
@ ... @b
@ "7 @x
ma vy2e zmin¥na formule tvar
r(g f)(x)=rgly) rf(x): (6.3)

Jacobiho matice je matice linearniho zobrazeni (lokaln¥ hfiépe) aproximujiciho hladké zobrazeni. For-
mule (6:3) °ika, e p°i skladani hladkych zobrazeni se odpovidajicimpzsobem skladaji i jejich linearni
aproximace. Formule tim také ilustruje v¥tu 6.27 o matici sb°eného linearniho zobrazeni.

P°iklad 6.31 (Posunuti jako linearni zobrazeni?) Bue v 2 R" pevné a uva®ujme zobrazenf : R"! R"
dané p°edpisemf (x) = x + v. Toto zobrazeni neni linearni, proto®e nezobrazuje nulovyektor na nulovy
vektor. Nicmén¥ m-°eme ho jako linearni simulovat vyulitim techniky z klasické projektivni geometrie
[fech, 1952]. Vno°ime prostoR" do prostoru o jednu dimenzi v¥t2iho tak, aby pro ur£ité lineani zobrazeni
g: R"™1 1 R"™1 platilo

O(X1;::0 X0 Xn+1) = (X1 + ViXn+1::005 Xn + VaXn+1; Xn+1):
[lustrace vno®eni:
Xn+1 . .
A l(\)/latlce zobrazeni:
1 0 ::: 0 v
——— %: 1 :::0 VZE
> > : B :
/ v 0 ::: 1 v,
0O 0 ::: 0 1
0 X

V¥ta o matici slo°eného zobrazeni ma je2t¥ °adu p¥knych d-gldk- tykajicich se isomor sm-.

6.3 Isomor smus

De nice 6.32 (Isomor smus). Isomor smus mezi prostory U, V nad t¥lesemT je vzajemn¥ jednoznatné
linearni zobrazenif : U! V. Pokud mezi prostory U, V existuje isomor smus, pak °ikame, °eU, V jsou
isomorfni.

Jak nahlédneme v této sekci, isomorfni prostory se chovaji gohledu linearni algebry stejn¥. Isomor-
smus zobrazuje linearn¥ zavislé vektory na linearn¥ zavié se stejnymi vztahy (proto®e jde o linearni
zobrazeni), zobrazuje linearn¥ nezavislé vektory na lined¥ nezavislé (proto®e jde o prosté zobrazeni),
zachovava dimenzi, zobrazuje bazi na bazi atp.
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P°iklad 6.33. P°ikladem isomor smu je t°eba 2kalovani, p°eklap¥ni vR? (p°iklad 6.2) nebo otafeni
(p°iklad 6.28). P°ikladem linearniho zobrazeni, které nenisomor smem, je projekce (p°iklad 6.2).

P°ikladem isomorfnich prostor- je nap°iklad P" a R"*1, kdy vhodnym (a nikoliv jedinym) isomor s-
mem je

Isomor smus najdeme i mezi n¥kterymi nekone£n¥-dimenziéinimi prostory, nap°iklad mezi prosto-
rem polynom- P a prostorem realnych posloupnosti s koneE£n¥ mnoha nenulawy prvky. Isomor smem
je pak t°eba zobrazenia,x" + :::+ a;x + ag 7! (ap;ay;iii;an;0;::r). O
Tvrzeni 6.34 (Vlastnosti isomor smu) .

(1) Je-li f:U! V isomorsmus, pakf 1:V ! U existuje a je to také isomor smus.

(2) Jsou-li f:U! Vag:V! Wisomorsmy,pakg f:U! W je také isomor smus.

(3) Linearni zobrazenif: U ! V je isomor smem prav¥ tehdy, kdy° libovolna baze prostorld se
zobrazuje na bazi prostorwv.

(4) Je-li f:U! V isomorsmus, pak dimU =dim V.
D-kaz.

(1) Zobrazenif je vzajemn¥ jednozna£né, tedy ! existuje a je také vzajemn¥ jednoznafné. Zbyva
dokazat linearitu. Bua vq;vo, 2 V a nech’ f 1(vq) = uy af 1(vo) = up Pak f(up + up) =
f(u)+ f(up)= vi+ Vo, tedy f L(vi+ vo)= ur+us=1f (v)+ f (v2). Podobn¥ pro nasobky:
Nech"v2V af Y(v)=u,pakf(u)= f (U= v,tedyf Y(v)= u =1 ).

(2) Snadné z tvrzeni 6.26.

(3) Bum x1;:::;Xn bazeU. Proto®e f je prosté, dle v¥ty 6.12(3) jsou obrazyf (x1);:::;f (xp) linearn¥

nezavislé. Proto®ef je na, generuji vektoryf (x1);:::;f (Xn) dle tvrzeni 6.10(3) prostorf (U) = V.
Tedy vektory f (X1);:::;f (Xn) tvo®i bazi V.
Naopak, buo xq;:::;x, bazeU a f(xq);:::;f (xn) baze V. Pak zobrazenif je z°ejm¥ na. To,

% zobrazenif je prosté, nahlédneme sporem: P°edpokladejme, OeIJédIﬁer(f) obsahuje nenu-

lovy vektor. Tudi® pre, n¥jakou netrivialni linedrni kombin aci plati f (., iX;) = o. Z linearity

zobrazeni dostavame [; if (X;) = 0, co® je spor s linearni nezavislosti vektor-f (x1);:::;f (Xn).
(4) Plyne z p°edchoziho bodu. O
Nyni p°ichazi na °adu slibené d-sledky v¥ty o matici slo®enko linearniho zobrazeni.

Tvrzeni 6.35. Bum f:U! V isomor smus, By bazeU a By bazeV. Pak
solf ey = 8, [fls):
D-kaz. Proto®e f 1 f = id, dostavame
B, [f l]BV gy [flg, = 8,[f 1 flg, = ,ldlg, = I
Jeliko® g [f]g, Jje podle v¥ty 6.34(4) £tvercova, jeg  [f 1]BV jeji inverzni matice. O

Matice isomor smu ma matici inverzni, tedy musi byt regularni. Toto tvrzeni plati i naopak: Je-li
matice linearniho zobrazenff regularni, pak jef isomor smem, proto®e inverzni matice dava p°edpis pro
inverzni zobrazenif 1.

Tvrzeni 6.36. Linearni zobrazenif : U! V je isomor smus prav¥ tehdy, kdy® n¥jaka (libovolnd) matice
reprezentujici f je regularni.
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Dal?i d-sledek tvrzeni 6.35 dostaneme specialn¥ pro matigb°echodu mezi bazemBy a By, a to

s, lidlg, = g, lidlg}:
P°iklad 6.37 (Mnemotechnika po£itani matic p°echodu) Pro po£itani matice p°echodu vR" od baze
By do bazeBy, tj. g, [id]g, , Ize pou°it nasledujici mnemotechniku:

RREF

Prvni matice ve sloupcich obsahuje bazBy a pak baziBy, co° jsou viastn¥ matice ,,[id]g, @ (anlid]g,, -
P°evedenim na RREF tvar dostaneme napravo hledanou matici f®chodu. D-vod prameni ze vztahu
gy [dlg, = g, [ldlan anlidlg, = kan[id]Bv1 kanlid]g,, - P°evedeni matice na RREF tvar Ize vyjad°it
vynasobenim matici ,,[id]g ' zleva.

Konkrétn¥, pro p°iklad 6.24, dostaneme

0 1 0 1
8 8 3/ 1 3 2 1 00/2 11

@4 5 2| 1 2 1ARREFE @ 1 0|3 4 3A: O
1 2 1/ 1 0 1 00 1|3 7 6

Nyni se obratime od matic zp¥t k prostor-m mezi nimi® existuje isomor smus. Ji° vime z v¥ty 6.34(4),
%e isomorfni prostory maji stejnou dimenzi. Plati to i naop&?

Tvrzeni 6.38. Bur V vektorovy prostor nad t¥leseml dimenzen s baziB. Pak zobrazenix 7! [x]g je
isomor smus mezi prostoryV a T" nad T.

nosti sou®adnic, v¥ta 5.33. Dale, zobrazeni je ga , prot@ ka®da n-tice ( 1;:::; n) 2 T" p°edstavuje
sou°adnice n¥jakého vektoru, konkrétn¥ vektoru [, iv. O

V¥ta 6.39 (Isomor smus n-dimenzionalnich prostor-). V2echny n-dimenzionalni vektorové prostory nad
t¥lesemT jsou navzajem isomorfni.

D-kaz. Podle tvrzeni 6.38 jsou v2echnyn-dimenziondlni vektorové prostory nad t¥lesenT isomorfni sT"
nad T, a tim padem i navzajem mezi sebou, nebo” slo®eni isomor smje zase isomor smus. O

V¥ta °ik4, e v2echny n-dimenzionalni prostory nad stejnym t¥lesem jsou navzajensomorfni. To zna-
mena, °e jsou z urfitého pohledu stejné. P°esto®e ka®dy ma &wspeci ka, zvla2tni operace atp., vykazuji
podobnou strukturu a m-°eme k nim p°istupovat jednotnym zp- sobem. Tudi® p°i hledani dimenze, ov¥-
°ovani linearni nezavislosti atp. stafi p°ejit isomor smen do prostoru T" nad T, kde se pracuje mnohem
lépe. Isomor smus toti® zachovava linearni nezavislost vktor-, zachovava linearni zavislost vektor-, a také
zachovava dimenzi obrazu podprostoru.

P°iklad 6.40. Uva°ujme polynomy
23+ X2+ x+3; x3+2x%+3x+1; x3 x%2 2x+2; 4% x? 3X+7

jako vektory prostoru P3. Jsou linearn¥ nezavislé? Jakou dimenzi mé prostor jimi gemovany? Jaka je jeho
baze? Na tyto otazky snadno odpovime p°i pouiti isomor smuasx® + a,x? + ai;x + ag 7! (a3; az;a;; ag).
Takto se polynomy zobrazi na vektory

@353 23T @ L 22T 4 L 3"

Nyni ji° standardnim zp-sobem (p°iklad 5.70) zjistime, °e vektory (a tedy i polynomy) jsou linearn¥
zavislé, generuji dvoudimenziondlni podprostor a bazi tvd nap°iklad prvni dva. O

Pro linearni zobrazenif : R" ! R™ de nované p°edpisemf (x) = Ax plati Ker(f) = Ker( A) a
f(R") = S(A). | v obecném p°ipad¥ je Uzky vztah mezi jadrem linearniho zahzeni a jadrem p°isluzné
matice a podobn¥ mezi obrazem a sloupcovym prostorem matice
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V¥ta 6.41 (O dimenzi jadra a obrazu). Bua f : U ! V linearni zobrazeni,By baze prostoruU a By
baze prostoruV. OznaEmeA = g [f ], . Pak:

(1) dimKer(f)=dimKer( A),
(2) dimf (U) =dim S(A) =rank( A).

D-kaz. (1) Podle v¥ty 6.34(4) stafi sestrojit isomor smus mezi prstory Ker(f) a Ker(A). Isomor smem
m-%e byt nap°®. zobrazeni x 2 Ker(f) 7! [x]g, . Z tvrzeni 6.38 vime, %e je linearni a prosté. Zbyva ukazat,
°e [x]g, 2 Ker(A) a e zobrazeni je na . Buex 2 Ker(f), pak

o=[ds, =[f(Nsy = g,[fls, Xlg,:

tedy [x]g, nale®i do jadra matice A. Také naopak, pro ka°de[x]s, 2 Ker(A) je f (x) = o.

(2) OznaEmedim U = n, dimV = m. Op¥t sestrojime isomor smus, nyni mezf (U) aS(A), a to takto
y 2 f(U) 7! [yls, - A op¥t, zobrazeni je linearni a prosté. Déle, proy 2 f (U) existuje x 2 U takové, °e
f(x)=y.Nyni [yls, =[f(X)]lg, = A [X]g,, tedy [y]g, nale°i do sloupcoveho prostoruS(A). A naopak,
pro ka°dé b2 S(A) existuje a2 T" takové, °%e b= Aa. fili pro vektor x 2 U takovy, °e [x]g, = a, plati
y = f(x) 2 f(U) a zarove-[ylg, =[f (X)lszy, = A [X]g, = Aa= b2 S(A). O

Poznamka 6.42. D-kaz v¥ty 6.41 je konstruktivni °ika nejen jak spo£itat di menzi jadra a obrazuf , ale

baze prostoruf (U) vzhledem kB, .

Jako d-sledek v¥ty 6.41 dostavame nasledujici zobecn¥nivioosti z v¥ty 6.34(4), nebo” pro isomor smus
mamedimKer(f)=0.

D-sledek 6.43. Buwm f:U! V linearni zobrazeni, pakdim U = dimKer( f)+dim f (U).

D-kaz. Podle v¥ty 5.72 plati pro matici A typu m n rovnost n = dimKer( A) +rank( A): Specialn¥, pro
A = g, [flg, dostavame hledanou identitu, nebo’n = dim U, dimKer(f) = dimKer( A) a dimf (U) =
rank(A). O

Ji° na stran¥ 102 jsme nahlédli, °e jadro linearniho zobrazd popisuje jak moc zobrazeni degeneruje.
D-sledek 6.43 pak vyjad°uje miru degenerace £iseln¥. Dimee jadra udava rozdil mezi dimenzi prostorlJ
a dimenzi jeho obrazu.

S ohledem na v¥ty 6.12 a 6.41 pak dostavame, °e linearni zolzenif : U! V je prosté prav¥ tehdy,
kdy® dimU = dim f (U), neboli dimU = rank( g, [f]g, ). Nutnd a postatujici podminka pro to, abyf
bylo prosté, tedy je, aby matice zobrazenf vzhledem k libovolnym bazim m¥la linearn¥ nezavislé sloupc

Jak pozname, °e linearni zobrazenf : U ! V je na ? Tuto situaci m-°eme vyjad°it podminkou
dimV =dim f (U), nebolidimV =rank( g, [f Iz, ). Ekvivalentn¥ tedy matice f vzhledem k libovolnym
bazim musi mit linearn¥ nezavislé °adky. Dostavame tedy néedujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.44. Bum f:U! V linearni zobrazeni,By baze prostoruU a By baze prostoruV. Pak:
(1) f je prosté prav¥ tehdy, kdy% [f]g, ma linearn¥ nezavislé sloupce,
(2) f je na prav¥ tehdy, kdy° g [f]g, ma linearn¥ nezavislé °adky.

Peiklad 6.45. M¥jme linearni zobrazenif : R®! P 2 dané matici

Bv[f]BU = A=

8.
o =
RN R
W Q.

kde

Bu=f(L21)"; (0;11)"; (1,24 g
Bv = fx? 2x+3; x 1 2x*+ xgQ:
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Protoe rank(A) = 2, dostavame ihned, °edimKer(f) =3 rank(A) =1 adimf (R3) =rank( A) = 2.
Jeliko® ma jadro kladnou dimenzi a je tudi® netrivialni, podle v¥ty 6.12 to znamena, °e zobrazenfi neni
prosté. Jeliko® ma obraz dimenzi2, ale prostor P? ma dimenzi 3, tak zobrazenif neni na .

BazeKer(A) je (2; 3;1)T, co° reprezentuje sou®adnice hledaného vektoru v bagiy . Tedy bazeKer(f)
je tvo°ena vektorem

212,17 3(0;1;1)" +1(1;2:4)" =(3:3,3)":

Baze S(A) je (1;3;0)T, (1;2;1)7, co® op¥t reprezentuje sou°adnice hledanych vektor-. Tudi bazi
obrazu f (R3) tvo°i dva vektory

1x2 2x+3)+3(x 1)+0(2x%+ x) = x?+ x;
1x? 2x+3)+2(x 1) +1(2x%2+ x)=3x2+ x +1: O

6.4 Prostor linearnich zobrazeni

Neni t¥°ké nahlédnout, °e mnoCina linearnich zobrazeni z prstoru U nad T dimenzen do prostoru V nad
T dimenzem tvo®i vektorovy prostor: soufet linearnich zobrazenf;g: U ! V je op¥t linearni zobrazeni
(f +09):U! V anasobekf linearniho zobrazenif : U ! V je také linearni zobrazeni. Nulovym
vektorem je zobrazeniu 7! o, 8u 2 U.

Navic, proto®e ka°dé linearni zobrazeni je jednozna£n¥ uefio matici vzhledem k danym bazim, je
tento prostor linearnich zobrazeni isomorfni s prostorem mtic T™ " a ma tedy dimenzimn. P°isluznym
isomor smem pak m-°e byt zobrazeni f 7! g [f]g, , kde By je libovolna pevna baze prostoruU a By
je libovolna pevna baze prostoruV . Linearita tohoto zobrazeni plyne jednodu2e (diky lineart¥ sou®adnic)
z vlastnosti

By [f + g]BU = Bv[f ]Bu + Bv[g]Bu;

By Lf ls, = &, [fls,:
D-lefity p°ipad prostoru linearnich zobrazeni je proV = T.

De nice 6.46. Bur V vektorovy prostor nad T. Pak linearni forma (nebo té° linearni funkcional) je
libovolné linearni zobrazeni zV do T. Dualni prostor, znaEenyV , je vektorovy prostor v2ech linearnich
forem.

Nic nam nebrani uva®ovat dualni prostor k dualnimu prostoru Je to tedy prostor V  v2ech linearnich
zobrazeniF : V | T. Jinymi slovy, F ka°dou linearni formu naV zobrazi na skalar z t¥les& . Nap°iklad,
bua v 2 V pevny vektor a uvaujme zobrazeni, které linearni formuf zobrazi na jeji funkEni hodnotu
f (v ). Prav¥ jsme de novali zobrazeniF, 2 V dané p°episemF, (f) = f(v ). Ke ka®dému vektoru
v 2V jsme takto na?li vektor F, 2 V . Zobrazeniv 7! F, se nazyvakanonické vno°eniprostoru V
do prostoruV . Da se ukazat, °e je to prosté linearni zobrazeni, viz nap®. B&wa° [2005].

Je-li dimV = n, pak také dimV = n. Je-li v1;:::;v, badzeV, pak dualni prostor ma nap°iklad bazi

Pro kone£n¥ generovany prostor je tedy isomorfni s dualnim prostoremV , s dualem k dualnimu
prostoru V  atd. Pro nekone£n¥-dimenziondlni prostory u® to pravda oben¥ neni. Nicmén¥ v°dy existuje
kanonické vno°eniV doV tak, jak jsme ho popsali naho®e. Pokud navic plati, °&/ aV  jsou isomorfni,
tak V ma urfité p¥kné vlastnosti.

Dal?i podrobnosti odkryva obor zvany funkcionalni analyza | kdy°® se matematika za tim m-°e zdat
hodn¥ naro£na, pomaha °eit tak slo®ité problémy jako je nazeni rovhova®né pozice membrany vychylené
n¥jakou p°eka’kou, problémy ve zpracovani a analyze signati obrazk-, ve strojovém u£eni, nemluv¥
o fyzikalnich problémech (t°eba kvantové mechaniky) a mnoa jinych.
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6.5 Aplikace

Linearni zobrazeni maji 2iroké uplatn¥ni v po£itafEové grace pro vizualizaci dat, animaci, modelovani 3D
scén atp. Proto®e linearni zobrazeni umo®-uje pomoci jedrhuchych maticovych operaci provad¥t zakladni
transformace (2kalovani, otadfeni, projekce, ...), dostédme tim elegantni zp-sob jak zobrazovat dvou a
t°idimenzionalni objekty.

Pe°iklad 6.48 (Vizualizace trojrozm¥rnych objekt-) . Uva®ujme objekt pro vizualizaci; v praxi to m-°e
byt nap°iklad 3D obraz lidského organu pomoci magnetické momnance nebo CT, ktery chceme z ur£itého
pohledu a v urfitém m¥°itku zobrazit. Objekt je umist¥ny v zalaném sou°adném systému. V na2em
p°ipad¥ uva®ujme objekt ve tvaru valce se st’edem podstavy po£atku.

Nejprve je nutné objekt p°e2kalovat, aby m¥l po®adovanou vekost. To provedeme transformacix 7! Ax
s diagonalni maticiA =diag( x; y; 2z). V osex 2kalujeme s koe cientem , a podobn¥ pro ostatni osy.
P°i rovhom¥rném 2kalovani jeA = | 3, v na2em p°ipad¥ =1:7:

z

T

Dale je pot°eba objekt umistit na spravné misto a nato£it ho d spravné pozice. Ka°dé oto£eni v prostoru
R Ize slo®it ze t°f rotaci kolem sou°adnych os. Podle p°ikladé.3 méa matice rotace kolem osy o Ghel"

tvar 0 1
cos() O sin(" )
@ o0 1 0o A:

sin() 0 «cos()

Zde valec otofime 0 = 36 kolem osyy.
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Nakonec provedeme projekci objektu na p°isluznou rovinu pm¥tny. Projekce budeme probirat podrobn¥ji
v sekci 8.4, ale neni t¥°%ké nahlédnout, °e nap°iklad projekena rovinu osx;z je reprezentovana matici

diag(1;0;1). To odpovida pozorovateli, ktery diva ze sm¥ru osy.

Vysledny obrazek pro vykresleni vzniknul pomoci n¥kolikaihearnich transformaci a cely postup jde tedy
reprezentovat maticov¥ soufinem p°isluznych matic linedrich transformaci. O

Problémy
6.1. Uka‘te, % pro linearni zobrazenif : U ! V existuji baze prostor- U a V takové, °e matice
zobrazenif vzhledem k t¥mto bazim ma schematicky tvar

I r 0
0

6.2. Buo f: U ! V linearni zobrazeni. Doka’te, %e existujeW b U takovy, % f (W) = f(U) a
W\ Ker(f) = fog. To znamend, °e pokud omezime de niEni obor zobrazerii pouze naW, tak

dostaneme isomor smus mezW af (W) (srov. v¥ta 13.29).
6.3. Uvaujme linearni zobrazenix 7! Dx, kde D 2 R" " je regularni. Bus A2 R™ "ab2 R™.
(@) Co je obrazem mno®inyfx 2 R"; Ax = bg?
(b) Co se zobrazi na mno®inufx 2 R"; Ax = bg?
Jak se zm¥ni p°edchozi vysledky kdy® nebude regularni?
6.4. Doka’te, °e linearni zobrazenff : U! V je
(a) prosté prav¥ tehdy, kdy® existuje linearni zobrazenig: V! U takové, °eg f = id (na U).
(b) na prav¥ tehdy, kdy® existuje linearni zobrazenig: V! U takové, °%ef g=id (naV).
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Shrnuti ke kapitole 6. Linearni zobrazeni

Line&rni zobrazeni mezi vektorovymi prostory zachovava stikturu linearnich kombi-
naci: linearni kombinaci vektor- zobrazuje na tuté® linearni kombinaci jejich obraz-.
K zadani linearniho zobrazeni stafi uvést, kam se zobraziktery n¥jaké baze, a to
pln¥ urfuje i obrazy ostatnich vektor- i tim celého prostoru.

U aritmetickych prostor- (typu T") se linearni zobrazeni da vyjad’it maticov¥ jako
x 7! Ax. Ka°da matice tedy odpovida n¥jakému linearnimu zobrazena naopak ka°dé
linearni zobrazeni m& maticové vyjad°eni. Tato dvojakost ¢ zcela kliEova, proto®e
mnoho problém- Ize nahli®et algebraicky (operace s maticiA) nebo geometricky
(pomoci linearniho zobrazenk 7! Ax). ,ada vlastnosti linearniho zobrazenix 7! Ax
pak op¥t souvisi s vlastnostmi maticeA:

skladani zobrazeni odpovida maticovému soufinu,

zobrazeni je prosté prav¥ tehdy, kdy® v jadru matice je pouze,
hodnost matice udava dimenzi obrazu,

atp.

U obecnych prostor- je situace trochu sloCit¥j2i, ale v¥ci tam funguji podobn¥. Je-
nom se musi pracovat se sou®adnicemi namisto vektor- samaofeh. Sou°adnice jsou
vektory z prostoru T", tudi® vy2e zmin¥né post°ehy lze p°izp-sobit na obecny p°i-
pad. P°i praci v sou®adnicich se pak hojn¥ vyuCije matice p%hodu, ktera p°evadi
sou’adnice v jedné bazi na sou°adnice v jiné bazi; tedy zm¥rsou°adného systému
Ize op¥t efektivn¥ reprezentovat maticov¥.

Line&rni zobrazeni, které je bijekci, se nazyva isomor snsl Isomor smy odpovidaji
regularnim maticim; proto také k nim (isomor sm-m i maticim ) existuji inverze.
Prostory, mezi kterymi existuje isomor smus, pak nazyvameisomorfni. Isomorfni
prostory jsou z pohledu linearni algebry vlastn¥ skoro ste¢ maiji jiné prvky, ale
chovaji se stejn¥. Maji také stejnou dimenzi, ale toto pozawani plati i naopak:
V2echny n-dimenzionlni prostory nad stejnym t¥lesem jsou vzajemn¥$omorfni. To
nam umoC®-uje nad ka°dym prostorem snadno pracovat jako kdyk to byl prostor T".



Kapitola 7

A nni podprostory

Toto je letmy Gvod do a nnich podprostor-. Podrobn¥ji o a nn ich prostorech pojednava nap°iklad Barto
a T-ma [2018]; Bican [2009].

Vektorové prostory a podprostory jsou omezeny tim, °e musi lssahovat nulovy vektor. A nni podpro-
story zobec-uji pojem podprostoru a vyhybaji se této restkci. A nnim podprostorem v R3 tak m-°e byt
jakakoli p°imka £i rovina, ne jenom ta prochazejici po£atka.

7.1 Zakladni pojmy
A nni podprostor je mo°no de novat axiomaticky podobn¥ jak o vektorovy prostor, ale pro na2e Ufely se
omezime na specialni typ.

Denice 7.1 (A nni podprostor) . Bua V vektorovy prostor nad T. Pak a nni podprostor je jakakoli
mnolina MV tvaru
M=U+a=fu+a;u2 Ug;

kdea?2 V aU je vektorovy podprostor V.

A nni podprostor (pouiva se i pojem a nni prostor £i a nni m noina se stejnym vyznamem) je tedy
jakykoli podprostor U posunuty n¥jakym vektorem a.

~ 0

Proto®e 02 U, je a2 M. Tento reprezentant a neni jednozna£ny, m-°eme zvolit libovolny vektor zM .
Naopak, podprostorU je u ka°dého a nniho podprostoru urEeny jednozna£n¥ (proldm 7.1).

Peiklad 7.2. Bum V vektorovy prostor. Ka°dy jeho vektorovy podprostor U je zarove— jeho annim
podprostorem, nebo” Ize volita= o, £im® U = U + o je tvaru a nniho podprostoru.

Dale, pro ka°dy vektor a 2 V je mno®ina fag jednoprvkovy a nni podprostor ve V. Ten dostaneme
volbou U = fog, proto®e potom U + a= fag. O

Poznamka 7.3 (Dla°d¥ni a nnimi podprostory) . Bua V vektorovy prostor a U jeho podprostor. Pak
anni podprostory tvaru U + a, U + a° jsou bua shodné £i disjunktni. Navic ka°dy vektorv 2 V e
v n¥jakém a nnim podprostoru tohoto tvaru, nap®iklad v a nn im podprostoru U + v. Tudi® prostor V Ize
rozlo®it na disjunktni sjednoceni a nnich podprostor- tva ru U + a pro vhodné volby vektor- a.

117
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U+ a
U+ a
U+ a%

A nni kombinace

Zatimco vektorové podprostory jsou takové mnoCiny vektor-, které jsou uzav®ené na linearni kombinace,
a nni podprostory jsou takové mnoCiny vektor-, které jsou u zav°ené na tzv. a nni kombinace.

Bur V prostor nad t¥lesemT. A nni kombinace dvou vektor- x;y 2 V je vyraz (vektor) x +(1 )y,
kde 2 T. Anni kombinaci Ize p°epsat do tvaru x + (1 )y =y+ (X V), co®je parametricky
popis p°imky s bodemy a sm¥rnicix y. Jinymi slovy, a nni podprostor s ka°dymi dv¥ma body musi
obsahovat i p°imku, kter& jimi prochazi:

fx +(1 )y, 2Rg

/ 0

V¥ta 7.4 (Charakterizace a nniho podprostoru). Bura V vektorovy prostor nad t¥leseml charakteristiky
rznéod 2,abua;& M V. Pak M je anni podprostor prav¥ tehdy, kdy® pro ka°déx;y 2 M a 2T
plati x +(1 )2 M.

D-kaz. Implikace ) .Nech"M jetvaru M = U+ a. Buo x;y 2 M, tedyjsoutvaru x = u+a,y = v+ a,

kde u;v 2 U. Potom x +(1 W= (u+a+(1 v+a=u +(1 Ww+a2U+a=M.
Implikace ( . Ukaeme, % stafi zvolita 2 M libovoln¥ pevn¥ alU = M a=fx ax2 Mg

Musime ov¥°it, °¢eM = U + a a °e U je vektorovy podprostor. RovnostM = U + a je vid¥t z de nice U,

tak®e se zam¥°ime na druhou £ast a uka®eme2 U a uzav®enostU na nasobky a soufty. Z°ejm¥ 2 U.
Uzav°enost na ndsobky: Bua 2 Tau?2 U, tedy u= x apron¥akéx 2 M. Pak

u= (x a=(x +(Q1 Jay a2M a=U;

nebo” x +(1 )a je a nni kombinace vektor- x;a 2 M.
Uzav°enost na soufty: Buoteu;u®2 U, tedy jsou tvaru u= x a, u%= x° a pro n¥jakéx;x%°2 M.
Jejich souftem dostaneme

0

u+ ul=(x a+(x° a=(x+x° a a

Stai ukazat, %ex + x° a2 M. Proto% x;x°2 M, také jejich a nni kombinace 3x + 3x°2 M. Proto%
(3x + 2x9;a2 M, také jejich anni kombinace 2 3x + 1x® +(1  2)a=x+x° a2 M. O

Implikace ) plati vedy, ale obracena implikace nemusi platit nad t¥legm charakteristiky 2. Stafi
vzit za p°iklad prostor Z5 nad Z;, v n¥m® je ka°da mnoCina vektor- uzav°ena na a nni kombinace dvou
vektor-.
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V¥tu m-°eme zobecnit i na t¥lesa charakteristiky 2, musime & roz2i°it pojem a nni kombinace na
V¥t2i pofet vektor-. Vektorovy podprostor je uzav°eny na linearni kombinace dvou vektor-, a tim padem
i na linearni kombinace libovolného kone£ného po£tu vektarTato vlastnost u® p°imo£arou analogii pro
a nni kombinace nema, proto musime uva®ovat a nni kombinace vice vektor- zvla?'.

A nni kombinace vektor- Xi;:::;Xn 2 V je vyraz (vektor)
X X

iXi; kde 2T; i=1:
i=1 i=1

Jednda se o takovou linearni kombinaci, u které je soufet koeient- roven 1. Pro dva vektory dostavame
p-vodni de nici. Geometricka interpretace pro t°i vektory (body) °ika, °e jejich a nni kombinace popisuji
rovinu, ktera je t¥mito body urfena. Analogicky pro a nni kombinace vice vektor-.

Tvrzeni 7.5. Bun V vektorovy prostor nad t¥lesenil a bue; & M V. Pak M je anni podprostor
prav¥ tehdy, kdy°®M je uzav°ené na a nni kombinace.

D-kaz. Analogicky d-kazu v¥ty 7.4. D-kaz uzav°enosti mno®iny U na soufty vyplyva p°imo z toho, °e
x+ x% a2 M, protoe se jedna o anni kombinaci t°i vektor- x;x%a (jejich koe cienty se seftou
nal+1 1=1). Proto neni pot°eba nikde d¥lit dv¥ma a Ize uvalovat libovdné t¥leso. O

Z d-kazu vidime, % stafi, aby mno®ina M byla uzav’ené na a nni kombinace t°i vektor-. Pak u° je
uzav°ena na a nni kombinace libovolného kone£ného po£tu keor-.

A nni podprostory a soustavy linearnich rovnic

Je velmi t¥sny vztah mezi a nnimi podprostory a mno®inou °e%ni soustav lineérnich rovnic.

V¥ta 7.6 (Soustavy linearnich rovnic a a nni podprostory). Mno®ina °e2eni soustavy rovnicAx = b je
prdzdna nebo a nni. Je-li neprazdna, m-°eme tuto mno®inu °éeni vyjad°it ve tvaru Ker(A) + Xp, kde Xxg
je jedno libovolné °e2eni soustavy.

D-kaz. Pokud x1 je °e2enim, pak Ize psaik; = X3 Xg+ Xo. Stafi ukdzat, °ex; Xg 2 Ker(A). Dosazenim
A(X1 Xg)= Ax1 Axp=Db b= o Tedy x1 2 Ker(A) + xg. Naopak, je-li xo 2 Ker(A), pak x» + Xg je
°e2enim soustavy, nebo’A(x, + Xg) = AXo+ AXg= 0+ b= h O

Uka®eme, °e plati i obracena implikace, tedy ka°dy a nni podprostor prostoru T" nad T Ize popsat
pomoci soustavy rovnic. Pro obecné vektorové prostory kofmé dimenze tato vlastnost také plati, ale
soustava rovnic popisuje sou®adnice vektor- a nniho podpostoru, nikoliv vektory samotné [Barto a T-ma,
2018; Bican, 2009].

Tvrzeni 7.7 (A nni podprostory a soustavy linearnich rovnic). Bua U + a anni podprostor prostoru
T" nad T. Pak existuje maticeA 2 T™ " a vektorb2 T™ takové, °e mna®ina °e2eni soustavy linearnich
rovnic AXx = bje rovna U + a.

D-kaz. Bum vi;:::;vg 2 T" baze podprostoruU. Sestavime maticiC 2 TK ", jeji® *adky jsou vektory
V1,100 Vk
0 I 1
C = % V_g §
v

Podle v¥ty 5.72 o dimenzi jadra a hodnosti matice j@imKer(C) = n rank(C)= n Kk.Buo wyg;:::;wh
bazeKer(C). Plati tedy Cwy = :::= Cwy, « = o, £ili specialn¥ pro °adky maticeC dostanemevw; =0
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proi =1::::;k,j =1;::::n k. Nyni sestavime maticiA 2 T K 1 tak, % jeji °adky jsou tvo°eny
vektory wq;:::;Wn k
0 i 1
Wq
A= % Wg E ;
wa g

Dimenze jejiho jadra jedimKer(A) = n rank(A) = n (n k)= k. Proto® WJ-TVi = viw, =0, plati
Avi = 11 = Avg = o. Prota® jsou vektory vi;:::; Vi linearn¥ nezavislé a je jich spravny po£et, tvo°i bazi
Ker(A). Tudi® Ker(A) = U. Zbyva urfit vektor b2 T" X tak, aby vektor a byl °e2enim soustavyAx = b
Stafi tedy zvolit b:= Aa. Podle v¥ty 7.6 je mnoCina °e2eni soustavyAx = brovnaKer(A)+ a= U+a O

Peiklad 7.8 (Soustava linearnich rovnic p°i zm¥n¥ pravé strany) V¥ta 7.6 dava nasledujici geometricky
pohled na soustavy rovnic p°i perturbaci pravé strany. Nech Ax = b je °e?telna, tedy popisuje a nni
podprostor Ker(A) + xo. Zm¥nime-li pravou stranu soustavyb na b°, pak buato soustava p°estane mit
°e2eni, nebo se anni podprostor posune naer(A) + x3, kde x§ je jedno vybrané °e2eni. Jsou-li °adky
matice A linearn¥ nezavislé, pak soustava je °e?itelna pro jakoukbpravou stranu, a tudi® se mnoina
°e2eni p°i zm¥n¥ pravé strany pouze posouva n¥jakym sm¥redsou-li °adky matice A linearn¥ zavislé,
pak pro n¥kterab je soustava °e?telna a pro n¥ktera neni. Pro ty hodnotyb, pro n¥° je soustava °ezteln4,
je op¥t mnoCina °e2eni stejna a® na posunuti.
Pro konkrétnost uvalujme soustavu linearnich rovnic s obeou pravou stranou

11 3‘ by

b -

(AiD= 5 1 4

«adky matice A jsou linearn¥ nezavislé a pro kadé = (by; p) " ma mnoCina °e2eni tvarsparf (2; 5;1)" g+
( b+ b2y by;0)7. Je to tedy p°imka vody se stejnou sm¥rnici.
Nyni uva®ujme soustavu lineérnich rovnic s linearn¥ zavigimi °adky matice A

... 1 2 3|k
Pokud b, 6 2Iy, °e2eni neexistuje. Pokudb, = 2b;, mnoCina °e2eni je rovina popsana rovnicix, + 2x, +
3x3 = by a jeji normala nezavisi na pravé stran¥. O

Dimenze a nniho podprostoru

De nice 7.9 (Dimenze a nniho podprostoru). Dimenze a nniho podprostoru M = U + a je de novana
jako dim(M) = dim( U).

Proto®e ka°dy vektorovy podprostor prostoru V je zarove- jeho a nnim podprostorem, de nice tedy
zobec—uje pojem dimenze, zavedeny pro vektorové prostori2e nice p°irozen¥ zavadi dimenzi bodu jako
nula, dimenzi p°imky v R" jako jedna a dimenzi roviny jako dva.

Také umoC-uje de novat p°imku p v libovolném vektorovém prostoru V nad T jako°to a nni pod-
prostor dimenze jedna. Jinymi slovy,p = spanfvg+ a, kde a;v 2 V av 6 0. Odsud dostdvame i znamy
parametricky popis p’imky p=fv +a; 2 Tg.

Nadrovinou v prostoru dimenze n rozumime pak libovolny a nni podprostor dimenzen 1. Tedy
nap°iklad v R? jsou to p°imky, v R3 roviny, atd.

P°iklad 7.10. Mneo%ina fe* + sinx; 2 Rg je p°imka v prostoru funkci F . O

Peiklad 7.11. Pro jakékoli a2 R" nfog a b2 R je mno®ina popsana rovnicia’ x = b nadrovinou v R".
A naopak, ka°da nadrovina vR" se da popsat rovnicia’ x = b pro urfité a2 R" nfoga b2 R. O

Tvrzeni 7.12. Buas A2 T™ " b2 T™M. Je-li mnoina °e2eni soustavy rovnicAx = b neprazdna, pak ji
tvo®i a nni podprostor dimenzen rank(A).

D-kaz. Podle tvrzeni 7.6 jde mnoCina °e2eni vyjad’it ve tvaru Ker(A) + Xg, kde xg je jedno libovolné
°e2eni soustavy. Jeji dimenze je tedy rovna dimenzi jadra,a® je podle v¥ty 5.72 rovnodimKer(A) =
n rank(A). O
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A nni nezavislost

vygenerovat n¥jakou vlastni podmnoCinou t¥chto vektor-. $adny z nich tedy neni v jistém smyslu zbyte£ny.
Cht¥li bychom analogickou vlastnost mit i pro a nni podprostory, tedy um¥t charakterizovat nejmenzi
mnoCinu vektor-, jen® jednozna£n¥ urf£uji dany a nni podprostor. Toto vede na pojem a nni nezavislost.
A nni podprostor jsme de novali jako U + a, tedy vektorovy podprostor U posunuty o vektor a. Nabizi
se tedy de novat a nni nezavislost vektor- tak, °e je posuneme zp¥t a po vyslednych vektorech budeme
pofadovat linearni nezavislost.

De nice 7.13 (A nni nezavislost). Vektory Xo;X1;:::;Xn vektorového prostoru jsoua nn¥ nezavislé
pokud X1  Xo;:::;Xn Xp jsou linearn¥ nezavislé. V opaEném p°ipad¥ vektory nazyvé@ra nn¥ zavislé.

Peiklad 7.14. Vektory (1;1)7;(2;2)":(1;2)" 2 R? jsou sice linearn¥ zavislé, ale a nn¥ nezavislé. O

P°iklad 7.15. Dvar-zné body v R" jsou a nn¥ nezavislé a nejmenz2i a nni podprostor, ktery je dsahuje,
je p°imka. Nicmén¥, t°i body na p°imce u® jsou a nn¥ zavisléproto®e p°imka je jednoznaEn¥ urfena jen
dv¥ma body. O

Neni t¥°ké nahlédnout, °e a nni nezavislost nezavisi na paidi vektor-, a tedy ani na volb¥ xq (do-
kacte!).
A nni nezavislost navic umo®-uje jednodu2e formalizovat to, co zname pod pojmem M¥jme body

nanejvy? n + 1 je ann¥ nezavisla. Tedy nap°iklad v rovin¥ R? jsou dané body v obecné poloze pokud
%adné t°i nele®i na spole£né p°imce.

A nni obal

A nni obal je analogii linearniho obalu z teorie vektorovyd prostor-. A nni obal neprdzdné mnoCiny
AV je nejmen?i anni podprostor, ktery obsahuje A. Formaln¥ji, anni obal mno®ny A je pr-nik
v2ech a nnich podprostor-, obsahujicich A. Pr-nik a nnich podprostor- je prazdna mnoCina nebo a nni
podprostor, tudi® a nni obal mno®iny A & ; je skute£n¥ a nni podprostor.

Alternativn¥ m-°eme a nni obal mno®iny A de novat jako mno®inu v2ech kone£nych a nnich kombi-
naci vektor- z A. Tim, °e do mno®ny A p°idame v2echny a nni kombinace, dostaneme mno®inu, ktera
ji° bude na a nni kombinace uzav°end, a proto dle tvrzeni 7.5bude tvo°it a nni podprostor.

Dva r-zné body v R™ ur£uji p°imku, co® je v na2i terminologii jejich a nni obal. Podobn¥ t°i body
v obecné poloze urfuji rovinu, jejich anni obal. Obecn¥n + 1 ann¥ nezavislych vektor- urEuje n-
dimenzionalni a nni podprostor.

Tvrzeni 7.16. Busgte Xg;:::;Xn 2 V ann¥ nezavislé vektory a de nujmeU = spanfx; Xp;:::;Xn Xod
Pak plati:
(1) anni obal mno®iny fXo;:::;Xng je n-dimenziondlni a nni podprostor U + X,

takovych a nnich podprostor-, dostavame U° U.
(2) Existence. Ka°dy vektor v 2 U + Xxq Ize vyjad°it

Pn Pn Pn
V=Xot+ o i(xi x0)=(1 iz1 )Xot I iXi:

P
Eo je anni kombinace vektor- Xxp;:::;Xn, nebo” soufet koe cient- jest roven 1 o it
n
e =1,
i=1 |
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Jednoznagnost. Uva®ujme libovolny vektorv 2 U + Xg, je tedy tvaru v = u+ Xq, kdeu 2 U. Pro

X0 X
U+ Xo = iXi = iXi
=0 =0
) P n _ . ; I' _ | P n — P n .

Proto®e i, =1,z prvi§ rovnice odyodimeu = xo+ 5 iXi= = i(Xi Xo): Analo-
gicky odvodimeu = xo+ L5 iXi= L; i(Xi Xo): Tim padem mame dv¥ r-zna vyjad°eni
vektoru u 2 U pomoci bazickych vektor- podprostoru U. To je ve sporu s jednozna£nosti sou°ad-
nic. O

K popisu a nniho podprostoru M = U + a stafi znat vektora 2 V a bézicképvektory V1,111 Vp
podprostoru U. Ka°dy vektor x 2 M se pak da jednozna£n¥ vyjadit ve tvarix = a+ [, V;. Vektory

jednozna£n¥ vyjad°it jako jejich a nni kombinace.

Sou‘adnice v a nnim podprostoru

Bua M = U + a anni podprostor ) B = fvi;:::;vhg baze podprostoruU. Pak ka°dé x 2 M se da
jednoznafn¥ zapsat ve tvarx = a+ [, v;. Tedy systém vektor- S = fa;vy;:::;Vng |ze povatovat za
sou®adny systéma vektor [x]s ;=[x alg =( 1;:::; n)" za p°isluznésou’adnice

Peiklad 7.17. Bua v =(2;1)", a=(1;2)" a uva®ujme p°imku sparfvg + a. Uva®ujme déle sou®adny
systétm S = fa;vg. Potom bod x = (5;4)" Ize vyjad°it jako x = a+ 2v, a proto jeho sou°®adnice jsou
[X]s =(2) .

sparfvg+ a

~ o

Uvatujme nyni jiny vektor a®= ( 1;1)T. Potom se vyjad°eni vektorux zm¥ni nax = a®+ 3v, a proto
jeho souradnice v systémus®= fa’vg budou [x]so = (3) . O

K p°echodu mezi sou®adnymi systémy pak m-°eme pou®it na2i z&amou matici p°echodu p°esn¥ tak,
jak jsme zvykli. V p°ipad¥, °e m¥nime i vektora, objevi se navic konstantni aditivni £len.

[X]so = golid]g [X]s; 8x2 U+ a:

[Xlso=[a a%go+ gdfid]ly [X]s; 8x2 U+ a:
D-kaz.
(1) Nech"x2 U+ ajetvaru x = u+ a. Pak
[X]so = [ulgo = golid]g [uls = golid]g [X]s:
(2) Nech"x2 U+ ajetvaru x = u+ a, tj. x=(a a%+ u+ a® Pak

[Xlso=[(a &)+ ulgo=[a a%go+[ulgo=[a &Jgo+ golidlg [X]s: O
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Vztah a nnich podprostor-

A nni podprostory U + a, W + bjsou rovnob¥°né pokud U b W neboW b U; r-znob¥°né, pokud nejsou
rovnob¥°né a maji neprazdny pr-nik; a mimob¥°né pokud nejsou rovnob¥°né a maji prazdny pr-nik.

Peiklad 7.19. Bug v libovolny vektor vektorového prostoru V. Pak a nni podprostor fvg je rovhob¥°ny
s ka°dym a nnim podprostorem V. Stejnou vlastnost ma i cely prostorV. O

A nni zobrazeni

Bure g: U! V linearni zobrazeni a m¥jme pevny vektob 2 V. Potom a nni zobrazeni ma tvar f (u) =
g(u) + b. Jednoduchym p°ikladem a nniho zobrazeni je posunuti, ted zobrazenig: V ! V s popisem
f(X)= x+ b, kdeb2 V je pevné.

A nni zobrazeni nemusi zobrazovat nulovy vektor vU na nulovy vektor ve V, proto®e jsou obrazy
posunuté o aditivni £lenb.

Peiklad 7.20. Bur U + a a nni podprostor dimenze k v prostoru V, a bua S sou®adny systém vU + a.
Pak zobrazenif (v) = [V]s je a nni zobrazeni zobrazujici isomorfn¥J + a na TK. O
Tvrzeni 7.21 (Vlastnosti a nniho zobrazeni).

(1) Obraz a nniho podprostoru p°i a nnim zobrazeni je a nni podprostor.

(2) Slo°enim dvou a nnich zobrazeni dostaneme op¥t a nni zwazeni.

(3) Bum f:U! V linearni zobrazeni a vektorv 2 V. Pak aplny vzor vektoruv

f (v)=fu2U;f(u)= vg
je bueto prazdna mno®ina, nebo a nni podprostor WJ.

D-kaz.

(1) Bum f:U! V anni zobrazeni ve tvaru f (u) = g(u) + b, kdeg: U! V jelinearniab?2 V. Pak
obraz a nniho podprostoru W +a Ujef(W+ a)=g(W+ a)+ b= g(W)+ g(a) + b. Jedna se
tedy o a nni podprostor ve V, vznikly posunem podprostorug(W) ve sm¥ru vektorug(a) + b.

2) M¥jmef,:U! V,f,: V! W anni zobrazeni ve tvaru f1(u) = gi(u) + by, fo(v) = go(v) + by,
kdegi:U! V,g:V! W jsoulinearni ab 2 V, b, 2 W. Pak slo®ené zobrazeni mé tvar

(f2 fo)(u) = fa(f1(u)) = G(f1(u)) + bp = g(gu(u) + bn) + by

R(qu(u) + (k) + 2= (g g)(u) + g(br) + by:

Jedna se tedy op¥t o a nni zobrazeni, vzniklé z linearniho 4wazenig, ¢ posunem o aditivni
Elengy(by) + by.

) guate U;V prostory nad t¥|eseng abuate uq;:::;up 2 f (V). Uvaujme jejich a nni kombinaci
L, iU, kde 1;:::; n2Ta L, =1.Pak

P P P
O uw)= L f(u)= L v=wv
P
Tudie 1, jui 2 f 1(v), co® ukazuje, °e mnolinaf 1(v) je uzav°ena na a nni kombinace. O

Bod (3) tvrzeni 7.21 ma analogii s °e2enim soustav linearnichovnic. Uvalujme linearni zobrazeni
f:R" ! R™ vyjad°ené maticov¥f (x) = Ax a m¥jme danéb2 R™. Potom hledat v2echna °e2eni soustavy
Ax = bvlastn¥ znamena najit Uplny vzor vektorub, tedy mnoCinu

f b= fx2R"f(x)= hy
= fx 2 R"; Ax = hg:

Z v¥ty 7.6 pak vime, °e¢ mno®ina °e2eni soustavyAx = b je prazdna nebo a nni podprostor.

Je2t¥ jiny pohled na bod (3) tvrzeni 7.21 je pomoci jadra linérniho zobrazeni. Podobn¥ jako ve v¥t¥ 7.6
m-°eme Uplny vzor vektoru v vyjad’it jako a nni podprostor Ker(f)+ u, kdeu 2 U je jeden pevny vzor
vektoru v.
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Peiklad 7.22. Uva°ujme linearni zobrazenif : R?! R? s p°edpisemf (x) = Ax, kde A = ( §9). Vime

z poznamky 3.43, %e toto zobrazeni p°edstavuje projekci naso x;. V p°ikladu 6.9 jsme nahlédli, °e jadro
tvo°i 0sa x», tedy Ker(f) = spanf(0;1)"g. Obrazem je osaxy, £ili f (R?) = spanf(1;0)"g. Upiny vzor

vektoru v 2 f (R?) je potom p°imkaf 1(v) = v+spanf(0;1)" g. Na obrazku dole je vyobrazen tplny vzor
vektoru v = (2;0)" a vektoru v0=(5;0)T.

X2 \
2t f 1(V) f 1(Vcﬁ
1t
Vv ‘ VO
0 1 p 3 4 5 6 7 X1
1t
2l

7.2 Aplikace

Pe°iklad 7.23 (Rovnice ano, ale nerovnice?) V minulych kapitolach jsme studovali soustavy linearnich
rovnic AX = b, tudi® je p°irozena otazka zabyvat se i soustavou linearnft nerovnic Ax b Nerovnost
mezi vektory znamena nerovnost v ka°dé slo®ce, tedyAx); b pro v2echnai. Déle, omezime se jen na
t¥lesoR, kde mame de novano uspo°adani.

Zatimco jedna rovnice vytyEuje v prostoru nadrovinu a soustva rovnic pak n¥jaky a nni podprostor,
tak jedna nerovnice vymezuje v prostoru poloprostor a soustva nerovnic pak pr-nik poloprostor-, co® je
konvexni polyedr (mnohost¥n)

P°iklad v R2. Peiklad v RS3.
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Pro konkrétnost uva®ujme soustavu linearnich nerovnic

X1+2Xy 9

X1 X2 3
X1+2X2 3
X1 X2 3

Tato soustava popisuje £ty°dhelnik vykresleny na obrazku

\ Vs
31 X1 +2X2,=3 X1+2X2=9
2t Vi
1,
X1+ X2 =3 Xo =3
0 1 2 3 4 5 6

fty°dhelnik se sklada ze £ty° vrchol:, £ty° hran a vnit°ku. Vrchol vi = (5;2)7 1e° v pr-niku nadrovin
X1+2X2 =9 ax; X = 3. Je tedy °e2enim odpovidajici soustavy rovnic a podle v¥ty.% je to a nni
podprostor dimenze nula. Hrana spojujici vrcholyvy; vy 1€% na p°imce X1 + 2x, = 9. Je tedy urfena
jednodimenzionalnim a nnim podprostoremxi + 2x, = 9. Analogicky charakterizujeme dal?i vrcholy a
hrany.

Podobnym zp-sobem pokratujeme ve vy22ich dimenzich. NapRiad t°idimenzionalni polyedry, jako
je krychle, osmist¥n atp. maji nasledujici strukturu. Vrcholy jsou nula-dimenzionalni a nni podprostory
ur£ené pr-nikem t°i nadrovin, tj. popsané t°emi rovnicemi. Hrany le°i v jednodimenzionalnim a nnim pod-
prostoru popsanym soustavou dvou rovnic. A kone£n¥ st¥nydev nadrovin¥, tedy ve dvoudimenzionalnim
a nnim podprostoru, ktery je urEen jednou rovnici.

Konvexnimi polyedry se vice zabyva nap®iklad obolinearni programovani. Ten zkouma nejen konvexni
polyedry, ale také nad nimi °e?i optimalizaEni ulohy typu

min c'x za podminekAx  b;

kdec2 R", A2 R™ "ab2 R™ jsou dané ax 2 R" je vektor prom¥nnych. Linearni programovani tedy
hleda minimum linearni funkce na konvexnim polyedru. Tentoproblém je zakladni Ulohou optimalizace
a objevuje se tém¥° ve v2ech Ulohach, které s optimalizaci waisi: nap°iklad v rozvrhovani a planovani,
dopravnich Glohach (nalezeni nejkrat?i cesty) nebo p°i hldani optimalni strategie v teorii her. O

Peiklad 7.24 (A nni zobrazeni a fraktaly [Gareth, 2001, sekce 4.4]) Fraktal je sob¥podobny geomet-
ricky Utvar na prvni pohled slo®itého tvaru. Uka°eme na p°ikladu, e i pom¥rn¥ sloity fraktal m-°e mit
jednoduchy popis pomoci a nnich zobrazeni.

Pomoci £ty° annich zobrazeni doka®eme v rovin¥ vykreslit BCity fraktdl. ZaEneme v pofatku a
s danymi pravd¥podobnostmi uva®ujeme p°echod podle p°isiného a nniho zobrazeni.

Ti(x;y) = 822 ggg ; + 1?5 s pravd¥podobnosti 0.83
Ta(x;y) = (;?:221 %;g § + 1?5 s pravd¥podobnosti 0.08
Ta(x;y) = 8;2 g;; ; 0:45 s pravd¥podobnosti 0.08
Ta(x;y) = 8 037 ); + 8 s pravd¥podobnosti 0.01
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Navativené body postupn¥ vykresli tzv. Barnsleyho fraktal e tvaru listu kapradiny.
11 11-

10t 100

2500 iteraci. 10000 iteraci. O

Peiklad 7.25 (Stewartova Goughova platforma v robotice). Stewartova Goughova platforma je tzv. pa-
ralelni manipulator v oboru kinematické robotiky. Pevna z&ladna je p°ipevn¥na n¥kolika (v¥t2inou 2esti)
pohyblivymi rameny k mobilni plo2in¥. Tyto platformy se vyu °ivaji jako manipulatory, v simulacich (nap°®.
let-), nebo t°eba v biomechanice kloub- k ov¥°ovani implantat- mimo lidské t¥lo.

Stewartova Goughova platforma. [zdroj: Wikipedia]

Zakladna i mobilni plozina maji své vlastni sou®adné systém mezi kterymi m-°eme p°echazet pomoci
a nniho zobrazeni. Nap°®iklad jsou-lix = ( x1;X2;X3)T sou®adnice bodu v systému plo2iny, pak sou°adnice
v-£i zakladn¥ ziskame jakox®= Px+ ¢, kde P matice reprezentujici naklon¥ni ac je n¥jaky pevny vektor
reprezentujici posun. Pochopiteln¥P a c nejsou pevné, ale zavisi na mi°e nata®eni pohyblivych ramen
Navic se da ukazat, °e maticeP zavisi pouze na t°ech parametrech, proto®e systém plo2iny zhledem
k zakladn¥ je pouze nato£eny a neni nijak deformovany (natatuty, zkoseny atp.).

Typicky ale problém zni opa£n¥: délky ramen zname, proto®eytoviadame, a je pot°eba spo£itat pozici
plo2iny, tj. koncovych bod-. Jinym problémem pak je t°eba zjistit v2echny pozice nebo omezit hranice, ve
kterych se m-° plo2ina nachazet. To u® jsou Ulohy nad ramec &odniho kurzu linearni algebry. O

a pro ka°dou hodnotu vime, zda pat°i do skupiny A £i B. Nech'v; pat®i do skupiny A proi 2 A a
do skupiny B pro i 2 B. Chceme sestrojit klasi kator, ktery bude um¥t pro novou hodnotu v 2 R"
automaticky rozhodnout do které skupiny pat°i. Jednoduchy klasi kator m-°eme sestrojit na zaklad¥
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linearniho separatoru. Jeho podstata spo£iva v tom sestribjnadrovinu a’x = b takovou, aby vektory
skupiny A byly v jedné polorovin¥ a vektory skupiny B byly ve druhé, viz obrazek:

X2

X1
Matematicky popsano, hledamea 2 R", b2 R tak, aby

a'vi<b 8i2A;
a'vy>b 8i2B:

Jestli°e takovou nadrovinu najdeme, klasi kace nového Udge v 2 R" funguje jednodu2e. Pokuda'v < b,
pak hodnotu v pova®ujeme za £lena skupiny A a v opaEném p°ipad¥ za £lena gkay B. Pokud linearni
separator nenajdeme, je situace trochu slo®it¥j2i. Jedna ma°nosti, jak se s tim vypo°adat, je vno°it data
do prostoru vy22i dimenze, kde je v¥t2i 2ance na Usp¥ch.

Line&rni klasi katory se vyuCivaji mj. v neuronovych sitich. Je to jeden ze zp-sob-, jaky perceptronové
algoritmy u£eni vyulivaji k hledani vahovych koe cient- va zeb neuron-. Vice informaci viz 'ima a Neruda
[1996]. O

Problémy

7.1. Bue M = U + a anni podprostor. Doka®te, °e prostor U je dan jednoznafn¥.
7.2. Uka‘te, °e pr-nik a nnich podprostor- je zase a nni pod prostor nebo prazdna mnao®ina.

7.3. Buste anni podprostory U + a a W + brovnob¥°né. Uka®te, °e pak jsou disjunktni prav¥ tehdy,
kdy¢ a b62U[ W.

7.4. (Analogie v¥t o isomor smu vektorovych prostor-.) Uka®°te, °e a nni prostory U + a, W + b maji
stejnou dimenzi prav¥ tehdy, kdy® existuje prosté a nni zolrazeniU + ana W + b.
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Kapitola 8

Skalarni soufin

Podle de nice 5.2 musime um¥t vektory s£itat a nasobit skal@&m, ale nasobeni vektor- mezi sebou nebylo
zatim poPadovano. Nicmén¥ zavedeni skalarniho soufinu vek- umo®ni také p°irozen¥ zavést pojem
kolmosti, velikosti a vzdalenosti vektor- (a tim i limity) a td.

8.1 Skalarni souf£in a norma

Peiklad 8.1 (Motiva£ni). Standardni skalarni soufin (str. 41) vektor- x;y 2 R" je de novan jako

X
X'y = XiYi
i=1
a pomoci n¥j snadno vyjad’ime velikost vektoru Bebo Uha| mezv¥ma vektory. Eukleidovska norma
(velikost) vektoru x 2 R" je de novana jako kxk = = xTx = ", x2. Pochopiteln¥ zde platix™x 0.
Jediny vektor, ktery ma nulovou normu, je nulovy vektor.
Geometricky vyjad°uje skalarni soufin vztah

xTy = kxk kyk cos(); (8.1)

kde' je uhel mezivektoryx;y. Tedy ze znalosti vektor- x;y snadno vypo£itame Uhel mezi nimi. Specialn¥,
X;y jsou kolmé prav¥ tehdy, kdy°xTy = 0.

Z de nice je ihned vid¥t, e skalarni soufin je symetricky, edy x'y = yTx. Skalarni soufin je také
linearni funkci v prvni i druhé slo°ce, ale ne v obou zarove—To znamena, °e pro ka°déx;x%y 2 R" a

2 R plati
(x+x9Ty = xTy+xTy;
(x)Ty= (xy)
(a symetricky pro druhou slo®ku), ale obecn¥ neplati nap®ilad
(x+xT(y+y)= xTy+xTyo

Vy2e zmin¥né vlastnosti jsou fundamentalni pro zavedeni sikarniho sou£inu pro obecné vektorové prostory.
]

Skalarni soufin (stejn¥ jako grupu, vektorové prostory a). zavadime axiomaticky, tedy vy£tem vlast-
nosti, které ma spl-ovat.

De nice 8.2 (Skalarni soufin nadR). Bur V vektorovy prostor nad R. Pak skalarni soufinje zobrazeni
h:i:V2! R, splujici pro v2echnax;y;z2V a 2R:

(1) x;xi 0 a rovnost nastane pouze prox =0,

(2) x +vy;zi = hx;zi + ty;zi,

129
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() hx;y i = mvyi,

(4) hyi = hy;xi.

Vlastnost (1) vy®aduje uspo®adani, proto jsme zavedli skalrni soufin nad t¥lesem redlnych £isel. Dole
v de nici 8.3 roz2i°ime pojem i pro t¥leso komplexnich £isel

Vlastnosti (2) a (3) °ikaji, °e skalarni soufin je linearni ftinkci v prvni slo°ce. Diky vlastnosti (4) je

skalarni sou£in symetricky, a proto je linearni funkci i ve duhé slo®ce. To znamena, °e pro kad&;y;z 2 V
a; 2Rnplati

h,y + zi= myi+ hzi:

Pokud pou®ijeme vlastnost (3) s hodnotou = 0, dostavamelo;xi = hx;oi = 0, tedy nasobeni jakéhokoli
vektoru s nulovym vektorem da nulu.

Nyni roz2i°ime de nici i na t¥leso komplexnich £isel. P°ipme-me, °e komplexn¥ sdru®ené £islo k £islu
a+ bi2 Cjedenované jakoa+ bi= a bi. Vzhledem ke £tvrté vlastnosti dole je nutn¥hx;xi = hx; xi,
tudi® hx; xi je vody realné £islo a Ize jej porovnavat s nulou.

De nice 8.3 (Skalarni soufin nadC). Bura V vektorovy prostor nad C. Pak skalarni soufinje zobrazeni
h;i:V?2! C, splujici pro v2echnax;y;z2V a 2 C:

(1) x;xi 0 a rovnost nastane pouze prox =0,

(2) +y;zi = hx;zi + hy; zi,

() hx;y i = i,

(4) hyi = hy;xi.

Druha a t°eti vlastnost op¥t °ikaji, °e skalarni soufin je Inearni funkci v prvni slo®ce. Jak je to
s druhou?

hgy+ zi = hy+ z;xi = hy;xi + hg;xi = hx;yi + x;zi;
hx; y i = hy;xi="hy;xi = 7 yi:

Ve druhé slo°ce tedy komplexni skalarni sou£in ji° neni linérni.

Peiklad 8.4 (P°iklady standardnich skalarnich sou£in:).
P
V prostoru R": standardni skalarni soufinhx;yi = xTy = L. Xy;.

V prostoru C": standardni skalarni soufinhx;yi = x'y = 'n|=31 XiV;-
P
V prostoru R™ ": standardni skalarni soufinhA;Bi = = 1, L, &by,

R
V Gayy» Prostoru spojitych funkei naintervalu [a; bj: standardni skalarni soufirtf; gi = abf (x)g(x)dx.

Vy2e zmin¥né skalarni soufiny jsou pouze p°iklady mo°nychazedeni soufin- na danych prostorech; jako
skalarni sou£in mohou fungovat i jiné operace. Pozd¥ji, ve¥¥ 11.20, popi2eme v2echny skalarni soufiny
v prostoru R".

Je dobré si uv¥domit, °e zobrazenlix;yi = x'y v prostoru C" skalarni sou£in netvo®i, proto®e nap°iklad
pro vektor x = (i;i)7 by bylo hx;xi = xT™x = 2. O

P°iklad 8.5 (Standardni skalarni soufin vR" a matice). Standardni skalarni sou£in b¥°n¥ pou®ivame p°i
maticovém nasobeni. BuoteA 2 R™ P, B 2 RP ", pak

xP
(AB)ij =  aikhg = A Bj = bAj ;B ji:
k=1

Prvek na pozici (i;j ) vysledné matice AB je tedy skalarnim soufinemi-tého °adku matice A a j-tého
sloupce maticeB.

Analogicky m-°eme nahli®et na soustavu linearnich rovnicAx = b. Jeji i-ta rovnice matvar A; x = &,
kde leva strana je skalarnim soufinem-tého °adku matice A a vektoru neznamychx. O
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Peiklad 8.6 (P°iklady nestandardnich skalarnich soufin- vR?). Ka°dy kladny nasobek standardniho
skalarniho soufinu je skalarnim soufinem, tedy nap°iklad

hx;yi =123x'y

p°edstavuje skalarni soufin VR?. Jinym p°ikladem je

b yi = 2X1y1 + X1y2 + Xoy1 + 2XoYo: O
Poznamka 8.7. Vime, °e ka°dé linearni zobrazeni je jednozna£n¥ urfeno @y baze (v¥ta 6.15). Plati
analogie pro skalarni soufin? BuoB = I‘:,zl; 11 Zng bé%e prostoruV nad R a uvaujme libovolné dva
vektory x;y 2 V. Ty maji vyjad’eni x = = L, iz, y= [, jz prourfit® 1;:::5 n; 15:1; n 2R
Pak
P P P, P ,
hqyi=h L iz, (o jzi= L (a0 iz

Tudi® i skalarni sou£in je jednozna£n¥ urfeny hodnotami sdiin- v2ech dvojic bazickych vektor- tg;; z;i pro

soufinu a nem-°eme hodnotyty;; z;i nastavit libovoln¥.

Nadale uva®ujme vektorovy prostorV nad R £i C se skalarnim soufinem. Nejprve uka®eme, e skalarni
SOUEIn umo®-uje zavést normu, neboli velikost vektoru.

De nice 8.8 (alorma indukovana skalarnim sou£inem) Norma indukovana skalarnim soufinenje de -
novana kxk = hx;xi, kdex 2 V.

Norma je dob°e de novana diky prvni vlastnosti z de nice skdarniho soufinu, a je to v°dyqnezéporné

hodnota. Pro standardni skalarni sou£in \R" dostavame eukleidovskou normikxk = * xTx = L X2

Jak jsme p°ipomn¥li v p°ikladu 8.1, pro standardni skalarnsou£in vR" plati, °e x;y jsou kolmé prav¥
tehdy, kdy® hx;yi = 0.V jinych vektorovych prostorech takovyto geometricky nahled chybi, proto kolmost
zavedeme prav¥ pomoci vztahinx;yi = 0.

De nice 8.9 (Kolmost). Vektory x;y 2 V jsou kolmé pokud hx;yi = 0. Znafeni:x ? vy.

P°iklad 8.10 (P°iklady kolmych vektor- pro standardni skalarni sou£iny).
V prostoru R3: (1;2;3)T 2 (1;1; 1)T.
V prostoru R": i-ty °adek regularni matice A 2 R" " aj -ty sloupec maticeA ! pro libovolnéi 6 j.
V prostoru G , jisinx ? cosx ? 1. O

V¥ta 8.11 (Pythagorova). Pokud x;y 2 V jsou kolmé, takkx + yk? = kxk? + kyk?.
Dkaz. kx + yk? = hx + y;x + yi = hxi + Ix{zyi+ Iy{;zxiﬂ'y;yi = h;xi + hy;yi = kxk? + kyk2. O
=0 =0

Poznamenejme, °e nadR plati i opa£na implikace, ale nadC obecn¥ nikoli (viz problém 8.2).

Poznamka 8.12 (Polariza£ni identita). Vztahem kxk = P hx; xi umime vypo€£itat normu vektoru na
zaklad¥ hodnoty skalarniho soufinu. Nyni ukd®eme opaf£ny ptup. Pro jednoduchost p°edpokladejme
realny skalarni soufin a podobn¥ jako v d-kazu Pythagorovy ¥ty odvodime

kx + yk? = hx + y;x + yi = b xi + heyi + hy;xi + hy;yi = kxk? + kyk? + 21 yi:
Z této rovnice vyjad°ime
hx;yi = :_2L kx + yk? k xk? k yk? :

Z hodnoty norem vektor- x;y;x + y tedy umime vypo£itat hodnotu skalarniho soufinux;yi.
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V¥ta 8.13 (Cauchyho Schwarzova nerovnost)). Pro ka°dé x;y 2 V plati jhx;yij k xk kyk.

Poznamka.Pro standardni skalarni soufin vR" se Cauchyho Schwarzova nerovnost snadno nahlédne
ze vzore£ku(8:1), proto®e jcos( )j 1. Pro obecné prostory musime postupovat jinak.

D-kaz. (Reéln&a verze) Nejprve uka’eme reélnou verzi, proto°e ma epantni d-kaz. Pro y = o plati
nerovnost trivialn¥, tak p°edpokladejmey 6 o. Uva®ujme redlnou funkci f (t) = hx + ty;x + tyi 0
prom¥nnét 2 R. Pak

f(t)= hxi + theyi + thy;xi + t2hy;yi = b xi +2theyi + t2hy;yi:
Jednéa se o kvadratickou funkci, ktera je v2ude nezaporna, ma-°e mit tedy dva r-zné ko°eny. Proto je
p°isluzny diskriminant nekladny:
ahcyi2  ahkxihy;yi o O
Z toho dostavamehx;yi2 h x;xihy;yi, odmocn¥nimjhx;yij k xk kyk. O

D-kaz. (Komplexni verze) Proy = o plati tvrzeni trivialn¥. Bua y 6 0 a bez Ujmy na obecnost p°ed-
pokladejme, %e kyk = 1. P°enasobenim vektoruy realnou kladnou konstantou se p°enasobi ob¥ strany
nerovnosti. Tudi® pokud platnost nerovnosti ukd®eme pro zrormovany vektor Wlky velikosti 1, potom
nerovnost plati i pro vy.

Nerovnost, kterou chceme dokazat, ma nyni tvaijhx;yij k xk. De nujme skalar = hx;yi, vektor
Z=X Yy aupravme

0 hz;zi=h y;X yi=h;xi “hyi hy;xi + ~hy;yi:

Proto’e —=j j%, hy;yi=1a = h;yi, dostavame
0 hx;xi — —+ T=hxijoj%
Tudi® j j2 hx;xi a odmocn¥nim obou stran maméghx;yij k xk. O

Uvidime pozd¥ji v sekci 8.3, °e vektory = hx;yiy z d-kazu komplexni verze reprezentuje projekci
vektoru x na p°imku urEenou vektoremy. Vektor z je kolmy na vektor y, viz obrdzek dole. Cauchyho
Schwarzova nerovnost tedy geometricky popisuje to, °e vzdénost vektoru x od jeho projekce nasparf yg
je nezapornd. Z tohoto pohledu je také z°ejmé, °e Cauchyho &warzova nerovnost se nabyde jako rovnost
prav¥ tehdy, kdy® z = o, neboli kdy® vektory X;y jsou linearn¥ zavislé.

X

|

|

| Z

|

|

|
>\ y
;yiy

Ob£as se Cauchyho Schwarzova nerovnost uvadi v ekvivalemt podob¥
i yij2 h x;xihy;yi:
Cauchyho Schwarzova nerovnost se pouliva pro odvozovaniatich vysledk- na obecné bazi, nebo i pro
konkrétni algebraické vyrazy. Nap°iklad pro standardni sklarni soufin vR" dostaneme nerovnost
X0 2 X ) X )
XiYi X Yi
i=1 i=1 i=1
V oblasti kvantové fyziky vede aplikace Cauchyho Schwarzey nerovnosti k p°imo£arému odvozeni zna-
mého Heisenbergova principu neur£itosti. Dal?i vyuCiti viz nap°®. Krisl [2008]; Steele [2004]. My pou®ijeme
Cauchyho Schwarzovu nerovnost hned v nasledujicim k odva@ni trojuhelnikové nerovnosti.

D Nerovnost se také n¥kdy nazyvad jen Schwarzova, nebo Cauchylw Bunjakovského, pop°. Cauchyho Schwarzova
Bunjakovského. Augustin-Louis Cauchy ji dokazal roku 1821 pro prostor R" a pozd¥ji ji nezavisle na sob¥ zobecnili Hermann
Amandus Schwarz (1880) a Viktor Jakovlevi£ Bunjakovskij (1 859).
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o kxk X

D-sledek 8.14 (Trojuhelnikova nerovnost). Pro ka®dé x;y 2 V plati kx + yk k xk + kyk.

D-kaz. Nejprve p°ipome-me, °e pro ka°dé komplexni £isla = a+ bi plati: z+ Z=2a =2 R¢gz), a dale
a j zj. Nyni m-°eme odvodit:
kx + yk2 = hx+ y;x + yi = b xi + hy;yi + heyi + hy;xi =
= h;xi + hy;yi +2 Rghx;yi) h x;xi + hy;yi +2 jhx;yij
k xk? + kyk? + 2 kxk kyk = (kxk + kyk)?;

kde posledni nerovnost plyne z Cauchyho Schwarzovy nerowsti. Tedy mamekx + yk?  (kxk + kyk)? a
odmocn¥nim ziskdme hledany vztah. O

Norma obecn¥

Norma indukovana skalarnim soufinem je jen jednim typem nany, pojem normy je ale de novan obecn¥ji.
My budeme vesms¥s pracovat s normou indukovanou skalarnim gfinem, tak® nasledujici oddil je pouze
malou odbo£kou.

De nice 8.15 (Norma). Bue V vektorovy prostor nad R nebo C. Pak norma je zobrazenik k: V! R,
spl-ujici:

(1) kxk 0 pro vzechnax 2 V, a rovnost nastane pouze prox =0,

(2) kx k=] j kxk pro v2echnax 2 V, a pro v2echna 2 Rresp. 2 C,

(3) kx + yk k xk+ kyk.

Tvrzeni 8.16. Norma indukovana skalarnim soufinem je normou.

D-kaz. Vlastnost (1) je spln¥na diky de nici normy indukované skalrnim soufinem. Vlastnost (3) je
ukazana v d-sledku 8.14. Zbyva vlastnost (2):

k X k=phx;x i=p _hx;xi:p__p h:xi =j j kxk: O

P°iklad 8.17 (P°iklady norem v R"). Specialni t°ida norem jsou tzvp-normy. Pro p=1;2;::: de nujeme
p-normu vektoru x 2 R" jako

P 1
kxkp = L jxijP P:
Specialni volby p vedou ke zndmym normam:

adp—
pro p = 2: eukleidovska normakxk, = ., X2, co® je norma indukovana standardnim skalarnim
soufinem,

P
pro p = 1: souftovd normakxk; = = L, jX;j; nazyva se manhattanskd norma, proto®e odpovida
realnym vzdalenostem p°i prochazeni pravouhlé sit¥ ulic v kst¥,



134 Kapitola 8. Skalarni soufin

Vypo£et eukleidovské, souftové a maximoveé normy vektoru v Etlabu / Octave:

>> x=[1 2 2 4]; norm(xX), norm(x,1), norm(x,Inf)

ans = 5
ans = 9
ans = 4

O

Peiklad 8.18 (Jednotkova koule). Jednotkova koule je mno®ina vektor-, které maji normu nanejvy?2 1 a
tedy jsou od pofatku vzdaleny maximaln¥ 1. Formaln¥ de nujene jednotkovou kouli jako

fx2V;kxk 1g:

Tento pojem umoC-uje normu geometricky vizualizovat. Uvaujme pro konkrétnost rovinu R? a t°i zakladni
normy z p°edchoziho p°ikladu 8.17. Jednotkova koule ma tvar

X2 X2 A X2 3
1!/1 o N/ 1 X il o 1%
1 1 1
eukleidovska norma SOU£tova norma maximova norma

Jiné normy maji za jednotkovou kouli jiny geometricky objek. Ka°déa jednotkova koule v R" ale musi
byt mnoCina, ktera je uzav°end, omezend, symetrickd dle p@tku, konvexni (ij., s ka°dymi dv¥ma body
obsahuje i jejich spojnici) a po£atek le°i v jejim vnit°ku. Plati i opa£né tvrzeni ka°da mnoCina spl-ujici
tyto vlastnosti p°edstavuje jednotkovou kouli n¥jaké normy. O

Peiklad 8.19 (P°iklady norem v Ga.,). Normu spojité funkce f : [a;b ! R Ize zavést analogicky jako

pro eukleidovsky prostor:
: : . TRy
analogie eukleidovské normykf ko = 'f (x)2dx,

R
analogie souftové normykf k; = ;’jf (x)jdx,
analogie maximove normy:kf k1 = maxyzay jf (X)i,

R
analogie p-normy: kf k, = ;jf (x)jPdx %. O

Pozndmka 8.20 (Rovnob¥°nikové pravidlo). Pro normu indukovanou skalarnim soufinem plati tzv.rov-
nob¥°nikové pravidlo:
kx  yk?+ kx + yk? = 2kxk? + 2 kyk?:

D-kaz. kx yk®+ kx + yk? = y;x yi+ K+ y;x+yi=2h;xi+2hy;yi = 2kxk? + 2kyk?: O
Diky tomu snadno nahlédneme, °e souftova a maximova norma jsu indukované °adnym skalarnim
soufinem. Nap°iklad prox = (1;0)" ay =(0;1)" toti® nespl-uji rovnob¥°nikové pravidlo.
Plati dokonce siln¥j?i tvrzeni: Pokud pro normu plati rovnab¥°nikové pravidlo, pak je indukovana
n¥jakym skalarnim soufinem; viz Horn and Johnson [1985].

Norma umo®-uje zavést vzdalenost (neboli metriku) mezi vetory x;y jako kx  yk. A pokud mame
vzdalenost, m-°eme zavést limity, etc. ftena°e by ji° nem¥lo p°ekvapit, °e i metriku Ize zavést axiomaticky.
Navic k de nici metriky nepot°ebujeme ani vektorovy prostor, staf£i libovolna mnoCina.

Poznamka 8.21 (Metrika) . Metriku na mno®in¥ M de nujeme jako je zobrazenid: M2 ! R, spl-ujici:
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(1) d(x;y) Oprov2echnax;y 2 M, a rovnost nastane pouze prx =y,
(2) d(x;y) = d(y;x) pro vechnax;y 2 M,
(3) d(x;z) d(x;y)+ d(y;z) pro vcechnax;y;z 2 M.

Ka°da norma ur£uje metriku p°edpisemd(x; y) = kx yk, tedy vzdalenost vektor- x;y zavadi jako velikost
jejich rozdilu. OpaEnym sm¥rem to ale obecn¥ neplati. Exisfi prostory s metrikou, kterd neni indukovana
%adnou normou, nap°®. diskrétni metrikad(x;y) = dkx ykoe, nebo diskrétni metrika de novana d(x;y) =

lprox6 yad(x;y) =0 prox =Y.

Peiklad 8.22 (Klasi kace psanych £islic). Ukad°eme pouCiti vzdalenosti na vytvo°eni jednoduchého kla
si katoru pro automatickou identi kaci ruEn¥ psanych £islic. Uvadi se [Chartier, 2015], °e jen v roce 2012
bylo v USA po2tou dorufeno 160 miliard dopis-. Automatizace pak znamena zrychleni a zlevn¥ni ce-
lého procesu dorufovani dopis-. Prvni program pro detekci ilic byl spu2t¥n v roce 1997 a p°esto®e m¥l
Usp¥2nost pouze 10%, znamenal vyrazny posun kup°edu.

P°edpokladame, °e ka°da £islice je zadana jako obrazek, ngzentovany matici A 2 R™ ", tedy pixel
obrazku na pozici(i;j ) ma barvu s £islema;; . Jako vzory poulijeme zpr-m¥rované hodnoty z databaze
MNIST ( http://yann.lecun.com/exdb/mnist/ ):

Nyni uva®ujme nasledujici obrazek, ktery chceme klasi koat jako £islici:

Na prostoru matic proto musime zavést metriku. K tomuto GU£el adaptujeme klasickou eukleidovskou
vzdalenost a vzdalenost maticA;B 2 R™ " de nujeme jako

U
XX
t

kA Bk := (aij hj )21

i=1 j=1

Pokud spofitame vzdalenost mezi matici reprezentujici k& kovany obrazek a jednotlivymi vzory, pak
dostaneme hodnoty:

0: 1957.44 1:2237.30 2:2015.79 3:1816.23 4:1868.78
5:1771.64 6:2038.57 7:2090.51 8:1843.22 9:1900.81

Vidime, °e nejmen?i vzdalenost je k obradzku £isld®, proto klasi kujeme dany obrazek spravn¥ jako
£islo5. Takovyto jednoduchy klasi kator se ale snadno m-°e splést Naz2 klasi kator nedoka®e rozpoznat
tvary £ar (znaménko k°ivosti atp.), a tudi® je mal& vzdalencst je i t°eba k obrazku £islo3. O
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Peiklad 8.23 (Information retrieval) . Ziskavani informaci je moderni odv¥tvi informatiky, spo£ivajici
v nalezeni relevantniho zaznamu ve velké databazi dokumenfZobel and Mo at, 2006]. Databazi m-°e
byt nap®iklad katalog Im- £i knih, anebo celosv¥tova si” Internet. Relevantni zaznam znamena zaznam,
ktery co nejvice odpovida zadanému dotazu. Pro ziskavani fiormaci existuje °ada model-. Takzvany
model vektorovych prostor-spo£iva v tom, °e jednotlivé zdznamy i dotazy na nalezeni zdamu asociujeme
s vektory ve vektorovém prostoruR". Potom zaznamu 2 R" je nejrelevantn¥j?i pro dotazv 2 R", pokud
vektory u;v sviraji nejmenzi Ghel (pro tento problém je to lep?i metrika ne® porovnavani eukleidovské
vzdalenostiku  vk). Proto hledame zaznamu 2 R" s nejmen?2i hodnotou

T

' = arccos _uv .
B kuk kvk
neboli s nejv¥t2i hodnotou
COS( )— UT7V
"~ kuk kvk’

Namisto formalniho popisu ilustrujeme postup na zjednodugném p°ikladu. Nech” se pracovni slovnik
sklada z klifovych slov:

pes, kousat, £lov¥k, p°itel, poti®, °ralok, lachtan
Uvaujme dotaz zadany v¥tou
Pes pokousal £lov¥ka.
Dale uva®ujme databazi t°i zaznam-:
1. Pokud je nejlep2im p°itelem £lov¥ka jeho pes, tak se ten palostal do poti®. [Edward Abbey]

2. Sralok si ukousl p°iliz velké sousto, udusil se lachtanem[novinova zprava]
3. Mam rad¥ji psy ne® lidi. Ti m¥ na rozdil od lidi nikdy nekoudi. [Marilyn Monroe]

Dotaz reprezentujeme vektoremv = (1;1;1;0;0;0;0)", obsahujicim frekvence klifovych slov v dotazu.
Prvni zaznam reprezentujeme vektoremu; = (2:0;1;1;1;0;0)T, proto®e v zaznamu je dvakrat slovo
pes , jednou £lov¥k atp. Analogicky dal?i dva zaznamy r@rezentujeme vektoryu, = (0;1;0;0;0;1;1)"
ausz =(1;1;2,0;0;0;0)" s tim, % jsme zahrnuli i negaci slova kousat a mno°né £islolidi od slova
Elov¥k . Spo£itame Uhly mezi vektoryu; a vektoremv:

i| 1 2 3

" 14912 7053 1947
Vidime, °e dotazu nejvice odpovida t°eti zaznam. O
8.2 Ortonormalni baze, Gramova Schmidtova ortogonalizac e

Ka°dy vektorovy prostor ma bazi. U prostoru se skalarnim soflinem je p°irozené se ptat, zda existuje
baze slo®ena z navzajem kolmych vektor-. V této sekci ukalemm, °e je to pravda, °e takova baze ma °adu
pozoruhodnych vlastnosti a také odvodime algoritmus na jéjnalezeni.

je ortonormalni. D-kaz: kvlikzik = Flikkzik =1.

P°iklad 8.25. V prostoru R" se standardnim skalarnim sou£inem je ortonormalnim systéam nap°iklad

p°iklad ortonormalini baze vR? je nap®iklad: -%(1;1)T, -2( L, 1)T.
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X2 X2
15 1
‘ D ‘ % ‘
1 0 1 X1 1 0 1 X1
It A (il hage 2 )
Ortonormalni baze (1;0)7, (0;1)". Ortonormalni baze —£(1;1)", -%( L1'. O
Tvrzeni 8.26. Je-li systém vektor- z3;:::;z, ortonormalni, pak je linearn¥ nezavisly.

n

D-kaz. Uva®ujme linearni kombinaci ;_; iz = o. Pak pro ka°dé k = 1;:::;n plati:

xn xXn
0= ho;%i = izZijzxk = iz = gheszd = i O
i=1 i=1

Ortonormalita vektor- tedy znamena jejich linearni nezavislost plus n¥co navic jejich kolmost. A prav¥
tato vlastnost umo®ni n¥které problémy °ezit efektivn¥. Zrovna nasledujici v¥ta °ika, jak jednodu2e spo£itat
sou’adnice v-£i bazi, ktera je ortonormalni.

V¥ta 8.27P (Fourierovy koe cienty) . Bur z;;:::;z, ortonormalni baze prostoruV. Pak pro ka°déx 2 V
s n -
plati x = ;_; Ix; zjiz.

D-kaz. Vime, % x = P . iz a soufadnice 1;:::; n jsou jednoznafné (w¥ta 5.33). Nyni pro ka°dé
k=1;:::;n plati:
X0 X0
h; zyi = iZisZxk = izl = kheszed = e O
i=1 i=1
Wijad°eni x = P ", IX; zijiz; se nazyvaFourier-v rozvoj, a skalary hx; zji, i = 1;:::;n se nazyvajiFou-
rierovy koe cienty 2. Geometricky vyznam Fourierova koe cientu hx; zji je ten, °e hx; z;iz; udava projekci
vektoru x na p°imku sparf z;g. Jinymi slovy, hx; z;iz je vektor na p°imce se sm¥rnicg;, ktep’/ je nejblice
vektoru x. Potom vektor x Ize sloCit z t¥chto dilEich projekci jednoduchym souftenx = = L, hx;zjiz;

ortonormalni, pak by tato vlastnost u® obecn¥ neplatila.

hx; z5i z» hx;z1iz, + ;202

X = ;21021 + hX; 2002

S

21 hX; z1iz1 Z hx; z1iz1

Vektory z3;z, ortonormalni. Vektory z;;z, délky 1, ale ne ortogonalni.
Jak sestrojit ortonormalni bazi n¥jakého prostoru? Nasledjici procedura, Gramova Schmidtova orto-
gonaliza£ni metoda, za£ne s libovolnou bazi a postupnym nalknovanim vektor- vytvo®i bazi, ktera je
ortonormalni. Nakolmovani v kroku 2 funguje tak, °e od vektau xx ode£teme jeho projekci do prostoru

vice v sekci 8.3.

2 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 1830), francouzsky matematik a fyzik. Rozvoj poucil kolem roku 1807 pro °eenf
problému vedeni tepla v pevnych latkach.
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X3

Y3
X2
Y2
A%
7
™ sparf X1; X29
22
>21 X1 Y >21
Nakolmeni druhého vektoru. Nakolmeni t°etiho vektoru.

Algoritmus 8.28  (Gramova Schmidtova ortogonalizace®).
Vstup: linearn¥ nezavislé vektoryxy;:::;xn 2 V

1: for k:=1 to ndo

K1
2: Yk = Xk X;z17, IIvypo£itdme kolmici
j=1
1 o .
3: Zx = —VYk, /Inormalizujeme délku na 1
kykk

4: end for

Vystup: z1;:::;z, ortonormalni baze prostorusparf xi;:::;Xng

Z1;::7;Zy je ortonormalni baze prostorusparfxi;:::;Xng. Pron =1 jey; = X1 6 0o, vektor z; = Wllkxl
je dob°e de novany asparf x1g = spanf z;g.

IndukEni krokn n 1. P°e]gpoklédejme, %ez1;:::;Zn 1 j€ ortonormalni baze prostorusparf x1;:::;Xn 10.
Kdyby bylo y, = o, tak x, = Jn_llh(n;ZjiZj axXp 2 sparfzy;:ii;zn 19 = spanfxy;:::;Xn 10, co® by
byl spor s linearni nezavislosti vektor- x1;:::;Xn. Proto y, 6 oaz, = Wlnkyn je dob°e de novany a ma
jednotkovou normu.

Nyni dokaeme, °ez;;:::;z, je ortonormalni systém. Z indukEniho p°edpokladu jezy;:::;z, 1 orto-

normalni systém a protote;; zi je rovnoOproi 6 j arovno 1 proi = j. Stafi ukazat, °ez, je kolmé na
ostatni zy proi<n:

1 1 Xt .
fen; zii = mwn;zil = ok Xn j=lh><n;Zj'Zj;zi =
1 . X 1 B R B
= mh>(n,zi| mj=lh>(n,zjlhzj,z.| = mhxn,z.l mhxn,z.l =0:
Zbyva ov¥°it sparfzy;:::;z,g = spanfxy;:::;xnQg. Z algoritmu je vid¥t, °%e z, 2 sparfzi;:::;Zn 1;XnQ
sparfxy;:::;Xng, atedysparfzy;:::;z,g sparfXxi;:::;Xng. Protoe oba prostory maji stejnou dimenzi,
nastane rovnost (v¥ta 5.50). O

Pe°iklad 8.29 (Gramova Schmidtova ortogonalizace) P°i standardnim skalarnim soufinu chceme najit
ortonormalni bazi prostoru generovaného vektory

x1=(1;0L0)7; x2=(1;511)"; x3=(1;0,01)":

¥ Metoda pochéazi od danského nanfniho matematika Jargen Pedersen Grama z roku 1883, explicitni vzorec publikoval
roku 1907 n¥mecky matematik Erhard Schmidt. Jak u® to byva, n ezavisle na nich a d°ive objevili postup také P.S. Laplace
(1816) nebo A.L. Cauchy (1836).
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Postupujeme p°esn¥ podle algoritmu:

Y1 = X1, D

12T
Zl L kylkyl_ 2 (110’110) 1]

p_"3
Yo = Xo hXoz1izg = (1;1;1;1)7 27(1;0; 10" =(0;%40,1);
1 pé

:: - _ -1- -1T-
2= Y2 = 5 (LoD
y3 = X3 h X3;z1i1z1 h X3;2212

P35 P3P3 1
—moonT 2 Z2ha1T 2 210 nT = L. 10 1o\T.
=100 SSoL0L0)]  SSSOLoY = oL L LT

1 1
= ——y3==(1; 1, 1,1)":
z3 ky3ky3 2(, , 11)

Vysledna ortonormalni baze se sklada z vektorz;; zy; zs.
Matlab / Octave pouivaji jinou metodu, proto vydavaji jino u ortonormalni bazi:

>>orth(1 0102111100 1]
ans =
-0.6635 -0.0000 0.5565
-0.3035 0.0000 -0.8111
-0.4835 -0.7071 -0.1273
-0.4835 0.7071 -0.1273

O

Pozndmka 8.30 (Vypo£etni slo®itost). Pro analyzu vypo£etni sloCitosti algoritmu 8.28 uva®ujme \ektory

Krok 2 mé tudi® asymptotickou slo®itost 4m(k 1) operaci a v kroku 3 je to3m. V souftu dostaneme
1
(4mk m)=4 mén(n +1) mn;
k=1
co® °adov¥ dava vypo£fetni slo®itostmn?.

Gramova Schmidtova ortogonalizace ma tu p°ednost, e je pua®itelna v ka°®dém prostoru se skalarnim
soufinem. Specialn¥ p°i standardnim skalarnim sou£inuR" m-°eme ortogonalizaci vyjad®it maticov¥ (viz
poznamka 13.9), ale na druhou stranu v tomto p°ipad¥ existiji jiné metody, které maji lep2i numerické
vlastnosti; srov. sekce 13.3.

D-sledek 8.31 (Existence ortonormalni baze) Ka°dy konefn¥ generovany prostor (se skalarnim sou£i-
nem) ma ortonormalni bazi.

D-kaz. Vime (v¥ta5.41), °e ka°dy kone£n¥ generovany prostor ma bga tu m-°eme Gramovou Schmidtovou
metodou zortogonalizovat. O

Pro nekone£n¥-dimenzionalni prostory tvrzeni v¥ty nepldt existuji prostory se skalarnim soufinem,
které nemaji ortonormalni bazi; viz Be£va° [2005].

D-sledek 8.32 (Rozzi°eni ortonormalniho systému na ortonormalni bazi) Ka®dy ortonormalni systém
vektor- v koneEn¥ generovaném prostoru Ize roz2i°it na ortwormalni bazi.

Ortogonalizaci se toti® prvnich m vektor- nezm¥ni. O
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V nasledujicich tvrzenich nahlédneme, °e eukleidovskad nova a standardni skalarni soufin vlastn¥
nejsou tak specialni, jak by se mohlo zdat.

Tvrzeni 8.33. Bun B = fz;;:::;z,g baze prostoruV. Pak
hyi = [X]Ems
p°edstavuje skalarni soufin &8 je v tomto skalarnim soufinu ortonormalni bazi.

D-kaz. Nejprve ov¥°ime axiomy z de nice 8.3 skalarniho soufinu. fio hx;xi = [X]§ WB je z°ejm¥ ne-
zaporné a nulové pouze prdx]g = o, tedy z jednoznagnosti sou®adnic jen prx = o. Linearita v prvni
slo°ce vyplyva z linearity sou®adnic (tvrzeni 5.40). Symetie pak plyne ze symetrie standardniho skalarniho
SOU£inu

hoyi = [xI5[ls = YIE[X]g = hy:xi:
Ortonormalitu baze B nahlédneme z vyjad°ente;; zji = [zi]EﬁB = e,TeJ ,ca®jenulaproi 6 | ajednifka
proi=j. O
Peiklad 8.34. ZvolmeV = R" a oznaEmeA = g[id],,, matici p°echodu od kanonické baze do bazB.
Proto®e [X]g = glidln Xlan @Yl = glidlan [Ylkan, dostavame

yi =XV = [Xlkan lidlen slidlan Mlan = XTATAY:
Uvidime pozdy¥ji v kapitole 11, °e matice, které jdou vyjad°t ve tvaru ATA, se nazyvaji positivn¥ de nitni
a maji speci cké vlastnosti. O
Nahlédneme, °e vlastnost tvrzeni 8.33 plati i opaEnym sm¥re.

Tvrzeni 8.35. Burm B ortonormalni baze prostoruV se skalarnim soufinem. Pak pro ka°dg;y 2 V plati
b yi = [X]g [Y]g -

X yi = P) s zjiziyi = o X zjihz; ) yi
= [Libzihy;zi = [x§[Y]g: O
Dostavame tedy, °e zobrazenih; i je skalarnim soufinem na prostoruV prav¥ tehdy, kdy° se da
vyjadeit jako hx;yi = [X]§ [ylg pro n¥jakou (£i pro libovolnou) ortonormalni baziB. Ka°dy skalarni sou£in
je tedy standardnim skalarnim souf£inem p°i pohledu z liboMaé ortonormalni baze.
Stejna vlastnost plati analogicky i pro normu indukovanou &alarnim sou£inem. V jakémkoli kone£n¥

generovaném prostorV se norma libovolnéhox 2 V da vyjad°’it jako standardni eukleidovska norma jeho

vektoru sou®adnic:
q

kxk = Kxlgkz = [X]I§ [X]g; (8.2)
kde B je ortonormalni baze prostoruV . K tomuto vyjad°eni normy uvedeme je2t¥ dv¥ roz2i°ujici vlastnosti.

V¥ta 8.36. Bum z1;:::;z, ortonorrln_>éln|’ systém veV a buc x 2 V. Pak plati:

(1) Besselova nerovnostkxk? (1 i Z40j 2,
(2) Parsevalova rovnost:kxk? = j”:l jhx; zj ij 2 prav¥ tehdy, kdy°x 2 sparf zy;:::;z,0.
D-kaz.
(1) Wplyva z upravy
X X
0 x h; zjizj; x X, zjiz; =
j=1 j=1
X X X
= hx; Xi h; zjihx; z; i x; zjihz; ; xi + X, zjihx; zji =
j=1 j=1 j=1
X

|
=~

X
=
N
<

N
:I\J
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P
(2) Wplyva z p°edchoziho, nebo” rovnost nastane prav¥ tehd kdy°® x = j”:l ;zjiz. O

Besselova nerovnost °ikd, °e norma vektorix nem-%e byt nikdy men2i ne® norma jeho projekce do

Parsevalova rovnost zobec-uje vyjad°en(8:2). Dale ukazuje, °e pro vektory blizké pofatku musi i
jejich sou®adnice byt dostate£En¥ malé. Parsevalova rovnbse da zobecnit i pro nekone£n¥-dimenzionalni

prostory jako je G ,; }, co®mj. znamena4, °e Fourierovy koe cienty v nekone£ném rozji musi konvergovat
k nule.

8.3 Ortogonalni dopln¥k a projekce

V této sekci odvodime metodu na spo£itani vzdalenosti bodudopodprostoru (nap°iklad bodu od p°imky;,
bodu od roviny, ...) a také na urf£eni toho bodu podprostoru, kery je danému bodu nejbli®e. To umo®ni
°e?it jak ryze geometrické ulohy, tak i Ulohy, které zdanliv¥ s geometrii nesouvisi.

De nice 8.37 (Ortogonalni doplin¥k). Bua V vektorovy prostor a M V. Pak ortogonalni dopln¥k
mno®iny M jeM? := fx2 V; hx;yi =0 8y 2 Mg.

Ortogonalni dopln¥k M ? tedy obsahuje takové vektoryx, které jsou kolmé na v2echny vektory zM
(n¥kdy zkracen¥ °ikame, °ex je kolmé naM ). Z°ejm¥ plati fog” = V aV? = fog.

Peiklad 8.38. Ortogonalni dopin¥k k vektoru (2;5)7 je p°imka sparf(5; 2)"g. Ortogonalni dopln¥k
k celé p°imcesparf (2;5)" g je rovn¥° p°imka sparf (5; 2)"g. O
Tvrzeni 8.39 (Vlastnosti ortogonalniho dopl-ku mnao®iny). Bua V vektorovy prostor aM;N V. Pak

(1) M? je podprostorV,

(2) jei M N pakM? N?,

(3) M? =span(M)?.

D-kaz.

(1) Ov¥°ime vlastnosti podprostoru: o 2 M? trivialn¥. Nyni buate x1;X> 2 M?. Pak hxqyi =
to;yi = 0 8y 2 M, tedy i hx1+ Xo;yi = hXq;yi + Io;yi = 0. Nakonec, buax 2 M7, tedy
hx;yi =0 8y 2 M. Pak pro ka®dy skalar je hx;y i = M;yi =0.

(2) Bus x 2 N?, tedy hx;yi =0 8y 2 N. Tim spi2 hx;yi =0 8y2M N, aprotox 2 M~

(3) M span(M), tedy dle p°edchoziho jeM?  span(M)’. D-kaz druhé inkluze spo£iva v tom,
% je-li vektor x kolmy na urfité vektory, pak je kolmy na jejich linearni kombinace, a tim padem
na jejich linearni obal. Formaln¥: bua x 2 M7, tedy hx;yi :Fp 8y 2 M. Specialn¥,x;yiji =0,
kdqayl; SilYn 2 II_&/I je bazespan(M ). Pak pro libovolnéy = = L, jy; 2 span(M) jest hx;yi =
b Loyl = L Tihyii =0, O

Vlastnost (3) °ika, °e ortogonalni dopln¥k prostoru nebo jbo baze je ten samy. To uleh£i praci pro
praktické hledani ortogonalniho dopl-ku, proto®e stafi o¥°it kolmost jen na bazické vektory.

Zatimco p°edchozi v¥ta se tykala ortogonalniho dopl-ku libvolné mnoCiny vektor-, nyni se zam¥°ime
na ortogonalni dopln¥k podprostoru. Poviimn¥me si, °e d-ka prvni £4sti je pom¥rn¥ konstruktivni a dava
navod jak ortogonalni dopln¥k (resp. jeho bazi) spo£itat.

V¥ta 8.40 (Vlastnosti ortogonalniho dopl-ku podprostoru). Bua U podprostor koneEn¥ generovaného
vektorového prostoruV. Potom plati:

(2) dimV =dim U +dim U?,
B) V=U+U?,
(4) U\ U? = fog,
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(5) (U?)? =U
D-kaz.
(1) Z°ejm¥ zm+1:::::2n je ortonormalni systém vV, a tudi® stafi dokézatsparf zms+1;:::;z,g= U”
P
Inkluze Ka°dy x 2 ma Fourierv rozvoj x = . lh><'ziizi. Je-lix2 U?, pak hx;zji =0,
i=1;:::; 'm, atudlox— i erlh;(le,Zspan‘sz,l;:::;zng.
P, P
Inkluze .Bum x 2 sparfzm+1;::ii;2zng, pakx = - m+lh>< ziizz= [0, 0z+ L. . PzZiiz.
Z jednozna£nosti sou®adnic dostavambx;ziji =0,i=1;:::;m, atim x 2 u?
(2) Z prvni vlastnosti mame dimV = n, dimU = m, dmU? = n m.
xXn X
(3) Z prvni vlastnosti mame x = hx; zjiz + hx;ziizi 2 U+ U?
' =1 {Z_} l m+1 Z }
2u°
(4) Z p°edchoziho a podle vty 5.56 o dimenzi spojeni a pr-nik je dim(U\ U?)=dim V dimU
dimU? =0.
5) Z prvn| vlastnosti je zm+1;:::;zn ortonormalni baze U?, tedy z1;:::;zm je ortonormalni baze
(U?)?. O
P°iklad 8.41. llustrace podprostoruU a jeho ortogonalniho dopl-kuU? :
U?
Z3
i U
. 2
723
O

Dal?i z p¥knych vlastnosti ortonormalnich systém- je, °e ump®-uji jednodu?e spo€£itat projekci x|,
vektoru x do podprostoru U, co® je ten vektor z U, ktery je nejbli®zi k x.* Jak ilustruje obrazek dole,
a jak uka®eme formaln¥ v nasledujicich v¥tach, projekce, je jednozna£na a je to takovy vektor zU,
pro ktery je x X, kolmé naU, tedy x x 2 U”. Diky této kolmosti se mluvi o ortogonalni projekci.

Vzhledem k tomu, °e jiné typy projekci neuva®ujeme, budeme Kkdy zkracen¥ pouCivat pouze pojem
projekce

o

4 Pro lep?i nazornost projekce v R" je mo°né lep?f interpretovat vektory z R" jako body. Potom p°edstava projekce bodu
X 2 R" do podprostoru U jako nejbli®?tho bodu x; 2 U k bodu x je intuitivn¥ pochopiteln¥;2i.
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De nice 8.42 (Ortogonalni projekce). Bua V vektorovy prostor a U jeho podprostor. Pak projekci
vektoru x 2 V do podprostoru U rozumime takovy vektor x, 2 U, ktery spl-uje

kx xUk:ryzlr&kx yk:

Intuitivn¥ projekce X, vznikne jako pr-sefik kolmice, vedené od bodw do podprostoru U. Nejprve
v tvrzeni 8.43 uk&®eme, e pokud takovy pr-sefik existuje, &k je to hledana projekce a je jednozna£na.
Potom ve v¥t¥ 8.44 uka®eme, %e pr-sefik (a tedy i projekce) Wy existuje a jak ho vypo£itat.

Tvrzeni 8.43 (O kolmici). Bua U podprostor vektorového prostoruV. Bua x 2 V ay 2 U takové, °e
X y2U?. Pak

kx yk< kx zk 8z2 Unfyg:

Tedy vektory je jednoznaEnou projekci vektorx do podprostoruU.

D-kaz. Bura z 2 Unfyg. Z p°edpokladu vime(x y)? (y 2z), viz obrazek:

(SN

z

y
ky zK

Poucijeme Pythagorovu v¥tu, ktera °ika
kx zk?®=kx yk®+ky zk® k x yk?
Rovnost nastane pouze tehdy, kdyky zk? =0, £ili kdy® y = z. O

Nasledujici v¥ta ukazuje, °e ka°dy vektor ma jednoznafnounpjekci, a tim v¥ta také oprav-uje k za-
vedeni projekce jako°to zobrazenV ! U de nované x 7! x,. Pojem projekce tedy budeme pouCivat jak
pro zobrazenix 7! x;, tak pro obraz x, konkrétniho vektoru x.

V¥ta 8.44 (O ortogonalni projekci). Bua U podprostor koneEn¥ generovaného vektorového prostovu

Xrl .
Xy = hx; zjiz: (8.3)
i=1
o« et s . P .
D-kaz. Bum z3;:::;Zm;Zm+1;:::;Zn roz?i°eni na ortonormalni baziVv. Zade nujeme y :=  ;2; X;ziiz; 2
U a ukaeme, °e je to hledana projekcex,. Odvodime
P P P
x y= Lhziz mohziizg = Lk ziiz 2 U7 (8.4)
Nyni mamex y 2 U?. Podle tvrzeni 8.43 je tedyy = X, hledana projekce a je jednozna£na. O

Pokud vektor x nale®i do podprostoruU, pak jeho projekci doU je on sdm, a vzore£ek8:3) odpovida
Fourierov¥ rozvoji z v¥ty 8.27. Rovn¥® je snadné nahlédnouyfe nale®i-li vektor x do podprostoruU? , pak
jeho projekci doU je o. P°edpis (8:3) navic ukazuje, °e zobrazenk 7! x;, které vektor x 2 V zobrazuje
na jeho projekci do podprostoruU, je linearnim zobrazenim.

Tvrzeni 8.43 a v¥ta 8.44 dohromady davaiji:
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D-sledek 8.45. Vektor y 2 U je projekci vektorux 2 V do podprostoruU prav¥ tehdy, kdy°x y 2 U?.

P°iklad 8.46. Chceme najit projekcix, vektoru x = (1;2;4;5)" do podprostoruU generovaného vektory
x1=(1;0,5,07; x2=(1;LL1)"; x3=(1;0,0,1)"

a urfit vzdalenostx od U p°i standardnim skalarnim sou£inu.
Nejprve najdeme ortonormalni bazi podprostoruU. To jsme ji° u£inili v p°ikladu 8.29, a ortonormalni
bazi tvo°i vektory

2= 5 (LOLOT 2= —OLOY; z= 5L L LY

Nyni najdeme projekci dle vzorce
x3

. 1
Xy = Iziz = 5(5;7; 57):
i=1

Hledana vzdalenost jekx  xuk = k3( 3; 3;3;3)Tk=3. O

Pe°iklad 8.47 (Projekce na p°imku). Bua a 2 R" nenulovy vektor a uva®ujme projekci vektoru x 2 R"
na p°imku se sm¥rnicia, £ili projekci do podprostoru U = spanfag. Ortonormalni baze prostoru U je
vektor z = ﬁa a podle vzorce(8:3) ma projekce vektorux tvar

1 xTa
Xy =M ziz= —shaia= —a; O
v kak? a'a

Poznamka 8.48. Projekci jsme ji° implicitn¥ pouCili n¥kolikrat je2t¥ d°iv e, ne® jsme ji formaln¥ zavedli:

V d-kazu komplexni verze Cauchyho Schwarzovy nerovnosti (¥ta 8.13). Vektor hx;yiy vyjad°oval
projekci vektoru x na p°imku sparfyg a vektor z p°edstavoval rozdilx a jeho projekce.

Fourier-v rozvoj z v¥ty 8.27 je vlastn¥ rozlo®eni vektoru x na soufet projekci na jednotlivé p°imky

vektor yy.

Poznamka 8.49. Vzhledem k viastnostem (3) a (4) v¥ty 8.40 se da prostoV vyjad°it jako direktni soufet
podprostor- U aU?,tedy V = U U? (viz poznamka 5.58). To mj. znamena, °e ka°dy vektorv 2 V
ma jednozna£né vyjad°env = u+ u® kdeu 2 U a u®2 U?. Podle w¥ty 8.44 je navic vektoru projekci
vektoru v do U, a vektor u® projekci v do U~

Pe°iklad 8.50 (Legendreovy polynomy) Uvalujme prostor polynom- P". Jaky pro n¥j zavést skalarni
sou£in? Prvni napad je vyu®it isomorsmu s R"*! a pro polynomy p(x) = anx" + :::+ ag, q(X) =
bx" + :::+ by zavést skalarni soufin jako

mo°ny zp-sob. Pokud si uv¥domime, °eP" je podprostorem prostoru spojitych funkciG,.,, tak m-ceme
naP" pou®it standardni skalarni sou£in prostoruGa,.,. Pokud zortogonalizujeme Gramovou Schmidtovou
metodou vektory 1;x;x?;::: specialn¥ naG 1.3, pak dostaneme tzv.Legendreovy polynomy

Po() = 15 P10 = X Pa(¥) = 5@ 15 pax) = EGX° 30 i1
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Technické detaily vypo£tu p°esko£ime. Ani explicitni vyja°eni neni p°ili2 jednoduché, nebon-ty £len ma

tvar
2

X' n
P(x)=2 " (x D" *x+1k
k=0 K
Tyto polynomy jsou na sebe kolmé, ale z d-vodu ur£itych aplilaci jsou znormovany tak, °en-ty polynom
ma normu 2=(2n +1).

Legendreovy polynomy m-°eme pou®it t°eba k aproximaci funkce polynomem, srov. metodu v sekci 3.6.
Pokud funkci f chceme aproximovat polynomemm-tého stupn¥, tak spo£itdme projekcf do podprostoru
P" v tomto skalarnim soufinu. Projekci spofitame podle v¥ty 84 a za ortonormalni baziP" pou‘ijeme
Legendreovy polynomy. Vysledné projekce ma t°eba tu vlastost, °e ze v2ech polynom- stupn¥n je
nejbli°e k f v norm¥ indukované danym skalarnim soufinem, co® zhruba odyida snaze minimalizovat
plochu mezif a polynomem. Historicky byly Legendreovy polynomy poprvé puCity ve fyzice k vyjad°eni

urfitych operéator- a °e2eni diferencialnich rovnic. O
Peiklad 8.51 (Ortonormalni systém v prostoru funkci). V prostoru G . jexistuje spo£etny ortonormalni
systémzy; zo;::: sestavajici z vektor-

1 1 1 . 1 1 . 1 1 .
97; p—=cosX; p=sinx; p=cosX; p=sin2X;, p=cos¥; p=sin3x; :::

| kdy® tcbnenl baze v pravém slova smyslu, ka°dou funkcif 2 C; . | Ize vyjad°it jako nekone£nou °adu
f(x) = 1 If; ziizi: Poznamka: zde trochu zjednodu?ujeme a nezabyvame se kongenci nekone£ného
SOU£tu, aIe pro intuitivni pochopeni to snag, posta£u1e

VWijad°eni n¥kolika prvnich £len- f (x) , 1 f;Ziiz, coP je vlastn¥ projekce do prostorwsparf zy;:::; z¢g
dimenzek, dava dobrou aproximaci funkcef (x). Takovato aproximace se pouliva hojn¥ v oblasti zpraco-
vani signal- (nap°®. zvuku).

Konkrétn¥, spo£itejme Fourier-v rozvoj funkcef (x) = x naintervalu [ ; ]
R
X ap+ (ax sin(kx) + b coskx));
k=1
kde
Z VA
a0=2i f (x) 1dx=2i xdx =0
VA VA
ag = 1 f (x)sin(kx) dx = 1 x sin(kx) dx = (1)1 E;
Z Z
1 1
b= = f (X) cos(kx) dx = — xcoskx) dx =0
P
Tedy x bo1 (DR 2sin(kx).
y f(x)= x

P
aproximace p_; ( 1)*** 2 sin(kx)

O

Je mo°né spoc£itat projekci bez nutnosti mit ortonormalni b&i podprostoru? Ano, pomoci °e2eni sou-

stavy s tzv. Gramovou matici.
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V¥ta 8.52 (Gramova matice). Bua U podprostor realného vektorového prostorV. Nech” U ma bazi
B = fwy;:::;wm0. OznaEme jako Gramovu maticiG 2 R™ ™ matici s prvky G = hw;;w;i. Pak G je
regularni matici a vektor sou®adnics = [Xxy]s projekce xy libovolného vektorux 2 V do podprostoru U
je °e2enim soustavy

Gs = (hwy; xis::: hwm;xi)T: (8.5)
D-ka'g> Pro d-kaz regullgrlty G bur s2 R™ °e2en| soustavsz = 0. Pak i-ty °adek soustavy rovnic ma
tvar J -1 Gijsj = hwi; 2 sjwyi =0, £ili J L1 Siw; 2 U?\ U = fog. Z linearni nezavislostiws; : : : ; W
NUtnN¥ s = o. p
Vime, % xy existuje a je jednozna£na a lze psat ve tvarxy = Jml jw; pro vhodné skalary ;.
Proto% x Xy 2PU dostavame specialn¥w;;x xyi =0, pro v2echnai =1;:::; m. Dosazenim zaxy
ziskamehw;; x j=1 jw;i =0, neboli
xXn
jhwiswii = hwisxi;  i=1;000,m:
j=1
Tedy s = [xule = ( 1;:::; m)"T °e? soustavu(8:5). Z regularity G pak existuje pouze jediné °e2eni
soustavy a odpovida dané projekci. O

V d-kazu jsme nahlédli, °2 Gramova matice G je regularni. Neni t¥°ké nahlédnout, °e pokud by
generatory wi;:::;Wm podprostoru U byly linearn¥ zavislé, pak by maticeG byla singularni. Tudi® G je
regularni prav¥ tehdy, kdy® vektory wi;:::;wm jsou linearn¥ nezavislé.

8.4 Ortogonalni dopln¥k a projekce v R"

Ortogonalni doplin¥k. Z minulé sekce vime, jak po£itat ortogonalni dopin¥k a projei pro libovolny
kone£n¥ generovany vektorovy prostor se skalarnim souEmea to pomoci ortonormalni baze. Nyni uka-
%eme, %e VR" pro standardni skalarni sou£in Ize tyto transformace vyjaéit explicitn¥ a p°imo bez po£itani
ortonormalni baze.

Nasledujici v¥ta °ika, jak spo£itat ortogonalni dopln¥k bhovolného podprostoruR", zname-li jeho bazi
nebo kone£ny systém generator- (p°edstavuji °adky maticed).

V¥ta 8.53 (Ortogonalni dopin¥k v R"). Bua A 2 R™ ", Pak R(A)? =Ker( A).

D-kaz. Z vlastnosti ortogonélniho dopl-ku (tvrzeni 8.39(3)) vimeR (A)? = fA1 ;::::Am g°. Tedy x 2
R(A)? prav¥ tehdy, kdy® x je kolmé na °adky matice A, neboli A; x = 0 pro vZechnai = 1;:::;m.
Ekvivalentn¥, Ax = o, to jest x 2 Ker(A). O

P°iklad 8.54. Busm V prostor generovany vektory(1;2;3)"T a (1; 1;0)". Chceme-li urfitV?, tak sesta-

vime matici
1 2 3
A= 1 10
proto®e V = R(A). Nyni ji° stafi nalézt bazi V? = Ker( A), kterou tvo°i nap°iklad vektor (1;1; 1)T.
Vypo£et ortonormalni bazeV?, £ili jadra matice A, v Matlabu / Octave (srov. p°iklad 5.60):

>> null([1 2 3;1 -1 0])
ans =

-0.5774

-0.5774

0.5774

S ohledem na poznamku 8.49 ihned mame nasledujici d-sledek.

D-sledek 8.55. Bum A2 R™ ". Pak R(A) Ker(A) = R".
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Charakterizace ortogonalniho dopl-ku ma i dal?i teoretické d-sledky, nap°iklad vztah matice A a
matice ATA. Pozor, pro sloupcové prostory analogie neplati!

D-sledek 8.56. Bum A 2 R™ ", Pak
(1) Ker(ATA) = Ker( A),
(2) R(ATA) = R(A),
(3) rank(ATA) = rank( A).

D-kaz.
(1) Je-li x 2 Ker(A), pak Ax = o, a tedy také ATAx = ATo = o, £im° x 2 Ker(ATA). Naopak, je-li
x 2 Ker(ATA), pak ATAx = o. Pronasobenimx’ dostanemex'ATAx = o, neboli kAxk? = o.
Z vlastnosti normy musi Ax = o a tudi® x 2 Ker(A).
(2) R(ATA) =Ker( ATA)? =Ker( A)? = R(A).
(3) Trividln¥ z p°edchoziho bodu. O

Maticové prostory a linearni zobrazeni. Pokud linearni zobrazeni dané p°edpiserh(x) = Ax, kde
A 2 R™ " je prosté, tak m-°eme zavést inverzni zobrazeni z prostord (R") = S(A) do prostoru R".

m
f R
Rn
@ |
[ 2 [ )
f1 S(A)

Pokud linearni zobrazenif (x) neni prosté, tak dimf (R") < n. Jedind mo°nost, jak zkonstruovat n¥co
jako inverzni zobrazeni, je zvolit vhodny podprostorU prostoru R" tak, aby dim U = dim f (R") a zarove-
f (U) = f (R"). Potom zobrazenif (x) na omezeném de niEnim oboruJ p°edstavuje isomor smus meziU

af (R"), a tim padem k n¥mu existuje inverzni zobrazeni.

Podprostor U tedy reprezentuje nejmenz2i podprostor prostoruR", ktery se je2t¥ zobrazi na cel& (R").
Volba podprostoru U neni jednozna£nd. Nasledujici v¥ta ukazuje, °e 24d Ize zvolit °Adkovy prostor R (A).
Pozd¥ji ve v¥t¥ 13.29 nahlédneme jak vypada p°edpis p°ishého inverzniho zobrazeni.

Tvrzeni 8.57 (Maticové prostory a linearni zobrazeni) Uva°ujme linearni zobrazenif (x) = Ax, kde
A 2 R™ " Pokud de ni£ni obor f (x) omezime pouze na prostoR (A), tak dostaneme isomor smus mezi
R(A) af (R").
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D-kaz. Bum x 2 R". Proto®e podle d-sledku 8.55 je R(A)?  Ker(A) = R", Ize podle poznamky 8.49
vektor x rozlo®it jako x = xR + xK | kde xR 2 R (A) a xK 2 Ker(A). Pak

f(x)= Ax = A(xR+ xX) = AxR + AxK = AxR:

Ka°dy vektor z f (R") je tudi® obrazem n¥jakého vektoru zR (A), neboli f (R(A)) = f (R"). Proto® oba
prostory R(A) af (R") maji stejnou dimenzi (rovnourank(A)), p°edstavuje zobrazenff (x) isomor smus.
O

Ortogonalni projekce. Nyni odvodime explicitni vzorec pro projekci vektorux do podprostoru U.
Pokud vektory baze podprostorul dame do sloupc- maticeA, tak projekci vektoru x do U Ize formulovat
jako projekci x do S(A).

V¥ta 8.58 (Ortogonalni projekce vR™). Bua A 2 R™ " hodnosti n. Pak projekce vektorux 2 R™ do
sloupcového prostoruS(A) je x°= A(ATA) *ATx.

D-kaz. Nejprve si uv¥domime, °ex?je dob°e de nované. Matice ATA ma dimenzin (d-sledek 8.56(3)),
tedy je regularni a ma inverzi. Podle d-sledku 8.45 stafi nyhukazat, °%e x°2 S(A) ax x%2 S(A)?.
Prvni vlastnost plati, nebo” x°= Az pro z= (ATA) ATx. Pro druhou vlastnost stafi ov¥°it, °%ex x°2
S(A)? = R(AT)? =Ker( AT), a to plyne z vyjad°eni

AT(x x9=AT(x A(ATA) 'ATx)= ATx ATA(ATA) !ATx = ATx ATx = o: O

Peiklad 8.59. UvaCujme problém z p°ikladu 8.46 spo£itani projekcex, vektoru x = (1;2;4;5)" do
podprostoru U generovaného vektory

x1=(1;0L0)"; x2=(1;511)"; x3=(1;0,0;1)":

Proto®e pracujeme se standardnim skalarnim soufinem, m-9me projekci spo£itat alternativn¥ podle
Vv¥ty 8.58. Sestavime matici

0 1
1 1 1
_ 01§.
A_%ll ’
01 1

jeji° sloupce jsou tvo°eny vektoryxq;X»; X3, a projekce se spo£ita dle vzorce

1
xu = A(ATA) TATx = 5575 '

Zde navic
0 1
3 1 1 1
1%1 3 1
— T 1T — =+
P=AAA A—4 1 1 3 1
1 1 1 3

p°edstavuje matici projekce jako®to linearniho zobrazentdo podprostoru U. Tak® pokud ji mame takto
explicitn¥ vyjad°enou, projekcexy vektoru x se spo£ita snadno jakaxy = Px. O

Vime, % projekce je linearni zobrazeni. Podle v¥ty 8.58 a péichoziho p°ikladu jeP == A(ATA) AT
jeho matice (vzhledem ke kanonické bazi). Navic tato maticena n¥kolik specialnich vlastnosti:

Matice P je symetricka.

Plati P2 = P. Tuto rovnost m-°eme nahlédnout algebraicky dosazenim, & uka®eme zd-vodn¥ni
Z vyznamu matice. Projekce vektorux je vektor Px. Vektor Px ji° nale®i do podprostoru S(A),
a proto jeho projekce je on samP?x = Px. Proto% tato rovnost plati pro ka°dé x 2 R", musi
P2=P.
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Proto®e P reprezentuje projekci doS(A), plati S(P) = S(A). Hodnost matice P je tedy rovna
dimenzi prostoru, do kterého projektujeme, £ilirank(P) = rank( A). Matice P je tak regularni pouze
v p’ipad¥, kdy° m = n, tj. S(A) = R".

Prvni dv¥ vlastnosti jsou nejenom nutné, ale i postafujici p to, aby matice P byla matici projekce.

Tvrzeni 8.60. Matice P 2 R" " je matici projekce prav¥ tehdy, kdy® je symetricka & = P2.

D-kaz. Jeden sm¥r jsme ji° nahlédli, tak®e nyni p°edpokladejme, °@ je symetricka a spl-ujeP = P2 a
chceme ukazat, °e je matici projekce na prosto6(A). Jinymi slovy, chceme ukazat, °e pro ka°dy vektor
X 2 R" je Px jeho projekce doS(A). Podle d-sledku 8.45 stafi ukazat, °ex Px 2 S(A)?. Tedy
x Px=(l, P)x musi byt kolmé v2echny vektory z S(A), a ty maji tvar Py, kdey 2 R". To se ale
snadno ov¥°i rozepsanim jejich skalarniho soufinu

((In P)X)TPy=x"(l, P)TPy=x"(P P?y=0: O
Poznamka 8.61 (Projekce s ortonormalni bazi) OznaEme jakoz;:::;z, sloupefky maticeA 2 R™ "
a nech” tvo°i ortonormalini systém. Potom (ATA); = hzi;zi a tudi® ATA = |,. Matice projekce P do

sloupcového prostoruS(A) ziskava jednodu?i tvar P = A(ATA) AT = AAT. Zde si m-°eme v2Zimnout
paralely s p°edpisem projekcé8:3), proto®e projekce vektorux 2 R" je

0 10 1
oo j 2 X
2] x
Px= A(ATx) = %zl 2 Zn§ . C=
oo j T x
X
= (Z'x)z= Izizg:
i=1 i=1

Rekapitulace: Nech” maticeA mé ortonormalni sloupce. PotomAA T p°edstavuje matici projekce doS(A)
a obecn¥AAT 6 |, ale soufin v opa£ném po°adi dATA = I,.

Peiklad 8.62 (Projekce na p°imku podruhé) Specialn¥, matice projekce na jednodimenzionalni podpro-
stor (p°imku) ma tvar P = a(a'a) 'a', kde a 2 R" je sm¥rnice p°imky. Projekce vektorux na p°imku
je pak vektor Px = a(a'a) la'x = gi—ga (srov. p°iklad 8.47). Pokud navic sm¥rnici normujeme tak, by
kak, = 1, potom a'a=1 a tudi® matice projekce ziska jednoduchy tvarP = aa’.

V¥ta 8.63 (Ortogonalni projekce do dopl-ku) Bua P 2 R" " matice projekce do podprostoruV b R".
Pak | P je matici projekce doV~.

D-kaz. Podle v¥ty 8.40 Ize ka°dy vektorx 2 R" jednozna£n¥ rozlo®it na soufek = y+ z, kdey 2 V a
z 2 V?. Z pohledu v¥ty 8.44 jey projekcex do V a z projekcex doV?.Tedy z= x y=x Px=
(1 P)x. O

P°iklad 8.64 (Matice projekce do Ker(A)). V¥ta 8.63 umoC®-uje elegantn¥ vyjad°’it projekci do jadra
matice A 2 R™ ". P°edpokladejme, %erank(A) = m. Protoe Ker(A)? = R(A) = S(AT), tak matice
projekce doKer(A) je dana p°edpiseml  AT(AAT) 1A kde AT(AAT) A je matice projekce doS(AT).

]

Poznamka 8.65 (Vzdalenosti podprostor-). Jednim z elegantnich vyuCiti projekci v geometrii je urEeni
vzdalenosti a nnich podprostor- vzdalenost bodu od p°imky, vzdalenost dvou p°imek, vzdalenost bodu
od roviny atp. Vzdalenosti dvou a nnich podprostor- U + a, V + b pak rozumime nejmen?i vzdalenost
kx yk, kdex2 U+ a y2V + b Bez d-kazu uvadime, °e nejmenz2i vzdalenost se v°dy nabyde.
Univerzalni postup je nasledujici. M¥jmeU + a, V + b dva a nni podprostory prostoru R", kde U =
sparfusy;:::;ung aV = spanfvy;::i;vhg. Nech'Pnejmen2|' vzdélenq§t se nabyde pro bodyx 2 U + g,
y 2 V + b; tyto body jdou vyjad°it jako x = a+, M iU, Y= b+ ., jvj. Vzdalenost t¥chto dvou
bod- je stejna jako vzdalenost bodua od bodu b+ J-”Zl i Vi M, iui. fili hledanou vzdalenost m-°eme
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ekvivalentn¥ vyjadeit jako vzdalenost bodua od a nniho podprostoru U + V + b. Posunutim ve sm¥ru b

To u® je standardni Gloha, kterou vy°e2ime pomoci v¥ty 8.44 esp. v¥ty 8.58 jako°to vzdalenost bodwa b
od své projekce do prostordJ + V.

Uva®ujme pro konkrétnost dv¥ p°imky sparfu;g+ a, sparfvig+ b, kdeu; = (1;1;4)" a=(3;3;3)7,
vi = (1:0;2)T, b= (1;2;6)". Jejich vzdalenost je tedy stejna jako vzdalenost bodia b= (2;1; 3)T
od sparf ug; vi1g. Podle v¥ty 8.58 je projekce bodua b na podprostor sparfuq;vig rovna (0; 1; 2)T.
Tudi°® hledana vzdalenost jek(2;1; 3)" (0; 1, 2)Tk=k(2;2; 1)"k=3.

Vy2e zmin¥nym postupem m-°eme nap°iklad spo£itat, °e vzdénost nadroviny urfené rovnicia™x = b
od pofatku v prostoru R" je jhj=kak a bod nadroviny, ktery je nejbli°e po£atku, jex = a%ﬂa. Podobnou
lohou je urfeni vzdalenosti nadrovina'x = b, a'™x = ¢, ktera vychazijb c¢=kak.

Poznamka 8.66 (Vypo£etni slo®itost). Jaka je slo®itost vypo£tu matice projekceA(ATA) AT pro A 2
R™ "2 Podle poznamek 3.24 a 3.45 stoji vypofet matide' A °adov¥2mn? operaci, jeji inverze3n® operaci
a zbylé dva maticové sou£iny2n®m + 2nm? operaci. Celkova asymptoticka slo®itost je pak3n®+4nm +
2nm?2,

Pokud nés zajima pouze projekce vektorx 2 R™, tak vyraz A(ATA) *ATx Ize vyhodnotit efektivnyi
uzavorkovanim A (ATA) 1(ATx) . Spo£itani matice(ATA) 1 ma op¥t sloCitost *adov¥2mn? + 3n3, ale
pro soufin ATx dostavame pouze2mn, a pro zbytek 2n? + 2nm. Celkem mame °adov¥2mn? + 3n3
operaci, ca® je vyrazn¥ mén¥ ne® pro matici projekce, zejmérpokud m je mnohem v¥t2i ne®n. Nicmén¥
pokud chceme spo£itat pouze projekci jednoho vektoru, je pp£etn¥ je2t¥ trochu vyhodn¥j2i Gramova
Schmidtova ortogonalizace, ktera podle poznamky 8.30 stbpsymptoticky pouze 2mn? operaci. Samotna
projekce p°i znalosti ortonormalni baze pak slo®itost asymtoticky nezhor?i.

Poznamka 8.67 (Projekce a Gramova matice) P°edpis pro projekci Ize odvodit i z v¥ty 8.52 0 Gramov¥

(ATA)j . Gramova matice je nyni ATA a rovnice (8:5) méa tvar ATAs = ATx. Z rovnice vyjad°ime s =
(ATA) 1ATx, co® je vektor souadnic hledané projekce® Tudi®

x’=  sw; = As = A(ATA) ATx:
i=1

8.5 Metoda nejmenzich £tverc-

Metoda nejmenzich £tverc- ilustruje dal?i pouCiti v¥ty o pr ojekci. Uva®ujme soustavuAx = b, kterd nema
°e2eni (typicky, kdy® m je mnohem v¥t2i nen). V tom p°ipad¥ bychom cht¥li n¥jakou dobrou aproximaci,
tj. takovy vektor x, e leva a prava strana jsou si co nejbli°e. Formaln¥,

min kAx  bk:
X2 Rn

Tento p°istup se studuje pro r-zné normy, ale pro eukleidovkou dostavame

min kKAx  bko;
X2 RN

co® je vzhledem k monotonii drunhé mocniny ekvivalentni s ulbou

xXn
min kKAx k2 = min A X 2.
X2 RN 27 X2Rn _:1( J 5)

Odtud nazev metoda nejmenzich £tverc: S vyuCitim v¥ty o projekci najdeme °e2eni jednoduze. Nasldujici
v¥ta °ik4, %e °e2eni metodou nejmenzich £tverc- jsou zarove °e2enimi soustavy rovnic

ATAx = ATh: (8.6)

Tato soustava se nazyvasoustava normalnich rovnic Zajimavé je, °e tuto soustavu dostaneme z p-vodni
soustavy Ax = b pouhym p°enasobenim maticiAT .
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V¥ta 8.68 (Mno®ina °e2eni metodou nejmenzich £tverc). Bur A 2 R™ ". Pak mnoCina p°ibli°nych
°e2eni soustavyAx = b metodou nejmenzich £tverc- je neprazdna a rovna mno®in¥ °ehi normalnich
rovnic (8:6).

D-kaz. Hleddme vlastn¥ projekci vektorub do podprostoru S(A), a tato projekce je vektor tvaru Ax,
kde x 2 R". Podle d-sledku 8.45 je Ax projekci prav¥ tehdy, kdy° Ax b2 S(A)? = Ker( AT). Jinymi
slovy, musi platit AT(Ax b) =0, neboli ATAx = ATh. Tato soustava ma °e2eni, proto®e projekce musi
existovat. O

Snadno nahlédneme, °e pokud soustavAx = bje °e2itelnd, potom ka°dé jeji °e2eni je zarove- °e2enim
metodou nejmenzich £tverc-, a naopak, ka®dé °e2eni metodomejmen?2ich £tverc- je skuteEnym °e2enim
soustavy.

Jednozna£nost °e2eni nejmenzich £tverc- nastane, ma-li ntiee A linearn¥ nezavislé sloupce. Pak toti®
podle d-sledku 8.56(3)) je matice ATA regularni a soustava normalnich rovnic tak ma prav¥ jedno %eni.
To je typicky p°ipad.

D-sledek 8.69. Buo A 2 R™ " hodnostin. Pak p°ibli°né °e2eni soustavyAx = b metodou nejmenz2ich
ftverc- je x =(ATA) ATb, a je jednozna£né.

Je-li matice A regularni, pak °e2eni soustavyAx = bjex = A b. Je-li matice A obdélnikova s linearn¥
nezavislymi sloupci, pak °e2eni soustavyAx = b metodou nejmenzich £tverc- jex = (ATA) 'ATh. Na
matici (ATA) AT se m-°%eme divat jako na zobecn¥nou inverzni matici (vice visekce 13.6). Skute£n¥,
pokud ji vynasobime maticiA zprava, tak dostanemeg(ATA) 1ATA = |,,. V opaEném pocadi tato vlastnost
neplati, £ili (ATA) AT p°edstavuje pouze tzv. levou inverzi KA.

Metoda nejmenzich £tverc-® ma uplatn¥ni v °ad¥ obor-, zejména ve statistice p°i linearr regresi. Ta
studuje chovani a odhaduje budouci vyvoj r-znych velifin, rap°. globalni teploty, HDP, ceny akcii £i ropy
v £ase. Setkdme se s ni ale skoro ve v2ech v¥dnich oborech. Nidpd ve fyzice tzv. Hooke-v zakon °ika, %e
nata®eni materialu je p°imo um¥rné p-sobici sile. Chceme-lbdhadnout konstantu um¥rnosti, provedeme
velké mno°stvi pozorovani a z nich vypo£itdme hodnotu metoal nejmenzich £tverc-.

P°iklad 8.70 (Linearni regrese: vyvoj sv¥tové populace) Data vyvoje sv¥tové populace jsou nasledujici:

rok | 1950 1960 1970 1980 1990 2000
populace (mid.) | 2519 2.982 3.692 4.435 5.263 6.070

Chceme najit zavislost velikosti populace na £ase. P°edpldkiejme, e zavislost je lineérni. (To neni v-bec
samoz’ejmé, t°eba Fibonacciho zjednodu2eny model r-stu guulace kralik- byl exponencialni.) Obrazek
dole, ilustrujici data, v zasad¥ linearni zavislost naznafje. Linearni vztah popi2eme p°imkouy = px + q,
kde x je £as ay velikost populace. Nezndmé parametryp; q vypo£itdme. Po dosazeni dat do rovnic by
parametry p; q m¥ly spl-ovat podminky

2519 =p 1950+(q

6:070 = p 2000 +q

P°esné °e2eni neexistuje ale °e2eni metodou nejmenzich éte- je p = 0:0724 q = 13884. Gracké
znazorn¥ni zavislosti:

% Metoda nejmenzich £tverc: byla vyvinuta Gaussem kolem roku 1801 pro astronomickd pozorovani. Tehdy se objevil
asteroid Ceres, aby vzap¥ti zase zmizel. Gauss metodou pogs jeho drahu a p°edpov¥d¥l, kdy se znovu objevi.
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y=0:0724& 13884

1950 1960 1970 1980 1990 2000 X

Vyslednou zavislost Ize vyu®it pro predikce na nasledujicioky. Odhad pro rok 2010 je6:6943mld. obyvatel,
ve skute£nost jich bylo6:853 mid. Ov2em pozor, ma smysl vytva°et pouze kratkodobé odhady v roce
1900 ur£it¥ nebyla velikost populace zaporna.

Vypo£et °e2eni a predikce v Matlabu / Octave:

>> A~= [1950 1960 1970 1980 1990 2000;1 1 1 1 1 1 J;
>> b = [2.519 2.982 3.692 4.435 5.263 6.070];
>> x = (A*A) \ (A*b),
X =
0.0724
-138.8355

>> x"*[2010; 1]
ans = 6.6943

*e2eni m-°eme spo£itat rovn¥° p°ikazem

>> x = Alb,
X =

0.0724
-138.8355

proto®e pro obdélnikové matice se vraci °e2eni metodou nejem2ich £tverc-. O

8.6 Ortogonalni matice

Uvaujme linearni zobrazeni v prostoruR". Jaké toto zobrazeni (pota®mo jeho matice) musi byt, aby
nijak nedeformovalo geometrické objekty? Oto£eni kolem g<Ei p°eklopeni podle nadroviny jsou p°iklady
takovych zobrazeni, ale cht¥li bychom je prozkoumat podrob¥ji a n¥jakym zp-sobem popsat. Uk&°eme,
% tato vlastnost souvisi s tzv. ortogonalnimi maticemi. Ty ale maji dalekosahlej?i vyznam. Proto®e maiji
dobré numerické vlastnosti (viz sekce 1.3 a 3.5), setkdvamse s nimi £asto v nejr-zn¥j2ich numerickych
algoritmech.

| v této sekci uva®ujeme standardni skalarni soufin \R" resp. C" a eukleidovskou normu.

De nice 8.71 (Ortogondlni a unitarni matice). Matice Q 2 R" " je ortogonalni, pokud Q'Q = I,.
Matice Q 2 C" " je unitarni, pokud GTQ = In.

Pojem unitarni matice je zobecn¥ni ortogonalnich matic pr&komplexni £isla. Nadale ale budeme vesm¥s
pracovat jen s ortogonalnimi maticemi.
Tvrzeni 8.72 (Charakterizace ortogonalnich matic) Bus Q 2 R" ". Pak nasledujici jsou ekvivalentni:
(1) Q je ortogonalni,
(2) QjeregularniaQ = QT,
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(3) QQT = Iy,

(4) QT je ortogonalni,

(5) Q 1! existuje a je ortogonalni,

(6) sloupce Q tvo°i ortonormalni bazi R",

(7) °adky Q tvo°i ortonormalni bazi R".
D-kaz. Strugn¥. (1) (5): Je-li Q ortogonalni, pak Q"Q = | atedy Q ! = QT; podobn¥ naopak. Dle
vlastnosti inverze mame iQQT = I, neboli (QT)TQT = I, tedy QT je ortogonalni.

(6): Z rovnosti QTQ = | dostavame porovnanim prvk- na pozicii;j, % hQ i;Q ji = 1, pokudi = j,
ahQi;Q ;i =0, pokudi 6 j. Tedy sloupceQ tvo°i ortonormalni systém. Analogicky naopak.

Vzhledem k vlastnosti (6) by se spi? slu2elo °ikat ortonormélni matice , ale termin ortogonalni matice
je ji° zacity.

Tvrzeni 8.73 (Sou£in ortogonalnich matic) Jsou-li Q1; Q2 2 R™ " ortogonalni, pakQ1Q> je ortogonalni.
Dkaz. (Q1Q2)TQ1Q2= Q;QfQ1Q2= Q; Q2= Iy. O

P°iklad 8.74 (P°iklady ortogonalnich matic).
Jednotkova maticel,, nebo k ni opagna I,.

Householderova maticeH(a) = I, a?ZaaaT, kdeo 6 a2 R". Jeji geometricky vyznam je nasleduijici.
Nech” x%je projekce bodux na p°imku sparf ag, a uva®ujme linearni zobrazeni oto£eni bodwx dle
p°imky sparfag o uhel 180 . Pomoci v¥ty 8.58 o projekci dostavame, °e bod se zobrazi na vektor

aa'

— |
ala

x+2(x% x)=2x%° x=2a(@’a) 'a'x x=

Tedy matice oto£eni jeﬁaaT I h: Uvaujme nyni zrcadleni dle nadroviny s normaloua. To m-°eme
reprezentoyat jako oto£eni dl80 dle a, a pak p°eklopeni dle po£atku. Tedy matice tohoto zobrazeni
jeln 2% = H(a).

X2
X2

° 7 a

[ ] a A\<//

\ " Nox
\ X1

e X
X1 .

Oto£eni kolem p°imkya 0 180 . Zrcadleni dle nadroviny s normaloua.

Navic se da ukazat, °e ka°dou ortogonalni matici °adwn Ize rozlo®it jako sou£in nanejvy2n vhodnych
Householderovych matic. Tudi® linearni zobrazeni s ortogoalni matici geometricky reprezentuje
slo®eni nanejvy?n zrcadleni. Dal?i vlastnosti Householderovych matic poodkyjeme v sekci 13.1.

Givensova matic&: Pro n = 2 je to matice otofeni o Ghel proti sm¥ru hodinovych rufifek

cos' sin
sin' cos'
Je to tedy matice tvaru ($ 8), kde ¢ + s? = 1 a ka°d4 takovato matice odpovida n¥jaké matici
otof£eni. Obecn¥ pro dimenzn je to matice reprezentujici oto£eni o Ghel v rovin¥ osx;;x;, tedy

® James Wallace Givens (1910 1993), Jr., americky matematik .
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schematicky 0 1
I

c S
Gi;j (c;9) = I :
S c

Také z Givensovych matic Ize slo®it ka°dou ortogonalni matci, ale je jich pot°eba v soufinu a° 2

a p°ipadn¥ navic jedna diagonalni matice s 1 na diagonale. Geometricky to znamend, °e ka°dé
linearni zobrazeni s ortogonalni matici reprezentuje slehi nanejvy? g jednoduchych otofeni a
p°ipadn¥ jedno zrcadleni ve sm¥ru sou®adnych os. O

Peiklad 8.75 (Ortogonalni matice °adu2). Chceme popsat v2echny ortogonalni matice °ada. Vyjad°ime

takovou matici ve tvaru
c ?
s ? 7

kde prvni sloupec je obecny vektofc; s)T a druhy dopo£itame. Aby m¥l prvni sloupec jednotkovou velikst,
musi ¢ + s2 = 1. Aby byl druhy sloupec kolmy na prvni, musi byt nasobkem vekoru ( s;0)T, a aby
m¥l jednotkovou velikost, musi to byt bua ( s;0)T, nebo(s; ¢)T. V prvnim p°ipad¥ dostavame matici

¢ ), co je matice rotace o uhel' , spl-ujicic=cos' , s=sin"' .V druhém p°ipad¥ dostavame matici

c s c s 1 0

S C scOl;

kterd reprezentuje slo®eni p°eklopeni podle osx, a p°edchozi rotaci o Uhel' . Souhrnem tedy ka°da
ortogonalni matice °adu 2 p°edstavuje matici rotace, p°ipadn¥ slo®enou s matici p°épeni podle osyx».
]

V¥ta 8.76 (Vlastnosti ortogonalnich matic). Bue Q 2 R"™ " ortogonalni. Pak:
(1) hQx;Qyi = hx;yi pro ka®déx;y 2 R",
(2) kQxk = kxk pro ka°déx 2 R",
(3) jQji 1ajQ;' 1proka°déi;j =1;:::;n,

)
@ o %

je ortogonalni matice.

D-kaz.
(1) hx;Qyi =(Qx)TQy = xTQTQy = xTly = xTy = hyi.
(2) kQxk=" mQx;OQxi = hx;xi = kxk.
3) }_l,zhledem k vlastnosti (6) z tvrzeni 8.72 jekQ jk =1 pro ka°dej =1;:::;n. Tedy 1 = kQ j k? =
i, ¢, z £eho®q 1, aprotojgjj 1 Matice Q ! je ortogondlni, tak® pro ni tvrzeni plati
také.

.
3 10 _ 1 o

Q 0Q " oqQQ 'm

Divame-li se na matici Q jako na matici p°isluzného linearniho zobrazenix 7! Qx, pak vlastnost (1)
V¥ty 8.76 °ika, °e p°i tomto zobrazeni se zachovavaji Uhly, glastnost (2) zase °ik4, °e se zachovavaji délky.
Tvrzeni plati i naopak: Matice zobrazeni zachovavajiciholalarni souf£in musi byt nutn¥ ortogonalni (srov.
v¥ta 8.78). Dokonce i matice zobrazeni zachovavajiciho elgidovskou normu musi byt ortogonalni, co®
v zasad¥ vyplyva z poznamky 8.12 o polariza£ni identit¥ [Bad a T-ma, 2018].

Vlastnost (3) je zase cen¥na v numerické matematice, prote®Q a Q ! maji omezené velikosti slo®ek.
D-lefitou vlastnosti pro numerické po£itani je také (2), proto®e p°i nasobeni s ortogondlni matici prvky
(a tedy i zaokrouhlovaci chyby) nemaji tendenci se zv¥t2ova To Ize nahlédnout nasledujicim zp-sobem.
Bue x 2 R" bue Q 2 R" " ortogonalni. Nech”® 2 R" je p°ibli°n¥ spo£itana hodnota vektorux, tedy
X = X + err, kde err je chyba p°i vypo£tu. Pak Qx = Q(% + err) = Q® + Qerr. Po vynasobeni s matici
Q je nova chybaQerr a jeji velikost je stejnd kQerrk = kerrk.

(4) Z de nice O
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Pozndmka 8.77 (Ortogonalni matice a Fourierovy koe cienty). Ortogondlni matice davaji trochu jiny

pohled na Fourierovy koe cienty z v¥ty 8.27. Bug z;;:: 5, 2, baze prostoruR" a buz v 2 R". Sou°adnice
vektoru v vzhledem k dané bazi jsou dané vztahena = = [, X;z. Sou°adnice jsou tedy °e2enim soustavy
Qx = v, kde sloupce maticeQ jsou tvo°eny vektory baze, tedyQ j = z proi = 1;:::;n. Pokud je baze
ortonormalni, je matice Q ortogonalni a m-°eme jednodu2e pséat
0 101 O 1
zi ziv
z zZ,Vv
x=Q1v=QTv=% 2 §%v§=%2§
vl zlv

Op¥t tedy dostavame, °ei-ta sou®adnicex; vektoru v ma hodnotu tg;;vi = ziTv.

Na zav¥r uka®me n¥kterd zobecn¥ni vy2e zmin¥nych vlastndsta libovolny skalarni sou£in a libovolné
linearni zobrazeni.

V¥ta 8.78 (Ortogonalni matice a lineéarni zobrazeni) Buate U;V prostory nad R s libovolnym skalarnim
soufinem af : U! V linearni zobrazeni. Nech’By resp. By je ortonormalni bazeU resp. V. Pak matice
zobrazenig  [f ]z, je ortogonalni prav¥ tehdy, kdy%f (x);f (y)i = hxyi pro ka°déx;y 2 U.

D-kaz. Podle tvrzeni 8.35 a vlastnosti matice zobrazeni je

hGyi =[x1g, Me,:
)t Wi =1f lg, [FWle, =(g,[fls, KXlg,)" g, [fls, W, =
=[X5, &, [fla, 8,01, Ils,:
Tudi®, je-li g, [flg, ortogonalni, pak if (x);f (y)i = hx;yi. Naopak, pokud rovnosttf (x);f (y)i = hx;yi

plati pro ka°dé x;y 2 U, plati rovhost specialn¥ pro vektory, jejich® sou®adnice $ou jednotkové vektory.
Dosadime-li zax ay konkrétn¥i-ty a j -ty vektor baze By, mame [x]g, = &, [ylz, = §, a proto

(In)i = &' =[xI§, e, = hayi=H):f Wi =[x, s, [fls, s,[fle, N, =
U

=& By [f];u Bv [f]Bu §= By [f]gu Bv [f]Bu ij:

Timto po slo°kach dostavame rovnostl, = g |[f ]EIU g, [fls, - O
Tvrzeni 8.79 (Ortogondlni matice a matice p°echodu) Bua V prostor nad R s libovolnym skalarnim
soufinem aB1; B, dv¥ jeho baze. Jakékoli dv¥ z nasledujicich viastnosti ikpli tu t°eti:

(1) B3 je ortonormalni baze,

(2) B> je ortonormalni baze,
(3) ,lid]g, je ortogonalni matice.

D-kaz.
Implikace (1);(2) ) (3) . Plyne z v¥ty 8.78, nebo” identita zachovava skalarni sous.
Implikace (2);(3) ) (1) . Bum By = fx3;:::;Xng. Z de nice jsou sloupce g, [id]g, tvo°eny vektory

[xils,, které jsou (diky ortogonalit¥ matice p°echodu) ortonormdni p°i standardnim skalarnim sou£inu
v R". Podle tvrzeni 8.35 pakhx;;x;i = [xi]Ez[xj lg,» co®jelproi=j a0jinak.
Implikace (3);(1) ) (2) . Plati z p°edchoziho ze symetrie, nebo’g [id]g, = E;z[id]Bll. O

Problémy
P
8.1. Stopa matice A 2 R" " je £islotrace(A) = [, a;. Ukate, % hA;Bi = trace (ATB) je skalarni
SOu£in na prostoru maticR™ ",

8.2. Doka‘te, °e nasledujici tvrzeni plati pro realny vekt@ovy prostor, ale pro komplexni u® obecn¥ ne:
Vektory x;y 2 V jsou kolmé prav¥ tehdy, kdy°kx + yk? = kxk? + kyk?.
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8.3.
8.4.

8.5.

8.6.
8.7.

8.8.

8.9.
8.10.

Porovnejte velikost (normu) vektoru x 2 V s velikosti jeho projekce do podprostordJ b V.
Ur£ete explicitnim vzore£kem vzdalenost 2 R" od

(a) nadroviny a'x = b, kdeo6 a2 R" ab2 R.

(b) p°imky p= b+spanfag, a6 o.

UkaCte, °e projekce vektorux do podprostoru U se da vyjad®it jako jednozna£ny bod v pr-niku
podprostoru U a a nniho podprostoru U? + x.

Bue P matice projekce doU b R". Doka‘te, °e rank(P) = trace(P).

Odvonote vzore£ky pro ortogonalni projekci vR" (v¥ta 8.58) a pro metodu nejmenzich £tverc-
(d-sledek 8.69) pomoci Gramovy matice (v¥ta 8.52).

Uva®ujme soustavu rovnicAx = b, kde A 2 R™ " ma hodnostm. Existuje tedy v°dy aspo- jedno
°e2eni. Najd¥te to °e2eni, které ma nejmen?i eukleidovskonormu.

M-°e byt soufet ortogonalnich matic zase ortogonalni ratice?

Bunte U;V prostory nad R se skalarnim soufinem d : U ! V zobrazeni zachovavajici skalarni
soufin, tj. i (x);f (y)i = hx;yi pro v2echnax;y 2 U. Uka‘te, e f je linearni a prosté.
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Shrnuti ke kapitole 8. Skalarni sou£in

Skalarni sou£in zavadi specialni sou£in dvou vektor-, kdy ysledkem je skalar. Mame-
li vektorovy prostor vybaven skalarnim soufinem, pak tentoskalarni sou£in p°irozen¥
na prostoru de nuje také normu, tedy velikost vektoru. A norma pak de nuje vzda-
lenost vektor- jako normu jejich rozdilu. Oba pojmy pot°ebujeme k tomu, abychom
byli schopni m¥°it v prostoru, ale taky t°eba vyjad°it, °e posloupnost vektor- kon-
verguje.

Skalarni soufin dale p°irozen¥ zavadi kolmost vektor-. Omnormalni baze je baze
slo®end z vektor- velikosti 1 a navzajem kolmych. S takovouto bazi se pak jedno-
du2e po£itaji sou°adnice, projekce aj. Ortonormalni bazi onime sestrojit Gramovou
Schmidtovou ortogonaliza£ni metodou. A£koli jsme pojem s#arniho soufinu de no-
vali abstraktn¥, ukazalo se, °e ka°dy skalarni soufin mé pasbu standardniho skalar-
niho soufinu v sou®adném systému (libovolné) ortonormalnibaze.

Ortogondlni projekce je zobrazeni, které vektor zobrazi ngemu nejbli®?i v daném
podprostoru. P°imka, vedena od vektoru k jeho projekci, muisbyt kolm& na pod-
prostoru (odtud ortogondlni projekce). Projekce se snado spo£ita, pokud zname
ortonormalni bazi podprostoru. V opaEném p°ipad¥ poulijera maticovy vzore£ek.
Projekce je velmi uCiteEny nastroj nejen v geometrii, kde n&n umo®-uje elegantn¥
vyjadcit vzdalenosti r-znych objekt-. Jako negeometricko u aplikaci jsme uvedli me-
todu nejmenzich £tverc-, kter4 po£it4 nejlep2i p°ibli°’né °e2eni p°eurfené soustavy
rovnic.

Algebraicky jsou ortogonalni matice takové matice, jejicl inverzni matice se jed-
nodu2e vyjad°i jako transpozice. Ortogonalni matice pak gemetricky reprezentu;ji
lineéarni zobrazeni, které nedeformuji objekty zachovav@ ahly i vzdalenosti. Tato

zobrazeni se daji vedy vyjad°it jako slo®eni kone£n¥ mnohaotaci a zrcadleni. Geo-
metrick4 podstata se odrd®i i v numerickych vlastnostech £itani s ortogonalnimi
maticemi je vyhodné, proto®e zaokrouhlovaci chyby se tolikneampli kuiji.
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Kapitola 9

Determinanty

Determinanty byly vyvinuty pro U£ely °e2eni £tvercové sougavy linearnich rovnic a davaji explicitni vzorec
pro jejich °e2eni (viz v¥ta 9.16). Za autora determinantu sepova®uje Gottfried Wilhelm Leibniz a neza-
visle na n¥m jej objevil stejného roku 1683 japonsky matemt Seki Kowa. Jejich p°istup (v trochu jiné
podob¥ ne® uvadime v de nici) upadl trochu v zapomn¥ni a deteminanty se staly popularni pro °e2eni
soustav rovnic a° tak v letech 1750 1900, pak je vyst°idaly iné metody. Nicmén¥ ukazalo se, °e deter-
minant sam o sob¥ je jista charakteristika £tvercové matices °adou r-znych uplatn¥ni. Samotny pojem
determinant pochazi od Gausse Disquisitiones arithmeticag 1801), i kdy® jej pou®ival v trochu jiném
smyslu. Vyznamnou m¥rou do teorie determinant- p°isp¥li t&ké mj. A.L. Cauchy £i C.G.J. Jacobi.

De nice 9.1 (Determinant). Bua A 2 T" ". Pak determinant matice A je £islo

X Y X
det(A) = sgnP)  aip() = sgnP)azpa) :: - @np(n)-
p2 Sh i=1 pZSn

Znaf£eni:det(A) nebojAj.

Co vlastn¥ °ika vzorefek z de nice determinantu? Ka°dy s£énec ma tvar sgn()as.p() - - : @np(ny, €0°
odpovida tomu, °e v matici A vyberemen prvk- tak, °e z ka°dého °adku a sloupce mame prav¥ jeden.
Tyto prvky pak mezi sebou vynasobime a je2t¥ s£itanci p°i°aidne kladné £i zaporné znaménko podle toho,
jaké bylo znaménko permutace, ktera tyto prvky urfovala.

P°iklad 9.2 (Determinant matice °adu 2 a 3). Matice °adu 2 ma determinant

ail az  _ .
det = Qajjapy Aazidjps:
dp1 A

Matice °adu 3 ma determinant
0 1

a;1 app a
DA aijagpazs + agiaspaiz + aziaioars

det @a2 1 ax a23A = .
dzidzpdiz Aapiagedzz  Ap1dioaAsa: 0
dz1 dz2 as3

Pofitat determinanty z de nice pro v¥t2i matice je obecn¥ za£n¥ neefektivni, protoe vy®aduje zpra-
covat n! s£itanc-. Vypo£et je jednodu??i jen pro specialni matice. Bkovou matici je nap®iklad horni troj-
uhelnikova matice, tj. matice A 2 T" ", pro kterou a; =0 pro i>j . Ukaeme nyni, % jeji determinant
je roven soufinu diagonalnich prvk-. Jako d-sledek pak spei@in¥ det(l,) =1.

Tvrzeni 9.3 (Determinant trojuhelnikové matice). Bua A 2 T" " horni trojuhelnikova matice. Pak
det(A) = agp@) -+ - An;p(n)-

P
D-kaz. Z de nice determinantu det(A) = D2Sn sgnP)agp) : - - anp(ny Uvaujme jeden £len

sgn@)asp) Siian 1pin H@np(ny- (9.1)

159
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Proto®e matice A je horni trojuhelnikova, tak £initel a,.(n) je nenulovy pouze pokudp(n) = n. Aby byl
Einitel a, 1.p(n 1y Nenulovy, musi buap(n 1) = n nebop(n 1)=n 1 Prvni mo°nost je vylouEena
vzhledem kp(n) = n, tudi® p(n 1) = n 1. Opakovanim tohoto postupu dosp¥jeme k tomu, °e £len
(9:1) je nenulovy pouze pro permutaci identitu, viz schematické mazorn¥ni:

0 1

il aun
: |
0 o0
Proto det(A) = appa) 1 @np(n)- i

Tvrzeni 9.4 (Determinant transpozice). Bua A 2 T" ", Pak det(AT) = det( A).

D-kaz.
. X \'d . X Ve X L Y
det(A") = sanE)  Aipiy = sgnP) Ay = sonp ) &p 1) =
p2Sn i=1 P2 Sn i=1 P2 Sn i=1
X 1 Y X Y
= sgn(p ) Qip 1(j) = sgn(Q) aj.qi) = det(A): O
p 12S, i=1 g2 Sn i=1

Pro determinanty obecn¥det(A + B) 6 det( A) + det( B), ani neni znam jednoduchy vzorefek na
determinant souftu matic. Vyjimkou je nasledujici speciahi p°ipad °adkové linearity.

det(A + eb’) =det( A) +det( A+ (b’ A;)):

Jinymi slovy,
0 1 0 1 0 1
al R Ain aj1 .. Ain aj1 .. Ain
detBaj1+ by ::: apn + by :detaail - T +detabl R o
an1 sl Ann dn1 i1 anpn an1 ann
D-kaz.
T X
det(A + gb ) = Sgn(p)al;p(l) - :(ai;p(i) + bp(l)) - an;p(n) =
pZSn
X X
= sgNP)azp) ::@p(i) S Bupn) * SINPEaLpe) (i) T Bnp(ny =
P2 Sn P2 Sn
=det(A)+det(A+ (b’  A;)) O

Obecn¥ji, pokudi-ty °adek matice A vyjad°ime jako soufetk vektor-, pak m-°eme determinant matice
A vyjad°it jako soufet k determinant- matic, které mayji postupn¥ jednotlivé vektor y na mist¥i-tého °adku.
Vzhledem k tvrzeni 9.4 je determinant nejen °adkov¥, ale i supcov¥ linearni.
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9.1 Determinant a elementarni Upravy

Nazim planem je k vypo£tu determinantu vyu®it Gaussovu elimnaci. K tomu musime nejprve um¥t spo£i-
tat determinant matice v odstup—-ovaném tvaru, a v¥d¥t, jak hodnotu determinantu ovliv-uji elementarni
cadkové Upravy. Na prvni otazku je jednoducha odpov¥gs, prab®e matice v odstup-ovaném tvaru je za-
rove- horni trojuhelnikova, a tudi® je jeji determinant roven soufinu diagonalnich prvk-. Druhou otazku
zodpovime rozborem jednotlivych elementarnich Gprav. Né€ matice A®vznikne z A n¥jakou elementarni
Upravou:

1. Wnasobenii-tého °adku £islem 2 T:det(A% = det(A).

D-kaz.
X 0 0 0
det(A% = SgNE)a 1) 1180y 1t Bmp(ny =

pZSn
X

= sgn@avpu) (@ ipay) i @npn) =
2S
PR

= sgnNP)azpa) i @ip(i) i @npmn) = det(A): O

pZSn

2. Vym¥nai-tého aj-tého °adku: det(A9 =  det(A).
D-kaz. Oznaf£me transpozicit = (i;] ), pak
— 0 ..o g0 ... 0 ... 0 .
pZSn

kde pro v2echn§k,6 ,i;j plati a‘k’;p(k) = @ep(k) = Akep t(k)- PrO i-ty °adek je ai?p(i) = Ap(i) = Qp t()
a podobn¥ proj -ty °adek. Souhrnn¥
X

det(A(b = Sgn(p)al;p t@) -+ Qip t() -+ Qi;p t(i) ---3nyp t(n) =
P2 Sp
X Y X Y
= sgn@)  ap 1) = sgn t)  app i) =
P2 Sn i=1 p t2Sn i=1
X Y
= sgn@ &gy = det(A): O
02 Sn i=1

Vysledek m-°eme zobecnit. Ka°da permutace je slo®enim konEn¥ mnoha transpozic. Tudi® pokud
°adky matice A zpermutujeme podle permutacep, tak se jeji determinant zm¥ni podle znaménka
permutace p. Jinymi slovy, det(A9 = sgn(p) det(A).

D-sledek 9.6. Pokud ma maticeA 2 T" " dva stejné °adky, pakdet(A) =0.

D-kaz (pro t¥lesa charakteristiky 6 2). Prohozenim t¥chto dvou stejnych °adk- dostanemedet(A) =
det(A), a tedy det(A) =0. O

D-kaz (pro obecna t¥lesa). P°edchozi d-kaz nelze pouit pro t¥lesa charakteristiky 2 proto®e nap°®.
v Z,jel= 1, aproto musime postupovat jinak. De nujme transpozicit = (i;j ), kde i;j jsou
indexy stejnych °adk-. Nech” S{ je mno®ina sudych permutaci zS,. Pak S, Ize disjunktn¥ rozloCit
na sjednoceniS? afp t; p2 S%. Tudi®

X Y X Y
det(A) = sgnP)  aipg) t sgnp t)  ap i) =
p2 Sy i=1 p2sQ i=1
X Y X Y
= sgnP)  aip( sgnP)  ap() =0: O

p2 Sy i=1 p2S9 i=1
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3. Peifteni -nasobkuj-tého °adku k i-tému, p°ifemei 6 j: det(A9 = det( A).

D-kaz. Z °adkové linearity determinantu, d-sledku 9.6 a prvni elementarni Upravy dostavame

0 1 0 1
A A
det(A% =det BA; + A j ¢ =det(A)+det B A; = =det(A)+ O0=det(A): O
An An

Vy2e zmin¥na pozorovani maji n¥kolik d-sledk-: Pro libovolnou matici A 2 T" " je det(A ) =
N det(A). Dale, obsahuje-liA nulovy °adek nebo sloupec, takdet(A) =0.
Hlavni vyznam vlivu elementarnich Gprav na determinant je,e determinanty m-°eme po£itat pomoci

Gaussovy eliminace:

Algoritmus 9.7  (Vypo£et determinantu pomociREF ). P°evea matici A do odstup-ovaného tvaruA®a
pamatuj si p°ipadné zm¥ny determinantu v koe cientu c; pak det(A) je roven soufinuc ! a diagonalnich
prvk- matice A°

Peiklad 9.8. Vypo£et determinantu matice A pomoci elementarnich °adkovych Uprav

12 3 4 12 3 4 12 3 4
A = 12 1 3_ 00 2 1 _ 01 1 3
W=25 5 5701 1 37 00 2 1
0 2 3 4 0 2 3 4 02 3 4
12 3 4 12 3 4 12 3 4
01 1 3_20 1 1 3_20 1 1 3_5_
~ 00 2 1 00 105 “00 105 '
00 1 2 00 1 2 0 0 0 25
Vypo£et determinantu matice A v Matlabu / Octave:
>>det(1 2341213255502 -3 -4)
ans = 5 0

Poznamka 9.9 (eadkova linearita determinantu) . Zobrazeni A 7! det(A) neni linearnim zobrazenim
ve smyslu, jaky zname z kapitoly 6. Na druhou stranu, pokud zaujeme v2echny slo°ky matice krom¥

Ay = A+ e(xT A;) oznafuje matici A, ve které i-ty °adek nahradime vektoremx 2 T". Nyni je
zobrazeni dané p°edpisenh (x) = det( Ax) linearni, proto®e podle v¥ty 9.5 je

f(x+y)=f(x)+ f(y) 8xy2T"
a podle vlastnosti prvni elementarni Upravy je

f(x)=f (x) 8 2T;8x2T":

9.2 Dal? vlastnosti determinantu

V¥ta 9.10 (Kriterium regularity) . Matice A 2 T" " je regularni prav¥ tehdy, kdy°det(A) 6 0.

D-kaz. P°evedeme maticiA elementarnimi Gpravami na odstup—ovany tvarA° ty mohou m¥nit hodnotu
determinantu, ale nikoli jeho (ne)nulovost. Pak A je regularni prav¥ tehdy, kdy® A° ma na diagonale
nenulova £isla. O
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Pozndmka 9.11 (Mira regularity) . V¥ta 9.10 umao®-uje zavést jakousi miru regularity. fim jedet(A) bli°e
k 0, tim je matice A bli® k n¥jaké singularni matici. P°ikladem je Hilbertova matice H,, (viz p°iklad 3.51),
ktera je 2patn¥ podmin¥na, proto®e je skoro singularni. ute£n¥, jak ukazuje tabulka, determinant
matice je velmi blizko nule.

n det(H,)
4 10 7
6 10 18
8 10 33
10 10 33

Tato mira neni ale ideélni, proto®e je hodn¥ citliva ke 2kalwani. Uva®ujme nap°®iklad matici 0:1l , pro ni°
det(0:11,) =10 ". P°esto®e10 " m-%e byt libovoln¥ malé £islo, samotna matice ma k singulari relativn¥
daleko. Lep?i mirou regularity bude nap°iklad ta pomoci viatnich nebo singularnich £isel (viz sekce 13.5),
proto®e ta udava skute£nou vzdalenost maticeéA k nejbli®?i singularni matici v ur£ité norm¥.

V¥ta 9.12 (Multiplikativnost determinantu) . Pro ka°dé A;B 2 T" " plati det(AB) = det( A)det(B).

D-kaz. (1) Nejprve uvaujme specialni p°ipad, kdy°A je matice elementarni Gpravy:

1. A = Ei( ), vynasobenii-tého °adku £islem . Potom det(AB) = det(B) a det(A)det(B) =

det(B).

2. A = Ej, prohozenii-tého aj-tého °adku. Pak det(AB) = det(B) a det(A)det(B) = 1det(B).

3. A= Ej( ), p°ifteni -nasobkuj-tého °adku ki-tému. Pak det(AB) = det( B) a det(A)det(B) =

ldet(B).
Tedy rovnost plati ve v2ech p°ipadech.

(2) Nyni uva®me obecny p°ipad. Je-liA singularni, pak i AB je singularni (tvrzeni 3.30) a tedy podle
v¥ty 9.10 je det(AB) = 0 = Odet( B) = det( A)det(B). Je-li A regularni, pak jde rozlo®it na soufin
elementarnich maticA = E; ::: Ex. Nyni postupujme matematickou indukci podlek. P°ipad k =1 mame
vy°e2eny v bod¥ (1), tak®e se v¥nujme indukEnimu kroku. Podl indukEniho p°edpokladu a z bodu (1)
dostavame

det(AB) =det( E1(E2:::ExB)) =det( E1)det((E2:::Ek)B) =
=det(Ey)det(Ey:::Ex)det(B) =det( E1E2::: Ex)det(B) =

=det( A)det(B): O
D-sledek 9.13. Bum A 2 T" " regularni, pak det(A ') =det( A) 1.
D-kaz. 1=det(l,)=det( AA 1) =det( A)det(A 1). O

Nyni uk&®eme rekurentni vzore£ek na vypo£et determinantu.
V¥ta 9.14 (Laplace-v rozvoj podle i-tého °adku). Bus A 2 T" ", n 2. Pak pro ka°déi = 1;:::;n
plati

det(A)=  ( 1)")a; det(A');
i=1

kde Al je matice vznikla zA vy?krtnutim i-tého °adku aj -tého sloupce.

Poznamka.Podobn¥ jako podle °adku m-°eme rozvijet podle libovolnéhasloupce.
D-kaz. (1) Nejprve uvaujme p°ipad Aj = e]T, tji. i-ty °adek matice A je jednotkovy vektor. Postupnym

vym¥-ovanim °adk- (i;i +1), (i+1;i+2),...,(n 1;n) p°evedeme jednotkovy vektor do posledniho °adku.
Podobn¥ postupujeme pro sloupce a-ty sloupec p°evedeme na posledni. Vyslednou matici oznagm

0
IO B
0 PR
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a znaménko determinantu se zm¥ni koe cientenf 1)(" D*(n 1) = ( 1)*] Nyni mame

L X v
det(A) =( 1)*) det(A%=( 1)"*] sgn®@) @l =
p2 Sn i=1

1
=( 1 sgnP) &) =( 1) de(AY):
pip(n)=n i=1

(2) Nyni uva®me obecny p°ipad. Z °adkové linearity determirantu a z p°edchoziho dostavame

0 1 0 1
det(A) = det %ail 0 0§+:::+det %O 0 ain§:
= air( 1) det(A™) + i+ ap (1) " det(A"): O
Peiklad 9.15 (Laplace-v rozvoj podle 4. °adku).
1 ; f ‘2‘ 2 3 4 1 3 4
=( DY 0o 2 1 2+( DM 2 11 2+
25 55 5 5 5 2 55
02 4 4
12 4 12 3
+( DM (4 12 2+( DM (4 12 1=
2 55 2 55
=0+2 4+4 2 4 2=8 O

Nasledujici v¥ta dava explicitni vzore£ek na °e2eni sousts s regularni matici. Matice A+(b A j)e’
ve vyrazu p°edstavuje maticiA, ve které nahradimei-ty sloupec vektoremb.

V¥ta 9.16 (Cramerovo pravidlo). Bua A 2 T" " regularni, b2 T". Pak °e2eni soustavyAx = bje dano
vzorcem

. - detA+(b Ael)

! det(A) ’

D-kaz. Bum x °e2eni soustavyAx = b; diky regularit¢ A °e2eni existuje a je jednozna£né. Rovnost roze-
pizeme j”=l A jXj = b. Ze sloupcove linearity determinantu dostaneme

P
det(A+(b A e')=det(A 4j:::jb:::jA b)) =det(A 1j:::j J-”Zlijjj:::jA n) =
X0

det(A 1j::jA jiiiijA R)X:
j=1

Proj 6 i je p°isluzny sEitanec v sum¥ nulovy, proto®e po£itdme deterinant matice, kterd ma dva stejné

sloupce {-ty a j -ty sloupec jsou rovnyA ;). Tudi® z celé sumy z-stane jediny £len, kdy°j = i, a proto
det(A+(b A e’)=det(A 1j:::jA ij::jA n)x; = det( A)x;:

Nyni stafi ob¥ strany pod¥lit £islendet(A) 6 0. O

Cramerovo pravidlo z roku 1750 (i kdy® bylo znamo u® d°ive) jepojmenovano po 2vycarském matema-
tikovi Gabrielu Cramerovi. Ve své dob¥ to byl popularni nastoj na °e2eni soustav linearnich rovnic. Dnes
se pro praktické vypo£ty ji° nepou®iva, proto®e vypo£et °eeni soustavy pomocin + 1 determinant- neni
p°iliz efektivni z hlediska vypo£etniho £asu. Navic ma hofnumerické vlastnosti [Higham, 2002]. Vyznam
determinantu je spi2e teoreticky, mimo jiné ukazuje a dava:
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Explicitni vyjad°eni °e2eni soustavy linearnich rovnic.
Spojitost °e2eni vzhledem k prvk-m matice A a vektoru b.

Formaln¥, zobrazeni(A;b) 7! A bje spoijité na de ni£nim oboru regularnich maticA. To je snadné
nahlédnout, proto®e podle Cramerova pravidla po£itame jedotlivé slo°ky °e2eni pouze pomoci arit-
metickych operaci.

Odhad velikosti popisu °e2eni z velikosti popisu vstupnichhodnot.

Pot°ebujeme-li k zapisu vstupnich hodnot soustavyAx = b (tj., k zapisu a;, ij) celkem K bit.,
tak jeji °e2eni méa zapis pomoci polynomialn¥ mnoha bit- vzhedem keK . To dé& trochu vice prace
nahlédnout, ale vyznam pozorovani spo£iva v tom, °e zarufejrozumn¥ omezenou velikost zapisu
°e2eni.

P°iklad 9.17 (Cramerovo pravidlo). ee2eni soustavy rovnic

0 1
1 2 31
@ 2 1|3A
2 5 5|4
spo£itame po slo%kach
1 2 3 1 1 3 1 21
321 1 31 1 2 3
_ 455 _ 4_ 2 45 2 2 54 2
R R N I I B R ar Tl S
1 21 1 21 1 21
2 55 2 55 2 55

se2enim je tedy vektor x =(2;1; 1)T.
Tvrzeni 9.18. M¥jme A2 T" ", B 2 T™ M Pak determinant blokov¥ diagonalni matice Ize vyjad°it

A 0 _ .
det 0 B = det( A)det(B):

D-kaz. Ponechavame za cvifeni. O

9.3 Adjungovana matice

Adjungovana matice? Uzce souvisi s determinanty a maticovou inverzi. Wulijemeji p°i odvozovani
Cayleyho Hamiltonovy v¥ty (v¥ta 10.22), ale £tena® se s ni e potkat nap°®. v kryptograi nebo p°i
odvozovani vzore£ku pro derivaci determinantu (poznamka.23).

De nice 9.19 (Adjungovana matice). Bue A2 T" " an 2 Pak adjungovana maticeadj(A) 2 T" "
ma slo°ky . )
adj(A)j =( 1) det(A"); ij =1;0m;
kde All op¥t znafi matici vzniklou zA vy?krtnutim j -tého °adku ai-tého sloupce.
V¥ta 9.20 (O adjungované matici). Pro ka°dou matici A 2 T" " plati A adj(A) = det( A)l,.

D-kaz. Odvodime

. X . X - : det(A): proi=j;

(Aadi(A)y = AxadiA)g = Ax( DT deraky= SR POt

k=1 k=1 0; proi 6 j:
Zd-vodn¥ni posledni rovnosti je, °e proi = j se jedn& o Laplace-v rozvojdet(A) podlej -tého °adku. Pro
i 6 ] se zase jedna o rozvoj podlg-tého °adku matice A, v ni° ale nejprve j -ty °adek nahradimei-tym.
Tato matice bude mit dva stejné °adky a tim padem nulovy deteminant. O

DV anglifting adjugate, pop®. adjoint.
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Pro regularni matici A je det(A) 6 0 a vyd¥lenimdet(A) dostaneme explicitni vzore£ek pro inverzni
matici A 1.

D-sledek 9.21. Je-li A2 T" " regularni, pak A 1= madj(A).

Pe°iklad 9.22 (Adjungovana matice). Buo

0 1
1 2 3
A=@ 2 1A
2 55
Pak:
: 2 3
adj(A)12 =( 1)'*? £ g =5
Celkem:
|
5 5 4
adj(A) = 3 1 2:
1 1 0
Tedy:
|
L 1 5 5 4
= (Ay== 3 1 2
der(a) M =5 812

Vypo£et adjungované matice v Matlabu / Octave:

>> adj([1 2 3;1 2 1;2 5 5))
ans =
5 5 -4
3 -1 2
1 -1 0 -

Poznamka 9.23. Uva°ujme determinant jako funkci R" " ! R. Problém nyni zni ur£it parcialni derivaci
det(A) podle a; a sestavit matici parcialnich derivaci.

Pro tento G£el vyjdeme z Laplaceova rozvojéet(A) = = ;_, ( 1)'*kay det(A) a jednodu?e odvodime
@’@?7‘;’” =( 1)*] det(Al). Tudic matice parcialnich derivaci je @let(A) = adj( A)T.

Poucijeme-li konkrétn¥ matici z p°ikladu 9.22, tak det(A) = 2. Proto®e adj(A)s3 = 0, tak determinant
matice A se hezm¥ni p°i zm¥n¥ prvkiazs. Na druhou stranu, p°i malém zv¥t2eni prvkua;; se determinant
ZVv¥t2i vyrazn¥ (proto®e adj(A)11 = 5) a p°i zv¥t2eni prvku a;3 se determinant zv¥t2i mén¥ vyrazn¥ (protoe

adj(A)z1 = 1). Wzkouzejte sami!

9.4 Aplikace

Determinant se objevuje v teorii graf- pro vyjad°eni po£tu koster grafu [Matou2ek a Ne2et°il, 2009] a
v mnoha dal?ich aplikacich. V této sekci zminime n¥kolik z rgh.
V¥ta o adjungované matici dava nasledujici charakterizactelo£iselnosti inverzni matice.

Tvrzeni 9.24. Bum A2 Z" " Pak A ! ma celofiselné hodnoty prav¥ tehdy, kdydet(A) = 1.

D-kaz. Implikace ) . Vime 1 = det(A)det(A 1). Jsou-li matice A;A ! celofiselné, pak i jejich deter-
minanty jsou celo£iselné a tudi® museji byt rovny 1.

Implikace (. Vime A; 1= ﬁ( 1)'*) det(Al"). To je celofiselna hodnota, jestli°edet(A)= 1la
det(A!') je celé £islo. O
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Dal?i ukazka pouCiti determinantu je v polynomech. Determinant z nasledujici v¥ty se nazyvaezultant
a pou®iva se nap’iklad k °e2eni nelinearnich rovnic.

Tvrzeni 9.25. Polynomy p(x) = apx" + :::+ aiX + ag, q(x) = bpx™ + :::+ byx + by maji spoleEny ko°en
prav¥ tehdy, kdy®

aZn ag 1 i ag
an ap 1 i ao
an. a, 1 ... a =0:
bn bBn o1 i by o
bnh bnm1 it b by

D-kaz. Polynomy p(x), q(x) maji spoleEny ko°en prav¥ tehdy, kdy® existuji (ne oba trivalni) polynomy
r(x), s(x) stup— nanejvy2 m 1;n 1 takové, °e r(x)p(x) + s(x)q(x) = 0. Pokud si nezndmé poly-
nomy vyjad°ime jakor(x) = cm 1X™ 1+ i+ ox+ ¢y, S(X) = dn 1x" 1+ i+ dix + do, tak rovnost
r(x)p(x) + s(x)q(x) = 0 m-°eme p°epsat jako homogenni soustavum + n rovnic s m + n neznamymi

terminant nulovy. Ve v¥t¥ je pak determinant transponovanématice. O

Geometricka interpretace determinantu

Determinant ma p¥kny geometricky vyznam. Uvaujeme-li linearni zobrazenix 7! Ax s matici A 2
R" " pak geometricka t¥lesa m¥ni v tomto zobrazeni sv-j objem sde cientem jdet(A)j. Pojem objem
v prostoru R" nede nujeme formaln¥ a spoléhame na intuitivni p°edstavuObjem b¥°nych geometrickych
Utvar- v prostoru R! odpovida délkam, v prostoruR? odpovida obsahu a v prostoruR® odpovida objemu
v b¥°ném vyznamu.

Uvalujeme nejprve specialni p°ipad rovnob¥°r?pst¥nuRovnob¥°nost¥ns linearn¥ nezavislymi hranami
ai;:::;am de nujeme jako mno®nu fx 2 R"; x = i”;l iai; O i 1g.

V¥ta 9.26 (Objem rovnob¥°nost¥nu) Buo A 2 R™ " a uvaujme govnob¥°nost¥n s hranami danymi
°adky matice A. Pak jeho objem (jako°tom-dimenzionalniho UGtvaru) je det(AAT). Specialn¥, prom = n
je objemjdet(A)j.

Poznamka.Svou roli hraje nejen velikost determinantuA, ale také jeho znaménko; to souvisi s po°adim
hran rovnob¥°nost¥nu jako °adk- matice A. Specialn¥, proA 2 R3 3 je det(A) > 0 pokud °adky A tvo°i
pravoto£ivou posloupnost vektor- (tzv. pravidlo palce), a det(A) < 0 pokud tvo°i levoto£ivou posloupnost.

D-kaz. D-kaz provedeme matematickou indukci podlem. Prom =1 je to z°ejmé, postupme k indukEnimu
kroku. OznaEmei-ty °adek matice A jako vektor a' a de nujme matici

o ;1

D:%?E;

aml

ktera vznikne z A odstran¥nim posledniho °adku. Rozlo®mey, = by + ¢y, kdecn 2 R (D) aby 2 R (D)7
podle poznamky 8.49. Oznatme 0 1
aj
AC:= % : § :
am 1
b,

Nyni °adky matice D generuji rovnob¥°nost¥n men?i dimenze, jen® tvo°i podstav celkovérho rovnob¥°-
nost¥nu a naléza se podprostoriR (D). Podle indukEniho p°edpokladu je obsah podstavy det(DD T).
Vektor by, je kolmy na podstavu a jeho délka odpovida vy2cekly, k rovnob¥°nost¥nu.
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Adm bm

R(D)

(0]

Plocha zakladny: P det(DD T), vy2ka: kbyk.

Od A%k A Ize p°ejit pomoci elementarnich °adkovych Uprav, nebo” k pgednimu °adku stafi pCifist

E1:::ExAC navic jejich determinant je 1 proto®e jen pCifitaji nasobek °adku k jinému. Nyni
det(AAT) =det(E1:::ExAATE] :::E]) =
= det( Ey) ::: det(E1) det(AAT ) det(E[ ) ::: det(E] ) = det( A°AT):
Dale,
D pr oy, = 0BT Dbn _ DDT o
by, DT by o' bhh,
Tedy podle tvrzeni 9.18 jedet(A°AT) = (bl b,,)det(DD 7) a odmocn¥nim dostaneme

q q q_—
det(AAT) =  det(AAT) = kbyk det(DD T):

AT =

To odpovida intuitivni p°edstav¥ objemu jako velikosti vy2ky krat obsah zakladny. O

Pozndmka 9.27 (Objem rovnob¥°nost¥nu a elementarni Upravy) Platnost v¥ty 9.26 Ize nahlédnout
geometricky rozborem vlivu elementarnich Gprav. V zasad¥-#az v¥ty jen technicky zpracovava nasledujici
my2lenky:

Uva®ujme rovnob¥°nost¥n generovany °adky maticeA 2 R"™ " a chceme ukazat, °e jeho objem je
jdet(A)j. Vime, % determinant se nezm¥ni, pokud na matici provadiméeti elementarni dpravu (p°iEteni
nasobku jednoho °adku k jinému). Samotny rovnob¥°nost¥n sale zm¥ni. Pochopit, prof objem z-stava
zachovan, je snadné z geometrického nahledu: Peiftenim radku °adku k jinému (nap®iklad poslednimu)
znamena, %e se rovnob¥°nost¥n zkosi £i narovna, ale jeho Hdna i vy2ka z-stane stejna.

P°edstavit si ostatni elementarni Upravy je je2t¥ snaz?i. Pohozeni °adk- matice A znamena p°eklopeni
rovnob¥°nost¥nu a jeho objem se proto nezm¥ni. Wnasobenadku matice A £islem pak protahne
rovnob¥°nost¥n v jednom sm¥ru, a tudi® se objem zm¥ni-krat. Vynasobeni celé maticeA £islem
protahne rovnob¥°nost¥n ve v2ech sm¥rech a objem se zm¥ni-krat.

Je-li matice A singularni, pak odpovidajici rovnob¥°nost¥n le°i v n¥jakén podprostoru dimenze menzi
ne° n, a tudi® je jeho objem nulovy. Je-li matice A regularni, pak ji elementarnimi Gpravami p°evedeme
na jednotkovou matici odpovidajici rovnob¥°nost¥n je jechotkova krychle, a ta ma objem1.

Poznamka 9.28 (Vysv¥tleni de nice determinantu). P°edchozi poznamka umao®-uje alternativni zp-sob
zavedeni determinantu a vysv¥tleni jeho de nice. Kdybychm cht¥li zavést determinant matice A jako
objem odpovidajiciho rovnob¥°nost¥nu, narazime na prohlié znaménka, proto®e objem je v°dy nezaporny.
Zavedeme tedy n¥co jako orientovany objem, a to pomoci zaldaich vlastnosti, které by objem m¥l
spl-ovat:

1. Determinant jednotkové matice |, je roven 1, co® odpovida objemu jednotkové krychle.

2. Vym¥na °adk- zm¥ni znaménko determinantu. To odpovida véastnosti, °e objem rovnob¥°nost¥nu
se nezm¥ni zm¥nou po°adi hran, tedy p°eklopenim, nicmén¥ ¥nma znaménka zavede prav¥ urfitou
orientaci do de nice determinantu.
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3. Wnasobeni °adku maticeA £islem 2 R zm¥ni determinant s koe cientem . To odpovida prota-
%eni rovnob¥°nost¥nu ve sm¥ru dané hrany, a tim padem odpaldjici zm¥nu objemu.

4. «adkova linearita determinantu ve smyslu v¥ty 9.5. D-sledek této vlastnosti je nap°iklad to, °e
zkoseni nezm¥ni objem rovnob¥°nost¥nu, a proto i determinaz-stane stejny.

Z t¥chto zakladnich vlastnosti ji° jdou odvodit v2echny ostatni vlastnosti determinantu a vysv¥tlit i p--
vodni de nici

P
det(A) = ps, SANP)arp) i @np(n):

Z °adkové linearity determinantu m-°eme podobn¥ jako v Laplaceov¥ rozvoji podle prvniho °adku psat

a; 0 O 0 app ::: O 0 ::: 0 an

dpq1 dAp2 i. adAzn dpp dAp2 i. azn dpq1 dAp2 i. aAzn
det(A)= . . R N o

dn1 @p2 i anpn dn1 @p2 i1 Qann dn1 @p2 i anpn

Nyni ka°dy z n determinant- napravo rozvineme podle druhého °adku a tak ddée a° podle posledniho
°adku. Tim nakonec dostaneme vyjad°enéet(A) pomoci sou£tun” determinant- jednoduchych matic:

a1 0 ::: 0 a; O =2 O 0 ::: 0 aj
a; 0 ::: 0 0 a»p ::: 0 0 ::: 0 an
det(A)= . . R . R SSE L
an, 0 0 0 a1 0 .2 0 0 ::: 0 an

Ka°da z t¥chto jednoduchych matic ma v ka°dém °adku nanejvy?jedno nenulové £islo. Pokud tato £isla
nejsou v navzajem r-znych sloupcich, je v matici nulovy slogpec a jeji determinant je nula. Tim pa-
dem z celkového po£tuin" determinant- jednoduchych matic z-stane jen n! jednoduchych matic, jejich®
potencialn¥ nenulové prvky jsou rozmist¥ny podle n¥jaké pmutace:

a1 0 2 O 0 a1 ;0 O 0O ::: 0 an

0 a»p ::: O a2 0 10 0 0O ::: agnp O
det(A) = . ] o+ . B R

0 ::: 0 amn 0O ::: 0 amn an O ::: O

Determinant ka°dé takovéto jednoduché matice je pak roven sufinu t¥chn prvk-, a jeho znaménko od-
povida znaménku p°isluzné permutacep, podle které jsou rozmist¥ny dané prvky (proto°e to je parit
po£tu vym¥n sloupc-, které pot°ebujeme, abychom matici doedli na diagonalni tvar). Tudi® determi-
nant jednoduché matice jesgn(p)ay.p1) : :: @np(n), @ SOUEtem v2ech t¥chto hodnot dostaneme determinant
matice A.

Poznamka 9.29 (Objem jinych geometrickych t¥les) Bua A 2 R" ", Jak jsme ji° zminili, objem geome-
trickych t¥les se p°i zobrazenk 7! Ax m¥ni s koe cientemjdet(A)j. Krychle o hran¥ 1 se zobrazi na rov-
nob¥°nost¥n o hranéach, které odpovidaji sloupc-m maticed, a jeho objem je protoj det(AT)j = jdet(A)j.
Tuto vlastnost m-°eme zobecnit na ostatni b¥°n¥ poulivana gometricka t¥lesa, jako je koule, elipsoid,
mnohost¥n atp. Takové t¥leso Ize toti® pokryt krychlifkami, a jeho obraz je tedy aproximovan rovno-
b¥°nost¥ny a zm¥na objemu je p°ibli°n¥ det(A)j. Postupnym zjem-ovanim aproximace (zmen2ovanim
krychlifek) dostaneme limitnim p°echodem vysledny poms¥r.

Peiklad 9.30 (Geometrickd interpretace determinantu). Obraz jednotkové krychle p°i zobrazenix 7! Ax:
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A T2 A
(0;0;1) JI— : —_—
-1
(1;0;0)
objem=1 objem= jdet(A)j

Obraz geometrického t¥lesa p°i zobrazem 7! Ax:

objem=V objem= jdet(A)] V 0

Pozndmka 9.31 (Substituce u vicerozm¥rnych integral-). Geometricka interpretace determinantu rovn¥°
umo®-uje snadno nahlédnout platnost v¥ty o substituci ve vEéerozm¥rnych integralech. V¥ta za celkem
obecnych p°edpoklad- °ika, e

Z Z

f(yydy=  f( (x)) jdet(r ' (x))j dx;
“(M) M

kde M R" je otev°ena mno®ina,' : M | R" je prosta funkce se spojitymi parcialnimi derivacemi a
r ' (x) je Jacobiho matice parcialnich derivaci funkce (x) (viz poznamka 6.30), kter4 musi byt regularni
pro v2echnax 2 M. VWsv¥tleni rovnosti je pak z°ejmé z geometrického nahledwZobrazeni' (x) sice neni
linearni, ale lokaln¥ Ize linearizovat prav¥ Jacobiho mati r ' (x). Zobrazeni pak lokaln¥ m¥ni objemy
s koe cientem, ktery odpovida determinantu Jacobiho matie. Tudi® i integral se m¥ni se stejnym faktorem.

Determinanty se pou®ivaji p°i °e2eni je2t¥ mnoha dal?ich gemetrickych problém- [Berger, 1987; Dat-
torro, 2011; Ratschek and Rokne, 2003]. Vypo£tem determimiu tak nap°iklad snadno rozhodneme, zda
dany bod v rovin¥ le°i uvnit® £i vn¥ kru®nice zadané svymi t°eni body, a podobn¥ ve vy2ich dimenzich.

Zmi-me ulohu, ktera souvisi s objemem rovnob¥°nost¥nu, a tarf£eni objemu mnohost¥nu ¢ + 1

%j det(A)j, £ili tvo°i jen £ast rovnob¥°nost¥nu danou faktoreml : n!.

P°edchozi zp-sob vypo£tu objemu mnohost¥nu p°edpokladale zname pozice jednotlivych vrchol-
v prostoru R". V n¥kterych p°ipadech (nap°. molekularni biologie) jsou B znamy pouze vzdalenosti
dj = ka; &k mezi jednotlivymi vrcholy, tj. délky hran mnohost¥nu. V tomto p°ipad¥ spo£itame objem
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pomoci tzv. Cayleyho Mengerova determinantu jako

0 1 1 1 01

1 0 d3 d3, ::: d3,
(n 1l dfy O df, iiodf,
)z 1 d3, d3, 0 ::: d3, -

1 &2, d2, d3, = 0

Problémy

9.1. Doka’te multiplikativnost determinantu p°imo ze sloupcové linearity determinantu.

9.2. Doka’te, % v ka°dém kroku Gaussovy Jordanovy eliminae se ka°dy nenulovy prvek matice da
vyjad’it buz jako determinant, nebo podil dvou determinant- podmatic p-vodni matice.

Specialn¥, bue A 2 R" " a oznafme jakoA; jeji levou horni podmatici velikosti i (tj. vznikne

z A odstran¥nim poslednicm i °adk- a sloupc-). Jsou-li matice Aj;:::;Ap regularni, pak vime
z problému 3.5, °%e maticeA jde upravit na odstup-ovany tvar A° bez vym¥ny °adk-. Uka°te, %
pivoty a2;;:::;al, tohoto odstup-ovaného tvaru jdou vyjad°it jako ad = dgf(t,&/?i)l), i =100,

p°i£em® dode nujeme det(Ag) = 1.

9.3. Bue S mnoCina v2ech matic °adu n obsahujicich pouze prvkyO a 1. Uka°te, °e pr-m¥rny deter-
minant matice z S je roven 0.

9.4. Pomoci Cramerova pravidla odvosote vzorec pro inverznmatici a porovnejte jej s adjungovanou
matici.

9.5. Pomoci v¥ty o adjungované matici odvoate Cramerovo pradlo.

9.6. Rozhodn¥te, zdaadj(AB) = adj( BA) pro libovolné matice A;B 2 R" ".
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Kapitola 10

Vlastni £isla

Vlastni £isla (d°ive té° nazyvana charakteristicka £isla), podobn¥ jako determinant, p°edstavuji ur£i-
tou charakteristiku matice. Poskytuji o matici a o odpovidajicim linearnim zobrazeni mnoho d-le®itych
informaci.

De nice 10.1 (Vlastni £isla a vlastni vektory). Bue A 2 C" ". Pak 2 C je vlastni £islo matice A a
x 2 C" jemu p°isluzny vlastni vektor, pokud Ax = x ,x 6 o.

Zde je nutné zminit, °%e x 6 0 je nezbytn4 podminka, proto®e prox = 0 by rovnost byla trivialn¥
spln¥na pro ka°dé 2 C. Na druhou stranu, =0 klidn¥ m-°e nastat.

PovzZimn¥me si déle, % vlastni vektor p°i daném vlastnim £ie neni urfen jednoznatn¥ ka°dy jeho
nenulovy nasobek je také vlastnim vektorem. N¥kdy se protolastni vektor normuje tak, aby kxk = 1.

P°irozen¥, vlastni £isla a vektory Ize de novat stejn¥ nadgkymkoli jinym t¥lesem. My z-staneme u R
resp. C. Jak uvidime pozd¥ji, komplexnim £isl-m se nevyhneme i kdydnatice A je reélna.

Vlastni £isla se daji zavést i obecn¥ji. Burd/ vektorovy prostor af : V !V linearni zobrazeni. Pak
je vlastni £islo ax 6 o p°islu2ny vlastni vektor, pokud plati f (x) = x . My se v2ak vesm¥s budeme zabyvat
vlastnimi £isly matic, proto®e vzhledem k maticové reprezataci linearnich zobrazeni m-°eme tlohu hledani
vlastnich £isel a vektor- linearnich zobrazeni na konefEn¥egerovanych prostorech redukovat na matice.

Peiklad 10.2 (Geometricka interpretace vlastnich £isel a vektor-) Vlastni vektor reprezentuje invariantni
sm¥r p°i zobrazenix 7! Ax, tedy sm¥r, ktery se zobrazi op¥t na ten samy sm¥r. Jinymi shy, je-li v vlastni
vektor, pak p°imka sparfvg se zobrazi do sebe sama. Vlastni £islo pak p°edstavuje 2ké&ai v tomto
invariantnim smx¥ru.

=

P°eklopeni dle p°imkyy = X, matice zobrazeniA =

(IR
o

e Y,
[ )
~ vlastni £islo 1, vlastni vektor( 1; 1)T,
e Y,
[ )
x - vlastni £islo 1, vlastni vektor (1;1)".
L
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=

Rotace o Uhel90 , matice zobrazeniA =

o

y\
T

%adna realna vlastni £isla.

V¥ta 10.3 (Charakterizace vlastnich £isel a vektor) Bua A 2 C" ", Pak
(1) 2 C je vlastnim £islemA prav¥ tehdy, kdy°det(A | 5)=0,

(2) x 2 C" je vlastnim vektorem p°isluznym k vlastnimu £islu 2 C prav¥ tehdy, kdy°o 6 x 2
Ker(A 1 ,).

D-kaz.

(1) 2 C je vlastnim £islemA prav¥ tehdy, kdy® Ax = | ,x, x 6 o, neboli(A | ,)x=0,%x6 0,
ca® je ekvivalentni singularit¥ maticeA | ,, a to zase podmincedet(A | ,)=0.

(2) Analogicky, x 2 C" je vlastnim vektorem k vlastnimu £islu 2 C prav¥ tehdy, kdy° (A | ,)x = o,
X 6 o, tedy x je v jadru matice A | . O

D-sledkem v¥ty je, °%e k danému vlastnimu £islu  p°isluzi dimKer(A 1 5) = n rank(A | ,)
linearn¥ nezavislych vlastnich vektor-.
10.1 Charakteristicky polynom
Nejprve nahlédneme, °e vlastni £isla trojuhelnikové matie jsou prvky na diagondle. To by nas mohlo
motivovat k tomu hledat vlastni £isla obecnych matic pomociGaussovy eliminace. Bohu®el, elementarni

Upravy m¥ni vlastni £isla, a tak Gaussova eliminace pro vydiet vlastnich £isel neni obecn¥ pouCitelna.

Tvrzeni 10.4 (Vlastni £isla trojuhelnikové matice). Nech” A 2 C" " je trojuhelnikova matice. Pak jeji
vlastni £isla jsou prvky na diagonale.

D-kaz. Matice A | , jetaké trojuhelnikova, a proto jeji determinant je roven saif£inu prvk- na diagonale:

det(A 1 ,)=(a;x ):::(ann ). Podle v¥ty 10.3 jsou prvkyass;:::;ann vlastnimi £isly maticeA. 0O
P°iklad 10.5.
Jednotkova matice I, ma vlastni £islo1, které je n-nasobné. Proto®eKer(A | ) = Ker(0 ),

mnoCina p°isluznych vlastnich vektor- je R" nfog.

Nulova matice O, ma vlastni £islo0, které je n-nasobné. Mno®ina p°isluznych vlastnich vektor- je
R" nfog. O

1.5 075
0 1
stavuje skoseni a protahnuti v osex; 0 50%, ve sm¥ru 0sX» nijak neprotahuje. Tuto transformaci ilustruje

obrazek Stadleckého mostu dole

P°iklad 10.6. M¥jme matici A = . Peisluzné linearni zobrazenix 7! Ax geometricky p°ed-
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Y

p-vodni obrazek obrazek po transformaci

Vlastni £isla matice A jsou 1:5 a 1, a jim p°isluejici vlastni vektory jsou (1;0)" a ( 1:5 1)". Prvni
vlastni £islo a vektor °ikaji, °e se obrazek protdhne o 50% v@m¥ru osyx;. Druhé vlastni £islo a vektor
°ikaji, % se obrazek ve sm¥ru vektory 1:5;1)" nedeformuje. To se snadn¥ji nahlédne, pokud obrazek
umistime tak, aby jeho svisla hrana byla natofena ve sm¥ru kioru v=( 15/1)":

Y

Y

0 0
p-vodni obrazek obrazek po transformaci O

Prvni £ast v¥ty 10.3 °ika, °%@ 2 C je vlastnim £islem maticeA prav¥ tehdy, kdy® matice A | |

je singularni, nebolidet(A 1 ) = 0. Pokud se na divame jako na komplexni prom¥nnou, tak najit
vlastni £islo je toté° jako najit °e2eni rovnicedet(A | ;) = 0. Rozepsanim determinantu z de nice
dostane rovnice tvar
X
SONP) Aupwy  wp@ T Anp)  mpn) =03
pZSn
kde j =1 je koe cient de novany takto: j =1 proi=j a j; =0 proi 6 j. Tudi® leva strana rovnice

p°edstavuje polynom stupn¥ nanejvy2n v prom¥nné , co® nas vede k zavedeni nasledujiciho pojmu.

De nice 10.7 (Charakteristicky polynom). Charakteristicky polynom matice A 2 C" " vzhledem k pro-
m¥nné je pa( )=det(A | ;).

Z de nice determinantu je patrné, °e charakteristicky polynom se da vyjad°it v zakladnim tvaru

pa( )=det(A 1,)=( D" "+a, 1 " t+:i+a +a
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pro urfité koe cienty ap;az;:::;a, 1 2 C. Snadno nahlédneme z vyjad°endet(A | ), % koe cient
u mocniny " je skutef£n¥ roven( 1)", a proto ma polynom stupe-n. Podobn¥ m-°eme odvodit, e
an 1=( 1" (a1 + :::+ an) a po dosazeni =0 ziskameag = det( A).

Podle zakladni v¥ty algebry (v¥ta 1.1) ma tento polynomn komplexnich ko°en- (vEetn¥ nasobnosti),

pal )=( 1)( 1)1 ( n):
Podle v¥ty 10.3(1) ko°eny polynomupa ( ) odpovidaji vlastnim £isl-m matice A. Vlastnich £isel je tedyn,
zapo£itame-li i jejich nasobnosti. Timto jsme odvodili nakedujici:V

V¥ta 10.8. Vlastni £isla maticeA 2 C" " jsou prav¥ ko°eny jejiho charakteristického polynompa( ),
a je jich n vEetn¥ nasobnosti.

Pe°iklad 10.9. M¥jme matici A = obdobnou matici z p°ikladu 10.2. Pak

0
2 0’

pA()=det(A In):det 5 2 = 244-

Ko°eny polynomu, a tedy vlastnimi £isly matice A, jsou 2i. Vlastni vektor p°isluzny 2i je (1; i)' a
vlastni vektor peisluzny 2i je (1;i)".
Vypo£et vlastnich £isel a vlastnich vektor- v Matlabu / Octave:

>> [V,D] = eig([0 -2;2 0])

V~=
0.7071 + 0.0000i 0.7071 - 0.0000i
0.0000 - 0.7071i 0.0000 + 0.7071i
D =
0 + 2i 0
0O 0-2i

Vlastni £isla jsou umist¥na na diagonale matic® a vlastni vektory v odpovidajicich sloupcich maticeV.
Charakteristicky polynom matice A spo£itame p°ikazem

>> poly([0 -2;2 0])
ans =
1.0000 0  4.0000

Funkce vrati vektor koe cient- polynomu ( 1)"pa( ) sestupn¥ podle mocniny u . O

Po£itat vlastni £isla jako ko°eny charakteristického polgomu neni p°ili2 efektivni. Ji° jenom ur£it jed-
notlivé koe cienty tohoto polynomu neni trividlni dkol. Na vic, jak vime ze sekce 1.5, pro ko°eny polynomu
neexistuje °adny vzoref£ek ani konef£ny postup a po£itaji seerativnimi metodami. Toté® plati i o vlastnich
£islech (uvidime ve v¥t¥ 10.20).

De nice 10.10 (Algebraicka a geometrickd nasobnost vlastniho £isla)Bua 2 C vlastni £islo matice
A 2 C" ", Algebraicka nasobnost je rovna nasobnosti jako°to ko°ene pa( ). Geometricka nasobnost
jerovnan rank(A | p), tj. poftu linearn¥ nezavislych vlastnich vektor-, které odpovidaji

Algebraicka nasobnost je vody v¥t2i nebo rovna geometrickénasobnosti, co® vyplyne v sekci 10.4.
Nadale budeme pojem nasobnost pou®ivat pro algebraickou sébnost.

Peiklad 10.11.

Matice (§9) ma vlastni £islo1, které je dvojnasobné (algebraicky). Odpovidajici vlasti vektor je
jakykoli nenulovy vektor, proto je geometricka nasobnost Vastniho £islal také dva.

D Alternativni odvozenf existence a po£tu vlastnich £isel bez pouciti determinantu je k nalezeni nap°iklad v £lanku Axle r
[1995].
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Matice (3 1) ma vlastni £islo1, které je dvojnasobné (algebraicky). Odpovidajici vlasti vektor je

a° na nasobek pouzg1;0)", proto je geometrickd nasobnost vlastniho £isld pouze jedna. O
Pro nésledujici tvrzeni p°ipome-me pojenstopamatice A 2 C" ", vizproblém 8.1. Stopa je de novana
jako soufet diagonalnich prvk- A a znafi serace(A), take trace(A) = L, aji.
Tvrzeni 10.12 (Soufin a soufet vlastnich £isel)Bua A 2 C" " s vlastnimi £isly 1;:::; n. Pak

(1) det(A)= 1::: n,
(2) trace(A)= 1+ .+ .

D-kaz.

(1) Vime, % det(A 1 ,) =( D"( 1) ( n). Dosazenim = 0 dostavame det(A) =
(D" i )= 1o

(2) Porovnejme koe cienty u " ! r-znych vyjad°eni charakteristického polynomu. V rozvoji det(A
| ) dostavame, °e koe cient vznikne pouze ze soufinga;; ) (ann ), a ma hodnotu
( D" Y(ayy + i1+ ann). Koecient u " 1 v rozvoji ( 1)"( )i n) je ofividn¥
( D" 1 i n). Porovnanim tedy ( )" Y(ag+ i+ ann)=( "( 1 i n). O

Porovnanim koe cient- u dalich £len- charakteristického polynomu dostaneme je2t¥ jiné vztahy mezi
prvky matice A a vlastnimi £isly, ale ji° trochu komplikovan¥ji.

(2) je-li A regularni, pak A ! ma viastni £isla ;*;:::; 1 a vlastni vektoryxy;:::;Xn,
(3) A? ma vlastni £isla 2;:::; 2 a vlastni vektoryxy;:::;Xn,

(4) A mavlastni £isla 1;:::; n avlastni vektoryxq;:::;Xn,

(5) A+ | y mavlastni £isla 1+ ;:::; n+ avlastni vektoryxq;:::;Xn,

(6) AT ma vlastni £isla 1;:::; n, ale vlastni vektory obecn¥ jiné.

D-kaz. Dok&%°eme prvni dv¥ tvrzeni, ostatni nechame £tena’i na rozydleni.
(1) A ma vlastni £islo0 prav¥ tehdy, kdy® 0 =det(A 0l,) = det( A), neboli kdy® A je singularni.
(2) Pro ka®dé i = 1;:::;n je AXj = X;. P°enasobenimA 1 dostanemex; = A 1x; a vyd¥lenim
i60 pakA lXi: -1Xi. |

P°iklad 10.14. Uva°ujme matice

_ 0 1 . _ 00
A= 0 0" B = 10
Ob¥ maji v2echna vlastni £isla nulova. Soufet matic
_ 01
A+ B = 1 0
ma vlastni £isla 1 a 1. Soufin matic
10
AB = 00

ma vlastni £isla0 a 1. Z tohoto jednoduchého p°ikladu se da usuzovat, e sfitanim nasobenim matic se
vlastni £isla m¥ni a nedaji se snadno odhadovat z vlastniclisgl p-vodnich matic. Vlastni £islaA+ B i AB
m-°ou byt dokonce libovoln¥ v¥t2i ne® vlastni £isla A; B . Toto je zp-sobeno jistou de cienci matic A;B .
Matice ur£itého typu (nap°®. diagonalizovatelné probiranév sekci 10.3) se chovaji rozumn¥ji a souftem £i
soufinem takovych matic nem-°ou vlastni £isla nar-st zcelalibovoln¥. O
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Poznamka 10.15 (Topologie mnaoCiny regularnich matic). MnoCina regularnich resp. singularnich matic
v prostoru R™ " ma urfité topologické vlastnosti. Obrazek dole ilustruje imo®inu singularnich matic
°a4du 3 ve dvoudimenzionalnim a nnim °ezu, ktery obsahuje mtce tvaru

1
x A

x

7 XYy 2R

£.°
N x
X X <
<

Pr-sefiky v bodech (0; 0) a (2;2) reprezentuji matice hodnosti 1.

y210123x
1,

MnoCina regularnich matic je tzv. hustd mnoina v prostoru R" ". To znamend, °e ka°da matice
A 2 R" " se da vyjad°it jako limita vhodné posloupnosti regularnichmatic. Snadno nahlédneme toto
pozorovani z vlastnosti (5) tvrzeni 10.13. Pro regularni maci A je pozorovani z°ejmé, stafi uvaovat
posloupnost slo®enou pouze z maticé\. Je-li A singularni, pak A + %In je regularni pro dost velkék,
nebo” nebude mit nulové vilastni £islo. Tudi® mame poslouprst regularnich matic A + %I n konvergujici
k matici A prok!1

MnoCina regularnich matic je i tzv. otev°ena mno®inav prostoru R" " (a tim padem mnao®ina singu-
larnich matic je uzav°ena). Tato vlastnost °ika, °e pro ka°du regularni matici A 2 R" " jsou i matice
v jejim okoli regularni. Tvrzeni nahlédneme z toho, °edet(A) 6 0 a °e determinant je spojita funkce (viz
str. 165). Tudi® det(A% 6 0 i pro matice A°z dostate£n¥ malého okoli kolem maticé.

Vime, %e i redlnd matice m-°e mit n¥ktera vlastni £isla kompkxni. Ta komplexni vlastni £isla ale vedy
m-°eme sparovat do dvojic navzajem komplexn¥ sdru®enych Siel.

Tvrzeni 10.16. Je-li 2 C vlastni £islo maticeA 2 R" ", pak i komplexn¥ sdruené je vlastnim
£islemA.

Dkaz. Vime, % je ko’enempa( )=( 1" "+a, 1 " Y+ :::+a; + ag=0.Komplexnim sdrutenim

obou stran rovnosti mame( 1" "+ a, 1 | 4+ i+ a +ap=0,tedyi je ko°enempa( ). O
De nice 10.17 (Spektrum a spektralni polom¥r) Nech” A 2 C" " ma vlastni £isla 1;:::; n. Pak spek-
trum matice A je mno®ina jejich vlastnich £iseff 1;:::; ,gaspektralni polom¥rje (A) =maxiz1::nj ij.

Pe°iklad 10.18. Spektrum redlné matice je tedy mnoCina symetricka podle rei@é osy v komplexni rovin¥.
Komplexni matice m-°ou mit za spektrum jakychkoli n komplexnich £isel.



10.1. Charakteristicky polynom 179

Spektrum a spektralni polom¥r
realné matice A

Re

]
Nyni uka®eme, °e vypo£et ko°en- polynomu Ize p°evést na Ulal hledani vlastnich £isel urf£ité matice.

De nice 10.19 (Matice spolefnicé)). Bua p(x) = x"+ ap 1x" 1+ :::+ a;x + ap. Pak matice spolefnice
polynomu p(x) je £tvercova matice °adun de novana

0 1
O ::: :2 0 ao
1 a;
CPM=Rgo *-. "-. ap
. 0 .

V¥ta 10.20 (O matici spole£nici). Pro charakteristicky polynom maticeC(p) plati pcp( ) =( 1)"p( ),
tedy vlastni £isla maticeC(p) odpovidaji ko°en-m polynomup( ).

D-kaz. Upravme

0 1
0 ap
1 a
Pcip( )=det(C(p) I n)=detg o . . as
0O ::: O 1 an 1

P°i£tenim -nasobku posledniho °adku k p°edposlednimu, pak-nasobku p°edposledniho °adku k p°ed-
p°edposlednimu, atd. dostaneme
0 1
0 ::: ::2 0 p( )
1 . :
Pcp( ) =det Bo

: 0 anh 2 an 1
0O ::: 0 1 an 1
Laplaceovym rozvojem podle prvniho °adku pakpc ) () = ( D" p( )det(l, )=( D"p( ). O

V¥ta ma mj. za d-sledek, °e Uloha hledani ko°en- realnych poynom- a vlastnich £isel matic jsou na
sebe navzajem p°evoditelné: v¥ta 10.8 redukuje hledani dnich £isel matice na hledani ko°en- polynomu,
a v¥ta 10.20 to d¥la naopak. S ohledem na poznamku 1.2 to znande °e vlastni £isla obecn¥ m-°eme

2V angliftin¥ companion matrix. V £e2tin¥ se pou®ivaji r-zné terminy, nap°. také doprovodn & matice polynomu, matice
p°idruena polynomu apod.
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po£itat pouze numericky, °adné vyjad°eni vzorcem s aritmetkymi operacemi a odmocninami neexistuje
(praktické numerické metody jsou ale efektivni). Zatimco Vastni £isla se p°es ko°eny charakteristického
polynomu v praxi nepo£itaji, opa£ny postup pouCitelny je (ikdy® se vyu®ivaji spi? specializované metody).
Zajimavosti je, °e nap°iklad Matlab po£ita charakteristicky polynom pa( ) matice A tak, °e najde vlastni
£isla 1;:::; n a pak roznasobi dvojfleny ve vyrazpa( ) =( 1)"( 1) ( n)-

10.2 Cayleyho Hamiltonova v¥ta

Peiklad 10.21. Abychom Iépe porozum¥li nasledujici v¥t¥, uvadime p°iklagpolynomialni matice a ma-
ticového polynomu
2 2

3 _ 2
7 52 4

10 1 2 0 3
+ +
0 5 00 7 4
Jsou to dva zapisy stejné matice s parametrem, a m-°eme jednodu2e p°evést jeden zapis na druhy.
V r-znych situacich byva vyhodny jeden £i druhy tvar. O

Nasledujici v¥tu formulujeme pro komplexni matice, ale jdj platnost je 2ir2i plati nad libovolnym
t¥lesem a dokonce je2t¥ obecn¥ji nad tzv. komutativnimi okuhy [Horn and Johnson, 1985].

V¥ta 10.22 (Cayleyho Hamiltonova®). Bus A2 C" "apa( )=( 1)" "+a, 1 " 1+ :::+a; + ap.
Pak
( D"A"+ a, ;A" 1+ i+ @A+ agl, = 0:

D-kaz. Vime, % pro adjungované matice plati(A | y)adj(A | ) =det(A | ,)l,. Ka°dy prvek
adj(A | ) je polynom stupn¥ nanejvy2n 1 prom¥nné , tak®e se da vyjad°it ve tvaru adj(A | ) =

(A 1) "B, 1+:::+ Bi+Bg)=det(A | ,)l,y=

=(( D" "+a g "+t +ag)ln:
Roznasobenim
Bn1"+(ABn 1 Bno) "l+:::+(AB; Bp) + ABg=
=( D" Myt+ay 1 " Ut it al g+ agln:
Porovnanim koe cient-

Bn 1=( l)nln;
AB; Bj 1=4aln j=1;::0n 1
ABg = aglp:

Wnasobme prvni rovnici A", dal?i Al a posledniA® = |,,. Seftenim pak ziskame

A"B, 1+(A"B, 1 A" B, o)+ :::+(A?B; ABg)+ ABg=
=0=( 1)"A"+ a, ;A" 1+ i+ @A+ agly O
Zkracen¥ m-°eme tvrzeni Cayleyho Hamiltonovy v¥ty vyjad°it jako pa(A) = 0, tj. matice je sama

ko°enem svého charakteristického polynomu. P°esto®e v¥tm-°e p-sobit jenom jako matematicka zaji-
mavost, ma netrivialni d-sledky.

D-sledek 10.23. Bum A2 C" " Pak:

3 Arthur Cayley objevil tuto identitu roku 1858, William Rowa n Hamilton nezavisle na n¥m roku 1853, oba pouze pro
°ad 3. Na vy#i °ady ji zobecnil a° Ferdinand Georg Frobenius roku 1878.
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D-kaz.

(1) Stafiuva®ovatk n.P°id¥leni polynomu * polynomempa( ) se zbytkem tak vlastn¥ polynom K
rozlo®ime K= r( )pa( )+s( ), kder( )jepolynomstupn¥k nas( )= by, 1 " +:::+b +hy
je zbytek. Pak

A= r(A)pa(A)+ S(A) = S(A) = by 1A" 1+ i+ DA + Iyl

(2) Vime pa(A) = ( 1D"A"+ a, 1A" 1+ ::i+ asA+ agl, = 0 aag = det(A) 6 0 z regularity A.

Tedy
| = (ai)nA” —a’;OlA” Lo %A:
nn a a
= A uAn 1 n_lAn 2 s _:|'|n
dg =l =l
Tudi® vynasobenim A ! dostavame
A= (D0 ai)nA” ! —a'jaolA” 2 %In: O

Podobn¥ m-°eme vyjad°iti A 1, a tim padem vyjadeit °e2eni soustavyAx = b's regularni matici jako
Alb= 2( ( D"A" b 1 arb). Podobny p°istup se ob£as pouiva pro °eZeni velmi rozm¥roi
soustav rovnic (tzv. Krylovova metoda), ale tam se uva®uje tochu jiny polynom ni®2iho stupn¥.

10.3 Diagonalizovatelnost

P°i °e2eni soustav linearnich rovnic pomoci Gaussovy Jordnovy eliminace jsme pou®ivali elementarni
°adkové Upravy. Ty nem¥ni mnoCinu °e2eni a upravi matici sogtavy na tvar, ze kterého snadno vyEteme
°e2eni. Je p°irozené hledat analogické, spektrum nem¥nidipravy i na problém po£itani vlastnich £isel.
Elementarni °adkové Upravy pou®it nelze, proto®e ty m¥ni sgktrum. Vhodnou transformaci je tzv. podob-
nost, proto®e ta spektrum nem¥ni. A pokud se nam poda’i touto trasformaci p°evést matici na diagonalni
tvar, mame vyhrdno na diagondle jsou hledana vlastni £isla

De nice 10.24 (Podobnost). Matice A;B 2 C" " jsou podobné pokud existuje regularniS 2 C" " tak,
°%¢ A= SBS L

Podobnost jde ekvivalentn¥ de novat vztahem AS = SB pro n¥jakou regularni matici S. Timto
p°episem m-°eme i najit matici S, skrze kterou jsouA; B podobné (vice viz Be£va® [2005]).

P°iklad 10.25. Matice

o
= O

jsou si podobné skrze maticis = ( 93).
V¥ta 10.26 (Vlastni £isla podobnych matic) Podobné matice maji stejna vlastni £isla.
D-kaz. Z podobnosti matic existuje regularni maticeS takova, % A = SBS 1. Pak
pa( )=det(A 1 ,)=det(SBS ' SI,S Y=det(S(B 1,)S H=
=det(S)det(B | ,)det(S Y)=det(B I ,)= psg( ):

Ob¥ matice maji stejné charakteristické polynomy, tedy i vastni £isla. O
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Peiklad 10.27. Uka‘te, °e podobnost jako binarni relace je re exivni, syméricka a tranzitivni. Tedy
jedna se o relaci ekvivalenci. O

V¥ta ne°ikd nic o vlastnich vektorech, ty se m¥nit mohou. Co la z-stdva hem¥nné, je jejich pofet,
tedy po£et linearn¥ nezavislych vlastnich vektor-.

Tvrzeni 10.28. Nech” matice A;B 2 C" " jsou podobné a nech” je jejich vlastni £islo. Pak pofet
vlastnich vektor-, odpovidajicich , je stejny u obou matic.

D-kaz. Bua A = SBS ! Dale vime, % pofet (linearn¥ nezavislych) vlastnich vekir-, které odpovidaji
vlastnimu £islu  matice A, je roven dimenziKer(A | ), tedy £islun rank(A | ). Proto®e hodnost
matice se nem¥ni p°enasobenim regularni matici, tak dost@me

rank(A | ,)=rank(SBS ! I ,)=rank(SBS ! ss 1=
=rank(S(B | ,)S H=rank(B 1 ,):
Tudi® dimenze jadra obou maticA | ,aB | j jsou stejné, a tim padem i po£et vlastnich vektor-. [

Vlastni £isla se podobnostni transformaci nem¥ni, tedy j#8e matici A p°evedeme podobnostni trans-
formaci na diagonalni £i obecn¥ji trojihelnikovou, tak na éghgondle najdeme jeji vlastni £isla. Specialn¥
ty matice, které jdou p°evést na diagondlni tvar, maji obzv&2t¥ p¥kné vlastnosti.

De nice 10.29 (Diagonalizovatelnost). Matice A 2 C" " je diagonalizovatelna pokud je podobna n¥jaké
diagonalni matici.

Diagonalizovatelna maticeA jde tedy vyjad°itve tvaru A =S S 1 kdeS je regularni a diagonalni.
Tomuto tvaru se °ika spektralni rozklad a to proto, °e na diagonale matice je spektrum matice A.

P°iklad 10.30. Ne ka°da matice je diagonalizovatelna, nap®.

01

A= 0 0

neni. Jeji vlastni £islo (dvojnasobné) je0. Pokud by A byla diagonalizovatelna, pak by byla podobna
nulové matici, tedy A = SOS 1 =0, co° je spor. O

V¥ta 10.31 (Charakterizace diagonalizovatelnosti) Matice A 2 C" " je diagonalizovatelna prav¥ tehdy,
kdy® man linearn¥ nezavislych vlastnich vektor-.

D-kaz. Implikace ) . Je-li A diagonalizovatelna, pak méa spektralni rozkladA = S S 1, kde S je
regularni a diagondlni. Rovnost p°epi2emeAS = S a porovnanimj-tych sloupc- dostaneme

ASj=(AS);=(S) j=S =S jg= jSj;
co® m-°eme nazorn¥ zapsat jako
0 . .1 0 : _ 1
J J J J
AS=A@s,; ::: S,A=@ ;381 =0 ( mSA=S:

J J J j

Tedy j; je vlastni £islo aS; je p°islu?ny vlastni vektor. Sloupce maticeS jsou linearn¥ nezavislé diky
jeji regularit¥.

Implikace ( . Analogicky opatnym sm¥rem. NechA mavlastni £isla 1;:::; , ajim p°islu?i linearn¥
nezavislé vlastni vektory xy;:::;Xn. Sestavme regularni maticiS = (X1 j J] Xn) a diagondlni =
diag( 1;:::; n). Pak

(AS) j=AS | =A = jxp= jS;=3(jg)=S j=(3) j:

Tedy AS=S ,z£feho’A=S S 1 O
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D-kaz v¥ty byl konstruktivni, tedy dava navod jak diagonali zovat matici ze znalosti vlastnich £isel a
vlastnich vektor-. Podobn¥ i naopak ze znalosti spektralnfio rozkladu A = S S ! snadno urfEime vlastni
vektory (jsou to sloupce maticeS v po°adi odpovidajicimu vlastnim £isl-m na diagonale ).

Nediagonalizovatelné matice jsou ty, pro které nastavaji t£ité patologické situace, ale diagonalizova-
telné matice maji celou °adu p°irozenych vlastnosti. Je-limatice A diagonalizovatelna, pak:

Algebraicka a geometricka ndsobnost ka°dého vlastniho fig&sA je stejna.

(D-kaz. Ze spektralniho rozkladuA = S S 1. Na diagonale matice se ka°dé vlastni £islo objevuje
tolikrat, jaka je jeho algebraickd nasobnost. Ke ka°dému vgkytu ale p°islu?i jiny vlastni vektor, a
ty jsou linearn¥ nezavislé, nebo” tvo°i sloupce regularni atice S.)

Hodnost matice A je rovna po£tu nenulovych vlastnich £iselA.

(D-kaz. Ze spektralniho rozkladu jerank(A) = rank(S S 1) =rank() = po£et nenulovych vlast-
nich £isel.)

Matice A = ( J3) z p°ikladu 10.30 neni diagonalizovateln& a vy2e zmin¥né \denosti pro ni neplati.

Poznamka 10.32 (Spektralni rozklad transponované matice) Je-li A = S S 1 spektralni rozklad ma-
tice A, pak transpozici obou stran rovnosti dostaneme spektralnfozklad transponované maticeAT =
S T ST. Viastni £isla z-stanou stejnéa, ale odpovidajici vlastni ektory budou ve sloupcich maticeS T.

Poznamka 10.33 (Geometrickd interpretace diagonalizace) Jiny pohled na diagonalizaci je geometricky:
vime, %e vlastni vektor p°edstavuje invariantni sm¥r p°i zdrazeni x 7! Ax. Nyni si p°edstavme, °eA
p°edstavuje matici n¥jakého linearniho zobrazenf : C" I C" vzhledem k baziB. Bur S = gfid]g
matice p°echodu odB k jiné bazi B% Pak SAS 1 = fid]y glflg glidlge = golf g0 je matice
zobrazenif vzhledem k nové baziBC Nyni diagonalizovatelnost m-°eme chéapat jako hledani vhainé
bazeB? aby peislu2na matice byla diagonalni, a tak jednodu2e pomovala chovani zobrazeni.

Diky tomuto geometrickému pohledu snadno nahlédneme plawst v¥ty 10.26. Podobnost znamena
zm¥nu baze, ale nem¥ni samotné linearni zobrazej tak® vlastni £isla musi z-stat stejna.

Peiklad 10.34 (Geometricka interpretace diagonalizace) Bua
_ 3 1.
A= 1 3"
Vlastni £isla a vlastni vektory matice A jsou:
1=4; x1=(L;)"; 2=2;x2=( LD

Diagonalizace ma tvar: I

1 1 40 i1
— 1_ 2 2
A‘Ss‘lloz %%

Geometrickd interpretace: V sou®adném systému vlastnichektor- je matice zobrazeni diagonalni a zobra-
zeni p°edstavuje jen 2kalovani na osach. Na obrazku dole j@azorn¥ny jednotkovy £tverec a jeho obraz p°i
zobrazenif : x 7! Ax. Nalevo je situace, kdy pracujeme v sou®adném systému kanické baze, a napravo
v sou®adném systému baze z vlastnich vektor-.

y y
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O

Poznadmka 10.35 (Geometricka interpretace diagonalizace redlné matice)Uva®ujme matici rotace v R?
o uhel'

cos' sin
A= o ,
sin cos
Snadno ov¥°ime, % vlastni £isla matice jsocos' isin' , nebo’
cos' sin' 1 , oL 1
o , . =(cos' +isin") . ;
sin cos i i
cos' sin' .
o . = (cos isin')
sin cos
Tedy matice A je podobna matici
cos' + isin' 0
0 cos isin'

Tento postup m-°eme pou®it i naopak. Nech” realna diagonalzovatelna maticeA°2 R? 2 ma komplexni
vlastni £islaa ib (jinak méa dv¥ realna vlastni £isla). Je tak podobna matici

a+ib 0
0 a ib
OznaEmer = a2+ k2. Paka+ ib=r(cos' +isin')aa ib=r(cos'" isin') pro urfité "' . Tudi®
matice ACje také podobna matici
p €05 SN (10.1)
sin cos

To znamena, °e v urfitém sou®adném systému p°edstavuje zaimenif : x 7! A% rovnom¥rné nataleni
o faktor r a oto£eni o uhel .

Podobn¥ m-°eme interpretovat ka®dou realnou diagonalizoatelnou matici A 2 R" ". Matice A ma
realnd vlastni £islacy;:::;¢c a komplexni vlastni £islaa; iby;:::;ax by, kde 2k + * = n. Matice A je
tedy podobna diagonalni matici s vlastnimi £isly na diagoni&. Bloky velikosti 2 s vlastnimi £islya; ib;
nahradime podobnou matici ve tvaru(10:1). Matice A tak je podobna blokov¥ diagonalni matici s bloky

o velikosti 1 a 2. Bloky velikosti 1 jsou realna £islacs;:::; ¢ a bloky velikosti 2 jsou tvaru
o OSSN o
SIn” COS

V urfitém sou®adném systému tedy zobrazenf : x 7! Ax p°edstavuje kombinaci nataeni ve sm¥ru
sou’adnych os a n¥kolika oto£eni v rovinach dvojic sou®adolr os. To ndm dava interpretaci diagonalizace
realné matice bez pouCiti komplexnich £isel.

Nyni uka®eme, °e r-znym vlastnim £isl-m odpovidaji linearn¥ nezavislé vlastni vektory.

Tvrzeni 10.36 (Vlastni vektory r-znych vlastnich £isel). Nech”™ 1;:::; gk jsou navzajem r-zna vlastni
£isla (ne nutn¥ v2echna) maticeA 2 C" ". Pak odpovidajici vlastni vektoryxi;:::;Xx jsou linearn¥
nezavislé.

D-kaz. Matematickou indukci podle k. Pro k =1 z°ejmé, nebo” vlastni vektor je nenulovy.
Indukeni krok k k1. Uva®me lineérni kombinaci

1X1+ i+ kXg = O (10.2)
Pak p°enasobenim maticiA dostaneme

A( 1Xa+ i+ kX)) = 1AX+ i+ (AXk = 1 Xt i+ g kXk = O (10.3)
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Ode£tenim y-nasobku (10:2) od (10:3) dostaneme

11 WXe+t i+ w1k 1 KXk 1= 0:

Z indukf£niho p°edpokladu jsouxq;:::;Xk 1 linearn¥ nezavislé, tedy ; = ::: = ¢ 1 =0. Dosazenim do
(10:2) mame Xk = o, neboli  =0. O

D-sledek 10.37. Pokud matice A 2 C" " ma n navzajem r-znych vlastnich £isel, pak je diagonalizova-
telna.

Nyni p°edvedeme n¥kolik teoretickych i praktickych aplikaci diagonalizace.
Tvrzeni 10.38. Buo A;B 2 C" ". Pak matice AB i BA maiji stejna vlastni £isla vEetn¥ nasobnosti.

D-kaz. Matice
AB O 0O O

B o '°P B Ba

jsou blokov¥ trojuhelnikové, proto maji stejna vlastni £ia jako AB resp.BA, plus navicn-nasobné vlastni
£islo 0. Nyni stafi ukazat shodu spekter obou blokovych matic. Tytomatice jsou podobné skrze matici
S= {4 . nebo

AB O

| A _ AB ABA
B 0 O 1

1A 0 O
B BA 0 |

B BA =

P°edchozi v¥ta plati i pro obdélnikové maticeA;B T 2 R™ ", ale zn¥ni plati pouze pro nenulova vlastni
£isla; nasobnost nulovych vlastnich £isel m-°e byt (a typiky je) odli2na.

Peiklad 10.39 (Mocnina matice). Bus A = S S 1 spektrélni rozklad matice A 2 C" ". Pak A? =
S S !s s =5 25 1 Obecnyj:

K 1
1 0 O
Ak=s ks 1=SBg .. oSk
0 0 K
M-°eme studovat i asymptotické chovani. Zjednodu2en¥:
1
ima; %X O 0
lm Ak=SB o 0 Xst=
' o 0 0 limgy K
20; pokud (A) < 1;
= diverguje; pokud (A) > 1;

" konverguje / diverguje; pokud (A)=1:

P°ipad (A) =1 se neda obecn¥ rozhodnout: Pré = |, matice konverguje ki, pro A = |, matice
osciluje mezil, a |I,.

Zde je op¥t namist¥ sledovat geometrickou paralelu pro lidgni zobrazenix 7! Ax. Mocn¥ni matice A
odpovida skladani zobrazeni se sebou samym. Pokud jsou wtiais£isla v absolutni hodnot¥ men2i ne°l
(ti., (A) < 1), tak linearni zobrazeni kontrahuje vzdalenosti a proto kawverguje k nule prok ! 1 . Pokud
je alespo- jedno vlastni £islo v absolutni hodnot¥ v¥t2i ne?, pak linearni zobrazeni ve sm¥ru vlastniho
vektoru roztahuje vzdalenosti, a proto diverguje prok ! 1 . Mezni p°ipad, kdy (A) =1 je nejzajimav¥ji.
Tento p°ipad nastava nap°iklad pro ortogonalni matice nebanatice Markovovych °et¥zc-, které zminime
v p°ikladu 10.61. O

Peiklad 10.40 (Rekurentni vzore£ky a Fibonacci) Uva®ujme posloupnostas;ay;::: zadanou rekurentnim
vztahem
an = pan 1 + qa’] 2;
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kde a1; a, jsou dané prvni hodnoty posloupnosti a; g konstanty. Uk&%°eme, jak rozbit rekurzi a vyjad°it
explicitn¥ n-ty prvek posloupnosti. Uvedeny postup funguje i na slo®it¥i rekurze, kdy a, zavisi na vice
ne® dvou p°edchozich £lenech.

Rekurenci vyjad®ime maticov¥

dn — p q an 1

a.n 1 l O a.n 2
Oznafime-li

_ an _ P q.

Xn = A=
n a.n 1 ’ l O ’
pak rekurence ma tvar
Xn = AXp 1= A%Xp 2= 0= A" %y

Pot°ebujeme tedy ur£it vy22i mocninu matice A. K tomu poslou®i postup z p°ikladu 10.39. Diagonalizujeme
A=S S 1 apakx,=S " 2S Ix,. Nyni jsme hotovi, explicitni vyjad°eni a, je skryto v prvni slo°ce
vektoru x, = S " 25 1x,.

UkaCeme postup konkrétn¥ pro Fibonaccihorposloupnost, kig je dana rekurencia, = a, 1+ ay 2 a
prvnimi £leny a; = a, =1. Oznafme' = (1+ 5) hodnotu zlatého °ezu. Nyni

) 11
 AS 10
kde p

Tudi® p_ p_
5
an=S "% = ———
n 1 X2 10
coP se da snadno p°epsat do b¥°n¥ji pouCivaného tvaru
p £ p
an = ?(1 D SR L O
Pe°iklad 10.41 (Diskrétni a rychla Fourierova transformace, viz p°iklad 357). Uva®ujme dva polynomy
P
p(x)= ¢ axX = ag+ ax + 111+ anx™;
aX) = oo BexK = by + byx + i+ by x™;
kde ne nutn¥a, 6 0, b, 6 0. Na2im cilem je rychle vynasobit tyto polynomy, a tedy ziskd polynom

P 2 P minfk;mg
p(X)q(X) kTO j=max fO;k mg aj h< j

aobo + (@oby + arhp)X + 111+ apmbpx*™:

xK

Tento problém se vyskytuje nejenom u nasobeni polynom-, al@nalogicka operace se provadi i p°i oby£ej-
ném nasobeni £isel nebo p°i diskrétni konvoluci kone£nyclogloupnosti.

Soufinp(x)q(x) budeme reprezentovat maticov¥, a sice tak, °e polynom(x) zakdédujeme do matice a
polynom g(x) do vektoru s p°isluznymi koe cienty (prazdna polifka jsou ruly):

0 1
a0
ap do 0 1
az Ez
an | . a % : E : (10.4)
am a ’

b

am
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Vysledkem soufinu bude vektor koe cient- polynomu p(x)q(x). Aby se s matici a vektory |épe pracovalo,

rozzi°ime je na velikostn = 2m + 1 a doplnime nulami. Pokud navic de nujemean+1 = :::= a5 1 =0,
Bn+1 = 100 = by 1 =0, mé vyraz (10:4) tvar
0 10 1
dp an 1 I A al
ai ay an 1 az :
Ab = : : bm
n 2 . a1 ;
ay 1 an 2 . a1 Qo b,

Matice, které jsou ve tvaru jako ma matice A, se nazyvajicirkulanty. Tyto matice maji pozoruhodné

pouze na struktu®e cirkulantu. Vlastni £isla maticeA se pak daji jednodu2e dopoc£itat ze znalosti vlastnich
vektor-. Navic je matice A diagonalizovatelna, m-°eme ji tedy vyjad°itvetvaru A=S S 1 kdeS2 C" "
se sklada z vlastnich vektor- matice A a 2 C" " je diagondlni matice s vlastnimi £isly maticeA na
diagonale. Pro matici S navic plati S ! = %§T. Sou£inAb se da nyni vyjad°it jako

Ab=S 1S'p:

Sou£inAb m-°eme tedy vyjad°it pomoci t°i operaci: vynasobeni postum¥ t°emi maticemi %§T, aS. Po-
kud si matici S p°edstavime jako matici p°echodu z baze vlastnich vektor- d kanonické baze, pak prvni
operace p°evede vektob do sou®adného systému vlastnich vektor- (tzv.diskrétni Fourierova transfor-
mace), druha provede hlavni operaci a t°eti p°evede vysledny veir zp¥t do kanonické baze (tzv.inverzni
Fourierova transformace). Druh& operace je z°ejm¥ trivialni, proto®e je diagonalni.

Na prvni pohled se m-%e zdat, °e jsme cely problém pouze zkonikovali. Nicmén¥, za pouCiti vhodnych
algoritm- (zalo®enych nap°®. na principu rozd¥l a panuj) Ize vynasobeni vektoru b matici %§T provést
v f£ase, ktery je um¥rny funkcinlog(n). Podobn¥ pro nasobeni maticiS. To je asymptoticky vyrazné
vylep2eni oproti oby£ejnému maticovému sou£inuAb, ktery vy®aduje °adov¥ 2n? aritmetickych operaci.
Takto vylep2ena metoda se nazyvarychla Fourierova transformace a je to jeden z nejvyznamn¥j2ich
numerickych algoritm-, viz bod 8 na stran¥ 223. Krom¥ efektivniho nasobeni velkych £isel nebo polynom:-
ma velké vyuCiti ve zpracovani signal- a obraz-, pro kompres dat atp. O

10.4 Jordanova normalni forma

Nejjednodu??i tvar matice, ke kterému Ize dosp¥t pomoci elaentarnich °adkovych uprav, je redukovany
odstup-ovany tvar. Jaky v2ak je nejjednodu®i tvar matice, ke kterému Ize dosp¥t pomoci podobnosti?
Diagonalni matice to neni, proto®e ji° vime, °e ne v2echny maice jsou diagonalizovatelné. Nicmén¥ ka°dou
matici Ize podobnostni transformaci p°evést na pom¥rn¥ jetbduchy tvar, nazyvany Jordanova normalni
forma.®

De nice 10.42 (Jordanova bu-ka). Bur 2 C, k 2 N. Jordanova bu-kaJy( ) je £tvercova matice °adu

k de novana 0 1
1 O ::: 0
0 . . .o
k()=8: - . .0
: . 1
0O ::: ::: 0

Jordanova bu-ka ma vlastni £islo , které je k-nasobné, a p°islu?i mu pouze jeden vlastni vektor
e =(1;0;:::;0)7, proto®e matice Jy( ) | « ma hodnostk 1.

4 Autorem je francouzsky matematik Marie Ennemond Camille Jo rdan. Spolutv-rcem Gaussovy Jordanovy eliminace je
v2ak n¥kdo jiny, n¥mecky geodet Wilhelm Jordan.
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De nice 10.43 (Jordanova normalni forma). Matice J 2 C" " je v Jordanov¥ normalni form¥ pokud
je v blokov¥ diagonalnim tvaru

0 1
J, (1) 0 0
5 EREE:
: 0
0 00 I, (m)
a na diagonale jsou Jordanovy bu-kydy, ( 1);:::;Ikn ( m)-

Hodnoty ; a kj nemusi byt navzajem r-zné. Stejn¥ tak n¥jaka Jordanova bu-& se m-%e vyskytovat
vicekrat.

Z°ejm¥ pokud v2echny Jordanovy bu-ky maji velikostl, pak matice J je diagonalni. Obecn¥ je matice

V¥ta 10.44 (O Jordanov¥ normalni form¥) Ka°da matice A 2 C" " je podobn& matici v Jordanov¥
normalni form¥. Tato matice je a° na po°adi bun¥k urfena jedvznaf£n¥.

Idea d-kazu. Uplny d-kaz viz nap®. [Be£va®, 2005; Bican, 2009; Horn and Johson, 1985]. Zde °ekneme

alespo- par my2lenek z d-kazu a konstrukce Jordanovy norméli formy. Hledame tedy béazi, v-£i ni® ma

zobrazenix 7! Ax Jordanovu normalni formu. Uka°eme, jak vypadaji Jordanovybu-ky a odpovidajici

£ast baze pro vlastni £islo . Bez Ujmy na obecnost bua =0, jinak pou®ijeme transformaci A | .
Uvaujme podprostory C":

Ker(A) $ Ker(A%)$  $ Ker(AP)=Ker( AP*1)=:::

generovaném t¥mito vektory pak linearni zobrazenk 7! Ax md& matici v-£i bazi B rovnou Jordanov¥
bu-ce Jy(0).
Podobn¥ dostaneme i ostatni Jordanovy bu-ky, jen postup trohu zobecnime. Namisto vektorw vez-

které odpovidaji *° Jordanovym bu-kam typu J, 1(0). Tento postup opakujeme a° do dimenze 1. [

Peiklad 10.45. Matice 0 1
5

0
A= 2
2
2 2 1

ma vlastni £isla’5 (dvojndsobné) a7 (trojnasobné). Proto%e 3 = rank(A 5l5) = rank( A  5l5)?, tak
budeme hledat dva °etizky o délce 1. Najdeme dva linearn¥ n@zslé vektory x1;x» 2 Ker(A  5l5s),
nap°iklad x1 = ( 2;1;1;0;0)T ax,=( 1;1;0; 1;1)7, aty tvo°i zaklad hledané baze.

Peistupme k vlastnimu £islu7. Nyni mamerank(A 715) =3 arank(A 7ls)? =rank(A 715)° = 2.
Zvolime tedy x4 2 Ker(A 7ls)?nKer(A 715), nap°iklad x4 = (1:0;1;0;0)" a potom p°islu2nou £4st baze
tvo°i °etizekxz = (A 7ls)xa=(0; 1;2;3; 4)T, x4. Poslednim vektorem baze bude vektor Ker(A 71s)
linearn¥ nezavisly s vektorenxs, tedy nap°iklad x5 = (0;1;1;0; 1)T.

WNODN
o

N, PPN
opDNdNwDdN
AN

[EEN

Hledana baze je tvo°ena vektoryxs;:::;xs. Dame-li tyto vektory do sloupc- matice S, pak
0 5000 01
0500
J=s!As=F0o 0 7 1 §
0 0 7
0 00O07
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je hledan& Jordanova normalni forma maticeA. O

Jordanova normalni forma je nestabilni v tom smyslu, % i neptrna zm¥na v p-vodni matici m-%e
zp-sobit skokovou zm¥nu Jordanovy formy neni to tedy spojita funkce vzhledem k prvk-m matice A.
To je také d-vod, prof t°eba vypofetni systémMaple odmitl za°adit vypo£et Jordanovy formy do své
knihovny. Oproti tomu vlastni £isla samotna jsou stabilni, proto®e p°edstavuji spoijité funkce vzhledem
k prvk-m matice A, viz Horn and Johnson [1985]; Meyer [2000].

D-kaz v¥ty 10.44 naznafil postup jak spo£itat Jordanovu nomalni formu pro danou matici A, tea se
ale zam¥°ime na ur£ité rysy Jordanovy formy. Z tvrzeni 10.28ime, °e po£et vlastnich vektor- se nem¥ni
podobnostni transformaci. Vzhledem k tomu, °e ka®dé Jordaav¥ bu-ce odpovida jeden vlastni vektor,
tak jsme prav¥ odvodili:

Tvrzeni 10.46. Pofet v2ech Jordanovych bun¥k odpovidajicichje roven poftu vlastnich vektor- pro .

Jako d-sledek dale dostavame, °e (algebraicka) nasobnostRdého viastniho £isla je vedy v¥t2i nebo
rovna po£tu vlastnich vektor-, které mu p°islu?i (tedy geometrické nasobnosti).

D-sledek 10.47. Néasobnost vlastniho £isla je v¥t2i nebo rovna poftu vlasthivektor-, které mu p°islu?i.

Nicmén¥ ani tyto znalosti je2t¥ nemusi stafit k urEeni Jordaovy normalni formy. Obecn¥ pot°ebujeme
znat je2t¥ n¥jakou informaci navic, nap°iklad jak to d¥l4 n&ledujici vzore£ek.

Poznamka 10.48 (Velikosti a pofet bun¥k). Pofet bun¥kJ,( ) matice A 2 C" " ve vysledné Jordanov¥
normalni form¥ je roven

rank A 1 2rank A +rank A

kde A= A | ,.D-kaz viz nap®. Horn and Johnson [1985]; Meyer [2000]. Vza£ek je mo°no té° odvodit
z my2lenky d-kazu v¥ty 10.44 o Jordanov¥ normalni form¥. Pote Gvahy kolem de nice hodnoty “° toti®

dimKer(A¥) dimKer(A¥ 1) =rank( AX 1) rank(A¥) udava pofet Jordanovych bun¥k velikosti aspoxk.
Tudi® rank(A% 1) rank(A*) rank(A*) rank(A**1) dava pofet Jordanovych bun¥k velikosti aspok,
ale ne vic ne°k, £ili p°esn¥k.

Poznamka 10.49 (Zobecn¥né vlastni vektory) Buzr J Jordanova normalni forma maticeA, tedy A =
SJS ! pro n¥jakou regularni matici S. Pokud je matice J diagonalni, pak ve sloupcich maticeS jsou
vlastni vektory, které v po°adi odpovidaji vlastnim £isl-m matice A, umist¥nym na diagonale matice].
Jak ale interpretovat sloupce maticeS (nazyvané zobecn¥né vlastni vektory), pokudl neni diagonalni?
Zam¥°me se na specidlni p°ipad, kdy = Jx( ) je jedna Jordanova bu-ka, obecny p°ipad se vy°e?
analogicky rozd¥lenim na jednotlivé Jordanovy bu-ky. NyniA | = SJ(0)S 1, z £eho°

(A 1)5= SJ(0)S ! *=83(0)¥sS t=s0S 1=0:

Tudi® (A 1 4)¥S =0, co® znamen4, °e sloupce matic& pat°i do jadra matice (A | | )K.
Souhrnem, bus A 2 C" "a 2 C vlastni £islo. Prostor vlastnich vektor-, p°islu2nych k , tvo®i jadro
matice A | . Prostor zobecn¥nych vlastnich vektor-, p°isluznych k , tvo°i jadro matice (A | ,)".

Vlastnich vektor- je plny pofet (tedy n) pouze, kdy® matice A je diagonalizovatelnd. Na druhou stranu,
(linearn¥ nezavislych) zobecn¥nych vlastnich vektor- je ¢dy n. To p°irozen¥ souvisi s tim, °e ka®da matice
je podobna matici v Jordanov¥ normalni form¥.

V nasledujicich p°ikladech uka®eme n¥kolik aplikaci Jordaovy normalni formy.

P°iklad 10.50 (Mocn¥ni matice). Ji° v p°ikladu 10.39 jsme zminili vyuiti diagonalizace pro po£itani
mocniny matice. Pomoci Jordanovy normalni formy m-°eme tvrzeni zobecnit pro libovolnéA 2 C" ":
Bua A = SJS 1, pak

0 ‘ 1
Jk, (1) o ::: 0

Ak=sist=sg 0 Esl:
: L 0
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Asymptoticky pak dostaneme stejn¥ jako pro diagonalizovatiné matice:

8
20 pokud (A) < 1,
kI'i{n Ak = _, diverguje; pokud (A) > 1;
' " konverguje / diverguje; pokud (A)=1:
Pe°iklad 10.51 (Maticova funkce). Polo®me si otazku: Jak zavést maticovou funkci jako nap°®.cos@),

e?, atp.? Pro realnou funkcif : R! R a matici A 2 R" " Ize zavéstf (A) tak, °e aplikujeme funkci na
ka°dou slo°ku matice zvla?’,

0 1
f(aw) i1 f(am)
f(A)= %3 : : % ; (10.5)
f (anl) o f (ann)
je sice mo°né, ale moc p¥knych vlastnosti to mit nebude.Pkae jiny pistup. P°edpokladejme, °e funkce
f: R! R se da vyjad°it nekoneEnym rozvojent (x) = i1=o ajx'; realné anglytické funkce jako nap®.
sin(x), exp(x) aj. tento p°edpoklad spl-uji. Pak je tedy p°irozené zavést (A) = i1:0 aiA'. Mocnit matice
jic umime, proto je-li A = SJS 1, tak
|
s _ R -
f(A)= aSJ'sl=s gl sl=sfl)s
i=0 i=0
Dale snadno nahlédneme, °e
0 1
f(Ja( 1) 0 = 0
F(3) = E} 0 T : E :
: 0
0 it 0 f@ky( m)

Chybi tedy je2t¥ zavest obraz Jordanovych bun¥kJy, ( ;). Pro k; =1 je to trivialni, jde o matici “adu 1.
Pro k; > 1 je p°edpis slo®it¥j2i [Meyer, 2000]:

0 o v o1
FO) fY ) o s
fo(n=# ° - E:
0 Lo 0 f(i)

Nap°iklad funkce f (x) = x2 ma& maticové roz2°enif (A) = A2, jedna se tedy o klasické maticové
mocn¥ni. Na druhou stranu, p°edpig10:5) by naznafoval mocnit jednotlivé prvky matice zvla?", co® neni
to, co bychom cht¥li. =

Jinym peikladem maticové funkce je maticova exponenciala® = i1:0 %,Ai: Jedno z mnoha vyueiti
je pro vyjad°eni rotaci v prostoru R3. Matice eR, kde '

0 1
0 z vy
R= @z 0 xA
y X 0
toti® popisuje matici rotace kolem osy se sm¥rnic{x;y;z)" o thel podle pravidla pravé ruky. O

Peiklad 10.52 (Soustava linearnich diferencialnich rovnic) Uva®me tzv. soustavu linearnich diferencial-
nich rovnic:

u(t)’= Au(t) (10.6)
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kde A 2 R" ". Cilem je nalézt neznamou funkciu: R! R" spl-ujici tuto soustavu pro urfitou po£ate£ni
podminku tvaru u(tg) = ug. Diferencialni rovnice se objevuji v Ulohach, kde je pot°ed vyjad°it zm¥nu
v £ase, jako je kup®ikladu pohyb. fasto se proto vyskytuji vefyzikaln¥ lad¥nych problémech (popis pohybu
vesmirnych t¥les, proud¥ni vzduchu v meteorologii aj.), & také v ekonomii (vyvoj nan£nich trh:) a
jinych disciplinach. Diferencialnimi rovnicemi se obecn¥ormuluje °ada fyzikalnich zakon- i biologickych
a ekonomickych model-.

Pro p°ipad n = 1 je °e2enim diferencialni rovniceu(t)? = au(t) funkce u(t) = v €*, kdev 2 R" je
libovolné (voli se tak, aby byla spln¥na po£ate£ni podmingaTo nas motivuje (ale je za tim hlub?i teorie)
hledat °e2eni obecného p°ipadu ve tvaru

kde vi; jsou neznamé, = 1;:::;n. Dosazenimu(t) := e! v do (10:6) dostaneme

eltv=e'Av: neboli v = Av:

Uva®me konkrétni p°iklad:

uf(t) = 7us(t)  dua(t);
ud(t) =5us(t) 2up(t):

Matice A = ; Lzl ma vlastni £isla2 a 3, jim odpovidaji vlastni vektory (4;5)" a(1;1)". e2eni tlohy

jsou tvaru
a1

ui(t) _ e 4 "

Un(t) 5 10w 22R

Pro °e2eni linearnich diferenciélnich rovnic je tedy znalst vlastnich £isel a vlastnich vektor- pot°ebna.
Jordanova normalni forma se pouCije, pokud maticeA neni diagonalizovatelna a de cience po£tu vlastnich
vektor- se projevi tim, °e ve vyjad®eni u(t) nebudou ; ji° skalary, ale polynomy prom¥nnét stup--
odpovidajicich nasobnostem ;.

Vlastni £isla také urf£uji, jak se °e2enii(t) chova v del2im £ase. Pokud jsou vlastni £isla zaporn&, it
konverguje k nule prot !'1 . V tomto p°ipad¥ je Gloha tzv. asymptoticky stabilni. Uloha je nestabilni,
pokud n¥jaké vlastni £islo je kladné, proto®e potore it diverguje prot!1 . O

10.5 Symetrické matice

Realné symetrické matice maji °adu pozoruhodnych vlastnaktykajici se vlastnich £isel. Mezi st¥°ejni
vlastnosti pat®i to, °e jsou vody diagonalizovatelné, jejich viastni £isla jsou realna a vlastni vektory jdou
vybrat tak, aby byly na sebe kolmé.

Nejprve se podivejme na zobecn¥ni transpozice a symetriaty matic pro komplexni matice.

De nice 10.53 (Hermitovska matice a transpozice) Hermitovska transpozic® matice A 2 C" " je
matice A = A'. Matice A2 C" " se nazyvahermitovskg pokud A = A.

Hermitovska transpozice ma podobné vlastnosti jako klasl@ transpozice, nap®.(A ) = A, (A ) =
A ,(A+B) =A +B,(AB) =B A.

Pomoci hermitovské transpozice m-°eme unitarni matice (r@i°ujici pojem ortogonalni matice pro
komplexni matice, viz de nice 8.71) de novat jako matice Q 2 C" " spl-ujici %Q = |,. Dale, normu
indukovanou standardnim skalarnim soufinem \C" m-°eme vyjad°it jako kxk = x x.

% Charles Hermite (1822 1901) byl francouzsky matematik. Do kadzal mj., % e je transcendentni, to jest neni ko°enem
°adného polynomu s racionalnimi koe cienty.



192 Kapitola 10. Vlastni £isla

P°iklad 10.54. Z matic

2 1+i 2 1+i
1+ 5 ’ 1 i 5
je prvni symetricka, ale ne hermitovska, a druha je hermitogka, ale ne symetricka. Pro realné matice oba
pojmy splyvaji. O

V¥ta 10.55 (Vlastni £isla symetrickych matic). Vlastni £isla redlnych symetrickych (resp. obecn¥ji kom-
plexnich hermitovskych) matic jsou realna.

D-kaz. Bua A 2 C" " hermitovskd a hua 2 C jeji libovolné vlastni £islo ax 2 C" p°isluzny vlastni
vektor jednotkové velikosti, tj. kxko = = x x = 1. P°enasobenim rovniceAx = x vektorem x mame
X AX = X x= . Nyni

=X AX=X AXx=(x AX) =

Tedy = , aproto musi byt realné. O

Pro srovnani, komplexni symetrické matice mohou mit ryze kmplexni vlastni £isla. Stafi uva®ovat
diagonalni matici s komplexnimi £isly na diagonale.

Pe°iklad 10.56 (Vlastni £isla matice projekce) Bua P 2 R"™ " matice projekce do podprostoruU di-
menzed. Pro ka°dy vektor x 2 U plati Px = x. Tudi® 1 je vlastnim £islem a odpovida mud vlastnich
vektor- z baze prostoru U. Pro ka°dy vektor x 2 U? plati Px = o. Tedy 0 je vlastnim £islem a odpovida
mu n d vlastnich vektor- z baze prostoru U? . Jina vlastni £isla u® matice P nemad, proto®e jsme na2li
n linearn¥ nezavislych vlastnich vektor-. Souhrnem, maticeprojekce ma vlastni £isla pouz® a 1. O

Nasledujici v¥ta °ikd, % symetrické matice jsou diagonatbvatelné). Navic jsou diagonalizovatelné
speci ckym zp-sobem: z vlastnich vektor- Ize vybrat ortono rmalni systém, tedy matice podobnosti je
ortogonalni.

V¥ta 10.57 (Spektralni rozklad symetrickych matic). Pro ka°dou symetrickou maticiA 2 R" " existuje
ortogonalni Q 2 R" " a diagonalni 2 R" " takové, °eA = Q QT.

D-kaz. Matematickou indukci podle n. P°ipad n =1 je trividlni: = A, Q=1.
IndukEni krok n = n 1. Bum vlastni £isloA a x odpovidajici vlastni vektor normovany kxk, = 1.
Dopl-me x, jako°to ortonormalni systém (d-sledek 8.32), na ortogondni matici S = (xj ). Proto®e

(A I )x=o0mame(A |,)S=(oj ),atudi®ST(A 1,)S=S"(0j )=(0j ). Ajeliko®
je tato matice symetricka, mame
0 o

A0
kde A je n¥jaka symetricka matice °adun 1. Podle indukfniho p°edpokladu méa spektralni rozklad
A%= Q0 QT kde Oje diagonalni aQPortogonalni. Matice a rovnost rozzi°ime o jeden °ad takto:

ST(A 1,)S=

0o _ 10 00 1 o
o A° 0 Q® o 2 o Q"

co® snadno m-°eme ov¥°it pronasobenim. Oznatme

R= 1 of . g_ 00
T o QY ~ o O

Matice R je ortogonalni (v¥ta 8.76(4)) a matice °diagonalni. Nyni m-°eme psat
ST(A 1,)S=R RT;

Z £eho®
A=SR R’ST+ | , = SR 'R7ST + SRR ST = SR( %% | ,)RTST:
Nyni mame hledany rozkladA = Q QT, kdeQ := SR je ortogonalni maticea = %% | , je diagonalni.
O

® Augustin Louis Cauchy, rok 1829.
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Podobn¥ m-°eme spektraln¥ rozlo®it hermitovské maticeA = Q Q , kde Q je unitarni matice.

Poznamka 10.58 (Jina forma spektralniho rozkladu). Nech” symetrickh A 2 R"™ " ma vlastni £isla

Q QTje = iaQ;= xi.Pokud rozepi2zeme na soufet jednoduich diagonalnich matic
0 1 0 1
0

tak matici A Ize vyjad°it jako
|

= T = X : T. T - X ; T oT = X 0.0 = T
A=Q Q Q iegg Q iQee Q iQiQ iXiXj -

i=1 i=1 i=1 i=1

Tvar A = P L XX je tak alternativni vyjad°eni spektralniho rozkladu, ve kterém matici A rozepi-
sujeme na soufen matic hodnosti 0 nebo 1. Navic, x;x{ je matice projekce na p°imkusparf xig (viz
p°iklad 8.62), tudi® z geometrického hlediska se na zobraméx 7! Ax m-°eme divat jako soufetn zobra-
zeni, kde v ka°dém provadime projekci na p°imku (kolmou na datni) a 2kalovani podle hodnoty ;.

Jednim z d-sledk- spektralniho rozkladu je nasledujici, by trochu teoreticky, vzore£ek na vypo£et
nejv¥t2iho a nejmenziho vlastniho £isl&. «ika, %e nejv¥t?i resp. nejmen?i viastni £islo se da vyjadft jako
nejv¥t2i resp. nejmen?i hodnota kvadratické funkcef (x) = xTAx na jednotkové sfé°e.

V¥ta 10.59 (Courant Fischer). Nech” 1 n jsou vlastni £isla symetrické maticeA 2 R" ". Pak
1= max X'AX, = min X AX
X:kxko=1 X :kxko=1

D-kaz. Pouze pro i, druhd £ast je analogicka.
Nerovnost : Buo xj vlastni vektor p°isluzny k 1 normovany kxi;k, = 1. Pak Ax; = 1X3. P°enéa-
sobenimx] zleva dostaneme

1= 1X]X1 = XJAX, max Xx'AX:
X:kxko=1

Nerovnost : Bum x 2 R" libovolny vektor takovy, %e kxk, = 1. OznaEmey = QT x, pak kyky =1
(W¥ta 8.76(2)). S vyuCitim spektralniho rozkladu A = Q QT dostaneme:

T T T T X 2 X 2 2
X'AXx =x'Q Q'x=y' y= iYi 1y = 1kyks = 1 0

10.6 Teorie nezapornych matic

Perronova Frobeniova teorie nezapornych matié je pokrofila teorie kolem vlastnich £isel nezapornych
matic. Uvedeme jen z&kladni Perron-v vysledek bez d-kazu. Matice A 2 R" " se nazyvanezaporng
pokud je nezaporna v ka°dé slo°ced; 0 pro v2echnai;j ), a nazyva sekladna pokud je kladna v ka°de
slo°ce (@ > 0 pro v2echnai;j ).

V¥ta 10.60 (Perronova).

" Ernst Fischer odvodil vzorec roku 1905, Richard Courant ho z obecnil pro nekonefn¥ rozm¥rné operéatory roku 1920.
Jejich vzorec zahrnuje i mezilehla vlastni £isla 2;:::; n 1, ale pro n¥ je vyjad®eni trochu komplikovan¥j2i. Tato jedno du22i
verze se také n¥kdy nazyva Rayleigh-Ritzova v¥ta.

8 zakladni v¥ta je od n¥meckého matematika Oskara Perrona z roku 1907 a byla rozzi°ena Ferdinandem Georgem Frobeniem
roku 1912.
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(1) Bua A 2 R" " nezaporna matice. Pak v absolutni hodnot¥ nejv¥t?i vlastdislo je realné nezaporné
a p°isluzny vlastni vektor je nezaporny (ve v2ech slo°kach)

(2) Bur A 2 R" " kladna matice. Pak v absolutni hodnot¥ nejv¥t2i vlastni figsje realné kladné, je
jediné (ostatni maji menzi absolutni hodnotu), ma nasobndsl, a p°islu2ny viastni vektor je kladny
(ve v2ech slo®kach). Navic °adnému jinému vlastnimu £islueedpovida nezaporny vlastni vektor.

D-kaz. Viz nap°. [Meyer, 2000]. O

Peiklad 10.61 (Markovovy °et¥zce) Jednim z vyuCiti mocnin matice (p°iklad 10.50) a trochu i teaie
nezapornych matic jsou Markovovy °et¥zcé) Bua x 2 R" stavovy vektor, £ili x; udava hodnotu stavui.
Bur A 2 R" " matice s hodnotamia; 2 [0; 1] takovymi, °e soufet hodnot v ka°dém sloupci je roveri. Na
matici A budeme nahli®et jako na p°echodovou matici, to jest, hodnai a; je pravd¥podobnost p°echodu
ze stavuj do stavui. Pak Ax udava novy stavovy vektor po jednom kroku daného procesu. 4améa nas,
jak se bude stavovy vektor vyvijet v £ase a zda se n¥jak ustalk tomu se bude hodit zjistit n¥co vice

vlastni £isloAT (a tedy i A). Navic se d& ukézat, °e °adné jiné vlastni £islo neni v abaaini hodnot¥ v¥i
(viz poznamka 10.64), tudi® 1 je vlastni £islo maticeA z Perronovy v¥ty a odpovidajici vlastni vektor je
nezaporny.

Dal2i analyzu ilustrujeme na konkrétnim p°ikladu: Migrace obyvatel USA v sektorech m¥sto p’edmy¥sti
venkov probiha ka°doro£n¥ podle vzorce:

Z m¥sta: 96% z-stane, 3% do p°edm¥sti,1% na venkov,
z p°edm¥sti: 1% do m¥sta, 98% z-stane, 1% na venkov,
z venkova: 1:5% do m¥sta, 0:5% do p°edm¥sti,98% z-stane.

Pof£ate£ni stav: 58 mil. obyvatel ve m¥st¥, 142 mil. na p°edrs# a 60 mil. na venkov¥. Jak se bude situace
vyvijet v £ase? OznaEme

0 1
0:96 001 0015

A= @003 098 0Q005A; xo=(58;14260) :
0:01 001 Q98

V nultém roce je rozmist¥ni obyvatel dano vektoremxy a v prvnim roce vektorem Ax g, proto®e Axg ma
v prvni slo°ce vysledny po£et obyvatel ve m¥st¥ po jednoro£migraci a podobn¥ v druhé a t°eti slo°ce pro

p°edmy¥sti a venkov. Vyvoj v £ase probiha tedy taktoxg, Axg, A%Xg, A3Xo, ..., Al xg, kde Al oznafuje
lims AKX, pokud existuje. Diagonalizaci spo£itame
0 1 0 1
1 O 0 0:393 0:707 Q154
A=S@ 095 O0AS ! kdeS @ 0729 Q707 O772A;
0O 0 097 0:561 0 0617
Z £eho° 0 1 0 1
1 0 O 0:23 (023 (23
Al =s@ 0 As '=s5,S 1= @043 043 043A:
0 0O 0:33 (033 (33

Nyni Al xo = (0:23e"xq; 0:43e"x¢; 0:33e"x()T. Tedy (bez ohledu na pofate£ni staxg) se rozlo®eni oby-
vatelstva ustali na hodnotach: 23% ve m¥st¥,43% p°edms¥sti, 33% venkov.

Tento p°iklad ilustruje je2t¥ jednu v¥c. Ma-li vlastni £islo 1 nasobnost jedna a ostatni vlastni £isla jsou
v absolutni hodnot¥ men?i (co® nastane nap°. pokudA je kladna), tak A = S S, ! kde S 1 je vlastni

vysledné rozlo®eni odpovida slo®kam vlastniho vektors ; (ty jsou kladné, podle Perronovy v¥ty). Tak®e

9 Andrej Andrejevif Markov (1856 1922), rusky matematik. Tv rdi se, °e prvni aplikaci Markovovych °et¥zc- byla analyza
distribuce samohlasek a souhlasek v Puzkinov¥ EvPenu On¥gnovi, kdy vytvo®il model p°edpokladajici, °e pravd¥podobn ost
vyskytu samohlasky £i souhlasky na dané pozici zavisi jen naposlednim p°edchozim znaku, ale na °Aadném z p°ede2ych u°
nikoli. Tato jednoducha Markovova vlastnost se pak stala za kladem Markovovych °et¥zc-. Vice o této lingvistické aplik aci se
doftete nap®. v U£iteli matematiky , 1 2(77 78), ro£. 19, 2010 2011.
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v tomto p°ipad¥ stafi jen spo£itat kladny vektor zKer(A 1), co® odpovida intuici, °e ustalené rozlo®eni
reprezentované vektoremv ma spl-ovat Av = v.

Pokud matice A ma vic vlastnich £isel s absolutni hodnotoul, tak k ustaleni v £ase nemusi dojit
a matice A1 nemusi existovat. Nap°iklad matice(93) ma vlastni £isla 1 a reprezentuje proces, kdy
dva stavy p°echazi st’idav¥ mezi sebou. Takovy proces se istdli, co® je ve shod¥ s tim, °e posloupnost
A:AZ A3 A% = Al oAl oz diverguije. ]

10.7 Vypo£et vlastnich £isel

Jak jsme ji° zminili (poznamky k v¥t¥ 10.20), vlastni £isla e po£itaji pouze numerickymi iteraEnimi me-
todami a hledat je jako ko°eny charakteristického polynomuneni efektivni postup. V této sekci ukd®eme

jednoduchy odhad na vlastni £isla a jednoduchou metodu na pp£et nejv¥tziho vlastniho £isla. Dal2i

metodu, popularni QR algoritmus, probereme v sekci 13.3. Rr velmi p°esny vypo£et vlastnich £isel sy-
metrickych (zvla2t¥ tzv. positivn¥ de nitnich) matic se po u®iva také Jacobiho metoda (viz nap°. [Rohn,

2004]) a pro velké °idké symetrické matice nap®. Lanczosovaetoda (viz [Meyer, 2000]).

Proto®e numerické metody jsou iterativni a po£itaji vlastni £isla jenom s ur£itou p°esnosti, je t¥°ké
vyjadcit a priori p°esn¥ pofet operaci, které vykonaji. Nimén¥, soufasné metody pro symetrické i nesy-
metrické matice maji prakticky kubickou slo®itost. To znamena, °e vy°aduji asymptoticky n 3 operaci,
kde n je rozm¥r matice a > 0 p°isluzny koe cient.

Nejprve uvedeme jednoduchy odhad pro vlastni £isla, tzv. Gschgorinovy disky*?.

V¥ta 10.63 (Gerschgorinovy disky). Ka°dé viastni £islo matice A 2 C" " |e° v kruhu o st°edua; a
polom¥ru j@ijaijj pro n¥jakéi 2f1;:::;ng.

D-kaz. Bum vlastni £islo ax odpovidajici vlastni vektor, tedy Ax = X . ngch' i-t& sloka x ma nejv¥t2i
absolutni hodnotu, tj. jXjj = maXy=1 :--n jXkj. Proto®e i-ta rovnice ma tvar jnzl aj Xj = X, vyd¥lenim

Xi 6 0 dostavame X
_ Xj .
= q; + aj —;
o Xj
j6i
a tim padem
. . X Xj X . .ijj X .
jooaij= aj — =N jaj J: O
Xi JXi) .
j6i j6i j6i
Peiklad 10.63. M¥jme
0 1
2 1 0
A=@ 2 5 1A
1 2 3

Vlastni £isla matice A jsou 1 = 278 o =3:39+0:6i, 3=3:39 0:6i. Spolu s Gerschgorinovymi
disky jsou nakresleny dole:

3¢ 4 5 6 7 /8 9Re
3

19 pochazi z roku 1931 a autorem je b¥lorusky matematik Semyon Aranovich Gerschgorin. Nicmén¥ tvrzeni bylo zndmo u®
d°ive: L. Lévy (1881), H. Minkowski (1900), J. Hadamard (190 3).
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Vidime, °e ne ka°dy kruh obsahuje n¥jaké vlastni £islo. Nic@n¥ plati [Meyer, 2000], °e v ka°dé
komponent¥ souvislosti je tolik vlastnich £isel, z kolika kuh- dana komponenta vznikla. O

V¥ta dava jednoduchy ale hruby odhad na velikost vlastnich &el (existuji i vylep2eni, nap®. Cassiniho
ovaly aj.). Nicmén¥, v n¥kterych aplikacich m-°e takovyto odhad postafovat.

Poznamka 10.64 (T°i pou®iti Gerschgorinovych disk:) .

1) Kriterium pro zastaveni vypo£tu iteraEnich metodNap°iklad Jacobiho metoda na vypo£et viastnich
£isel spofiva v postupném zmen2ovani nediagonalnich prvisymetrické matice, tak®e matice konverguje
k diagonalni matici. Gerschgorinovy disky pak davaji hornimez na p°esnost vypo£tenych vlastnich £isel.
Pokud nap°®. matice A 2 R" " je skoro diagonalni v tom smyslu, °e v2echny mimodiagonalnprvky jsou
men2i ne® 10 ¥ pro n¥jakék 2 N, pak diagonalni prvky aproximuji vlastni £isla s p°esnostl0 X(n 1).

Nap°iklad matice 1
7:0001 Q0001 0:0002

A= @ 0:0001 50000 QO00A

0:0002 00003 19990

ma vlastni £isla7:0001 0:0003 5 0:0004a 1:999 0:0005
2) Diagonaln¥ dominantni matice.Gefschgorinovy disky davaji také nasleduijici postaf£ujiggodminku®
pro regularitu matice A 2 C" ": ja;ij > jsijajj8i=1;:11;n.V tomto p°ipad¥ toti® disky neobsahuiji
po£atek a proto nula neni vlastnim £islenA. Matice s touto vlastnosti se nazyvaji diagonaln¥ dominanti.
3) Markovovy matice.Bua A Markovova matice z p°ikladu 10.61. V2echny Gerschgorinovgisky matice
AT maji st°ed v bod¥ v intervalu [0; 1] a pravym krajem protinaji hodnotu 1 na realné ose. To dokazuije,
% (A) 1, atudi® £islo 1 je skuteEn¥ v absolutni hodnot¥ nejv¥t2im vlastnim £islem atice A.

Nyni uk&eme jednoduchou metodu na vypo£et dominantniho wstniho £islal? P°es svou jednodu-
chost se stala zakladem n¥kterych numerickych metod jako jeap°iklad inverzni mocninna metoda?,
nebo metoda Rayleighova podill) pro symetrické matice.

Algoritmus 10.65 (Mocninna metoda).
Vstup: matice A 2 C" ",
1. Zvolo6 xg2 C",i =1,

2: while not spln¥na ukon£ovaci podminkalo
3 yi = AXj 1,
4: Xj = ﬁyi,
5 i=i+1,
6: end while
Vystup: 1= x| Vi je odhad vlastniho £islay; = x; je odhad p°isluzného vlastniho vektoru.
Peiklad 10.66. M¥jme 0 1
2 4 2
A=@1 2 A:; xo=(:;01)":
2 2 1
Postup vypo£tu:
i ok Xi X\ 1Yi
0 (1:00;0:00; 1:00)"
1 (0:67;1:00,0:17)" 5
2 (1:00,0:88,0:56)" 6:32
3 (0:97:1:00,0:47)" 6:94
4 (1:00;1:00;0:50)" 7

1 Tzv. Lévyho Desplanquesova v¥ta.

12 Mocninou metodu, anglicky power method p°edstavil americky matematik a fyzik Richard Edler von Mi ses roku 1929.

19 Autorem je n¥mecky matematik Helmut Wielandt, pochazi z rok u 1944 a anglicky se nazyvainverse iteration .

14 Autorem anglicky fyzik John William Strutt, lord Rayleigh,  nositel Nobelovy ceny za fyziku (1904), anglicky Rayleigh
quotient iteration .
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Zdrojovy kod vypo£tu pro Matlab / Octave:

>> A~=1[24 2,42 2;22 -1
>> x = [1,0:1];

>> for i=1:4

>> y = A*X;

>>  (y™X),

>> X = y/norm(y);

>>  x/max(abs(x)),

>> end

O

Metodu ukon£ime ve chvili, kdy® se hodnotax ,y; resp. vektor x; ustali; potom x;  x; 1 je odhad

vlastniho vektoru a x| 1yi = x7 (Ax; 1 X (X1 odhad odpovidajiciho vlastniho £isla. Metoda
m-°e byt pomala, 2patn¥ se odhaduje chyba a mira konvergenca navic velmi zale®i na pof£ate£ni volb¥
Xo. Na druhou stranu je robustni (zaokrouhlovaci chyby nemajivelky vliv) a snadno aplikovatelna na velké

°idké matice. Ne v°dy konverguje, ale za urfitych p°edpokiad: se to da zajistit.

Tvrzeni 10.67 (Konvergence mocninné metody) Bua A 2 R" " svlastnimi £islyj 1j > j 2f i1 ] qj

sm¥ru vy. Pak x; konverguje (a° na nasobek) k vlastnimu vektorw; a x| ;y; konverguje k vlastnimu
£islu 1-

. e e P
D-kaz. Proto®e vektory vy;:::; vy tvo®i bazi prostoru R", m-°eme vektor xg vyjad®itjako xg = J-”:l iV,
kde ;60 podle p°edpokladu. Pakx; = Wl)mAixo a
. X X _ X _ . X j
AIX(): Al jVj = jAIVj = j ]!Vj = '1 1V1 + i — Vj
j=1 j=1 j=1 j61 1

Proto®e vektory x; postupn¥ normujeme, nasobek | nas nemusi zajimat. Zbyly vektor postupn¥ konver-

guje k 1vy, protee L < latudic L'1 Oproi!1l

Nyni p°edpokladejme, %ex; ji© dob°e aproximuje vlastni vektor vi. Pak x| jyi = x| ;Axj 1 =
T R k2=
Xi 1 1Xi 1= 1kxj k5= 1. O

Z d-kazu v¥ty vidime, °e rychlost konvergence vyrazn¥ zavisna pom¥ru 2. Dale si m-°eme povam-
nout, °e vzhledem k tomu, % 1 je dominantni vlastni £islo, tak pro realnou maticiA musi byt realné a
V1 rovn¥° tak (tvrzeni 10.16).

Mocninna metoda po£ita jen dominantni vlastni £islo a vekto Nasledujici technika ale uma®-uje
jednoduchou transformaci vynulovat jedno vlastni £islo, ap°. to dominantni, a pak m-°eme rekurzivn¥
dopo£itat mocninnou metodou i zbyla vlastni £isla. Nejprveuvadime jednoduchou verzi pro symetrické
matice, a potom v poznamce 10.69 jak postupovat obecn¥.

Tvrzeni 10.68 (O de aci vlastniho £isla). Bus A 2 R" " symetricka, 1;:::; n jeji vlastni £isla a
V1;:::;Vn odpovidajici ortonormalni vlastni vektory. Pak maticeA 1v1VI ma vlastni £isla0; »;:::: n
a vlastni vektoryvy;:::;vy

P
D-kaz. Podle poznamky 10.58 Ize psaf = L, ivyJ.PakA  1v;v] =0v,v] + 1L, vV, co®je

spektralni rozklad matice A 1v,v/ . O

Poznamka 10.69 (K de aci vlastniho £isla obecné matice) Bua  vlastni £islo ax odpovidajici vlastni
vektor matice A 2 R" ". Dopl-me x na regularni matici S tak, aby S ; = x. Pak

S'AS=S'A(xj )=SMxj )=(e1] )= _ Lo

Z podobnosti m& matice A° stejna vlastni £isla jakoA, pouze ma o jedna men2i nasobnost. Tudi®
zbyvajici vlastni £isla maticeA m-°eme najit pomoci A°.
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Peiklad 10.70 (Whledavaf Go gle” a PageRank®). Uva®ujme webovou si” s t¥mito parametry:

N weleovych stranek,
1 |j-ta stranka odkazuje nai-tou,
0 jinak,
pofet odkaz- zj -té stranky,
d-leitost i-té stranky.

aj =

b

Xj

PageRanku spo£iva ve stanoveni d-leCitostii ﬁé stranky tak, aby byla im¥rn& souftu d-leitosti stranek
na ni odkazujicich. *e2ime tedy rovnici x; = jnzl zgixj, i =1::::;N. Maticov¥ A% = x, kde ai(j’ = 2'—1
Tedy x je vlastni vektor matice A p°isluzny vlastnimu £islu 1. Vlastni £islo 1 je dominantni, co® snadno
nahlédneme z Gerschgorinovych disk- pro maticiA® (soufet sloupc- matice A% je roven 1, tedy v2echny
Gerschgorinovy disky maji nejprav¥j2i konec v bod¥l). Podle Perronovy v¥ty 10.60 je vlastni vektorx
nezaporny. Ten pak normujeme tak, abykxk; = 10, to jest, aby slo°ky byly v intervalu [0; 10]. Nakonec
slo°ky zaokrouhlime, aby m¥ly hodnoty v rozmez0;1;2;:::; 10.

V praxi je matice A®obrovska, °adov¥ 10, a zarove- °idka (v¥tZina hodnot jsou nuly). Proto se na
vypo£etx hodi mocninna metoda, stafi 100iteraci. Prakticky se navic je2t¥ matice A°trochu upravuije,
aby byla tzv. stochastickd, aperiodicka a ireducibilni (vailo by nap®. pokud by z n¥jaké stranky nebyl
odkaz na °adnou jinou), vice viz [Barto a T-ma, 2018; Langyville and Meyer, 2006; T-ma, 2003].

Na matici A°se m-°eme divat i z pohledu Markovovych °et¥zc- (p°iklad 1061). Pokud budeme sym-
bolicky prochazet po webové siti a se stejnou pravd¥podobati se na ka°dé strance rozhodneme, kam
pokrafovat, tak A° odpovida p°echodové matici a hledany vektox rovnova®nému stavu.

Peiklady Page ranku (k roku 2010):

o

www.google.com 1
WWW.cuni.cz 8
www.mff.cuni.cz 7
kam.mff.cuni.cz 6
4

kam.mff.cuni.cz/ hladik O

Poznamka 10.71 (Dal?i aplikace v teorii graf-) . Na zav¥r zmi-me 2iroké pouCiti vlastnich £isel v teorii
graf-. Vlastni £isla matice sousednosti a Laplaceovy matie grafu °ikaji mnoho o tom, jaka je struktura
grafu. PouCivaji se k odhadovani velikosti tzv. Uzkého hrda v grafu, co® je mnolina vrchol- s relativn¥
malo hranami vedoucimi ven. Davaji také r-zné odhady na vekost nezavislé mno®iny v grafu a jiné cha-
rakteristiky. Podrobn¥ji viz Brouwer and Haemers [2012]; Cetkovi¢ et al. [2010] nebo ’estnact miniatur
Ji°iho Matou?ka [Matouzek, 2010].

Problémy

10.1. Buae A 2 R" " nediagonalizovatelnd. Doka‘te, °e existuje posloupnostidgonalizovatelnych matic
Ai, i =1;:::, konvergujici po slo°kach kA. (Mnofina diagonalizovatelnych matic je tedy husta
vR" ")

10.2. Ukalte p°imo (bez Jordanovy normalni formy), e algelaicka nasobnost vlastniho £isla je vedy
V¥t2i nebo rovna geometrické nasobnosti.

10.3. Doka’te p°imo Cayleyho Hamiltonovu v¥tu 10.22 pro dagonalizovatelné matice.
10.4. Doka’te Cayleyho Hamiltonovu v¥tu za pouCiti Jordanovy normalni formy.

10.5. UkaCte, %e ka°da maticeA 2 R" " ma invariantni podprostor dimenze 1 nebo 2.
10.6. Doka’te nasledujici odhad pro hodnost druhé mocniny atice A2 R" "

rank(A) 3 rank(A%) rank(A):

19 7 roku 1997, autory jsou Sergey Brin a Larry Page.
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Hint: WuCijte faktu, °¢ A je podobna matici v Jordanov¥ normalni form¥.
10.7. Domyslete detaily d-kazu v¥ty 10.44 o Jordanov¥ normiai form¥:
(a) Uka‘te, °e pro ka°dou matici A 2 C" " existuje p 2 N takové, °e
Ker(A) $ Ker(A%)$  $ Ker(AP)=Ker( AP*1) = :::
(b) Bua v 2 Ker(AP) nKer(AP 1). Uka°te, %e vektory v;Av;:::; AP lv jsou linearn¥ nezavislé.

(c) Doka‘te vzorefek z pozndmky 10.48 o velikostech a pof£twoddanovych bun¥k.
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Shrnuti ke kapitole 10. Vlastni £isla

Vlastni £isla a vlastni vektory matice A poskytuji o matici a o linearnim zobra-
zenix 7! Ax podstatné informace. Geometricky vlastni vektory reprezetuji invari-
antni sm¥ry, které se zobrazi samy na sebe, a vlastni £islagoStavuji miru 2kalovani
v t¥chto sm¥rech. Vlastni £isla tedy celkem dob°e popisujak moc linearni zobrazeni
X 7! Ax degeneruje objekty a co se d¥je, kdy® zobrazeni iterujeme.

Vlastnich £isel maticeA 2 C" " je prav¥n vEetn¥ nasobnosti, a (linearn¥ nezavislych)
vlastnich vektor- je nanejvy2 n. Ma-li vlastni £islo nasobnostk, pak mu odpovida
maximaln¥k vlastnich vektor-. R-zné vlastni £isla pak mayji linearn¥ nezavislé vlastni
vektory.

Elementarni Upravy m¥ni vlastni £isla matice, ale Uprava, tera je nem¥ni, je po-
dobnost. Geometricky podobnost znamena jen zm¥nu sou’admg systému. Ka°da
matice je podobna matici v jednodu®im tvaru Jordanov¥ normalnim tvaru. Ten

m-°e mit dokonce podobu diagonalni matice (pak je p-vodni matice diagonalizova-
telnd). To nastava prav¥ tehdy, kdy® matice méa plny po£et vlsstnich vektor- (pofet

Jordanovych bun¥k je roven po£tu vlastnich vektor-).

D-le°itou t°idou matic jsou symetrické matice. Maji t°i pod statné vlastnosti: (1)
jsou vedy diagonalizovatelné, (2) maji redlna vlastni £isd, (3) vlastni vektory jdou
vybrat tak, aby na sebe byly kolmé. P°islu2ny spektralni roklad je pak velmi uCiteEny
nastroj.

Dal?i t°idou matic se specialnimi vlastnostmi jsou nezaparé matice: nejv¥t?3i vlastni
£islo v absolutni hodnot¥ le°i na realné ose vpravo od pofatka odpovidajici vlastni
vektor je nezaporny.

Problém vypo£tu vlastnich £isel a vypo£tu ko°en- polynomu $ou na sebe p°evo-
ditelné (skrze charakteristicky polynom a matici spole£rii). Na vypo£et vlastnich

£isel nelze jednodu2e pouCit Gaussovu eliminaci veZkeré qulivané metody jsou

iterativni, jako nap°iklad mocninna metoda. 'ikovné jsou i r-zné odhady jako jsou

nap°iklad Gerschgorinovy disky.



Kapitola 11

Positivn¥ (semi-)de nitni matice

P. P
Ji° ve v¥t¥ 10.59 jsme se setkali s funkdi: R” ! R danou p°edpisenf (x) = x"Ax = = L, L & XiXj,

budeme rozebirat v kapitole 12. Zde se zam¥°ime na situacidk funkce f (x) je nezaporna resp. kladna a
pro jaké matice je to spln¥no.

De nice 11.1 (Positivn¥ (semi-)de nitni matice) . Bua A 2 R" " symetricka. Pak A je positivn¥ semi-
de nitni , pokud xTAx 0 pro v2echnax 2 R", a A je positivn¥ de nitni, pokud x"Ax > 0 pro v2echna
X 6 o.

Z°ejm¥, je-li A positivn¥ de nitni, pak je i positivn¥ semide nitni.

Positivni de nitnost a semide nitnost neni pot°eba testovat pro v2echny vektory x 2 R", ale stafi
se omezit nap°iklad na jednotkovou sféru. Pokud platix "Ax > 0 pro v2echny vektory x s jednotkovou
normou kxk, = 1, pak to plati i pro ostatni nenulové vektory. Ka°dy vektor x 6 o je toti® kladnym
nasobkem vektoru jednotkové délky, konkrétn¥kxk,-nasobkem vektoru ﬁx.

Krom¥ positivn¥ (semi-)de nitnich matic Ize zavést i negaivn¥ (semi-)de nitni matice pomoci obracené
nerovnosti. Zabyvat se jimi nebudeme, proto®eA je negativn¥ (semi-)de nitni prav¥ tehdy, kdy® A je
positivn¥ (semi-)de nitni, £ili v2e se redukuje na zakladn p°ipad.

Poznamka 11.2. De nice dava smysl i pro nesymetrické matice, ale ty m-°eme &adno zesymetrizovat
Upravou 3(A + AT), nebo’

.
= xTAX:

xT2(A+ AT)x = IxTAX + 3xTATx = 3xTAx + IxTAx
Tedy pro testovani podminky Ize ekvivalentn¥ pou®it symetickou matici %(A+ AT). Omezeni na symetrické
matice je tudi® bez djmy na obecnosti. D-vod, prof£ se omezujme na symetrické matice, je, °e °ada
testovacich podminek funguje pouze pro symetrické matice.

Peiklad 11.3. Pcikladem positivn¥ semide nitni matice je 0,. P°ikladem positivh¥ de nitni matice je I,
nebo” xTAx = xT1,x = xTx = kxk3 > 0 pro v2echnax 6 o. O

Poznamka 11.4 (Nutna podminka pro positivni (semi-)de nitnost) . Bua A 2 R" " symetrickd matice.
Aby byla positivn¥ semide nitni, musi podle de nice xTAx 0 pro v2echnax 2 R". Postupnym dosazenim
X=¢€,i=1:::::n, dostanemexTAx = (—:~,TAei = a@j 0. Tim padem, positivn¥ semide nitni matice musi
mit nezapornou diagondlu a positivn¥ de nitni matice dokorte kladnou.

Poznamka 11.5. Matice A = (a) 2 R! ! je positivn¥ semide nitni prav¥ tehdy, kdy® a 0, a positivn¥
de nitni prav¥ tehdy, kdy® a > 0. Tim padem se m-°eme divat na positivni semide nitnost jako na
zobecn¥ni pojmu nezapornosti z £isel na matice. Proto se &lpositivni semide nitnost matice A 2 R" "
znafivaA 0 (narozdil od A 0, co® se pou®iva pro nezapornost v ka°dé slo°ce).

Tvrzeni 11.6 (Vlastnosti positivn¥ de nitnich matic) .

(1) Jsou-li A;B 2 R"™ " positivn¥ de nitni, pak i A + B je positivn¥ de nitni,

201
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(2) Je-li A2 R"™ " positivn¥ de nitnia > 0, paki A je positivn¥ de nitni,
(3) Je-li A2 R" " positivn¥ de nitni, pak je regularni a A ! je positivn¥ de nitni.

D-kaz. Prvni dv¥ vlastnosti jsou trivialni, dok&°eme pouze tu t°et.

Nejprve ov¥°ime regularitu maticeA. Bua x °e2eni soustavyAx = 0. Pak xTAx = xT0=0. Z p°edpo-
kladu musix = o.

Nyni uké®eme positivni de nitnost. Sporem nech” existujex 6 o takové, °e xTA x 0. Pak

xTA Ix = xTA 1AA x=y'Ay 0
kdey = A x 6 o. To je spor, nebo A je positivn¥ de nitni. O

Analogie ¥ty plati i pro positivn¥ semide nitni matice. fa st (1) plati beze zm¥ny, £ast (2) plati pro
v2echna 0, ale £ast (3) u® obecn¥ neplati, proto®e positivn¥ semide iini matice m-%e byt singularni.

Souf£inem positivn¥ de nitnich matic se zabyvame v poznamc#2.20.

Nasledujici v¥ta charakterizuje positivn¥ de nitni matice jednak pomoci vlastnich £isel a jednak pomoci
tvaru UTU; s timto vyrazem jsme se skryt¥ setkali u® nap°iklad v metod¥ejmenzich £tverc- (sekce 8.5)
u soustavy normalnich rovnicATAx = ATb nebo obecn¥ p°i explicitnim vyjad°eni ortogonalni projeke
v R" (v¥ta 8.58).

V¥ta 11.7 (Charakterizace positivni de nitnosti) . Bua A 2 R" " symetricka. Pak nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(1) A je positivn¥ de nitni,

(2) vlastni £isla A jsou kladna,

(3) existuje matice U 2 R™ " hodnostin takova, °e A = UTU.

D-kaz. Implikace (1) ) (2): Sporem nech” existuje vlastni £islo 0, a x je p°isluzny vlastni vektor
s eukleidovskou normou rovnou 1. PakAx = x implikuje xTAx = x Tx = 0. To je spor s positivni
de nitnosti A.

Implikace (2) ) (3): Proto®e A je symetrickd, ma spektralni rozkladA = Q &T, kde D je diagonalni
matice s prvky 1;:::; o > 0. De nujme matici  © jako diagondlni s prvky = 1;:::; > 0. Pak
hledana matice je nap°ikladU = QT,neboUTU=Q 2 QT =Q 2Q" = Q QT = A. Uv¥domme si,
% U ma hodnostn a je tudi® regularni, nebo” je soufinem dvou regularnich mat.

Implikace (3) ) (1): Sporem nech'x'TAx 0 pro n¥jakéx 6 o. Pak 0 x'Ax = x'UTUx
(Ux)TUx = hUx; Uxi = kUxk3. Tedy musi Ux = o, ale sloupceU jsou linearn¥ nezavislé, a takx =
spor.

Oo

Pro positivni semide nitnost mame nasledujici charakterzaci. D-kaz ji° neuvadime, je analogicky.

V¥ta 11.8 (Charakterizace positivni semide nitnosti). Bua A 2 R" " symetricka. Pak nasledujici pod-
minky jsou ekvivalentni:

(1) A je positivn¥ semide nitni,
(2) vlastni £isla A jsou nezaporna,
(3) existuje matice U 2 R™ " takova, °e A = UTU.
Peiklad 11.9 (Matice projekce). Bua A 2 R™ " hodnosti n. Vime z v¥ty 8.58, °e matice projekce do

sloupcového prostoruS(A) ma tvar P = A(ATA) AT, V pcikladu 10.56 jsme nahlédli, °e vlastni £isla
matice P jsou pouzeO a 1. Proto® P je symetrickd, je tudi® positivn¥ semide nitni. O

P°iklad 11.10 (Gramova matice). Gramova matice G 2 R™ ™ z v¥ty 8.52 byla de novana po prvcich

skalarni soufin. Pro ka®déx 2 R™ je
* +
xex X x x x
x"Gx = XiXjOj = XiXj hwi;wji = XiWi; X)W, 0:
i=1 j=1 i=1j=1 i=1 j=1

je positivn¥ de nitni. O
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11.1 Metody na testovani positivni de nitnosti

Nyni se zam¥°ime na konkrétni metody pro testovani positivinde nitnosti. *.ada z nich vychazi z nasledu-
jiciho rekurentniho vztahu. Uv¥domme si, %e pro testovani psitivni semide nitnosti pou®it ani jednodu2e
p°izp-sobit nelze.

V¥ta 11.11 (Rekurentni vzorefek na testovani positivni de nitnosti). Symetrickad matice A = aa; :

kde 2R ,a2R"1 A2RMD (D je positivn¥ de nitni prav¥ tehdy, kdye > 0a A aad' je
positivn¥ de nitni.

D-kaz. Implikace ) . Bum A positivn¥ de nitni. Pak x' Ax > 0 pro v2echnax 6 o, tedy specialn¥ pro
x = e; dostavame = e] Ae; > 0. Déle, bua x 2 R" 1, x 6 o. Pak

a’ 1aTx
' & Llaa x=xTAx L@x»?= laTx x' > 0
a A x
Implikace ( .Bua x= _ 2 R" Pak
aT
XTAX = xT = 2+2aTx+x Ax=
a A x
=xT A laa® x+ P +pla’x? 0

Rovnost nastane pouze tehdy, kdy% = o a druhy £tverec je nulovy, tj. =0. O
Matice A Laa' z p°edchozi v¥ty ma hlub?i vyznam. P°edpokladejme, % v mati A = 2 ! je

a A
hodnota > 0 a provedeme jeden krok Gaussovy eliminace, tj. eliminujemervni sloupec. Tento krok

Ize vyjad°it naraz blokov¥ tak, °e od druhého blokového °4adik odeftemela-nasobek prvniho °adku. Tim
dostaneme matici | RafaaT , jeji® blok vpravo dole mé tvar prav¥ A laa'. To nas vede i k my2lence
testovat positivni de nitnost pomoci Gaussovy eliminace av d-sledku i pomoci determinant-.

Tvrzeni 11.12 (Gaussova eliminace a positivni de nitnost) Symetricka maticeA 2 R" " je positivn¥
de nitni prav¥ tehdy, kdy® ji Gaussova eliminace p°evede dodstup-ovaného tvaru s kladnou diagonalou
za pouCiti pouze elementarni Upravy p°iEteni nasobku °adlaupivotem k jinému °adku pod nim.

D-kaz. M¥jme A = aa; positivn¥ de nitni. Prvni krok Gaussovy eliminace p°evedematici na tvar

o ,:a;TaaT . Podle Wty 11.11 je > 0aA laa' je zase positivn¥ de nitni, tak®¢ m-°eme pokra£ovat
induktivn¥ dal.
Nyni naopak p°edpokladejme, °e Gaussova eliminace p°evedwtici A do po®adovaného tvaru. V prv-

nim kroku ji op¥t upravi na tvar RafaaT , kde > 0. Matematickou indukci podle velikosti matice
m-%eme p°edpokladat, °%e matice A Laa' je positivn¥ de nitni. Tudi® i matice A je positivn¥ de nitni
podle v¥ty 11.11. O

Tvrzeni 11.13 (Sylvestrova? kriterium positivni de nitnosti) . Symetrickd maticeA 2 R" " je positivn¥

A; je leva horni podmaticeA velikosti i (tj. vznikne z A odstran¥nim poslednicm i °adk- a sloupc:).

D-kaz. Implikace ) .Bum A 2 R" " positivn¥ de nitni. Pak pro ka®dé i = 1;:::;n je A;j positivn¥
de nitni, nebo” pokud xTAjx 0 pro jisté x 6 o, tak (x" 0")A (%) = x'Ajx 0. Tedy A; ma kladna
vlastni £isla a jeji determinant je také kladny (je roven sofiinu vlastnich £isel).

Implikace ( . B¥hem Gaussovy eliminace maticé\ jsou v2echny pivoty kladné, nebo” pokud jei-ty
pivot prvni nekladny, pak det(A;) 0. Podle tvrzeni 11.12 je tedyA positivn¥ de nitni. O

D James Joseph Sylvester, anglicky matematik, spoluzakladael teorie matic. Jako prvni pou’il pojem matice v préci
z roku 1850. Kriterium je z roku 1852.
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Z nezdpornosti determinant- v2ech hlavnich vedoucich podnatic je2t¥ positivni semide nitnost ne-
vyplyva (najd¥te takovy p°iklad!). Analogie Sylvestrovy podminky pro positivn¥ semide nitni matice je
nasleduijici.

Tvrzeni 11.14 (Sylvestrovo kriterium positivni semide nitnosti) . Symetrickd maticeA 2 R" " je posi-
tivn¥ semide nitni prav¥ tehdy, kdy® determinanty v2ech hivnich podmatic jsou nezaporné, p°ifem® hlavni
podmatice je matice, kterd vznikne zZA odstran¥nim urEitého poftu (i nulového) °adk- a sloupc- s tyni®
indexy.

D-kaz. Je-li A positivn¥ semide nitni, pak z°ejm¥ hlavni podmatice jsou Bké positivn¥ semide nitni, a
tudi® maji nezaporny determinant (= sou£in vlastnich £isel).

D-kaz opaEné implikace provedeme matematickou indukci. Po n =1 je tvrzeni z°ejmé.

IndukEni krok n n 1. Pro spor bua < 0 vlastni £isloA, a nech” x je odpovidajici vlastni vektor
znormovany tak, °e kxk, = 1. Jsou-li v2echna ostatni vlastni £isla kladna, pakdet(A) < 0, a jsme hotovi.
V opa£ném p°ipad¥ buc 0 dal?im vlastnim £islemA a buo y, kyk, = 1, odpovidajici vlastni vektor.
Nyni nalezneme 2 R takové, % vektor z .= x + y ma aspo- jednu slo°ku nulovou; nech” je ta-ta.
Proto®e x ? y, mame

Z'Az = (x+ y)TAx+ y)=(x+ y) (Ax + Ay )=
:(x+ y)T(x+ y ): X Tx + 2yTy: + 2 < 0:

Nech” A®vznikne z A odstran¥nimi-tého °adku a sloupce, az® nech” vznikne z vektoruz odstran¥nim
i-té slo’ky. Pak z% A%°= zTAz < 0, tudi® hlavni podmatice A°neni positivn¥ semide nitni a aplikujeme
indukEni p°edpoklad. O

Zatimco Sylvestrovo kriterium positivni de nitnosti vy®a duje po£itanin determinant:, pro positivni
semide nitnost pofet vzroste na2" 1, a proto neni moc pouitelnou metodou. Lep?i zp-sob ukaeme
pozd¥ji v sekci 12.2 (d-sledek 12.16).

Uvedené metody na testovani positivni de nitnosti jsou si dst podobné. D-kaz tvrzeni 11.12 ukazuje,
%e rekurentni vzoref£ek a Gaussova eliminace funguji v podst¥¢ stejn¥. A pokud po£itdme determinanty
Gaussovou eliminaci, tak i Sylvestrovo pravidlo je varian& prvnich dvou. Naproti tomu nasledujici Cho-
leského rozklad je metoda principialn¥ odli2na. Ze v2ech uvedenych metod jale nejd-leCit¥?i.

V¥ta 11.15 (Choleského rozklad) Pro ka°dou positivn¥ de nitni matici A 2 R" " existuje jedina dolni
trojuhelnikova maticeL 2 R" " s kladnou diagonalou takovéa, °& = LLT.
D-kaz. Matematickou indukci podlen. Pron =1 mameA =(aj;) alL = (p a11).

IndukEni krok n = n 1. M¥jme A = aa; . Podle w¥ty 11.11je > 0aA laa' je positivn¥ de-

nitni. Tedy dle induk£niho p°edpokladu existuje dolgi tro juhelnikova maticec 2 R(™ 1) (" 1) g kladnou
- 0T

diagonalou tak, % A taa’ = CCT.PotomL =, . ,nebo’
! !
LT P—(grm P— ) aT a
T oska C o T = a laaT+rccT T
Pro d-kaz jednoznafnosti m¥jme jiny rozkladA = LA, kde L= bo,:To . Pak
T 2 T
a . o _ b
a m TATLYTE e
Porovnanim matic dostaneme: = p_, b= pLaaA = b + CET, neboli CCT = A Laa’. Jence
podle indukeniho p°edpokladu jeA 1aa’ = CLCT jednozna£né, tedyt%= [, a tudi®i LO= L. O

Choleského rozklad existuje i pro positivn¥ semide nitni matice, ale neni u® jednozna£ny.

2 André-Louis Cholesky, francouzsky d-stojnik (pravd¥podo bn¥ polského p-vodu), metodu z roku 1910 vyvinul pro Gfely
triangularizace a vytvo°eni p°esn¥j2ich map (v podstat¥ pr o °e2eni soustavy normalnich rovnic v metod¥ nejmenzich £tverc:),
ale publikovana byla a® po jeho smrti roku 1924.
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Algoritmus Choleského rozkladu. V¥ta 11.15 byla spi2e existen£niho charakteru, nicmén¥ dagjit
Choleského rozklad je vcelku jednoduché. Zakladni idea jeyjit z rovnice A = LL T a postupn¥ porovnavat
shora prvky v prvnim sloupci matice nalevo a napravo, pak ve dihém sloupci atd.

P°edpokladejme, °¢ mame spo£itany prvni a{k  1)-ni sloupec maticelL. Ze vztahu A = LLT
odvodime pro prvek na pozici(k; k)

_ L VAN S AN S
akk = L (L)jk = ki = kj -
i=1 i=1 i=1

Jedina neznama v tomto vztahu je hodnota yx, a pokud ji z rovnice vyjad°ime, dostaneme

|
b

Akk ﬁ :

kk — i

j=1

Je-li matice A positivn¥ de nitni, tak hodnota pod odmocninou ja kladna a vyraz ma smysl.
Nyni p°edpokladejme, °e z maticeL mame navic urfeny hodnoty prvnichi 1 prvk- sloupce k. Ze
vztahu A = LL T odvodime pro prvek na pozici(i; k), kdei >k ,

N . x© X
ak = Lij(L )k = i K = i K
j:]_ j:l j:l

V tomto vyrazu je jedind neznama hodnota i a jejim vyjad°enim dostaneme

0 1
\ 1 Ko
ik = \—@aik i iji
kk i=1

Popsany algoritmus zarove- m-°e poslou®it jako alternativni d-kaz jednozna£nosti Choleského roz-
kladu. Prvky matice A jednozna£n¥ urfily prvky maticelL, nikde jsme nem¥li na vyb¥r z vice mo°nosti.
Algoritmus 11.16 dole formaln¥ shrnuje jednotlivé kroky vypo£tu Choleského rozkladu. Jestli°€A je po-
sitivn¥ de nitni, algoritmus najde rozklad, a pokud A neni, tak to algoritmus ohlasi.

Algoritmus 11.16  (Choleského rozklad)
Vstup: symetricka matice A 2 R" ".

1: L =0,,
2: for k=1 to ndo IV k-tém cyklu urfime hodnoty L ¢
K 1
3: if akk ‘ﬁj 0 then return A neni positivn¥ de nitni ,
j=1
v
o, X
4 Tk F T Ak i
i=1
5 fori:k+1t8ndo
\ 1 KL
6 k= — @ay i ki
kk i1
7 end for
8: end for

Vystup: matice L spl-ujici A = LL T nebo informace, %A neni positivn¥ de nitni.
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P°iklad 11.17. Choleského rozklad maticeA:

0 1
2 1 2
@ o 3 1A

LT 0 0 1
0 10 1

L| A 2 0 O 4 2 4
@ 1 3 A @2 10 A

2 1 1 4 1 6

Vypo£et Choleského rozkladu matice v Matlabu / Octave:

>> L = chol([4 -2 4;-2 10 1;4 1 6],'lower")
L =
2 0 O
-1 3 0
2 1 1
O

Peiklad 11.18. PouCiti Choleského rozkladu pro °e2eni soustavyAx = b s positivn¥ de nitni matici A.
Pokud mame rozkladA = LL T, pak soustava ma tvarL(LTx) = b. Nejprve vy°e2ime soustavuLy = b,
potom LTx = y a jeji °e2eni je to hledané. Postup je tedy nasledujici:

1. Najdi Choleského rozkladA = LLT.
2. Najdi °e2eniy soustavyLy = b pomoci dop°edné substituce.
3. Najdi °e2enix soustavyL"x = y pomoci zp¥tné substituce.

Tento postup je °adov¥ o 50% rychlej2i ne® °e2eni Gaussovoudiminaci.
Choleského rozklad m-°eme pou®it i k invertovani positivn¥de nitnich matic, proto°e A *=(LLT) 1=
(L HTL *ainverze k dolni trojahelnikové matici L se najde snadno. O

Poznamka 11.19 (Vypo£etni slofitost). Porovname vypo£etni sloitost jednotlivych metod na test@ani
positivni de nitnosti. Podle poznamky 2.19 je asymptotickd slo®itost Gaussovy eIiminace%n3. Vypo£et
determinantu ma stejnou slo®itost, proto Sylvestrovo kriterium vy®aduje °adov¥

2|:3 — 2
3 3
k=1

12 2
-n“(n+1
Zn?(n +1)

operaci, ca® je asymptoticky%n“. Sylvestrovo kriterium se tedy pro praktické pouCiti nehodi. Rekurentni
vzorefek stoji °adov¥

2k? = %n(n +1)(2n +1)
k=1
operaci, co® dava stejnou sloitost jako pro Gaussovu elimaci, tj. §n3. Kone£n¥ Choleského rozklad
pot°ebuje
2k+(n k)2k = n(n+1)+ n?(n+1) %n(n +1)2n+1)
k=1

operaci. Asymptoticky tedy stoji pouze%n3 operaci a je proto vypo£etn¥ nejlep2i metodou.

11.2 Aplikace

Nejprve uk&®eme, %e pomoci positivn¥ de nitnich matic m-°eme popsat vZechny mo°né skalarni soufiny
na prostoru R".

V¥ta 11.20 (Skalarni soufin a positivni de nitnost). Operace hx;yi je skalarnim soufinem vR" prav¥
tehdy, kdy® ma tvarhx;yi = xTAy pro n¥jakou positivn¥ de nitni matici A 2 R" ",
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D-kaz. Implikace ) . Denujme matici A 2 R" " p°edpisema; = he;gi, kde e; ¢ jsou standardni
jednotkové vektory. Matice A je zjevn¥ symetrickd, ale nemusi byt jednotkova, proto®e day skalarni sou£in
nemusi byt ten standardni. Nyni podle linearity skalarnihosou£inu v prvni i druhé slo°ce m-°eme pséat

X X X X
Xie;  Yi§ = X e; y§g =
i=1 j=1 i=1 j=1
XX XX
xiyj e gi = Xiyjaj = x'Ay:
i=1 j=1 i=1 j=1

hx; yi

Matice A musi byt positivn¥ de nitni, nebo” z de nice skalarniho soufinu xTAx = hx;xi 0 a nulové jen
pro x = o.

Implikace ( . Nech” A je positivn¥ de nitni. Pak hx;yi = x'Ay tvo°i skalarni soufin: hx;xi =
xTAx  0a nulové jen prox = o, je linearni v prvni slo°ce a je symetricky nebo’

hyi = xTAy = (xTAy)T = yTATx = yTAx = hy;xi: O

Vime, °e skalarr soufin indukuje normu (de nice 8.8). Norma indukovana vy2e zmin¥nym skalarnim
soufinem jekxk = = xTAx. V této norm¥ je jednotkova koule elipsoid (viz p°iklad 12.2). Pro A = 1,
dostavame standardni skalarni souf£in \R" a eukleidovskou normu.

Poznamka 11.21. Pcesto®e nestandardni skalarni soufirx;yi = x'Ay m-e vypadat podivn¥, jeho
vztah ke standardnimu je velmi blizky. Proto®e matice A je positivn¥ de nitni, Ize rozlo%it jako A = R'R,
kde R je regularni. Bun B baze tvo°ena sloupci maticeR !, tudi® R = [id],,, je matice p°echodu
od kanonické baze doB. Nyni xTAy = x"RTRy = (Rx)T(Ry) = [X]% [yl - To ukazuje, °e nestandardni
skalarni sou£in Ize vyjad°it jako standardni skalarni soufi vzhledem k ur£ité bazi. Jinym zp-sobem jsme
tak nahlédli tvrzeni 8.35.

Dal?i aplikaci je odm&@ina Z matice. Pro positivn¥ semidenitni matice m-°eme zavést positivn¥
semide nitni odmocninu ~ A. Odmocnina je dokonce jednozna£na, d-kaz viz Rohn [2003].

Tvrzeni 11.22 (Odmocnina z matice) Pro ka°dou positivn¥ semide nitni matici A 2 R" " existuje
positivn¥ semide nitni matice B 2 R" " takova, °%eB? = A.

D-kaz. Nech” A ma spektréﬂwi rozklagA = Q QT,kde =diag( 1;:::; n), 1.:::; n 0. Denujme
diagonalni matici °=diag(" 1;:::; n)amaticiB=Q QT.PakB?=Q Q'Q QT=0Q ®QT =
Q Q" =A. O

Zde je namist¥ porovnat odmocninu z matice s maticovymi funéemi z p°ikladu 10.51. Odmocninu lze
vyjad’it nekone£nym rozvojem pouze v malém okoli daného kimmého £isla, nicmén¥ tam, kde existuje, se
budou ob¥ de nice shodovat.

Poznamka 11.23 (Positivni de nitnost a optimalizace) . Positivni (semi-)de nitnost se vyskytuje v op-
timalizaci p°i urEovani minima funkce f : R" | R. Matice, ktera zde vystupuje, je tzv. hessian, matice
druhych parcialnich derivaci. Za p°edpokladu, ° jsme v bodx 2 R" s nulovym gradientem, pak po-
sitivni de nitnost dava postafujici podminku pro to, aby x bylo lokalni minimum, a naopak positivni
semide nitnost dava nutnou podminku. Jedna se o zobecn¥népnorozm¥rného p°ipadu, kdy realna hladka
funkcef : R! R ma v bod¥x 2 R lokalni minimum, pokud jeji derivace v bod¥a je nulova a druha
derivace kladna.

Hessian se podobn¥ pouCiva i p°i urEovani konvexity funkceRositivni de nitnost na n¥jaké otev°ené
konvexni mno®in¥ implikuje konvexitu funkce f . Vice nap®. viz [Rohn, 1997].

Positivn¥ de nitni matice hraji v optimalizaci je2t¥ jednu d-le®itou roli. Semide nitni program je
takova optimaliza£ni Uloha, p°i ni® hledame minimum lineani funkce za podminky na positivhi semide-
nitnost matice, jeji® prvky jsou linearni funkci prom¥nny ch [Gartner and Matou2ek, 2012]. Formaln¥,
jedna se o ulohu

xXn
min ¢’ x za podminky Ao + AiX; je positivn¥ de nitni,
i=1
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programy doka®eme nejen modelovat v¥t2i t°idu Uloh ne® linérnimi programy (viz p°iklad 7.23), ale stéle
jsou °ezitelné efektivn¥ za rozumny £as. Umo°nily mj. velkypokrok na poli kombinatorické optimalizace,
proto®e °ada vypofetn¥ slofitych problém- se da rychle a t¥s¥ aproximovat prav¥ pomoci vhodnych
semide nitnich program-.

Vyskyt positivn¥ (semi-)de nitnich matic je je2t¥ 2ir2i. N ap®iklad ve statistice se setkdvame s tzv.
kovarian£ni a korelaEni matici. Ob¥ davaji jistou informatco zavislosti mezin nahodnymi velifinami a, ne
nahodou, jsou vedy positivn¥ semide nitni.

Na zav¥r této sekce uka’eme je2t¥ aplikaci z chemie.

Peiklad 11.24 (Urfovani struktury bilkovin) . Jedna ze zakladnich uloh modelovani bilkovin je urEeni
trojrozm¥rné struktury bilkovin. Typicky postup je urfeni matice vzdalenosti jednotlivych atom- pomoci
jaderné magnetické rezonance a pak odvozeni struktury.

Struktura bilkoviny. [zdroj: Wikipedia]

Bua X 2 R" 2 matice pozic jednotlivych atom-, to jest, °adek X; udava sou°adnicei-tého atomu
v prostoru. Matici D 2 R" " si oznafime vzdalenosti jednotlivych atom:, tedyd; = vzdalenosti-tého a
j -tého atomu. Jestli’e znameX, tak D spo£itdme nasledujicim zp-sobem. Posuneme sou°adny syste
aby n-ty atom byl v pofatku, tj. X, =(0;0;0) a z matice X odstranime posledni °adek, ktery je nyni
redundantni. OznaEme pomocnou maticD = XX T a sou®adnice libovolnych dvou atom-u = X; ,
v = Xj . Vztah matic D aD je tento:

df = ku Vvk®=tu wv;u vi=hgui+hvivio 2ugvi=dy +dp 20, (11.1)

Né&2 problém stoji typicky naopak: Ze znalosti nam¥°enych vdalenosti D pot°ebujeme ur£it X, £im°
ziskdme p°edstavu, kde v prostoru se jaky atom nachazi a timgolem jaka je struktura bilkoviny. Ze vztahu
(11:1) odvodime

1 1
dj = 5(0 +dj df) = E(d% +d A

Timto p°edpisem z matice D spofitame matici D . Proto®e D je symetrickd a positivn¥ de nitni,
ze spektbélnﬂ‘ﬁ) rozkladuD = Q QT, kde = diag( 1; 2; 3), sestrojime hledanou maticiX =
Q diag 1, 2 3 .Paktot®mame D = XX T.

Matice X se da n¥kdy spofitat i za £4ste£né informace vzdalenosti (fice D neni znama celad), ale
tato Uloha m-%e byt vypofetn¥ slo®ita (tzv. NP-Uplny problé m).

Jiny problém z tohoto oboru je tzv. Prokrust-v problém,3 v n¥me porovnavame dv¥ struktury bilkovin
jak moc jsou podobné. Oznafme matice dvou struktuiX;Y . Linearni zobrazeni s ortogonalni maticiQ
zachovava uhly a vzdalenosti (v¥ta 8.76), tudi°Y Q odpovida té samé struktu®e, jakoY, pouze n¥jakym
zp-sobem otof£ené £i zrcadlené. Chceme-li urfit podobnosbou struktur, hleddme takovou ortogonalni
matici Q 2 R® 3, aby matice X a Y Q byly co nejbli®?i . Matematicka formulace vede na optimalizagni
Glohu minimalizovat hodnotu maticové normy kX Y Qk na mnoCin¥ ortogonalnich maticQ. Tato Uloha
trochu p°ipomina metodu nejmenz2ich £tverc-. O

% prokrustes nebyl matematik, ale °ecka mytologicka postava, lupif z Attiky, ktery pocestnym usekéval kon£etiny nebo
jim je natahoval, aby se p°esn¥ ve2li na jeho lo%. Jeho °ivot ukon£il a® Theseus.
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Problémy

11.1.
11.2.

11.3.
11.4.
11.5.

11.6.

Bur A positivn¥ semide nitni. Ukate, % x" Ax = 0 pro n¥jakéx 6 o implikuje Ax = o.

Bua A 2 R" " positivn¥ semide nitnia B 2 R" " symetricka. Uka°te, °e AB je diagonalizovatelna.
A naopak, ka®da diagonalizovatelna matice s readlnymi viagtimi £isly se da vyjad®it jako sou£in
positivn¥ de nitni a symetrické matice.

Uka®te, % ka°da symetrickd matice se da zapsat jako @il dvou positivn¥ de nitnich matic.
Bua A 2 R" " positivn¥ de nitni. Ukate, %¢ A; (A )i 1 provechnai =1;:::;n.

Buote A;B 2 R" " symetrické a nech” v2echna vlastni £islaA jsou v¥t2i ne® vlastni £islaB.
DokaCte, °@ A B je positivn¥ de nitni.

Nad symetrickymi maticemi z prostoruR" " de nujme dv¥ relace:A B pokud B A je positivh¥
denitnia A B pokud B A je positivn¥ semide nitni.

(a) Uka‘te, °e relace urfuje £aste£né uspo’adani a relace urfuje ostré uspo°adani.

(b) Nech” 0 A. Rozhodn¥te, zda0 A 1.

(c) Nech" 0 A B. Rozhodn¥te, zdaA? B?2.

(d) Nech" 0 A B.Rozhodn¥te, zdaB 1 A 1.
(e) Nech"0 A B. Rozhodn¥te, zdaIO A P B.

(f) Rozhodn¥te zdaA B ) det(A) < det(B).
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Kapitola 12

Kvadratické formy

Slovo linearni ve vyrazu linearni algebra neznamena, °e se obor zabyvarelinearnimi objekty jako
t°eba p°imkami a rovinami p°i aplikaci v geometrii. V této kapitole si podrobn¥ji viimneme kvadratic-
kych forem. V zasad¥ jsme se s nimi setkali ji° u eukleidovskdormy (str. 131) a positivni de nitnosti
(de nice 11.1). V této kapitole probereme kvadratické formy podrobn¥ji. Uk&°eme souvislosti s positivni
(semi-)de nitnosti, znaménky vlastnich £isel a popisem Wfitych geometrickych objekt-.

Pe°iklad 12.1 (Motivace ke kvadratickym formam). Pro zafatek si m-°eme kvadratickou formu p°edstavit
jako polynom n prom¥nnych, kde soufet stup—- ka°dého £lenu je p°esn¥ dva.ilf

f (x) = 5x2
je kvadraticka forma s jednou prom¥nnou a
f(x1;X2) =5x5  3x1xp + 12%3
je kvadraticka forma se dv¥ma prom¥nnymi. Obecny p°edpis jor takovyto polynom s n prom¥nnymi
XX
f(x)= aj XiXj = X'AX;
i=1 j=1

kde A je maticen n p°isluznych koe cient-. Kompaktni maticovy zapis x'Ax budeme £asto pouCivat. [

12.1 Bilinearni a kvadratické formy

De nice 12.2 (Bilinearni a kvadratickd forma). Bua V vektorovy prostor nad T. Bilinearni forma je
zobrazenib: V21 T, které je linearni v prvni i druhé slo°ce, tj.

b(u + viw)= b(uyw)+ b(v;w); 8; 2T, 8u;v;w2V,;
b(w;,u + v)= b(w;u)+ b(w;v); 8; 2T, 8u;v;w2V:

Bilinearni forma se nazyvasymetrickg, pokud b(u;v) = b(v;u) pro v2echnau;v 2 V. Zobrazenif : V! T
je kvadraticka forma, pokud se da vyjadeitf (u) = b(u;u) pro n¥jakou symetrickou bilinearni formu b.

Je lehké nahlédnout, °e vedy platib(o;v) = b(v;0) =0, f(0)=0.

Peiklad 12.3.
Ka°dy realny skalarni soufin na prostoruV je bilinearni formou.

Komplexni skalarni sou£in neni bilinearni formou, proto®eneni linearni v druhé slo°ce (viz strana 130).
Formy takovéhoto typu se nazyvaji seskvilinearni (vice viZBe£va® [2005]).

211



212 Kapitola 12. Kvadratické formy

Pro libovolnou matici A 2 R" " je zobrazenib(x;y) = xTAy bilinearni formou. Pro symetrickou
matici A je pak kvadratickou formou zobrazenif (x) = xTAX.

(D-kaz. Bue ; 2 Rax;x%°2 R". Pak
b(x + x%y)=(x + x9TAy = x TAy + x TAy = b(x;y)+ b(x%y)

a analogicky pro druhou sloku.)

Specialn¥, v prostoruR? je bilinearni formou jakékoli zobrazenb: R?>! R s p°edpisemb(x;y) = axy,
kde a 2 R je konstanta. P°isluzna kvadraticka forma je pak kvadraticka funkce jedné prom¥nné
f (x) = ax®. Kvadratické formy na R" Ize tedy chapat jako zobecn¥ni kvadratické funkce z jedné na
n prom¥nnych.

Buo V = R2. Pak
b(X;y) = X1y1 +2X1y2 + 4X2y1 + 10X2Yy>2

je p°ikladem bilinearni formy,
bYX;y) = Xay1 +3X1y2 + 3Xay1 + 10X2Y>
je p°ikladem symetrické bilinearni formy a
f(x) = bYx;x) = X3 +6x1x2 + 10%3
odpovidajici kvadratické formy. O

P°iklad 12.4. llustrace bilinearni formy b(x;y) = xy na intervalu [ 5;5 a na intervalu [0; 5%

O

V této kapitole se budeme p°eva®n¥ zabyvat kvadratickymi fomami, i kdy® bilinearni formy jsou také
zajimavé, nap°iklad prav¥ vztahem se skalarnim soufinem.

V analogii s teorii linearnich zobrazeni, i bilinearni forny jsou jednozna£n¥ urf£eny obrazy bazi a daji
se vyjadeit maticov¥. ftend°i proto doporufujeme porovnatpojmy a vysledky této sekce se sekci 6.2 a
uv¥domit si jistou paralelu.

Poznamka 12.5 (Motivace k maticim forem). Bua b: V2 ! T bilinearni forma a B = f%;:::;wng
bézepprostoruv. M¥jme libovolné dva vektory u;v 2 V a nech” maji v baziB vyjad°eni u =
v= L, yiwi. Z de nice bilinearni formy pak obraz vektor- je

Pn Pn Pn Pn
b(uiv) = b( = Xiwi; o YiW) = o =g XY b(wiswp):

Vidime, °e cela bilinearni forma je vlastn¥ ur£ena tim, kam & zobrazi v2echny dvojice bazickych vektor-.
To nas navic motivuje umistit tyto hodnoty b(w;;w;) do matice a pracovat s maticovou reprezentaci.

De nice 12.6 (Matice bilinearni a kvadratické formy). Bua b: V2! T bilinearni formaaB = fwy;::::Wnhg
baze prostoru V. Pak de nujeme matici A 2 T" " bilinearni formy vzhledem k bazi B p°edpisem
aj = b(w;;w;). Matice kvadratické formy f:V ! T je denovana jako matice libovolné symetricke

bilinearni formy indukujici f .
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Pomoci matic forem m-°eme elegantn¥ vyjadcit jejich funkfr hodnoty explicitnim p°edpisem.

V¥ta 12.7 (Maticové vyjad’eni forem). Bua B baze vektorového prostorV a bus b bilinearni forma
na V. Pak A je matice formy b vzhledem k bazB prav¥ tehdy, kdy® pro ka°déu;v 2 V plati

b(u; V) = [U]EA[V]g: (12.1)
Déle, je-li b symetricka forma, pak odpovidajici kvadraticka formd pro ka°déu 2 V spl-uje

f(u)=[ulgAlulg:

D-kaz. OznaEmex =[u]g, y :=[V]s, a nech’ B se sklada z vektor- wy;:::;w,. Je-li A matice formy b,
tak
X0 X0 XX XX T
b(u;v)=b XiWi;  Yjw = Xiyj b(wi;w;) = Xiyjaj = X Ay:
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Naopak, pokud plati (12:1) pro ka°dé u;v 2 V, tak dosazenimu = w;, v = w; dostanemeb(w;;w;) =
WilgAlwj]z = & Ae; = & pro vZechnai;j =1;:::;n
Kone£n¥,f (u) = b(u;u) = xTAX. O

D-kaz. Existence. Stafi ov¥°it, % zobrazenb: V2! T dané p°edpisemb(u;V) = [u]g A[v]g spl-uje pod-
minky bilinearni formy. To se nahlédne snadno, nebo” zobra&niu 7! [u]g je linearni (srov. tvrzeni 6.38).

Jednoznagnost. Z(12:1) plyne, % pro ka°dé u;v 2 V je b(u;v) = [u]f A[v]g, tedy obrazy jsou
jednozna£n¥ dany. O

Bua B pevna baze prostoruV dimenzen. Ka°dé bilinearni form¥ tedy odpovida jednoznaEna ma-
tice A2 T" " a naopak ka°dé maticiA 2 T" " odpovida jednozna£n¥ bilinearni forma. Existuje tudi®
vzajemn¥ jednoznaf£ny vztah mezi mno®inou bilinearnich f@m a prostorem maticT" ". Jedna se na-
vic 0 isomor smus, proto®e bilinearni formy tvo°i vektorovy prostor s p°irozen¥ de novanym souftem a
nasobky (srov. prostorF ze str. 79).

Ve vektorovém prostoru T" maji bilinearni formy specialini tvar.

D-sledek 12.9. Ka°da bilinearni forma na T" se da vyjad°it ve tvaru
b(x;y) = xTAy

pro urfitou matici A 2 T" ", a ka°da kvadraticka forma naT" se da vyjad°it ve tvaru
f(x) = x"Ax

pro urfitou symetrickou maticiA 2 T" ",

D-kaz. Stafi vzit A jako matici formy vzhledem ke kanonické bazi. Pak(x;y) = [X]IanA[y]kan = XxTAy.
Pro kvadratickou formu pak plati f (x) = b(x;x) = xTAx. Matice A je symetricka, proto®e kvadratickéa
forma f (x) je generovana symetrickou bilinearni formou. O

Peiklad 12.10. Uva®me bilinearni formu na R?

b(X;y) = X1y1 +2X1y2 + 4Xoy1 + 10X2y5:

Matice b vzhledem ke kanonické bazi jeA = i 120 ; €0° snadno nahlédneme i z vyjad°eni
xXoxo 1 2
‘yY = N A Y1
b(x;y) = QXY = XAY = X1 Xa g

i=1 j=1
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Tato bilinearni forma neni symetricka, narozdil od bilineani formy

BAX;y) = X1y1 + 3X1y2 + 3X2y1 + 10X2ys:

3

Matice b° vzhledem ke kanonické bazi jeA° = é 10 tedy B{x;y) = xTAY. Odpovidajici kvadraticka

forma spl-uje

3 X1

1
f4x) = B x) = xTA% = x;1 x» 310 %

= X%+ 6X1Xp + 10%3: O

Poznamka 12.11. Mohli bychom si klast otazku, pro£ kvadratickou formu de nujeme pouze pomoci sy-
metrickych bilineéarnich forem. Vedy” nic ndm nebrani zavés f (u) = b(u; u) i pro nesymetrickou bilinearni

formu b. D-vod je podobny, jaky jsme uvedli u positivn¥ de nitnich m atic, viz poznamka 11.2. M-°eme

zavést bilinearni formu bs(u;v) = % b(u;v) + b(v;u) , ktera ji° bude symetricka. Navic, jak se snadno
nahlédne, ob¥ formyb, bs indukuji stejnou kvadratickou formu f . Zde ov2em t¥lesoT nesmi mit charak-

teristiku 2, jinak by zlomek nedaval smysl. Restrikci na synetricky p°ipad pak také v d-sledku mame

jednozna£nost matice kvadratickych forem, op¥t za p°edpd&du, °e t¥lesoT nema charakteristiku 2.

Matice forem zavisi na volb¥ baze. Jak se zm¥ni matice, kdy®gjdeme k jiné bazi?
V¥ta 12.12 (Matice kvadratické formy p°i zm¥n¥ baze) Bus A 2 T" " matice kvadratické formy f
vzhledem k bazB prostoru V. Bua B?jina baze aS = ;[id]go matice p°echodu odB®k B. Pak matice
formy f vzhledem k bazB°je STAS a odpovida stejné symetrické bilinearni form¥.
D-kaz. Bum u;v 2 V a b symetricka bilinearni forma indukujici f . Pak

b(u;v) = [UlsAVlg = (glidlgo [Ulso)"A(glidlgo [Vleo) = [U]E0STAS [Vlgo:

Podle w¥ty 12.7 jeSTAS matice formy b, a tim i f, vzhledem k baziB°, O

R-znou volbou béze prostoru V dosahujeme r-zné maticové reprezentace. Nazim cilem budeaiit
takovou bazi, v-£i ni° je matice co nejjednodu??i, tedy diagonalni.

Zde je jista paralela z diagonalizaci pro vlastni £isla, kdgsme transformovali matici pomoci podob-
nosti. Nyni transformujeme matici Upravou STAS, kde S je regularni. Misto podobnosti nyni mame tzv.
kongruenci Jak uvidime, u kvadratickych forem je situace jednodu??i ka°dou matici Ize diagonalizovat.

12.2 Sylvestr-v zakon setrvaEnosti

V této sekci nadale uva®ujeme realny prostorR" nad R. Z de nice je patrné, °e matice kvadratické formy
je symetricka. Tuto vlastnost budeme velmi pot°ebovat.

V¥ta 12.13 (Sylvestr-v zakon setrvagnosti)). Buz f (x) = xTAx kvadraticka forma naR". Pak existuje
baze, v-£i ni° maf diagonalni matici s prvkyl; 1;0. Navic, tato matice je a° na po°adi prvk- jednozna£na.

D-kaz. Existence . Proto% A je symetrickd, tak méa spektralni rozkladA = Q QT,kde =diag( 1;:::; n).
Tedy = QTAQ je diagonalizace formy. Abychom docilililna diagonale 1, tak provedeme je2t¥ Gpravu
QTAQ © kde C%je diagonalni matice s prvky O =j jj 2, pokud {60 a { =1 jinak. Nyni m-°eme

Q 9povaCovat za matici anlid]g p°echodu od hledané baz& do kanonické baze. Tudi® baziB vy£teme
ve sloupcich maticeQ °

D Anglicky Sylvester's law of inertia, z roku 1852.
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Jednozna£nost . Sporem p°edpokladejme, % mame dv¥ r-zndiagonalizaceD; D ©

1::pp+l i g g+l =i n 1:::ss+1 :0 t t+1 :::n

nech” ma souadnicey = [u]g, z = [u]go. Pak podle v¥ty 12.7

f(u=[ulgDlulg = y'Dy = yi+ 4 y5 Yo 11 Yg+Oyga + :ii+0yq
f(uy=[ulgeDYulgo= 2'D%= 22+ :::+ 22 22, i1 Z2+0z%, +:::+02%:

Nejprve si poviimneme, %eq = t. Proto®e D = STD Y pro n¥jakou regularniS, konkrétn¥ pro S = golid]g ,
tak matice D; D ®maji stejnou hodnost. Tudi® musiq = t. Nyni zbyva ukézat, °e nutn¥p = s. Bez tGjmy na

obecnosti p°edpokladejmep > s. De nujme prostory P = spanfwy;:::;wyg a R = spanfw?,;;:::;wlg
Pak
dmP\ R=dmP+dimR dm(P+R) p+(n s) n=p s L
P P
Tedy existuje nenulovy vektoru 2 P\ Rapron¥jmameu = ", yiwi = [L,; zw’, z £eho® dostavame
( y2 + 4 yZ > 0
fw= 7, P
z5q oz O

To je spor. O

Baze, v-£i ni® matice kvadratické formy je diagondlni, se nagva polarni baze Tedy baze z v¥ty 12.13
je p°ikladem polarni baze, ale typicky existuji i dal?i. Da ® také ukazat, °e polarni baze existuje nejen
pro redlné prostory, ale i pro prostory nad libovolnym t¥leem charakteristiky r-zné od 2.

Geometricky vyznam Sylvestrova zakona setrva£nosti spod v tom najit vhodny sou®adny systém (tj.
bazi), ve kterém ma kvadraticka forma jednoduchy diagonalh tvar. Algebraicky pohled na v¥c je ten, °e
danou symetrickou matici A transformujeme na diagonalni tvar pomoci GpravSTAS, kde S je regularni.

Peiklad 12.14 (Kvadratické formy v R?). Podle Sylvestrova zakona maji kvadratické formy vR? v pod-
stat¥ jeden z nasledujicich tvar- v sou®adném systému vhodh baze.

"’% A . L%, N
0 y 052 % 0% SO\
:3'[;;;//;,/// - Wm
XKL A wl P TIITR
\\\\\\“3’:’&“.'52'"”// W“ SN
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x2 X3 0 O

Vyznam Sylvestrova zakona nespo£iva pouze v existenci diagglizace, ale zejména v jeji jednoznag-
nosti (odtud nazev setrvafEnost ). Tato jednoznaf£nost opav-uje k zavedeni pojmusignatura jako trojice
(p; 9; 2, kde p je pofet jedni£ek,g pofet minus jedni£ek a& pofet nul ve vysledné diagonalni matici. Navic
ma °adu d-sledk- tykajici se mj. positivni (semi-)de nitno sti a vlastnich £isel.

D-sledek 12.15. Bum A 2 R" " symetrickd a STAS p°evedeni na diagonalni tvar. Pak pofet jedni-
fek resp. minus jednifek resp. nul na diagonéle odpovida pofkladnych resp. zapornych resp. nulovych
vlastnich £isel maticeA.

D-kaz. Stafi uva®ovat kvadratickou formu f (x) = xTAx, kterd ma matici A. Z d-kazu v¥ty 12.13 (East
existence ) je patrné, e jednu diagonalizaci ziskdme zepsktralniho rozkladu a pro ni tvrzeni plati. Diky
jednoznagnosti ve tvrzeni Sylvestrova zakonu setrvaEndgpak musi po£ty souhlasit i pro jakoukoli jinou
diagonalizaci. O

Diagonalizaci maticeA tedy nenajdeme vlastni £isla, ale urEime kolik jich je kladjch a kolik zapornych.
Pokud tento postup aplikujeme na matici A | , tak zjistime, kolik vlastnich £isel matice A je v¥t2ich
/ menzich / rovno £islu . Takto Ize postupnym p-lenim intervalu omezovat potencialni rozsah vlastnich
£isel a limitn¥ konvergovat k jejich hodnotam. Tento postupse kdysi pouCival pro vypo£et vlastnich £isel,
ale nyni je ji° p°ekonany (mj. to neni moc stabilni metoda).

D-sledek 12.16. Bum A 2 R" " symetricka aSTAS p°evedeni na diagonalni tvar. Pak

(1) A je positivn¥ de nitni prav¥ tehdy, kdy® STAS ma kladnou diagonalu,
(2) A je positivn¥ semide nitni prav¥ tehdy, kdy°STAS ma nezéapornou diagonalu.

D-kaz. Z d-sledku 12.15 a vztahu mezi positivni (semi-)de nitnosti a vlastnimi £isly (v¥ta 11.7). O

Sylvestr-v zadkon tedy dava navod, jak jednou metodou rozhodout o positivni de nitnosti resp. posi-
tivni semide nitnosti resp. negativni (semi-)de nitnost i v jednom.

Diagonalizace matice pomoci elementarnich Uprav. Zbyva otazka, jak matici kvadratické formy
p°evést na diagonalni tvar. D-kaz v¥ty o Sylvestrov¥ zdkonusice dava navod (p°es spektralni rozklad),
ale m-°eme jednodu2e adaptovat elementarni maticové Upray. Co se stane, kdy® symetrickou maticiA
transformujeme naEAE T, kde E je matice elementarni °adkové Upravy? SoufinefA se provede °adkova
Uprava a vynasobenimE T zprava se provede i analogicka sloupcovéa Gprava. Zakladniytienka metody na
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diagonalizaci je tedy aplikovat na matici “adkové Upravy a @povidajici sloupcové Upravy. Tim budeme
nulovat prvky pod i nad diagonalou, a® matici p°evedeme na diagonalni tvar.

Nebudeme popisovat algoritmus formaln¥, ale zd-vodn¥ni kaktnosti postupu je nasledujici. P°ed-
pokladejme nejprve, °e na pozici pivota je vedy nenulové £Is, a tim padem se m-°eme omezit pouze
na druhou elementarni dpravu p°i€teni -nasobkuj-tého °adku k i-tému °adku pod nim. Tato Uprava
nuluje prvky pod pivotem. Pokud Upravu provedeme analogick i na sloupce, nuluje symetricky prvky
napravo od pivota. Navic nepokazi tu £4st, ktera je ji° upraena. Ve vysledku nutn¥ dostaneme diagonalni
matici.

Drobnd poti® nastane, pokud se b¥hem maticovych Uprav vyskye na pozici pivota nula. Nap°iklad
u matice

0 1

A= 10

nestafi prohodit oba °adky, proto®e bychom museli prohoditi sloupce a dostali op¥t p-vodni matici A.
M-%eme ale k prvnimu °adku p°i£ist druhy °adek a analogicky go sloupce, co® vede na matici s nenulovym
pivotem

2 1

10

Tento postup Ize aplikovat obecn¥. Pokud je na pozici pivotawla, p°iEteme k n¥mu vhodny °adek pod nim
a analogicky pro sloupce. (Pokud by pod pivotem byly samé ny| pak rekurzivn¥ upravujeme podmatici
vpravo dole od pivota.) Timto postupem op¥t nepokazime tu £t matice, ktera je u® upravena. Tudi®

pomoci elementarnich Uprav dokd°eme diagonalizovat ka°domatici kvadratické formy.

Peiklad 12.17 (Diagonalizace matice kvadratické formy) Diagonalizujeme matici A, na kterou apliku-
jeme st°idav¥ °adkovou Upravu a potom odpovidajici sloupsou:

0 1 0 1 0 1
1 2 1 1 2 1 1 0 1
A=@2 5 3A @0 1 1A @0 1 1A
1 2 1 3 2 1 1 2
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0O 1 1 0O ©O 1 0 O 1 00
@ 1 1A @0 1 1A @0 1 1A @ 1 A
0 1 1 0 1 1 0O 0 O 0 0O
Vidime, °e matice A ma dv¥ kladnd vlastni £isla a jedno nulové, je tedy positivn¥emide nitni. O

Peiklad 12.18 (Nalezeni polarni baze) Pro jednoduchost uva®ujme kvadratickou formu f (x) = xTAXx,
kde A 2 R" " je symetrickd. Pokud najdeme maticiS 2 R" " takovou, % STAS je diagonalni, pak
podle v¥ty 12.12 je polarni baze obsa®ena ve sloupcich matiS. Jak ovzem matici S nalézt? Pokud
diagonalizujeme maticiA pomoci elementarnich Uprav, tak maticeS reprezentuje akumulované sloupcové
Upravy. Metoda je nyni nasnad¥: upravujeme dvojmatici(A j 1) tak, °e na matici A aplikujeme °adkové a
sloupcové Upravy, abychom ji diagonalizovali, a na jednotkvou matici aplikujeme pouze sloupcové Upravy.
Polarni bazi pak vy£teme ve sloupcich matice napravo.
Postup aplikujeme na matici z p°ikladu 12.17 a jednotlivé Upavy jsou

0 1 0 1
1 1/1 00 1 0 1|1 20
(Ajlzgy)=@ 2 5 3|01 A @0 1 1|0 1 A
1 3 2|00 1 1 1 2|0 01
0 1 0 1
1 0 0|1 21 1001 2 1
@ 1 1|0 1 A @ 100 1 1A
0 1 1|0 01 00O0/0 0 1

Peislu2na polarni baze se tedy sklada z vektor{(1;0;0)", ( 2;1;0)", ( 1;1;1)". Pokud z t¥chto vektor-
po sloupcich sestavime maticB, potom STAS je diagonalni matice s prvky1; 1; 0 na diagonale. O
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Peiklad 12.19 (Soufet £tverc- linearnich forem) Uvalujme kvadratickou formu f (x) = x'Ax se syme-

£tverc- linearnich forem, potom zjevn¥f (x) 0 pro v2echnax 2 R" a matice A je positivn¥ semide -
nitni. Zajimavé je, °e plati i opagny sm¥r: Ka°dou kvadratidkou formu s positivn¥ semide nitni matici Ize
vyjadeit jako soufet £tverc- linearnich forem a dole popisjeme postup jak k tomuto vyjad°eni dosp¥t?
Najdeme matici S, pro kterou je STAS = D diagonalni. Pak A = S TDS ! a substituciy .= S 1x
dostavame po®adovany tvar
X0 X
x'Ax = x'S TDS x=y"™Dy = diy?=  di(S x)=
i=1 i=1

Konkrétn¥ uva®ujme matici z p°ikladu 12.18, kde jsme ji° nahédli, °e STAS = D pro

0 1 0 1
1 2 1 100
s=@ 1 1A: D=@ 1 OA:
0 0 1 000
Spofitdme
0 1
12 1
sl=@ 1 1A
00 1

P
Nyni L di(S )2 =(x1+2x2 x3)2+(x2 x3)2. Dokazali jsme tedy vyjadeit

XTAX = X3 +4X1X2  2X1X3+5Xx35  6Xox3+2X3

=(X1+2X2 X3)?+(Xx2 X3)% O

Poznamka 12.20. Sou£in positivn¥ de nitnich matic A;B 2 R" " nemusi byt positivn¥ de nitni matice.
Sou£inAB obecn¥ neni symetrickou matici, a navic ani symetrizaci veng/slu poznamky 11.2 nemusime
dostat positivn¥ de nitni matici (najd¥te takovy p°iklad! ).

Zajimavé ale je, °e maticeAB , p°esto°ep nelgl’ nutn¥ nutn¥ symetricka, ma stale realna klath vlastni

£isla. Snadno je tB Xidééti vyjad°eniAB = = A AB. \Wnasobenim A 'Zlevaa A zprava dostaneme
podobnou matici AB  A. Ta je symetricka, £ili ma realna vlastni £isla, a ze setrvafbsti ma stejnou
signaturu jako B, co® znamena kladna vlastni £isla.

Poznamka 12.21. Je Uzky vztah mezi diagonalizaci matice pomoci elementércti Uprav a rekurentnim

vzoref£kem na testovani positivni de nitnosti (v¥ta 11.11) Pokud uvaujeme matici A = aa ; jako

matici kvadratické formy a elementarnimi Upravami vynulujeme prvky pod a napravo od pivota, vysledna
blokov¥ diagonalni matice se da maticov¥ vyjad°it jako
oT
o A laa'

Tato matice je positivn¥ de nitni prav¥ tehdy, kdy® v2echny bloky jsou positivn¥ de nitni matice, tj. > 0
aA Laa' je positivn¥ de nitni. Tim jsme dostali jiné odvozeni rekurentniho vzorefku.

KuCelosefky a kvadriky
Pomoci kvadratickych forem Ize popisovat geometrické Utvgy zvané kvadriky. To jsou (struEn¥ °ef£eno,

podrobn¥ji viz nap®. [Bican, 2009; fech, 1952]) mnoiny popsné rovnicixTAx+b'x+c=0, kdeA 2 R" "
je symetrickd, b2 R", ¢ 2 R. Jak vidime, tato rovnice ji° neni linearni prav¥ diky kvadratickému £lenu

2 plati dokonce, % ka°dy nezaporny polynom se d& vyjad®it jak o zlomek, jeho® £itatel a jmenovatel jsou ve tvaru souftu
£tverc- polynom-. Toto bylo znamé jako sedmnacty Hilbert-v ~ problém a bylo vy°e2eno Emilem Artinem roku 1927. Navic
fitatel se da vyjad°it pomoci nanejvy? 2" £tverc- a jmenovatel pomoci pouze jednoho.
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xTAx. Pomoci r-znych charakteristik, jako jsou nap°iklad vlastni £isla resp. signatura maticeA, m-°eme
pak snadno klasi kovat jednotlivé geometrické tvary kvadrik. T¥mito tvary jsou elipsoidy, paraboloidy,
hyperboloidy aj., viz p°iklady dole.

Specialnim p°ipadem kvadrik v prostoruR? jsou pak kuCelosefky Mezi n¥ pat°i elipsy, paraboly £i
hyperboly.

Peiklad 12.22 (Elipsoidy). Rovnice ->x% + x5 = 1 popisuje v rovin¥ R? elipsu se st°edem v po£atku,
poloosy jsou ve sm¥ru sou®adnych 0s;; X, a maji délky a resp. b. Podobn¥ pro vy2i dimenze.

T

prom¥nnych. Nahlédneme, °e rovnice popisuije elipsoid v pstoru R". Bua A = Q QT spektraini rozklad.
P°i substituci y := Q"x dostaneme

1=x"Ax=x"Q Q'x=y' _ " --2—X171 2:
= = =yl y= yE= oy
i=1 i=1

Dostavame tedy popis elipsoidu se st°edem v pof£atku, polopgsou ve sm¥ru sou’adnic a maji délky

pl;:::; pl. Nicmén¥, tento popis je v prostoru po transformaciy = Qx. Vratime zp¥t transformaci

1 n
X = Qy. Protoe Q je ortogonalni matice, dostaneme stejny elipsoid se st°edev pofatku, jen n¥jak

vlastni vektory matice A), tak poloosy p-vodniho elipsoidu budou ve sm¥rech vlastrih vektor- A.

X2
Q1
Q2

N0

N

A

QDo

0 X1

Je-li A symetrickd, ale ne positivn¥ de nitni, analyza bude stejna Jenom nedostaneme elipsoid, ale
jiny geometricky utvar (hyperboloid aj.) O

Peiklad 12.23 (N¥které kvadriky v R®). Nasledujici obrazky znazor-uji n¥které dal?i t°idimenzioalni
kvadriky.
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jednodilny hyperboloid dvojdilny hyperboloid O
Problémy

12.1. Diskutujte jednoznaf£nost matice kvadratické formy gednozna£nost kvadratické formy ze znalosti
obrazu n¥jaké baze.

12.2. UkaCte, e bilinearni formy na prostoruV tvo°i vektorovy prostor a urfete jeho dimenzi.

12.3. UkaCte, % kvadratické formy na prostoruV tvo°i vektorovy prostor a urfete jeho dimenzi.

12.4. Bur V vektorovy prostor nad t¥lesemT charakteristiky r-zné od 2. Uka‘te, °e ka°da symetricka
bilinearni forma b: V2! T je urfena hodnotamib(v;Vv), v 2 V. To v d-sledku znamen4, °e ze
znalosti kvadratické formy jsme schopni zrekonstruovat jenozna£nou symetrickou bilinearni formu,
ktera ji indukuje.

12.5. Plati Sylvestr-v zdkon setrva£nosti na komplexnim postoru?

12.6. Buaf:V ! R kvadraticka formaah:V ! V isomor smus.

(@) Uka‘te, °e f h je kvadratickd forma na V.

(b) Uka‘te, °e ob¥ kvadratické formy f, f h maji stejnou signaturu.
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12.7. Buef kvadraticka forma na realném prostoruV a bugz (p; q; 2) jeji signatura. Uka®te, °e v prostoru
V existuje podprostor dimenzez+min( p; g), na kterém je kvadraticka formaf nulova, a v¥t2i takovy
podprostor neexistuje.
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Shrnuti ke kapitole 12. Kvadratické formy

Kvadratickou formou v prostoru R" je polynom f (x) = xTAx, kde A 2 R" " je
symetrickd. U obecnych prostor- pracujeme v sou®adnicich pdobn¥ jako u linear-
nich zobrazeni. Zm¥nime-li sou®adny systém, matice se zni¥m matici STAS, kde
S je matice p°echodu mezi sou’adnymi systémy. Ust°edni v¥taéto kapitoly, Syl-
vestr-v zakon setrva£nosti, pak tvrdi, °e vedycky m-°eme na jit sou®adny systém, ve
kterém je matice diagonalni. Navic ma tato diagonalni matie pro pevnou kvadra-
tickou formu vedy stejnou signaturu stejny po£et kladnych a zapornych £isel (to
je hlavni poselstvi v¥ty!). To nam umo®-uje kvadratické fomy jednodu2e klasi ko-
vat a popisovat. Signaturu pro danou matici urEime jednodué& pomoci elementarnich
Uprav aplikovanych jak na °adky matice, tak symetricky i na doupce. Tim ziskame
mimochodem efektivni metodu na testovani positivni (semjde nitnosti aj. Teorie
kvadratickych forem nam také dava U£inny nastroj jak analyovat polynomialni rov-
nice typu XxTAx + b'x + ¢ = 0 a jak charakterizovat r-zné kuCelosefky a kvadriky,
jako jsou nap°iklad elipsoidy.

Kvadratické formy Uzce souvisi s bilinearnimi formami. Refny skalarni sou£in je vedy
bilinearni formou. Specialn¥ v prostoruR" maji bilinearni formy tvar b(x;y) = xTAy.
V obecnych prostorech maji podobné vyjad°eni, ale v °efi stadnic. Konkrétn¥,
b(x;y) = [x]5 Alylg pro danou baziB.



Kapitola 13

Maticove rozklady

Top 10 algoritmy 20. stoleti podle [Dongarra and Sullivan, ®00; Cipra, 2000] jsou:

1.

10.

Metoda Monte Carlo (1946, J. von Neumann, S. Ulam, a N. Metropolis)

Pomoci simulaci s nahodnymi £isly spo£itame p°ibli°na °efé¢ problém-, které jsou velmi t¥°ké na
to spo£itat jejich °e2eni p°esn¥.

. Simplexova metoda pro linearni programovan(1946, G. Dantzig)

Metoda na vypo£et optimalizaEnich tloh s linearnim kriterem i omezenimi, tj. v jakém bodu poly-
edru se nabyde nejmen?2i hodnota linearni funkce (viz sekce7la p°iklad 7.23).

Itera£ni metody Krylovovych podprostor- (1950, M. Hestenes, E. Stiefel, C. Lanczos)
Metody na °e2eni velkych a °idkych soustav linearnich rovru.
Dekompozice matic(1951, A. Householder)

Maticové rozklady jako je nap°®. Choleského rozklad, LU rozlad, QR rozklad, spektralni rozklad,
Schurova triangularizace nebo SVD rozklad.

P°ekladaE Fortranu (1957, J. Backus)

Informatik-m net°eba p°edstavovat p°ekladaE programovaého jazyka Fortran, ktery jako jeden
Z prvnich umao®nil naro£né numerické vypo£ty.

QR algoritmus, (1961, J. Francis)
Algoritmus pro vypo£et vlastnich £isel.

. Quicksort (1962, A. Hoare)

Prakticky rychly algoritmus na t°id¥ni prvk-.

Rychla Fourierova transformace (1965, J. Cooley, J. Tukey)

Pro rychlé nasobeni polynom- a £isel, zpracovani signalu a noho dalzich v¥ci, viz p°iklad 10.41.
Algoritmus Integer relation detection (1977, H. Ferguson, R. Forcade)

existuje netrivialni celo£iselnd kombinaceyx; + :::+ anxy =07?
Metoda vice pdl-  Fast multipole algorithm (1987, L. Greengard, V. Rokhlin)

Simulace v problému vypo£tu sil dalekého dosahu v Uloze t¥les. Seskupuje zdroje lefici u sebe a
pracuje s nimi jako s jedinym.

Vidime, °%e maticové rozklady (dekompozice) byly do seznamaa’azeny. S n¥kolika rozklady jsme se ji°
setkali (LU rozklad, spektralni rozklad, Choleského rozkad, ...). QR rozklad, kterému se budeme v¥novat
v sekci 13.2, se v seznamu objevuje skryt¥ je2t¥ jednou, prafte je zakladem QR algoritmu. Jeho d-le®itost
je tedy patrna.

V této kapitole budeme uvafovat standardni skalarni soufirv R" a eukleidovskou normu (pokud neni
explicitn¥ °e£eno jinak).

223
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13.1 Householderova transformace

Motivace k této sekci je nasledujici. M¥jme dany dva vektoryx;y 2 R" a chceme najit linearni zobrazeni
x 7! Hx takové, které zobrazi vektorx na vektor y. Aby m¥lo linearni zobrazeni p¥kné vlastnosti, po®adu-
jeme navic, aby maticeH byla ortogonalni. Proto®e takové linearni zobrazeni zachava délky (v¥ta 8.76),
musi nutn¥ mit oba vektory x;y stejnou normu.

Takovéto zobrazeni vedy existuje, a za maticiH Ize zvolit vhodnou Householderovu matici. P°ipo-
me-me (p°iklad 8.74), °e Householderova matice je de novamjako H(x) = I, %XXT, kdeo6 x 2 R".
Tato matice je ortogonalni a symetrickd. Vhodnou volbou veltor- x;y pak m-°e nahradit elementarni ma-
tice p°i vypo£tu odstup-ovaného tvaru matice. Tento postupse nazyva Householderova transformace.

V¥ta 13.1 (Householderova transformace) Pro ka®déx;y 2 R", x 6 y, kxko = kyk, plati y = H(x y)x.

D-kaz. Pofitejme

— 2 T —
H(x y)x= In X YT y)(x x y) x=
2x  y)™x _ 2kxks  2yTx _
« o % VT oyt = Y
_ kxk3 + kyk3  2yTx _ kx  yk3
=X o kg VX e Y
=x (x y)=y: O

Householderova matice tedy p°evadi jeden vybrany vektox na jiny y se stejnou normou tim, °e
vynasobime vektorx zleva vhodnou Householderovou matici. Specialn¥ Ize p°estéa’dy vektor na vhodny
nasobek jednotkového vektoru:

D-sledek 13.2. Bueg x 2 R" a de nujme

H(x k xksep); pokudx 6 kxkses;
In; jinak.

H =

Potom Hx = kxkoey.
D-kaz. P°ipad x = kxke; je jasny. Jinak pouijeme v¥tu 13.1, vektoryx; kxkoe; maji stejnou normu. [

P°iklad 13.3. Bum x =(2;2;1)". Pak kxk, = 3 a tedy

0 1
1.2 2 1

H = H(x 3e1)=§@2 1 2A:
1 2 2

Nyni Hx =(3;0;0)", tedy linearni zobrazenix 7! Hx zobrazuje vektorx = (2;2;1)" na nasobek jednot-
kového vektoru. O

M¥jme matici A 2 R™ ". Householderovu maticiH sestrojime tak, aby prvni sloupec maticeA p°e-
vedla Householderova transformace podle d-sledku 13.2 naasobeke;. VynasobenimHA tak vynulujeme
prvky v prvnim sloupci A a° na prvni z nich. Rekurzivnim volanim transformace pak p°gedeme matici
do odstup-ovaného tvaru. Tento postup je tedy alternativouk elementarnim °adkovym Upravam. Mame
tu v2ak je2t¥ n¥co navic, a to tzv. QR rozklad, o n¥m° hovo°imepodrobn¥ji v nasledujici sekci.

Podobn¥ Ize pou®it i Givensova matice (problém 13.2). Wnasbenim matice A vhodnou Givensovou
matici zleva doka’eme vynulovat libovolny (ale pouze jedenprvek pod pivotem; toto je spole£na vlast-
nost s matici elementarni Gpravy. Abychom vynulovali v2ecmy prvky pod pivotem, musime tedy pou®it
p°islu2zné Givensovy matice vicekrat. Podrobn¥ se v2ak Givesovymi maticemi zabyvat nebudeme.

D Alston Scott Householder (1904 1993), americky numericky matematik, transformace je z roku 1958. Byl spoluzakla-
datelem numerické matematiky a pry nikdy necestoval letadl em, nebo” si byl v¥dom, kde v2ude p°i vypo£tech konstrukce
mohlo dojit k chyb¥.
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Peiklad 13.4 (Dopln¥ni na ortonormalni bazi). Bua u 2 R" vektor jednotkové délky, tj. kuk, = 1.
Sestrojte ortogonalni matici Q s prvnim sloupcem rovnymu. Jinymi slovy, dopl-te u na ortonormalni bazi
prostoru R". Tento problém se vyskytl nap°iklad v d-kazu v¥ty 10.57 o spé&tralnim rozkladu symetrickych
matic. Podle d-sledku 8.32 vime, °e takova ortogonalni matce musi existovat, ale doposud jsme nem¥li
pro tento problém U£inny nastroj. Householderova matice & tuto Glohy vy°e2i elegantn¥.
se2eni: Je-li u = e, pak z°ejm¥ stafi volitQ = |,. V opaEném p°ipad¥ m-°eme zvolit matici Q =

H(e1 u), tedy Householderovu matici pro vektore; u. Zd-vodn¥ni je jednoduché, prvni sloupec této
matice je podle Householderovy transformace rove ; = Qe; = H(er u)e; = u. O

13.2 QR rozklad

V¥ta 13.5 (QR rozklad). Pro ka°dou matici A 2 R™ " existuje ortogonalniQ 2 R™ ™ a horni trojuhel-
nikova maticeR 2 R™ " s nezapornou diagonalou tak, °@& = QR.

D-kaz. Matematickou indukci podle n, tj. po£tu sloupc-. Je-li n =1, pak A = a2 R™ a pro matici H
sestrojenou podle d-sledku 13.2 platiHa = kak,e;. Stafi polo®it Q .= HT a R = kakye;.
Induk£ni krok n n 1. Aplikaci d-sledku 13.2 na prvni sloupec matice A dostanemeHA | =
KA 1ke;. Tedy HA je tvaru
_ b™
HA = o B °
kdeB 2 RM D (" 1) g = KA 1k, 0. Podle indukEniho p°edpokladu existuje rozkladB = QR?, kde
Q%2 RM D (m 1) je ortogonalni aR®2 RM D (" 1 hornj trojuhelnikova s nezapornou diagonalou.
Upravme

1 (3; HA = (1) (3; . b; = bRTO (13.1)
OznaEme . T
Q=HT (13 %0 , R= obRO
Matice Q je ortogonalni aR je horni trojuhelnikova s nezdpornou diagonalou. Nyni rovite (13:1) ma tvar
Q'A = R, neboli A = QR je hledany rozklad. O

V¥ta dava i navod na konstrukci QR rozkladu, ktery formulujeme dole v algoritmu 13.6. V pr-b¥hu
algoritmu plati dva invarianty: A = QR a Q je ortogondlni. Podstata metody tedy spofiva v tom, %e

Algoritmus 13.6 (QR rozklad).
Vstup: matice A 2 R™ ",

1. Q=1Inh R=A,
2: for j =1 to min(m;n) do
3: X = R( :m;j),

4 if x 6 kxkoep then

5: X =X k xkseq,

6 HX) = Im e ooxx T,
7: H = '101 H?X) ,

8: R=HR, Q= QH,

9: end if

10: end for

Vystup: matice Q; R z QR rozkladu matice A (plati A = QR).
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Peiklad 13.7 (QR rozklad). Bux=

0 1
0 20 14
A=@3 27 4A:
4 11 2
Prvni iterace:
Xx=A1 k Aike=( 534"
1 1keg (() ) 1 0 L
T 1.0 15 20 5 25 4
Q=13 2— :2—5@15 16 12A; Q:A= @ 0 10A:
XX 20 12 9 0 25 10
Druhd iterace:
x=(0; 257 25, =( 25 25;
_ xx 0 1 | 0 10 25 10 |,
Q=12 257-= 1 3 Q@ 5,5 g9 0 10 °
Vysledek:
1 0 1
1 0 . 0 20 15 5 25 4
Q=Q1OQ :2—5@15 12 16A: R= @0 25 10\:
2 20 9 12 0 0 10

Vypo£et QR rozkladu matice v Matlabu / Octave:

>> [Q,R] = gr(JO -20 -14;3 27 -4;4 11 -2])
Q =
0.0000 -0.8000 -0.6000
0.6000 0.4800 -0.6400
0.8000 -0.3600 0.4800
R =
5.0000 25.0000 -4.0000
0.0000 25.0000 10.0000
0.0000 0.0000 10.0000 O

QR rozklad je jednozna£ny jen za ur£itych p°edpoklad-. Napfklad pro nulovou matici A =0 jeR =0
a Q libovoln& ortogonalni matice, tedy jednozna£nost tu nenadva.

Tvrzeni 13.8 (Jednozna£nost QR rozkladu) Pro regularni matici A 2 R" " je QR rozklad jednozna£ny
a matice R ma na diagonale kladné hodnoty.

D-kaz. Ze vztahuA = QR plyne, °e R je regularni, a proto musi mit nenulovou, tudi® kladnou, diagonalu.
Jednoznagnost uka®eme sporem. NechA ma dva r-zné rozklady A = Q1R;1 = Q2R,. Pak Q1 Q, =
Rlel, a tuto matici oznafime jako U. Z°ejm¥ U je ortogonalni (je to soufin ortogonalnich maticQ}
a Q,) a horni trojahelnikova (je to soufin hornich trojuhelnikovych matic R, a R; 1. Specialn¥, prvni
sloupecU mé tvar U 1 = (u11;0;:::;0)7, kde uy; > 0. Aby m¥l jednotkovou velikost, musiu;; = 1 a
proto U ; = e;. Druhy sloupec je kolmy na prvni, proto u,; = 0, a aby m¥l jednotkovou velikost, musi
Uy, = 1. Tedy U » = ep. Atd. pokrafujeme déle a° dostanemdJ = |, z £eho®°Q1 = Q2 aR; = Ry. To je
spor. O

V¥ta se da zobecnit i na p°ipad kdyA 2 R™ " ma linearn¥ nezavislé sloupce. Pak maticB a prvnich
n sloupc- Q je jednoznaf£n¥ urfeno, a diagonala matide je kladna.

Krom¥ standardniho QR rozkladu vyulijeme i tzv. redukovany QR rozklad Nech" A 2 R™ " ma
linedrn¥ nezavislé sloupce. Pak QR rozklad rozepizeme blok¥

QR= Q Q@ § =0OK
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kde Q 2 R™ " tvo°i prvnich n sloupc- matice Q a R tvo°i prvnich n °adk- matice R. Matice R je
regularni a horni trojuhelnikova. Rozklad A = QR pak nazyvame jako redukovany QR rozklad, proto®e
nese tu podstatnou £4ast informace a m-°eme z n¥j shadno celyRrozklad zrekonstruovat.

Pozndmka 13.9 (QR rozklad pomoci Gramovy Schmidtovy ortogonalizace) QR rozklad matice A 2
R™ " |ze sestrojit i pomoci Gramovy Schmidtovy ortogonalizace Prakticky se to sice ned¥la, proto®e
prav¥ diky pouiti ortogonalnich matic je Householderova tansformace numericky lep2i, ale umo®ni nam
to Iépe pochopit vztah obou metod.

Zakladni my2lenka je nasledujici: Zatimco Householderouwi transformacemi (tj., sekvenci ortogonal-
nich matic) upravujeme matici A na horni trojuhelnikovou, Gramova Schmidtova ortogonalizace funguje
p°esn¥ naopak pomoci sekvence vhodnych hornich trojuhekovych matic upravime A na matici s or-
tonormalnimi sloupci.

Konkrétn¥ popi2eme redukovany QR rozkladA = QR takto: M¥jme matici A 2 R™ ", jeji® sloupce

chceme zortonormalizovat. Budeme postupovat podle algonitu 8.28 s tim, e vektory x1;:::;Xn tvo°i
sloupce maticeA a vysledny ortonormalni systémzy;:::;z, tvo°i sloupce maticeQ. Matici R zkonstruu-
jeme z jednotlivych krok- Gramovy Schmidtovy ortogonaliz ace. Kroky 2 a 3 algoritmu maji tvar
K1
Yk = Xk hXk;zji7;
j=1
— 1 .
Zy = myk

Odtud vyjad®ime
K1
Xk = Xy zjiz + Kykkzy:
j=1

Na tuto rgvnost budeme nahliet jako na rovnostk-tych sloupc- rovnice A = QR, tedy xx = A =
QR ¢ = j”:l Kk Zj. To nam dava hodnoty v k-tém sloupci matice R. Celkem tedy ziskavame rozklad

A = QR ve tvaru

0 1
o 210 1 T kyik hxizgio i gz
i j P j 21 klkl e
%)Xl X2 Xn§: %Zl 2 Zn;% : 2
. . . . . . . .'- mn;Zn 1|
I J Il J 0 D 0 kynk

Poznamka 13.10 (QR rozklad pomoci Choleského rozkladu) Bua A 2 R™ " hodnostin a A = QR jeji
hledany QR rozklad. VWjad°ime matice Q; R blokov¥ jako

A=QR= @ @ §§ =R

kde R je regularni horni trojuhelnikova matice s kladnou diagonfou. Pak ATA = RTQ'QR = R'R =

RTR. Matici R tedy m-°eme sestrojit Choleského rozkladem z matice vznilké soufinemATA. Z rovnice
A = QR pak jednodu2e vyjad°imeQ@ = AR 1. Zbylé sloupefky maticeQ dopo£itame libovoln¥ tak, aby
matice Q byla ortogonalni (°e to Ize mame zaruf£eno d-sledkem 8.32).

13.3 Aplikace QR rozkladu

QR rozklad se da pouCit na °e2eni mnoha uloh, se kterymi jsmeesdoposud setkali. Jeho hlavni vyho-
dou je, % pracuje s ortogonélni maticiQ. Proto®e ortogonalni matice zachovavaji normu (v¥ta 8.76%)),
tak se zaokrouhlovaci chyby p°ili2 nezv¥t2uji. To je d-vod, prof£ se ortogonalni matice hojn¥ vyulivaji
v numerickych metodéach.
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QR rozklad a soustavy rovnic

Uvalujme soustavu linearnich rovnicAx = b, kde A 2 R" " je regularni. se2eni vypo£itame nasledujicim
zp-sobem: Wpo£itej QR rozklad A = QR. Pak soustava mé tvarQRx = b, neboli Rx = QT b. Protoe R
je horni trojuhelnikova matice, °e2eni dostaneme snadno 2inou substituci.

Asymptoticka slofitost QR rozkladu, a tedy i vy°e2eni soustvy rovnic, je %n3. Musi se ale vhodn¥
vyhodnotit jednotlivé vyrazy (viz problém 13.1); schema aboritmu 13.6 slou®i spi2 pro zékladni p°edstavu
fungovani metody ne® pro p°imo£arou implementaci. Oproti @Qussov¥ eliminaci je tedy tento zp-sob
peibli°n¥ dvakrat pomalej?i (viz poznamka 2.19), av2ak je rumericky stabiln¥j2i a p°esn¥ji.

QR rozklad a ortogonalizace

QR rozklad aplikujeme k nalezeni ortonormalni baze danéhorpstoru; je to tedy alternativa ke Gramov¥
Schmidtov¥ ortogonalizaci vR™. Nech” A 2 R™ " ma linearn¥ nezavislé sloupce a chceme sestrojit
ortonormalni bazi sloupcového prostoruS(A). Z redukovaného QR rozkladuA = QR a regularity R
vyplyva (tvrzeni 5.66), °e S(A) = S(Q). Tedy ortonormalni bazi S(A) tvo°i sloupceQ.

Vzhledem k vlastnostem ortogonalnich matic pakQ®tvo°i ortonormalni bazi Ker(AT), proto®e Ker(AT)
je ortogonalni dopln¥k kS(A). Z QR rozkladu matice A resp.AT tedy doka®eme vy£ist ortonormalni bazi
v2ech zakladnich maticovych prostor- °adkového, sloupcwého a jadra.

QR rozklad a rozzi°eni na ortonormalni bazi

N¥kolikrat jsme v tomto textu pouCili viastnost, °e ortonor malni systém vektor- jde roz2i°it na ortonor-
malni bazi. Zam¥°ime se na specialni p°ipad jak roz2i°it vedar jednotkové velikosti na ortonormalni bazi,
srov. p°iklad 13.4.

Buo a2 R", kak, =1, a bur a= Qr jeho QR rozklad. Aby byl vektor r, brano jako matice s jednim

n¥jaké 0. Proto®e kak, =1 a Q je ortogonalni, musikrk, = 1. Tudi® r = e, z £eho®a= Q ;. Vektor
a tak le°i v prvnim sloupci Q a ostatni sloupce p°edstavuji jeho roz2i°eni na ortonormai bazi.

QR rozklad a projekce do podprostoru

Nech” A 2 R™ " ma linearn¥ nezavislé sloupce. Vime (v¥ta 8.58), °e proje&ovektoru x 2 R™ do sloup-
cového prostoruS(A) je tvaru x°= A(ATA) ATx. Vyraz m-°eme zjednodu?it s pou®itim redukovaného
QR rozkladu A = QR. Proto®e S(A) = S(Q), hledame projekci do prostoru s ortonormalni bazi danou
ve sloupcich maticeQ. Podle poznamky 8.61 je matice projekc&QT a vektor x se projektuje na vektor

x%= QQTx.

QR rozklad a metoda nejmenzich £tverc-

Metoda nejmenzich £tverc- (sekce 8.5) spofiva v p°ibli®nénfe2eni p°eur£ené soustavy rovniéx = b, kde
A2R™ " m>n.Nech” A mahodnostn, pak p°ibli°’né °e2eni metodou nejmenzich £tverc- je

x =(ATA) 'ATb=(RTQ'QR) RTQ"b=

R 1(R—T) lR-TQTb: R 1QTb:

Jinymi slovy, x ziskame jako °e2eni regularni soustavigx = Q' b, a to zp¥tnou substituci proto®e matice
R je horni trojuhelnikova. Poviimn¥me si analogie s °e2enimeagularni soustavyAx = b, které vedlo na
Rx = QT b; nyni mame o°iznutou soustavuRx = QT b.

QR algoritmus

QR algoritmus? je metoda na vypo£et vlastnich £isel maticA 2 R" ", ktera se stala zakladem soudobych
efektivnich metod.

2 Autory jsou anglicky informatik John G.F. Francis a ruska ma tematifka Vera Nikolaevna Kublanovskaya, kte°l jej
vyvinuli nezavisle roku 1961.
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Algoritmus 13.11 (QR algoritmus).
Vstup: matice A 2 R" ",

1. Ag=A,i =0,

2: while not spln¥na ukon£ovaci podminkalo

3 sestroj QR rozklad maticeA;, tj. A; = OR,

4. Aia = RQ,

5 i=i+1,

6: end while

Vystup: matice A;.
Tvrzeni 13.12. Matice Ag;Az;::: jsou si havzajem podobné.
D-kaz. Ai+1 = RQ =1,RQ = Q'QRQ = QTAQ. O

Matice A;j na vystupu je podobna sA, a méa tim padem i stejna viastni £isla. Jak je zjistime? Algatmus
vesm¥s konverguje (p°ipady kdy nekonverguje jsou °idké, aio um¥lé; dlouho nebyl znam p°ipad kdy by
nekonvergoval) k blokov¥ horni trojuhelnikové matici s bli&y o velikosti 1 a 2. Bloky o velikosti 1 jsou
vlastni £isla, a z blok- o velikosti 2 jednodu2e dopo£itame dvojice komplexn¥ sdru®enych vlastoh £isel.

Peiklad 13.13. Iterace QR algoritmu pro danou matici A:

0 1 1
2 4 6:1667 2:4623 08616

2
A=@4 2 A1 @ 24623 12576 0:2598A |
2 2 1 0:8616 0:2598 1:9091

0 1 0 1
6:9257 Q7725 02586 6:9939 0:2225 Q0742

I @0:7725 1:9331 0Q0224A 1 @ (:2225 1:9945 0:0018A |
0:2586 00224 1:9925 0:0742 0:0018 1:9994

0 1 0
6:9995 00636 Q0212 7:0000 0:0182 00061

I @0:0636 1:.9996 0000A ! @ (:0182 2:0000 10 °A
0:0212 00001 1:9999 0:0061 10 5 2:0000

Symetrickd matice konverguje k diagonalni. P°esnost vypadfanych vlastnich £isel urfuje v¥ta 10.62 o Ger-
schgorinovych discich.
Zdrojovy kod pro Matlab / Octave:

>> A~=1[2 4 2,42 2;22 -1
>> for i=1:5

>>  [QR] = ar(A);

>>  A-= R*Q,

>> end

13.4 SVD rozklad

Stejn¥ jako QR rozklad je SVD rozklad jednou ze zékladnich technik v numerickych vypo£tech.

V¥ta 13.14 (SVD rozklad). Bua A 2 R™ " q:=minfm;ng. Pak existuje diagonalni matice 2 R™ "
sprvky 11 i qq 0 a ortogondlni maticeU 2 R™ ™, V 2 R" " takové, %eA=U VT,

3 zkratka za Singular value decomposition, rozklad na singularni £isla. Byl objeven roku 1873 nezavide °adou autor- jako
byli nap°®. Ital Eugenio Beltrami, Francouz Marie E. Camille Jordan, Anglifan James Sylvester, N¥mec Erhard Schmidt nebo
'vycar Hermann Weyl.
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Ideu d-kazu uvadime za algoritmem 13.17, ktery konstruuje D rozklad. Kladnym £isl-m na diago-

Singularni £isla jsou jednozna£na, ale maticg;V, a tim padem i SVD rozklad, byt nemusi.

Transpozice ortogondlni matice je op¥t ortogonalni maticeproto se zda na prvni pohled nesmysiné
transponovat matici V v rozkladu A = U VT. D-vod pro to je spi2 zvyklost. Takto m-°eme najit baze
urEitych prostor- ve sloupcich matic U;V (viz v¥ta 13.22), jinak bez transpozice by to byly sloupceJ a
°adky V.

V¥ta 13.15 (Vztah singularnich a vlastnich £isel) Buo A 2 Bm N r =rank(A), a nech” ATA ma vlastni
fisla 1 ::: n. Pak singularni £isla maticeA jsou ; = =100,

D-kaz. Nech" A= U VT je SVD rozklad A. Pak

co® je spektralni rozklad positivn¥ de nitni matice AT A. Proto ur£ujici prvky diagonalni matice jsou jeji

viastni £isla, £ili ; = 2. O

P°iklad 13.16. Bum Q2 R" " ortogonalni. Pak Q" Q = |, mé vlastni £isla samé jednifky. Tedy ortogo-
nalni matice Q ma singularni £isla také samé jedni£ky. O

D-kaz v¥ty prozradil navic, % matice V je ortogonalni matici ze spektralniho rozkladu maticeATA.
Podobn¥, maticeU je ortogonalni matici ze spektrainino rozkladuAA T :

AAT=U VTV TUT=U TUT = Udiag( §;:::; §0;:::;0)UT:

Bohu®el, spektralni rozklady matic ATA a AAT nem-°eme poucit ke konstrukci SVD rozkladu, protoe
nejsou jednozna£né. Pou®it m-°eme jen jeden a druhy dopo£dt trochu jinak.

Algoritmus 13.17 (SVD rozklad).
Vstup: matice A 2 R™ ",
1: SestrojV VT spektralni rozklad matice ATA;
2: r =rank( A);
3 = p_i, i=21;::00r;
4: S=diag( 1;:::5 ¢), = 3§
5: bue V; matice tvo°end prvnimir sloupciV;
6: U = AV;S 1;
7: dopl= Uy na ortogonalni matici U = (U j Uy);
Vystup: matice U; ;VT z SVD rozkladu matice A (plati A= U V).

dokéazat, °%e U; ma ortonormalini sloupce aA = U VT,
Z rovnosti ATA = V VT odvodime = VTATAV a od°iznutim poslednichn r °adk- a sloupc-

=(s His?*s '=1:

Zbyva ukazat, ° A = U VT, neboli = UTAV. Rozlo®meV = (Vi j V»). Od°iznutim prvnich r °adk-
a sloupc- v matici = VTATAV dostaneme0 = V,JATAV,, z £eho®AV, = 0 (d-sledek 8.56(1)). Nyni
s vyu®itim rovnosti AV, = U;S mame
T — T R — T H T — S 0 — .
UTAV = UTA(V1j V) = (UTUISjUTAV,) = 0 = O
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Peiklad 13.18 (SVD rozklad). M¥jme

0 1
1 1
A= @ OA:
0o 2
Spektralni rozklad matice ATA:
!
P p-- p_
2 2 2
2 2 6 0 =2
TA —
2 2 2
Urfeni S: p_
S = 6 0
S0 2
Ur£eniU; (v tomto p°ikladu mame V; = V):
U=Av;s 1= 3
p3§
3
Dopln¥ni U; ortogonalni matici U:
0 9_35 0
PP
U= % _3 _2
3 2
Vysledny SVD rozklad:
0 p, p-1
S AR
A= "3 P2 Tek@o oA
P2 % 00
3 2 6

Vypo£et SVD rozkladu matice v Matlabu / Octave:

o
NI

MR

©
N O

N

o
=

ol

|8

o
NI

MR

>0 =

>0

o
N|N-\RJ|N\

>> [U,S,V] = svd([1 1;2 0;0 -2])
U~=
-0.5774 0.0000 0.8165
-0.5774 -0.7071 -0.4082
0.5774 -0.7071 0.4082

S~=
2.4495 0
0 2.0000
0 0

V~=

-0.7071  -0.7071
-0.7071 0.7071

O

Peiklad 13.19 (SVD rozklad symetrickych matic). Bua A 2 R" " symetricka aA = Q QT jeji spektralni
rozklad, kde vlastni £isla na diagonale jsou set°id¥na sestupn¥ v absolutni hodnot¥. Je-li navic rtiee
A positivn¥ de nitni, pak spektralni rozklad je zarove- jejim SVD rozkladem A = U VT, protoe Ize

volit U= Q, =

aV = Q. Singularni £isla a vlastni £isla maticed pak splyvaji. Pokud matice A neni

positivn¥ de nitni, pak jeji singularni £isla jsou absoluini hodnoty z vlastnich £isel. SVD rozklad m-%e byt
tvaru A= U VT kdeU=Q% = j j,V=Q amatice Q°vznikne zQ p°enasobenim 1 t¥ch sloupc-,

které odpovidaji zapornym vlastnim £isl-m.

O
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Pozndmka 13.20 (Geometricka interpretace SVD rozkladu) Geometricky pohled na SVD rozkladA =
U VT matice A 2 R™ " je pomoci linearniho zobrazenf : R" ! R™ daného p°episent (x) = Ax. Matice
A je tak matici zobrazenif vzhledem ke kanonicke bazi, tjA = |, [f ], - Budeme chtit najit ortonormalni
bazeB; a B, prostor- R" a R™ tak, aby p°islu?na matice g, [f ]z, byla diagonalni. Rozepi?eme

Bz[f]B]_ = Bg[id]kan kan[f]kan kan[id181:

Za B zvolime ortonormalni bazi, obsaenou ve sloupcich maticé a podobn¥ zaB, zvolime ortonormalni
bazi, danou sloupci maticeU. Potom

enlidlg, = Vi g fid]g, = U 1= UT;

a proto
g,[flg, = UTAV = UT(U V)V =

je hledanou diagonalni matici. Podobn¥ m-°eme pracovat i opEnym sm¥rem: Pokud je maticeg [f |5,
diagonalni s kladnou diagonalou pro ortonormalni bazé3, B,, pak podle tvrzeni 8.79 dava p°edpis

U:= kan[id]Bz; V= kan[id]Bl; = Bz[f ]Bl
matice hledaného SVD rozkladuA = U VT.

Poznamka 13.21 (Redukovany SVD rozklad). Podobn¥ jako u QR rozkladu, tak i pro SVD rozklad
existuje redukovana verze, tzvredukovany (nebo té° tenky) SVD rozklad. Bus A = U VT hodnostir > 0.

Rozlo®meU = (U j Uz), V = (V1 j Vo) naprvnichr sloupc- a zbytek a dale oznaEmes = diag( 1;:::; r)
Pak )
S 0 V
A=U VT= U U 0 0 V;T = U,;SV":

Redukovany SVD pouiva jen £ast informace z SVD rozkladu, & tu podstatnou, ze které m-°eme piny
SVD rozklad zrekonstruovat (dopln¥nimU;, V1 na ortogonalni matice). Redukovany SVD jsme implicitn¥
pouCivali u® v d-kazu algoritmu 13.17.

13.5 Aplikace SVD rozkladu

SVD a ortogonalizace

SVD rozklad Ize poulit k nalezeni ortonormalni baze (nejensloupcového prostoruS(A). Na rozdil od
dosavadnich p°istup- nemusime p°edpokladat linearni nezdslost sloupc- matice A.
V¥ta 13.22. Nech" A= U VT = U;SV] je plany resp. redukovany SVD rozklad maticé 2 R™ ". Pak
(1) Sloupce Uy tvo®i ortonormalni bazi prostoru S(A).
(2) Sloupce V; tvo°i ortonormalni bazi prostoru R (A).

(3) Sloupce V, tvo°i ortonormalni bazi prostoru Ker(A).

D-kaz.

(1) P°enasobenim rovniceA = U;SV," matici V; zprava dostanemeAV; = U;S. Nyni, S(A) c
S(AV1) = S(U1S) = S(U;) diky regularit¥ matice S. Proto®e rank(A) = rank( U;), mame rov-
nost S(A) = S(U,).

(2) Plyne z p°edchoziho dikyR(A) = S(AT) a tomu, °¢ AT = V,;SU[ je redukovany SVD rozklad
transponované matice.

(3) Z p°edchoziho vime, °e sloupc¥; tvo°i ortonormalini bazi prostoru R (A) = Ker( A)? . Proto sloupce
V5, které dopl-uji sloupceV; na ortonormalni bazi R", p°edstavuji ortonormalni bazi Ker(A). O
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SVD a projekce do podprostoru

Pomoci SVD rozkladu m-°eme snadno vyjad°it matici projekce do sloupcového (a °adkového) prostoru
dané matice. Dokonce k tomu nepot°ebujeme p°edpoklad na k@rni nezavislost sloupc- matice, co® bylo
pot°eba ve v¥t¥ 8.58.

V¥ta 13.23. Nech” A = U;SV] je redukovany SVD rozklad maticeA 2 R™ ". Pak matice projekce do
(1) sloupcového prostoruS(A) je U,U],
(2) °adkového prostoruR (A) je V,V,'.

D-kaz.
(1) Z v¥ty 13.22 je S(A) = S(U,). SloupceU; tvo°i ortonormalni systém, a proto matice projekce ma
dle poznamky 8.61 tvarU, U .
(2) Plyne z p°edchoziho dikyR (A) = S(AT). O

Podobnym zp-sobem Ize odvodit i vzoref£ek pro p°ibli°®né °e2ei soustavy Ax = b metodou nejmenzich
£tverc-. Nicmén¥, pozd¥ji ve v¥t¥ 13.31 ukd®eme siln¥j?i \sledek.

SVD a geometrie linearniho zobrazeni

Bua A 2 R" " regularni matice a studujme obraz jednotkové koule p°i zolazenix 7! Ax. Z SVD roz-
kladu A = U VT plyne, °e linearni zobrazeni Ize rozloit na slo®eni t°i zaladnich zobrazeni: ortogonalni
zobrazeni s maticiV T, 2kalovani podle a ortogonalni zobrazeni s maticU. Konkrétn¥, zobrazeni s matici
VT zobrazi kouli na sebe sama, ji zdeformuje na elipsoid aU ji oto£i/p°evrati. Tedy vysledkem bude
elipsoid se st°edem v po£atku, poloosy jsou ve sm¥rech slaupJ a délky maji velikost q1;:::; n.

Hodnota - 1 se nazyvamira deformace a kvantitativn¥ udava, jak moc zobrazeni deformuje geo-
metrické Utvary. Je-li hodnota rovna 1, elipsoid bude mit tvar koule, a naopak £im v¥t2i bude hodnd,
tim protahlej2i bude elipsoid. Vyznam této hodnoty je ale ngenom geometricky. V numerické matematice
se podil-+ nazyva £islo podmin¥nosti a £im je v¥t2i, tim h-°e podmin¥nge matice A ve smyslu, °e vyka-
zuje 2patné numerické vlastnosti zaokrouhlovani v po£it€ové aritmetice s pohyblivou °adkovou £arkou
zp-sobuje chyby (viz sekce 1.3).

Empirické pravidlo °ik&, °e je-li £islo podmin¥nosti °ado¥ 10¢, pak p°i vypo£tech s matici (inverze,
°e2eni soustav, atp.) ztracime p°esnhost & desetinnych mist. Ortogonalni matice maji £islo podmin¥-
nosti rovné 1, a proto se v numerické matematice £asto pou%yi. Naproti tomu nap®. Hilbertovy matice
z p°ikladu 3.51 maji £islo podmin¥nosti velmi vysoké:

n £islo podmin¥nostiH,

3 500
5 10°
10 1013
15 10

SVD a numericky rank

Hodnost matice A je rovna po£tu (kladnych) singularnich £isel. Nicmén¥, praypo£etni U£ely se hodn¥
malé kladné £islo pova®uje za praktickou nulu. Bug' > 0, pak numericky rank matice A je maxfs; $>"g,
tedy po£et singularnich £isel v¥t2ich ne®, ostatni se berou za nulova. Nap°ikladMatlab / Octavede nuje
"=maxfm;ng 1 eps kdeeps 2 10 16 je p°esnost pofitafové aritmetiky.

SVD a low-rank aproximace

Bus A2 R™ "aA = U VT jeji SVD rozklad. Jestli’e ponechamek nejv¥tzich singularnich £isel a
ostatni vynulujeme 4+ =0, ..., ; =0, tak dostaneme matici

hodnosti k, kterd dob°e aproximuje A. Navic tato aproximace je v jistém smyslu nejlep2i mao°nda. Tojest,
v urfité norm¥ (viz sekce 13.7) je ze v2ech matic hodnoski prav¥ A° nejbli’e matici A.
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SVD a komprese dat

Low-rank aproximaci z p°edchoziho odstavce poulijeme k jetbduché metod¥ na ztratovou kompresi dat.
P°edpokladejme, °e maticeA 2 R™ " reprezentuje data, které chceme zkomprimovat. Pokudank(A) = r,
tak pro redukovany SVD rozklad A = U;SV]" si pot°ebujeme zapamatovatmr + r + nr = (m+ n+1)r

hodnot. Tedy kompresni pom¥r jek : r. fim men? k, tim men?i objem dat si stafi pamatovat. Ale na
druhou stranu, menzi k zna£i hor?i aproximaci.

Peiklad 13.24. Zmin¥ny postup ilustrujeme na kompresi obrazku (srov. p°ilkad 3.58). P°edpokladame, °e
matice A 2 R™ " reprezentuje obrazek, ve kterém pixel na pozidji;j ) ma barvu s £islema;; . Nasledujici
obrazky ilustruji komprimaci pro r-znou volbu k. Pro k = 480 mame originalni obrazek, prol50 asi
t°etinovou kompresi bez znatelné Gjmy na kvalit¥ obrazku, fi k = 50 u® dochazi k zrn¥ni a p°ik =5 je
obrazek znaEn¥ rozmazéan (ale na to, °e mame zhruld&o p-vodniho objemu dat, je vysledek stale sluzny).

original (k = 480) k =150

k =50 k=5

Obrazek p°edstavuje foto z konference o numerické algeb°eGatlinburgu z roku 1964, a zaznamenava
nejv¥t2i numerické matematiky své doby, zleva: James H. WHinson, Wallace Givens, George Forsythe,
Alston Householder, Peter Henrici, a Fritz Bauer. Obrazek sesklada z480 640 pixel-, SVD rozklad trval
cca 5 sec (11.5.2010).

Zdrojovy kod pro Matlab / Octave:
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>> |oad gatlin,

>> [X,S,Y] = svd(X);

>> figure(2), clf,

>> k~= 150;

>> Xk = X(;,1:k)*S(1:k,1:K)*Y(:,1:K)";
>> image(XK),

>> colormap(map),

>> axis equal, axis off,

SVD a mira regularity

Jak jsme uvedli v poznamce 9.11, determinant se jako mira regarity moc nehodi. Zato singularni £isla jsou
pro to jako stvo°end. Bue A 2 R" ". Pak | udava vzdalenost (v jisté norm¥, viz sekce 13.7) k nejbli®zi
singularni matici. Tak®e je to v souladu s tim, co bychom si pal takovou mirou p°edstavovali. Ortogonalni
matice maji miru 1, naproti tomu Hilbertovy matice maji malou miru regularity, tj. jsou tém¥° singularni:

n(Hn)
3 0:0027
5 10 ©
10 10 18
15 10 18

13.6 Pseudoinverzni matice

Je p°irozenou snahou zobecnit pojem inverze matice i na sialfirni nebo obdélnikové matice. Takové
zobecn¥né inverzi se °ikfgseudoinverzea existuje n¥kolik druh-. NejEast¥j?i je tzv. Mooreova Penroseova
pseudoinverz®, ktera spo£iva na SVD rozkladu.

De nice 13.25 (Mooreova Penroseova pseudoinverze)Bua A 2 R™ " matice s redukovanym SVD
rozkladem A = U,;SV;". Je-li A 6 0, pak jeji pseudoinverzeje AY = V,;S U] 2 R" ™ Pro A =0
de nujeme pseudoinverzi p°edpisemAY = AT.

P°iklad 13.26. Pseudoinverze nenulového vektora 2 R" je a¥ = aTlaaT, specialn¥ nap°((1; 1; 1; 1)T)Y =
11:1;1;1
4( ) 1 ] )'

Vypo£et pseudoinverze matice v Matlabu / Octave:

>> pinv([1;1;1;1])
ans =
0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

Tvrzeni 13.27 (Vlastnosti pseudoinverze) Pro matici A 2 R™ " plati:
(1) Je-li A regularni, tak A 1= AY,

(2) (AY) = A,
(3) (AT) =(A)T,
(4) A= AAYA,

(5) AY = AYAAY,
(6) AAY je symetricka,
(7) AYA je symetricka,

4 Nezévisle ji objevili americky matematik Eliakim Hastings Moore roku 1920 a anglicky fyzik, slavny popularizator, Rog er
Penrose roku 1955.
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(8) AY =(ATAVYAT,
(9) méa-li A linearn¥ nezéavislé sloupce, pakY = (ATA) 1AT,
(10) ma-li A linearn¥ nezavislé °adky, paldY = AT(AAT) 1.

D-kaz. Vlastnosti se doka®ou jednodu2e z de nice. Pro ilustraci uld®eme jen dv¥ vlastnosti, zbytek ne-
chavame £tena®i.

(4) Z de nice AAYA = U;SV]'V;S tUfU,; SV = U;SS 1SV = U;SV,
(9) Z p°edpokladu je V; £tvercova, tedy ortogonalni. Pak

(ATA) t=(v,SUfusV) T=(v,S2V) t=vs Ay
z £eho°(ATA) AT = v;S 2V]Vv;SU = v;S U] = AY. O

Prvni vlastnost °ika, °e se skute£n¥ jedna o zobecn¥ni klaké inverze. Vlastnosti (4) (7) jsou zajimavé

v tom, %e davaji alternativni de nici pseudoinverze; ta se tti° ekvivalentn¥ da de novat jako matice, ktera
spl-uje podminky (4) (7), a takova matice kupodivu existuje v°dy prav¥ jedna.

Na druhou stranu n¥které vlastnosti, u kterych bychom ofekeali, °e plati, tak obecn¥ platit nemusi.
Nap°iklad obecn¥AAY 6 AYA a (AB)Y 6 BYAY.

Pomoci pseudoinverze elegantn¥ vyjad°ime matice projeke® maticovych prostor-.
V¥ta 13.28. Bua A 2 R™ ", Pak matice projekce do
(1) sloupcového prostoruS(A) je AAY,
(2) °adkového prostoruR(A) je AYA,
(3) jadra Ker(A) je 1, AYA.
D-kaz.

(1) S poucitim redukovaného SVD rozkladuA = U;SV," upravme

AAY = U;SV/Vv,;S U] =y u]:
Podle v¥ty 13.23 jeU,;U] hledana matice projekce.

(2) Analogicky jako v p°edchozim jeAYA = V,V,", co° je matice projekce doR (A).

(3) Plyne z w¥ty 8.63 a vlastnostiKer(A) = R(A)? (v¥ta 8.53). O

Uva®ujme linearni zobrazeni dané p°edpisem (x) = Ax, kde A 2 R™ ", Ji° v sekci 8.4 jsme nahlédli
nasledujici fakt. Pokud omezime de ni£ni obor zobrazeni ndadkovy prostor R(A), tak dostaneme iso-

mor smus mezi prostory R(A) a f (R"). Uk&%eme, °e inverzni zobrazeni na tomto omezeném de ni£ni
oboru je pak popsano pseudoinverzni matici.

V¥ta 13.29 (Pseudoinverzni matice a linearni zobrazeni) Uvaujme linearni zobrazenif (x) = Ax, kde
A2RMm M
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(1) Pokud de nifni obor f (x) omezime pouze na prostoR (A), tak dostaneme isomor smus mezR (A)
af(R").
(2) Inverzni zobrazeni k tomuto isomor smu ma tvary 7! AVy.
D-kaz.

(1) Tato £&st byla dokdzéna ve tvrzeni 8.57, ale p°’edvedeméy d-kaz. Zobrazeni s omezenym de -
niEnim oborem je na , proto®e podle d-sledku 8.56(2) je

f (R")

S(A)= R(AT)= R(AAT) =
S(AAT) = fAY; y 2R (A)g= f (R(A)):

Jeliko® prostory f (R") a R(A) maji stejnou dimenzi (v¥ta 5.68), musi byt zobrazeni isomosmem.

(2) Podle v¥ty 13.28(2) se ka°dy vektorx 2 R (A) p°i zobrazenix 7! AYAx zobrazi naAYAx = X.
Tudi® AY je matice inverzniho zobrazeni k zobrazernk 7! Ax. O

Nejvyzna£n¥j2i vlastnost pseudoinverze spo£iva v popisum®iny °e2eni °e?itelnych soustav a mnoiny
p°ibli°nych °e2eni metodou nejmenz2ich £tverc- ne°e?telnych soustav. V obou p°ipadech jeAYb v jistém
smyslu vyzna£né °e2eni.

V¥ta 13.30 (Pseudoinverzni matice a °e2eni soustav rovnic)Bus A 2 R™ " b2 R™ a X mnoCina
°e2eni soustavyAx = b. Je-li X 6 ;, pak

X = AYb+Ker( A):
kde
Ker(A) = S(I, AYA):
Navic, ze v2ech vektor- z mno®inyX ma AYb nejmen?i eukleidovskou normu, a je to jediné °e2eni s touto
vlastnosti.

D-kaz. = Bum x 2 X, tj. Ax = h. Potom podle tvrzeni 13.27(4) jeAAYb = AAYAXx = Ax = b,
tedy AYb 2 X. Podle v¥ty 7.6 je X = xg + Ker( A), kde xg je libovolné °e2eni. Podle v¥ty 13.28(3) je
Ker(A)= S(I, AYA) a zaxg m-°eme volit AYb.

Norma. Bum x 2 X. Podle v¥y 13.29(2) jeAYb = AYAx 2 R (A) a déle plati R(A)? = Ker( A).
Nyni podle Pythagorovy v¥ty pro ka®déy 2 S(I,, AYA) plati

kAYb+ yk3 = KAYbkS + kyks k AYbka:

Tedy AYb nejmen?i eukleidovskou normu. Kady jiny vektor z X ma normu v¥t2i, proto®e y 6 0 implikuje
kyk, > 0. O

V¥ta 13.31 (Pseudoinverzni matice a metoda nejmenzich £tverc.) Bus A 2 R™ ", b2 R™ a X mnoCina
peibli°nych °e2eni soustavyAx = b metodou nejmenzich £tverc-. Pak

X = AYb+Ker( A):

Navic, ze v2ech vektor- z mno®inyX ma AYb nejmen?i eukleidovskou normu, a je to jediné °e2eni s touto
vlastnosti.

D-kaz. MnoCina p°ibli°nych °e2eni soustavy Ax = b metodou nejmenzich £tverc- je popsana soustavou
ATAx = ATba je neprazdnd, viz v¥ta 8.68. Podle v¥ty 13.30 mame

X = (ATA)YY(ATb) +Ker( ATA):
Jeliko® podle tvrzeni 13.27(8) je(ATA)YAT = AY a podle d-sledku 8.56 jeKer(ATA) = Ker( A), mno®ina
X ma poPadovany popis aAYb po®adovanou vlastnost. O

P°edchozi dv¥ v¥ty tedy mj. °ikaji, °e A¥b je vyznag£ny vektor. V p°ipad¥, °e soustavaAx = b ma
°e2eni, pak je jejim °e2enim s minimalni normou. A v p°ipad¥e soustavaAx = b nema °e2eni, pak je
jejim pCibli°nym °e2enim (op¥t s minimalni normou) metodou nejmenzich £tverc-. Navic neni zapot°ebi
p°edpokladu na linearni nezavislost sloupc- maticeA.
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13.7 Maticova norma

Nyni se vratime zp¥t k normam a podivame se na to, jak zavést nmu pro matice. P°esto®e normy
jsme probirali v sekci 8.1, d-le®itou maticovou normu p°edgavuje nejv¥t3i singularni £islo matice, proto
za’azujeme tuto £ast k SVD rozkladu.

V zasad¥, matice ZR™ " tvo°i vektorovy prostor, proto na matice m-°eme pohli°et jako na vektory.
Nicmén¥, pro maticovou normu se uvauje je2t¥ jedna vlastnst navic, proto mame specialni de nici.

De nice 13.32 (Norma matice). T°ida zobrazenik k: R™ " ! R je realna maticovd norma, pokud je
to norma pro libovolné m;n a navic spl-uje:

KABk k Ak kBk provzechnaA2 R™ P; B2 RP "

Prvni p°iklad maticové normy, se kterym se seznamime, jerobeniova norma
v _
ﬁ o
KAkg = aj:
i=1 j=1

Je to vlastn¥ eukleidovskd norma vektoru tvo°eného vemi piky matice A a vyuCili jsme ji ji° v p°i-
kladu 8.22. Nasledujici v¥ta ukazuje, °e Frobeniovu normuze pova‘ovat také za eukleidovskou normu

qu'vrzenl' 13.33 (Frobeniova norma). Bua A 2 R™ " se singularnimi £isly 1;:::; . Pak kAkg =
E

] ) PP P dp—

D-kaz. Podle tvrzeni 10.12 a v¥ty 13.15 mam&Akg = iz1 j=1 85 = trace(ATA) = i-1 -

O

Druhy p°iklad maticové normy je maticova p-norma:

KAk, = max KkAXxKp:
x:kxkp=1

V této de nici poufivame vektorovou p-normu. Vyslednou normu si m-°eme p°edstavit takto: Zobrazime
jednotkovou kouli (v p-norm¥, tedy vektory spl-ujici kxkp = 1) linearnim zobrazenimx 7! Ax a v obrazu
vybereme vektor s nejv¥t2i normou. Pro r-zné hodnoty p dostavame r-zné maticové normy. Ty nejEast¥ji
poulivané z nich shrnuje nasledujici v¥ta.
Tvrzeni 13.34 (Maticové p-normy). Bua A 2 R™ ", Pak maticovép-normy pro p2f 1;2;1g maji tvar

1) kAka = 1(A) (nei¥¥t2|’ singularni £islo),

(2) kAky =maxj=1::n p'nll jai I,

(3) kAkl = maxi:]_;:::;m jn:l ja”J = kAT kl.
D-kaz.

(1) Jak jsme ji° zminili, kAky je velikost nejv¥t2iho bodu elipsy, vzniklé obrazem jedndtové koule p°i
zobrazenix 7! Ax. Ze sekce 13.5 (SVD a geometrie linearniho zobrazeni) vinfe, tato hodnota je

1(A).
P P
(2) OznaEmec = maxXj=1.::n o jjj. P°ipome-me, %ekxky =  ;_; jXkj. Pro jakékoli x takové, °e
kxky =1, plati

kAxkq = ajj X; Jaij ) Xj) =
izl j=1 i=1 j=1
X.I - - Xr\ - - X] - -

= 1Xj ] 1aij jxjjc=c:

j=1 i=1 j=1

Zarove- se nabyde rovnoskAxk; = ¢ vhodnou volbou jednotkového vektorux = €. Proto dosta-
vame maXy.kxk, =1 KAXKy = C.
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Zarove- se nabyde rovnoskAxk; = c¢ vhodnou volbou vektoru x 2 f 1g". Proto dostavame
MaXy kxk, =1 KAXKy = C. O

Poznamka 13.35. M¥jme vektor v 2 R" a libovolné p. Nyni vyraz kvk, m-°e ozna£ovat jak vektorovou,
tak maticovou p-normu, povaujeme-li v za matici s jednim sloupcem. To v2ak nevadi, proto®e ob¥ daja
stejnou hodnotu. ZaEneme s maticovou normou a uka®eme, e sevna vektorove:

kvkp = max kvxk, = max kvxk, =k vkp = kvkp:
x2 R:kxk=1 x2f 1g

Vime z v¥ty 8.76, °e p°enasobeni vektoru ortogonalni matiahem¥ni jeho eukleidovskou normu. Nyni
tvrzeni zobecnime pro Frobeniovu a maticovou 2-normu.

Tvrzeni 13.36. Buc A2 R™ " abucteQ2 R™ M, R 2 R" " ortogonalni. Pak
(1) kQARKg = KAKg,
(2) kQARKkz = kAk>.

D-kaz.

(1) Analogicky jako v d-kazu tvrzeni 13.33 mame

kQARKZ = trace(( QAR)' (QAR)) = trace( RTATQTQAR) =
=trace(RTATAR) = trace(ATARR ") = trace( ATA) = kAKZ;

kde jsme navic vyuCili fakt, °e trace(BC) = trace( CB) pro ka°dé B;C 2 R" ",

(2) S poueitim substituce x := RTy odvodime

kQARK, = max kQARxk; = max kARxk; =

X:kxko=1 X :kxko=1
= max kAyk, = max kAyk,; = kAks: O
y:kRTyko=1 y:kyko=1

Maticové normy se objevuji v r-znych souvislostech. Nejpne uka®me, °e davaji odhad na velikost
vlastnich £isel.

V¥ta 13.37 (Odhad spektralniho polom¥ru pomoci normy) Bua A 2 R" ". Pak pro ka°dou maticovou
normu plati (A) k Ak.

D-kaz. Bua 2 C libovolné vlastni £islo ax odpovidajici vlastni vektor matice A, tedy Ax = X.
De nujme matici X =(xjoj | 0). Proto®e plati AX = X , m-°eme odvodit

] kXk=kX k=KAXk k Ak kXk:

Vyd¥lenim kX k 6 0 dostavamej j k Ak. O
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Peiklad 13.38. Uvaujme matici 0 1
1 2 3

A=@ 2 A:
3 6 9

Jeji spektralni polom¥r a r-zné typy norem mayji hodnoty:

(A) =12;
kAkg = I01_54 12:4097

kAk, = P 154 124097
kAk; = 15;
kAk, =18:

Vypo£et Frobeniovy normy ap-normy pro p=2;1;1 v Matlabu / Octave:

>> A=[1 2 3;1 2 3;3 6 9]

>> norm(A,'fro"), norm(A), norm(A,1), norm(A,'inf),
ans = 12.4097

ans = 12.4097

ans = 15

ans = 18

O

Poznamka 13.39 (Vypo£etni slofitost). Bua A 2 R" ". Neni t¥°ké nahlédnout, °e vypo£et Frobeniovy
normy a p-normy pro p 2 f1;1g ma asymptotickou slo%itost 2n?. Maticova 2-norma se po£ita pouze
iterativn¥ a b¥°n¥ pouivané metody maji kubickou slo®itos (s urfitym koe cientem), podobn¥ jako
vlastni £isla matice (viz zaEatek sekce 10.7). P°esto je @edtni maticovou normou, kterou nap°. Matlab
£i Octave pou®ivaji.

Dal2i velmi zajimava vlastnost singularnich £isel je, °e ; udava v 2-norm¥ vzdalenost matice k nejblio?i
matici hodnosti nanejvy2 i 1. V d-kazu nasledujici v¥ty je schované i to, jak tuto matici sestrojit ne
nahodou je to matice z low-rank aproximace (sekce 13.5).

V¥ta 13.40 (Interpretace singularnich £isel) Bua A 2 R™ " se singularnimi £isly 1;:::; ;. Pak
i =min fkA Bky; B2 R™ "; rank(B) i 1g
pro ka°déi =1;:::;r.
D-kaz. Nerovnost . Nech” A = U VT je SVD rozklad matice A. De nujme matici p°edpisem B =
Udiag( 1;:::; i 1;0;:::;0)VT. Pak
kA Bk, = kUdiag(0;:::;0; i;:::; n)VTk2= kdiag(0;:::;0; i;:::05 ke =
Nerovnost .Bua B 2 R" " libovolna matice hodnosti nanejvy2i 1 a uka®eme, °ekA Bk i

Nech” V; sestava z prvnichi sloupc- matice V. Bua 06 z 2 Ker(B)\S (V1), to jest Bz = o, a navic
normujeme z tak, aby kzk, = 1. Takovy vektor existuje, proto®e dimKer(B) n i+1 adimS(Vy) = i.
Pak

kA Bk3= max k(A B)xk3 k (A B)zk3 = kAzk3 = kU VTzks:

x:kxkz=1
Proto®e z 2 S(V4), |ze psatz = Vy pro n¥jaky vektory = (y1;:::;yi;0;::::0)7, peifemPkyks = kV Tzk, =
kzko, = 1. Nyni
X X
kU VTzk3= kU VTVyKk3 =k yk3= 2y? fyf = Pkyki= O
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Specialn¥, nejmen?i singularni £islo, matice A 2 R" " udava vzdalenost k nejbli®?i singularni matici,
srov. sekce 13.5 (SVD a mira regularity). To znamena, °e mate A + C je regularni pro v2echny matice
C 2 R" " spl-ujici kCky < .

Peiklad 13.41. Uva®ujme matici

0 1
1 1 1 1
_B1 1 1 1§
A_%l 1 1 1
1 1 1 1

Jeji nejmen?i singularni £islo je 4 = 2 (ve skute£nosti jsou v2echna singularni £isla stejn¥ velkdroto®e
A je dvojnasobkem ortogonalni matice). Tudi® matice z-staneregularni i kdy® k ni p°ifteme libovolnou
matici s 2-normou menz2i ne° 2. O

Dal?i souvislosti uvadi nap®iklad Prasolov [1994].

Problémy

13.1. Na stran¥ 228 jsme letmo zminili vypo£etni slo®itost @ rozkladu v kontextu °e2eni soustav li-
nearnich rovnic. Analyzujte sloCitost detailn¥ji. Konkrétn¥, urEete maximalni po£et aritmetickych
operaci algoritmu 13.6 a navrhn¥te vhodna vylep2eni efekin¥j2iho vyhodnoceni vyraz- v jednot-
livych krocich.

13.2. Navrhn¥te metodu na QR rozklad za pou®iti Givensovychmatic.

13.3. Za pou®iti QR rozkladu popi?te v2echna °e2eni soustay Ax = b, kde A ma linearn¥ nezavislé
°adky.

13.4. Nech” v2echna singularni £isla matic& 2 R" " jsou stejna. Uka‘te, °e A je nasobek ortogonalni
matice.

13.5. Uka°te, °e Frobeniova ap-norma jsou skute£n¥ maticovymi normami.

13.6. Bus A 2 R" ", Dokate kAk, k Ak " nkAko.

13.7. Bus A 2 R" " Uka‘te, °%e kAT Ak, = kAk3, ale obecn¥AZ?k, 6 KAK3.

13.8. Bur A 2 R" ". Doka‘te, % ze v2ech symetrickych matic je matice%(A + AT) nejbli’e k matici A
ve Frobeniov¥ a maticové 2-norms¥.
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Shrnuti ke kapitole 13. Maticové rozklady

Maticové rozklady jsou velmi U£inny nastroj teoretické i vypo£etni informatiky. Roz-
klad- existuje cela °ada, mezi ty vyznaEné se °adi QR a SVD rddad. Ne nahodou
oba pouPivaji v rozkladu ortogonalni matice.

QR rozklad vyjad°uje libovolnou realnou matici jako souf£in ortogonalni a horni
trojuhelnikové. Tento rozklad Ize vypofetn¥ jednodu?e ziat pomoci Gramovy
Schmidtovy ortogonalizace £i Householderovou transforntd. VyuCiti QR rozkladu je
nep°eberné: °e2eni soustav linearnich rovnic, nalezenitonormalni baze, sestrojeni
matice ortogonalni projekce, °e2eni metodou nejmenzich gerc-, metoda na vypo£et
vlastnich £isel, ...

SVD rozklad mé& analogické vlastnosti. Danou realnou maticrozklada na sou£in orto-
gonalni, diagonalni (ale ne nutn¥ £tvercovou!) a ortogonal. WuCiti je podobné jako

pro QR rozklad, ale navic ndm °ika n¥co o geometrii linearniiczobrazeni, dava na-
stroj pro aproximaci a kompresi dat. Umo®-uje také p°irozer¥ roz?i°it pojem inverzni
matice na ne nutn¥ regularni matice.

Singularni £isla (= £isla diagonalni matice z SVD rozkladupak poskytuji podstatné
informace o linearnim zobrazenk 7! Ax, o matici A samotné a také o datech, ktera
reprezentuje. Singularni £isla °ikaji, jak moc linearni Zorazeni degeneruje objekty,
jaké ma matice numerické vlastnosti, jaka je vzdalenost k njeli°?i singularni matici

a nejv¥t2i singularni £islo reprezentuje £asto pouCivanomaticovou normu.



Zav¥rem

Tato kniha nepina2i jen faktické zaklady z linearni algeby, ale autor by byl rad, kdyby £tena® v textu
hledal i dal?i hlub2i my2lenky a souvislosti. Zkusim zde zd-raznit n¥kolik pohled- a princip-, které se
prolinaji celou linearni algebrou:

Algebraicky vs. geometricky pohled.

Na v¥tzinu pojm- lineérni algebry Ize nahli®et algebraicky nebo geometricky. Ani jeden p°istup neni
siln¥j2i ne® druhy, oba maji stejnou dokazovaci schopnostP°esto je dobré se na v¥ci divat z vice
ahl- pohledu, proto®e nam to pom-°e porozum¥t podstat¥ v¥ci.

Pro ilustraci: Na soustavy linearnich rovnic se m-°eme divad algebraicky, kdy hledame vektor spl-
—ujici dané rovnice, nebo se na n¥ m-°eme divat geometrickyako na nadroviny a °e2eni je jejich
pr-sefik. Jiny p°iklad: Interpretaci determinantu jako ob jem rovhob¥°nost¥nu jsme dokazali alge-
braicky ve v¥t¥ 9.26, ale stejn¥ tak lze my2lenku nahlédnougeometricky, jak jsme ufinili v po-
znamce 9.27. Dal?i p°iklad: Vlastni £isla a vektory m-°eme yjad°ovat algebraicky pomoci rovnice
z de nice, nebo geometricky jako invariantni sm¥ry. V tomto rozli2eni je relace podobnosti busoto
algebraickd Uprava vynasobeni matici a jeji inverzi, aneb@m¥na sou°adného systému (baze), ve
kterém zkoumame linearni zobrazeni. Posledni p°iklad: Kwratické formy a Sylvestr-v zakon setr-
va£nosti. Algebraicky pohled je maticova transformaced ! STAS, kdeto geometricka je op¥t jako
zm¥na baze kvadratické formy.

Invarianty a zékladni tvary.

Invariantem rozumim operaci, kterd nem¥ni n¥jakou zakladnvlastnost, o kterou nam jde. Je to
d-leity princip vyskytujici se i v jinych oblastech matema tiky. Nap°®iklad v souvislosti s °e2enim
soustav linearnich rovnic jsou to elementarni °adkové Upnay, které m¥ni matici, ale nem¥ni mnoCinu
°e2eni. Linearni zobrazeni se nezm¥ni, kdy® zm¥nime bazim#ni se pouze matice, ktera ho reprezen-
tuje. Pro determinant to byly také elementarni °adkové £i sbupcové Upravy. Ale pro vlastni £isla u°
jsme museli hledat jinou Upravu, a byla ji podobnost. A pro kwadratické formy to byla kongruence.

S invarianty souvisi zakladni tvary matic, tedy v jistém smyslu nejjednodu??i tvary, ke kterym se
danou operaci m-°eme dostat: RREF pro elementarni °adkové pravy, Jordanova normalni forma
pro podobnost a diagonalni matice pro kongruenci.

Axiomatizace.

N¥které pojmy jsme zavedli konstruktivn¥, nap°iklad deteminanty, ale jiny zp-sob de nice je pomoci
axiom-, tedy vy£tem vlastnosti, které ma dany objekt spl-ovat. Takto jsme de novali pojem grupy,
t¥lesa £i vektorového prostoru. P°estoe je tento zp-sob han¥ abstraktni, je v matematice £asto
vyu°ivan prav¥ pro obecnost de novanych pojm-. Vektorem tedy neni n¥jaky sm¥r v prostoru, ale
v r-znych souvislostech to m-°e byt i polynom, matice, nebo t°eba funkce.
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Znateni

Uu+vVv spojeni podprostor-, U+ V = fu+ v;u2 U;v2 Vg, str. 85
U+ a soufet mnoCiny vektor- a vektoru, U+ a= fu+ a; u2 Ug, str. 113

u Vv direktni soufet podprostor, U V = U + V, de novano jen pro podprostory, pro které je
U\ V = fog, str. 86

[Vls sou’adnice vektoruv vzhledem k baziB, str. 81
9 existen£ni kvanti kator ( existuje ), str. 11
8 univerzalni kvanti kator ( pro v2echna ), str. 11
By [f ]BU matice linearniho zobrazenif vzhledem k bazimBy; By, str. 101
kAk norma matice A, str. 229
kxk norma vektoru x, str. 128
. L

kx ko eukleidovska norma,kxks, = ", X2, str. 129
% podprostor, str. 75

produkt (sou£in), str. 11
g f slo®ené zobrazeni(g f)(x)= g(f (x)), str. 12
B(;yi skalarni soufin vektor- x;y, str. 125

suma (soufet), str. 11
M ? ortogonalni dopln¥k mno®iny M, str. 135
adj(A)  adjungovana matice kA, str. 157
A i-ty °Adek matice A, str. 22
Aj j -ty sloupec maticeA, str. 22
Al inverzni matice k matici A, str. 45
AY pseudoinverze maticeA, str. 227
A Hermitovska transpozice matice, A = KT, str. 182
AT transpozice matice, str. 38
AT inverze a transpozice maticeA T = (AT) 1=(A 1T, str. 46
C mnoCina komplexnich £isel, str. 14

C(p) matice spole£nice polynomuy(x), str. 171

det(A) determinant matice A, str. 151

diag(v) diagonalni matice s diagonalnimi prvkyvay;:::;vn, str. 38
dimV dimenze prostoruV, str. 83

e jednotkovy vektor, & = (0;:::;0;1;0;:::;0)" s jednifkou nai-té pozici, str. 37
Ei( ) elementarni matice pro vynasobeni-tého °adku £islem 6 0, str. 44

Ej elementérni matice pro prohozeni dvou °adk:i;j , str. 45

Ei () elementérni matice pro p°ifteni -nasobkuj-tého °adku ki-tému, str. 44

f (U) obraz mnoPiny U p°i zobrazenif , str. 98

r f(x) Jacobiho matice parcialnich derivaci funkced , str. 105
GF(p") Galois eld, algebraické t¥leso velikostip", str. 69
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H(a) Householderova matice vytvo°ena a, str. 147
Im(z) imaginarni £ast komplexniho £isla, str. 14
I, | jednotkova matice °adun, str. 37

Jk( ) Jordanova bu-ka, str. 178

kan kanonicka baze, str. 80

Ker(A) jadro matice A2 T™ " Ker(A)= fx 2 T"; Ax = og, str. 86
Ker(f) jadro zobrazenif : U! V, Ker(f)= fx 2 U; f (x) = og, str. 98

N mnoCina p°irozenych £iselN = f1;2;:::g
n! faktoridl, n!=1 2 3 ::: n, str. 12
o] nulovy vektor, str. 74
pa( ) charakteristicky polynom matice A, str. 166
pn prostor realnych polynom- prom¥nné x stupn¥ nanejvy?n, str. 74
Q mnoCina raciondalnich £isel
R mnoCina realnych £isel
(A) spektralni polom¥r matice A, maximalni absolutni hodnota z vlastnich £isel, str. 167
rank(A) hodnost matice A, str. 25
Re(z) realna £ast komplexniho £isla, str. 14
REF odstup-ovany tvar matice, str. 25
Rm N prostor realnych matic rozm¥rum n, str. 74
R" prostor realnych n-rozm¥rnych aritmetickych vektor-, str. 74

RREF  redukovany odstup-ovany tvar matice, str. 29

R(A) °adkovy prostor matice A, R(A) = S(AT), str. 86

S(A) sloupcovy prostor maticeA, S(A) =spanfA 1;:::;A g, str. 86
sgn(p) znaménko permutacep, str. 64

Sh mno®ina v2ech permutaci nafl;:::;ng, str. 63

span(W) linearni obal mno®iny vektor- W, str. 76

T n¥jaké t¥leso, str. 66

Tm N prostor matic rozm¥rum n nad t¥lesemT, str. 74

T" prostor aritmetickych n-rcgm¥rnych vektor- nad t¥lesemT, str. 74
trace(A) stopa matice,trace(A) = .; a, str. 168

Z komplexn¥ sdruené £islo, str. 14

Z mnoCina celych £isel

Zn mno®na f0;1;:::;n 1g, str. 67
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