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Prehled

Organizace



Organizace prednasky

» Pfrednasky v Zoomu, dokud to bude potteba (patrné cely
semestr). Pfednaska ma svoji stranku v Moodle (odkaz v
SISu). Tam bude vS§echno.

» Nedojde-li k technickym komplikacim, bude video
prednasky dostupné (po prihlaseni do SISu).

» Kdyby vam vadilo byt nahrani, mazete vypnout svoiji
kameru, pfipadné dotazy klast v chatu.

» Budu ale rad, pokud si kameru zapnete, abych vidél, jak
pomalu/rychle mluvim, co vas prekvapilo, atd.

» Pouzivejte téz funkce Zoomu — prihlasit se,
zpomalit-zrychlit, atd.

» Béhem prednasky budeme pouzivat kratké ankety.

» Pdf verze ,tabule” bude téz k dispozici — uz pred
prednaskou.

» ZkouSka bude v idedlnim pfipadé prezencni pisemka
s moznosti Ustniho dozkouseni.

> V Moodlu je také prostor pro diskuzi, jak (ne)funguije
technologie. Pfipadné se ozvéte emailem.



Organizace cviceni

» Detaily vam sdéli cviCici



Plan pfednasky

?‘a"déPOdOb”%r

Modely nahody Pozorovana data




Prehled

Pravdépodobnost — Gvod



Aplikace na rozehrati

Priklad
Dany dva polynomy f(x), g(x) stupne d. Chceme zjistit, zda
jsou stejné, a to co nejrychleji.



Pravdépodobnost — intuice, definice
N

(O]

které jevy neumime/nechceme popsat kauzalné:
hod kostkou

tfi hody kostkou, nekonec¢né mnoho hodu kostkou
hod Sipkou na ter¢

pocet emaill za den

» dobu béhu programu (v realném pocitaci)

vvvyyy

Davody:
» fyzikalni vlastnost pfirody?
» komplikovany proces (pocasi, medicina, molekuly plynu)
» neznamé vlivy (plsobeni dalSich lidi, programd, ...)
» randomizované algoritmy (test prvocCiselnosti, quicksort)
» nahodné grafy (odhady Ramseyovych Cisel)

Pro popis pomoci teorie pravdépodobnosti napred vybereme
mnoZinu elementarnich jevd (sample space) Q.



Prostor jevl

Déle vybereme prostor jevu (event space) F C P(Q2), u kterych
budeme meéfit jejich pravdépodobnost.
Casto F = P(Q), to je mozné vzdy, kdyz Q2 je spoCetna. Ale
napr. pro Q = R to uz nejde.
Definice
F C P(RQ) je prostor jevu (téZ o-algebra), pokud

> e FaQeF,

> Ac F=Q\AeF, a

> A, A,...e F=> UA,’Gf.
i=1



Axiomy pravdépodobnosti

Definice
P F — [0,1] se nazyva pravdépodobnost (probability), pokud

> P((Z)):O P(Q):1 a
> P( U A) = Z P(A;), pro libovolnou posloupnost po dvou
d/S/unktn/ch jevu Ay, A, ... € F.

Definice
Pravdépodobnostni prostor (probability space) je trojice
(Q, F, P) takova, Ze

» Q +# 0 je libovolna mnoZina,

» F C P(Q) je prostor jevu, a

» P je pravdépodobnost.



Nazvoslovi
» Sance (0dds) jevu A je O(A) = %. Napf. $ance na
vyhru je 1 ku 2 znamen4, ze pravdépodobnost vyhry je
1/3; Sance, Ze na kostce padne Sestka je 1 ku 5.

> Aje jisty jev* znamenda P(A) = 1. Takeé se fika, Zze A
nastava skoro jiste (almost surely), zkracené s.j. (a.s.).
» ,Aje nemozny jev* znamena P(A) = 0.



Zakladni vilastnosti

Véta
V pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) plati pro A, B € F
1. P(A)+ P(A°) =1 (A° =Q\ A)
2. ACB= P(A) < P(B)
3. P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)
4. P(AfUAxU...) <> P(A)) (subaditivita, Booleova nerovnost)



Priklady pravdépodobnostnich prostoru 1

» Konecny s uniformni pravdépodobnosti
Q je libovolna koneCna mnozina, F = P(Q),
P(A) = |A/|Q.
» Diskrétni
Q = {wj,wo, ...} je libovolna spocetna mnozina. Jsou
dany pq,po,--- € [0,1] se souctem 1.

P(A) = > pi

iwi€A



Priklady pravdépodobnostnich prostort 2

> Spojity
Q C R pro vhodné d (Q napk. uzaviena nebo oteviend)
F vhodna (obsahuje napt. v§echny oteviené mnoziny)
f:Q — [0, 1] je funkce takova, Ze [, f(x)dx = 1.
P(A) = [, f(x)dx

Spec. pfipad: f(x) = 1/V4(Q)

P(A) = V4(A)/Va(Q),
kde V4(A) = [, 1 je d-rozmérny objem A.

» Bernoulliho krychle — nekone¢né opakovani

Q = SN, kde S je diskrétni s psti Q,

F vhodna (obsahuje napf. vSechny mnoziny tvaru
A=A X - XAy x8EXxSx---

P(A) = Q(A1)- - Q(Ax)

Pt.: {0, 1} nekoneéné hazeni minci



Neptriklady

» Nahodné prirozené ¢islo mizeme vybrat mnoha
zpusoby. V prednasce pozname geometrické a Poissonovo
rozdéleni. NemuUzeme ale pozadovat, aby v§echna
prirozend Cisla méla stejnou pravdépodobnost. (Proc?)
,Nahodné pfirozené Cislo je sudé s pravd. 1/2.“ ???

» Nahodné realné cCislo Opét neni Zadny preferovany
zpUsob, jak definovat pravdépodobnost pro Q = R.
Typicky bude kazdé realné Cislo mit pravdépodobnost 0!
Navic nejde definovat pravdépodobnost tak, aby
nezéleZela na posunu, tj. P([0,1]) = P([1,2]) = ...

» Nahodna tétiva kruznice — Bertrandtiv paradox
Vybereme nahodnou tétivu zadané kruznice. Jaka je
pravdépodobnost, Ze jeji délka je vétsi, nez strana
vepsaného rovnostranného trojuhelniku?



Prehled

Podminéna pravdépodobnost



Podminéna pravdépodobnost

Definice
Pokud A, B € F a P(B) > 0, pak definujeme podminénou
pravdépodobnost A pri B (probability of A given B) jako

P(AN B)

PAIB)= “pg)

Q

©
C

> Q(A):= P(A| B). Pak (2, F, Q) je pravdépodobnostni
prostor.



Zretézené podminovani
> P(ANB) = P(B)P(A| B)

Véta
Pokud Ay, ..., Ane FaP(Ain---NAy >0, tak

P(A1 ﬂAzﬁ"'ﬂAn):

P(A1)P(Az | A))P(As | A1 NAs) ... P(An | ﬂ A)



Rozbor vSech moznosti

Definice
Spocetny systém mnoZin By, B, ... € F je rozklad (partition) €2,
pokud

> BiNBi=0proi#ja

> U,- B = Q.

Véta
Pokud By, B>, ... jerozklad Q2 a A € F, tak

P(A) =3 P(A| B)P(B)

(sCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).



Rozbor vSech moznosti



Bayesova veéta
Véta
Pokud By, Bo, . .. je rozkladQ, A€ F a P(A), P(B;) > 0, tak

P(A] B)P(5))
>.i P(A| B)P(B))
(scitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).

P(Bj | A) =




Bayesova véta



Nezavislost jevu

Definice
Jevy A, B € F jsou nezavislé (independent) pokud
P(An B) = P(A)P(B).

> Pak také P(A | B) = P(A), pokud P(B) > 0.



Nezavislost vice jevu

Definice
Jevy {A; : i € I} jsou (vzajemné) nezavislé, pokud pro kaZdou
konec¢nou mnozinu J C |

P((A) =[] P(A).
jeJ i

Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoZiny J,
nazyvame jevy {A;} po dvou nezavislé (pairwise independent).



Spojitost pravdépodobnosti

Véta
Necht pro mnoZiny z prostoru jevu plati

Al CACA3C---
aA=UX,A;. Pak plati
P(A) = lim P(A)).

I—00

> A, C {P,O}Y, A, = mezi prvnimi n hody pad| aspon
jednou orel.



Prehled

Bonus



Borel-Cantelliho lemma

Véta
Necht jevy A1, A, ... spinuji P(A;) = p; > 0 pro kaZdé i.
Oznacme Nic jev ,nenastal Zadny z jevi {A;} “ a Inf jev
,hastalo nekonecné mnoho z jevi {A;} "

1. Pokud); pj < oo, tak P(Inf) = 0.

2. Pokud jsou jevy A1, Ao, ... nezavislé a); p; = oo, tak
P(Nic) =0, P(Inf) = 1.
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Co uz vime

>

>

definice pravdépodobnostniho prostoru (2, F, P): dva
axiomy
naivni pravdépodobnostni prostor: 2 kone¢na, F = P(Q2),
P(A) = |A]/19|
diskrétni pravdépodobnostni prostor: Q = {w1,wo, ...},
F=P), > pi=1
P(A) = > pi
Tw; €A
geometricky pravdépodobnostni prostor:
Q C R? s konecnym objemem,
P(A) := Vg(A)/Va()
pravdépodobnostni prostor spojity s hustotou:
Q C R? s funkei f, kde [, f =1,
P(A) = fA f



Co uz vime: Zakladni vlastnosti

V pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) plati pro A, B € F
> P(A°)=1- P(A) (Ac=Q\ A)
» ACB= P(A) < P(B)
» P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANDB)
> P(AiUAyU...) <), P(A;) (subaditivita, Booleova nerovnost)

» Definujeme podminénou pravdépodobnost (pro P(B) > 0).

P(ANB)

P(A|B) = =55

> Q(A) = P(A | B) splnuje axiomy pro pravdépodobnost



Prehled

Podminéna pravdépodobnost



Zretézené podminovani
> P(ANB) = P(B)P(A| B)

Véta
Pokud Ay, ..., A, e FaP(AiNn---NA,) >0, tak

P(AinAyn---NA,) =

P(A))P(Ay | A1)P(As | A1 N As)...P(A, | ﬂ Ay)

» Priklad: vytdhneme 3 karty z baliCku 52 karet. Jaka je
P(zadné srdce)?



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

Definice
Spocetny systém mnoZin By, Bs, ... € F je rozklad
(partition) 2, pokud

» BNBj=0proi+#ja

> U, Bi = .
Véta
Pokud By, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

ZP P(A| B))

(scCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

» 1. aplikace. Mame tfi mince: P+O, P+P, O+0O. Jaka je
pravdépodobnost, ze padne orel?



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

» 2. aplikace. Gambler’s ruin — zbankrotovani hazardniho
hrace.
Méame a korun, nas protihrac b korun. Hrajeme opakované
spravedlivou hru o 1 K¢, dokud nékdo nepfijde o vSechny
penize. Jaka je pravdépodobnost, Zze vyhrajeme?



Bayesova véta

Véta

Pokud By, Bs, ... jerozkladQ, A e F, P(A)>0aP(B;)>0,
tak

P(A) - Y, P(Bi)P(A|B;)
(scCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).

P(B; | A) = P(Bj)P(A| Bj) _ _P(Bj)P(A| Bj)




Bayesova véta



Nezavislost jevu

Definice
Jevy A, B € F jsou nezavislé (independent) pokud
P(ANB)=P(A)P(B).

> Pak také P(A | B) = P(A), pokud P(B) > 0.

Priklad: Hodime dvakrat minci. Ozna¢me
» A={weQ:w =P} = poprvé padla panna”
» B={weN:wy =P} = podruhé padla panna“
> O ={we Q:w #ws} = ,padla pravé jedna panna®



Nezavislost vice jevu

Definice
Jevy {A; : i € I} jsou (vzajemné) nezavislé, pokud pro kaZdou
konec¢nou mnozZinu J C I

P(()A) =] P(49).

ieJ iceJ

Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoZiny J,
nazyvame jevy {A;} po dvou nezavislé (pairwise independent).



Spojitost pravdépodobnosti

Véta
Necht pro mnoZiny z prostoru jevu plati

Al C Ay CA3C -
aA=U2 A;. Pak plati

P(A) = lim P(A4;).

1—00

» A, C {P,O}N, A, = mezi prvnimi n hody padl aspoii
jednou orel.



Prehled

Diskrétni nahodné veli¢iny



Nahodna veli€ina/proménna
Casto nas zajima ¢islo dané vysledkem nahodného pokusu.
» Hodime na terC a zméfime vzdalenost od stfedu.

» Hazime kostkou, dokud nepadne Sestka, ale pak si
vS§imneme jenom toho, kolik hodu to trvalo.

» U quicksortu (algoritmus na tfidéni) mérime pocet kroku
(v zavislosti na nahodné volbé pivotu).

Definice

Méjme pravdeépodobnostni prostor (2, F, P). Funkci X : Q — R
nazveme diskrétni nahodna veli¢ina (discrete random variable),
pokud I'm(X) (obor hodnot X ) je spocetna mnozina a pokud
pro vsechna realna x plati

{weQ: X(w)=2a}eF.



Pravdépodobnostni funkce

Definice
Pravdépodobnostni funkce (probability mass function, pmf)
diskrétni nahodné veliciny X je funkce px : R — [0, 1] takova,
Ze

px(x) =P(X =2)=PH{weQ: X(w) =1})

> erlm(X) px(x) =?

> S:=Im(X) Q(A) := erApX(az)
(S,P(S), Q) je diskrétni pravdépodobnostni prostor.

» Pro S = {s; : i € I} spoCetnou mnozinu realnych Cisel a
c; € [0,1] splnujici ), ; c; = 1 existuje pravdépodobnostni
prostor a diskrétni n.v. X na ném takova, ze px(s;) = ¢
pro: e I.



Prehled

Priklady diskrétnich n.v.



Bernoulliho/alternativni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi jednom hodu nespravedlivou minci.
» ZnaCime X ~ Bern(p). (Nékdy se znacCi Alt(p).)

» Dano p € [0, 1].

> px(1) =p

> px(0)=1-p

» px(k)=0prok #0,1

v

Pro libovolny jev A € F definujeme indikatorovou n.v. 1 4:
Iy(w) =1pokud w € A, I4(w) = 0 jinak.
» [4 ~ Bern(P(A))

v



Binomialni rozdéleni
» X = pocet orlt pfi n hodech nespravedlivou minci.

» ZnaCime X ~ Bin(n,p).

» Dano p € [0, 1].
> px(k) = (Z)pk(l —p)”_k prok € {0,1,...,n}



Binomialni rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

Vygenerovano nasledujicim kédem v R
x40 <— 0:40
plot (x40, dbinom(x40, 40, 0.1))

plot (x40, dbinom (x40, 40, 0.5))
plot (x40, dbinom (x40, 40, 0.9))



Poissonovo rozdéleni

> ZnaCime X ~ Pois(\).

» Dano realné )\ > 0.
PR

» Pois(A) je limitou Bin(n, A\/n)

» X popisuje napf. pocet emaill, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

0.10 0.15 0.20

dpois(x40, 4)

0.05

go
§
g
E
s i

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x40 <— seq(0, 40,by=1)
plot (x40, dpois (x40, 4))



Poissonovo paradigma

> A,..., A, jsou (skoro-)nezavislé jevy s P(A;) = p;,
A =Y. pi- Necht n je velkeé, kazdé z p; malé. Pak pfiblizné
plati

Z 14, ~ Pois(\).
i=1



Geometrické rozdéleni

» X = kolikatym hodem minci pad| prvni orel.
» ZnaCime X ~ Geom(p).

» Dano p € [0, 1].
> px(k) = (1-p)*'p
» Neékdy se tomuto rozdéleni fika posunuté geometrické, a

za normalni geometrické se povazuje rozdéleni X — 1, tj.
pocet netspésnych hodu.



Prehled

Stfredni hodnota



Stredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v., tak jeji stfredni hodnota (expectation)
je oznaCovana E(X) a definovana

pokud soucet ma smysl.



LOTUS

» Pro reélnou funkci g a diskrétni n.v. X je Y = ¢g(X) také
diskrétni n.v.

Véta (LOTUS)
Pokud X je diskrétni n.v. a g realna funkce, tak

pokud soucet ma smysl.



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. aa,b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X) =0, tak P(X =0) = 1.
2. PokudE(X) > 0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b) =a-E(X)+0.
4. B(X +Y) =E(X)+E().



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= ) 2 -P(X=uz|B),
zelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud B, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

E(X) = ZE(X | B;))P(By),

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Bonusy



Bertrand’s paradox



Simpsons’s paradox
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Prehled

Diskrétni ndhodné veli€iny



Co uz vime

Definice

Méjme pravdepodobnostni prostor (2, F, P). Funkci X : Q@ — R
nazveme diskrétni nahodna veli¢ina (discrete random variable),
pokud Im(X) (obor hodnot X) je spocetna mnoZina a pokud pro
véechna realna x plati {w € Q : X(w) = x} € F.

Definice
Pravdépodobnostni funkce (probability mass function, pmf)
diskrétni nahodné veliciny X je funkce px : R — [0, 1] takové,
Ze

px(x) = P(X =x)=P({w e Q: X(w) = x})

> > xeim(x)Px(X) =1
> atoje jediné omezeni
» X urCuje diskrétni pravdépodobnostni prostor na Im(X)



Jiny popis — distribu¢ni funkce

Definice
Distribu¢ni funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

Fx(x):=P(X <x)=P(H{w e Q: X(w) < x).

» Fx je neklesajici funkce
> limy__oo Fx(x) =0
> limy_ 100 Fx(Xx) =1
» Fx je zprava spojita



Prehled

Priklady diskrétnich n.v.



Bernoulliho/alternativni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi jednom hodu nespravedlivou minci.
» Znacime X ~ Bern(p). (Nékdy se znaci Alt(p).)

Déno p € [0, 1].
px(1)=p
px(0)=1-p

px(k) = 0 pro k # 0,1

vvyyypy

v

Pro libovolny jev A € F definujeme indikatorovou n.v. Ia:
la(w) =1 pokud w € A, Ia(w) = 0 jinak.
» [4~ Bern(P(A))

v



Binomialni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi n hodech nespravedlivou minci.
» Déno p € [0, 1] — pravdépodobnost orla pfi jednom hodu.
» ZnaCime X ~ Bin(n, p).

v

X =31, X; pro nezavislé n.v. Xi,..., X, ~ Bern(p).
px(K) = P(X = K) = ()p*(1 — p)™* pro k € {0,1,..., n}

v



Binomialni rozdéleni: pravdépodobnostni funkce
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Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x <— 0:40

plot (x,dbinom(x,40,0.1))
plot (x,dbinom(x,40,0.5))
plot(x,dbinom(x,40,0.9))

~




Binomialni rozdéleni: distribu¢ni funkce

/0000000000000
S
o

pbinom(x, 40, 0.1)
pbinom(x, 40, 0.5)
pbinom(x, 40, 0.9)

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x <— 0:40

plot (x,pbinom(x,40,0.1))
plot (x,pbinom(x,40,0.5
plot (x,pbinom(x,40,0.9))

~
~




Hypergeometrické rozdéleni
» X = pocet vytazenych ¢ervenych mickul pfi n tazich, v
osudi je K Cervenych z N celkovych mickua
» Danon, N, K.
» Znacime X ~ Hyper(N, K, n).

> px(k) = P(X =k) = (f)(Nﬁ)_f)



Poissonovo rozdéleni

» Znacime X ~ Pois()\).

» Déano realné )\ > 0.
k
> px(k) =367

» Pois(\) je limitou Bin(n, A/n)

» X popisuje napf. pocet emaill, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

0.10 0.15 0.20
| | 1

dpois(x, 4)

0.05
1

o
C00600000000000000000E000000AC

0.00
1

T T T T T
0 10 20 30 40

X

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

X <— seq(0,40,by=1)
plot (x,dpois(x,4))



Poissonovo paradigma

> Ajq,...,Anjsou (skoro-)nezavislé jevy s P(A;) = pj,
A = ;pi- Necht nje velké, kazdé z p; malé. Pak pfiblizné
plati

n
> " la, ~ Pois()).
i=1



Geometrické rozdéleni

» X = kolikdtym hodem minci padl prvni orel.
» Znacime X ~ Geom(p).

» Déno p € [0,1].
> px(k)=(1-p)<'p,prok=1,2,...
» Neékdy se tomuto rozdéleni fika posunuté geometrické, a

za normalni geometrické se povazuje rozdéleni X — 1, {j.
pocet netspésnych hodu.



Prehled

Sttedni hodnota



Stredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v., tak jeji stfredni hodnota (expectation)
je oznacovana E(X) a definovana

E(X)= > x-P(X=x),

xelm(X)

pokud soucet ma smysl.

» Necht X je definovana na diskrétnim prostoru (2, F, P).
Pak stfedni hodnotu Ize také definovat

=Y X(w)P({w}).

weN



LOTUS

» Pro realnou funkci g a diskrétni n.v. X je Y = g(X) také
diskrétni n.v.

Véta (LOTUS)
Pokud X je diskrétni n.v. a g readlna funkce, tak

= Y 9XP(X=x)

xelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétnin.v. aa, b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X)=0,tak P(X=0)=1.
2. PokudE(X) >0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b)=a -E(X)+b.
4. E(X+Y)=E(X)+E(Y).



Rozptyl

Definice
Rozptyl (variance) n.v. X nazveme ¢islo E((X — EX)?).

Znacime jej var(X).
Véta

var(X) = E(X?) — E(X)?



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= )  x-P(X=x|B)
xelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud By, B>, ... jerozklad Q a A € F, tak

E(X) = Y E(X | B)P(B)

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Parametry nahodnych veli¢in



Parametry rozdéleni — Bernoulliho

Pro X ~ Bern(p) je
> E(X)=p
> var(X) =p— p?



Parametry rozdéleni — binomické
Pro X ~ Bin(n, p) je
> E(X)=np
» var(X) =np(1 —p)



Parametry rozdéleni — geometrické

Pro X ~ Geom(p) je
> E(X)=1/p

> var(X) = P



Parametry rozdéleni — Poissonovo
Pro X ~ Pois()) je
> E(X) =\
> var(X) =\



Prehled

Nahodné vektory



Zakladni popis nahodnych vektoru

» X, Y —nahodné veliCiny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (2, F, P).

» Budeme chtit uvazovat (X, Y) jako jeden objekt — ndhodny
vektor.
» Jak to udélat?

» Priklad: hazime dvakrat ¢tyfsténnou kostkou, X = prvni
hod, Y = druhy hod.



Sdruzené rozdéleni

Definice

Pro diskrétni n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, F, P) definujeme jejich sdruzenou pravdépodobnostni
funkci (joint pmf) px y : R? — [0, 1] pfedpisem

pxy(x,y) = Pw € Q: X(w) = x&Y(w) = y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
Px;,.. % (X1, - - - s Xn).



Marginalni rozdéleni

> Mame-li dano py v, jak zjistit rozdéleni jednotlivych slozek,
ti. px a py?



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» PakZ =g(X,Y)jen.v.na(Q,F,P)
» aplati pro ni

axX.,Y)) =Y D agxyPX=xY=y)

xelmX yelmy

Véta
Pro X, Y n.v.aa,b e R plati

E(aX + bY) = ak(X) + bE(Y).



Dlkaz véty o rozptylu



Nezavislost nahodnych veli€in

Definice
Diskrétni n.v. X, Y jsou nezavislé (independent) pokud pro
kaZdé x,y € R jsou jevy {X = x} a{Y = y} nezavislé. To
nastane, praveé kdyZz

PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y).



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).



Soucet nezavislych n.v.

> Mame-li dano py vy, jak zjistit rozdéleni souctu, Z = X + Y?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nezavislé nahodné veli¢iny

(zkracené n.n.v.), tak jejich soucet Z = X + Y ma
pravdépodobnostni funkci

P(Z=z)= ) P(X=x)P(Y=2z-x).

xelmX
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Prehled

Diskrétni n.v. — stfedni hodnota a rozptyl



Co uz vime

v

vVvyYVYyyvyy

Co je diskrétni n.v.

Jak je popisovat pomoci pravdépodobnostni a/nebo
distribu¢ni funkce.

Ptiklady rozdéleni: Bernoulliho, binomické,
hypergeometrické, Poissonovo, geometrické.

Co je stfedni hodnota: dvé mozné definice:

E(X) = > cermx)® - P(X =)

E(X) =2 ea X (w)P({w})

E(9(X)) = Yaerm(x) 9(x)P(X = ) (LOTUS)

,Kolik Cekame, ze primérné dostaneme, kdyz budeme

opakovat nezavislé pokusy s vysledkem popsanym X “ ...

bude tzv. zakon velkych Cisel



Srovnani binomického a Poissonova rozdéleni:
pravdépodobnostni funkce

0.20
1
®
s/

Bin(40,.1) vs Pois(4)
0.10
|
©

0.00
[}
o

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x = 0:40

bin = dbinom(x,40,0.1)

pois = dpois(x,4)

plot(x,bin, ylab="Bin(40,.1)_vs_Pois(4)")
points (x+.1,pois,col="red")



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. aa,b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X) =0, tak P(X =0) = 1.
2. PokudE(X) > 0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b) =a-E(X)+0.
4. B(X +Y) =E(X)+E().



Alternativni formulka pro stfedni hodnotu
Véta

Necht X je diskrétni n.v. nabyvajici jen hodnot z
No =1{0,1,2,...}. Pak plati

E(X) = ip(x > n).
n=0



Rozptyl

Definice
Rozptyl (variance) n.v. X nazveme éislo E((X — EX)?).

Znacime jej var(X).
» Smerodatna odchylka (standard deviation) o x = \/var(X)
— ,stejné jednotky jako X*.
> Méfi, jak je daleko ,typicky“ je X od E(X). Mohli bychom
to méfit i jinak (napf. E(|X — E(X)|), ale rozptyl je
vyhodnéjsi).
Véta

var(X) = E(X?) — E(X)?



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= ) 2 -P(X=uz|B),
zelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud B, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

E(X) = ZE(X | B;))P(By),

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Parametry nahodnych veli¢in



Parametry rozdéleni — Bernoulliho
Pro X ~ Bern(p) je
> E(X)=p
> var(X) =p(1 —p)



Parametry rozdéleni — binomické
Pro X ~ Bin(n,p) je
> E(X)=mnp
> var(X) =np(1l - p)

» Prvnipostup: X =" | X;, kde X; =
> E(X;)=P(X;=1) =

» Druhy postup:
E(X) =Y hook-P(X =k) =33 o k(p)p"(1—p)"*



Parametry rozdéleni — hypergeometrické
Pro X ~ Hyper(N, K,n)
> E(X) =nk

> var(X) = n%(l — %)%:’f

» Prvnipostup: X =" | X;, kde X; =
E(X;))=P(X;=1)=

v

> Druhy postup: X = Y"1 ¥}, kde Y; =
> E(Y;) = P(Y;=1) =



Parametry rozdéleni — geometrické
Pro X ~ Geom(p) je
> E(X)=1/p
> var(X) = 1[);217



Parametry rozdéleni — Poissonovo
Pro X ~ Pois()\) je
> E(X)=A\
> var(X) =\



Prehled

Nahodné vektory



Zakladni popis nahodnych vektoru

» X,Y —nahodné veliCiny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (92, F, P).

» Budeme chtit uvazovat (X, Y") jako jeden objekt — nahodny
vektor.
» Jak to udélat?

» Priklad: hazime dvakrat Ctyfsténnou kostkou, X = prvni
hod, Y = druhy hod.



Sdruzené rozdéleni

Definice

Pro diskrétni n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, F, P) definujeme jejich sdruZzenou pravdépodobnostni
funkci (joint pmf) px .y : R? — [0, 1] pfedpisem

pxy(z,y) =P{weQ: X(w) =2&Y (w) =y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
bXxs,..., Xn(xl,...,a:n).



Marginalni rozdéleni

» Mame-li déno px v, jak zjistit rozdéleni jednotlivych slozek,
tj. px apy?



Marginalni rozdéleni
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. Pak

px(x)=P(X =2) = Z P(X =z&Y =y) = Z pxy(z,y)

Yelm(Y) Yelm(Y)



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» Pak Z = g(X,Y) jen.v.na (Q, F, P)
» aplati pro ni

E(g(X,Y))= > Y glayPX =2 =y).

zelmX yelmY

Véta
Pro X,Y n.v.aa,b € R plati

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).



Dlkaz véty o rozptylu



Nezavislost nahodnych veli€in

Definice
Diskrétni n.v. X,Y jsou nezavislé (independent) pokud pro

kaZdé x,y € R jsou jevy {X =z} a{Y =y} nezavislé. To
nastane, praveé kdyz



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).



Soucet nezavislych n.v.

» Mame-li ddno px v, jak zjistit rozdéleni souctu,
Z=X+Y"?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nezavislé nahodné veli¢iny

(zkracené n.n.v.), tak jejich soucet Z = X +Y ma
pravdépodobnostni funkci



Prehled

Podminéné rozdéleni



Podminéné rozdéleni
X, Y —diskrétni ndhodné veli€iny na (2, 7, P), Ae F
> pxja(z) =P(X =z |A)
priklad: X je vysledek hodu kostkou, A = padlo sudé Cislo

> pxpy(zly) = P(X =2 |Y =y) pfiklad: X, Z jsou vysledky
dvou nezavislych hodu kostkou, Y = X + Z.

px1y(6]10) =

> px|y ZPX,Y:



Sdruzené vs. podminéné rozdéleni

pr‘...‘10‘11‘12‘ Hp);y‘...‘10‘11‘12‘
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Prehled

Nahodné vektory



Co uz vime

» Nahodny vektor = vektor, kde kazda souradnice je
nahodna velicina, stale jen diskrétni.

» Sdruzena pravdépodobnostni funkce (joint pmf)
pxy : R? — [0,1] je definovana pfedpisem

pxy(z,y) =P X =2&Y =y)

» Marginaini rozdéleni = rozdéleni jednotlivych souradnic

» Sdruzené rozdéleni ma vic informace, obecné nejde z
jednotlivych slozek rekonstruovat.

» Jde to pro nezavislé n.v. — tam plati (podle definice)
pxy(z,y) = px(z)py (y)
a taky (cviceni)

PX<z&Y <y)=PX <z)P(Y <y)



Marginalni rozdéleni ze sdruzeného
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. Pak

px(z)= Y PX=2&Y=y)= > pxy(zy)

Yelm(Y) YeIm(Y)

py(y)= Y, PX=z&Y=y)= > pxy(y

Xelm(X) Xelm(X)



Priklad: Multinomické rozdéleni

» Na kostce padne Cislo i s pravdépodobnosti p; pro
i1 =1,...,6. Hodime n-krat a ozna¢ime X; pocet hodu, kdy
padlo i.



Sdruzovani/Coupling — netrivialni vyuziti sdruzenych
rozdéleni

» X ~ Bin(n,p)aY ~ Bin(n,q) aprop < q

» Co mlzemeficto Fx a Fy?

> SF o (Mp*(1 — p)"* je rostouci funkce p — ale prog?

3— 00089000000000000
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Sdruzovani/Coupling — netrivialni vyuziti sdruzenych
rozdéleni

» X ~ Bin(n,p)aY ~ Bin(n,q) aprop < q

» Co mlzemeficto Fx a Fy?

> SF o (Mp*(1 — p)"* je rostouci funkce p — ale prog?
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Coupling

> X =>",X;, kde Xy, ..., X, jsoun.n.v

> Y =>" Y,kdeY,..., Y, jsoun.nyv

» Vztah X a Y je neni urCen — miZzou byt jakékoliv.
>

Zaridime, Ze nebudou nezavislé, dokonce bude vzdy
X <Y.

» Staci definovat Y; =



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» Pak Z = g(X,Y) jen.v.na (Q, F, P)
» aplati pro ni

E(g(X,Y))= > Y glayPX =2 =y).

zelmX yelmY

Véta
Pro X,Y n.v.aa,b € R plati

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).
Ddkaz byl minule, vyuzili jsme tehdy nejasny krok

E(XY) = > 2y -P(X =2&Y =)
zeIm(X),yeIm(Y)



Soucet nezavislych n.v.

» Mame-li ddno px v, jak zjistit rozdéleni souctu,
Z=X+Y"?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nahodné veliciny, tak pro Z = X +Y
plati
P(Z=z= > PX=zY=z-u1)
zeIm(X)

Pokud X, Y jsou navic nezavislé, tak



Ukazka konvoluce



Prehled

Podminéné rozdéleni



Podminéné rozdéleni
X, Y —diskrétni ndhodné veli€iny na (2, 7, P), Ae F
> pxja(z) =P(X =z |A)
priklad: X je vysledek hodu kostkou, A = padlo sudé Cislo

> pxpy(zly) = P(X =2 |Y =y) pfiklad: X, Z jsou vysledky
dvou nezavislych hodu kostkou, Y = X + Z.

px1y(6]10) =

> px|y ZPX,Y:



Sdruzené vs. podminéné rozdéleni

pr‘...‘10‘11‘12‘ Hp);y‘...‘10‘11‘12‘
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Prehled

Spojité nahodné veliciny



Obecna ndhodna velicina

Definice
Nahodna veli¢ina (random variable) na (), F, P) je zobrazeni
X : Q — R, které pro kazdé x € R splriuje

{we: X(w) <z} eF.

» diskrétni n.v. je n.v.



Distribuc¢ni funkce

Definice
Distribucni funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

Fx(z) =P(X <z)=P{weQ: X(w) <x).

» Fx je neklesajici funkce
> lim, o Fx(2) =0
> lim, o Fx(z) =1
> Fx je zprava spojita



Distribu¢ni funkce — dal$i ukazky



Kvantilova funkce
Pro nadhnou veliinu X definujeme kvantilovou funkci
Qx : [0,1] — R pomoci
Qx(p) :=min{zr € R:p < Fx(x)}

> Pokud F je spojita, tak Qx = Fy'.
> Qx(1/2) = median (pozor, kdyZ F'x neni rostouci)
> (Qx(10/100) = desaty percentil, atd.



Spojitd nahodna veli¢ina

Definice
N.v. X se nazyva spojita (continuous), pokud existuje
nezaporna realna funkce fx tak, Ze

Fy(z) = P(X < z) = / Fx(t)dt.
(Nékdy se téz pouziva pojem absolutné spojita veli¢ina.)

Funkce fx se nazyva hustota (probability density function, pdf)
nahodné veliciny X .



Prace s hustotou
Véta
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx. Pak
1. P(X =x) =0 pro kaZzdé = € R.
2. Pla< X <b) = [ fx(t)dt pro kaZdé a,b € R.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q Jje odpovidajici kvantilova funkce.
1. NechtU ~U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni
funkci F'.
2. Necht X je n.v. s distribucni funkci F'x = F, necht F je
rostouci. Pak F'(X) ~ U(0,1).
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Stredni hodnota spojité n.v.

Definice
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx . Pak jeji stfredni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovanaE(X) a
definovana -

E(X) :/ x fx(x)dz,

‘

pokud integral ma smysl, tj. pokud se ,nejedna o typ oo — oo .

» Analogie s vypoCtem tézisté tyCe ze znalosti hustoty.



Spojity LOTUS

Véta (LOTUS)
Pokud X je spojita n.v. s hustotou fx a g realna funkce, tak

Blo(x) = [ " g@) fx (@)da,

pokud integral ma smysl.
(Dukaz vynechame.)



Prehled

Spoijité nahodné veliCiny



Shrnuti, co uz vime

>

Fx(z) := P(X < z) distribu¢ni funkce, existuje vzdy, je
neklesajl'ci zprava spojita, F'x(—oo) =0, Fx(4+00) =1
= [ fx(t)dt pro tzv. spojité n.v. Pro ty dale plati:

>P(a§X<b P fx(t)dt, spec. tedy P(X = z) = 0 pro

v

vvyyy

kazdé z ¢ R

obecngji: P(X € A) = [, fx(t)dt, kdykoli umime pFes
mnozinu A integrovat

spec. tedyf fX t)ydt =1
E(9(X)) = |7, g(t)fx(t)dt

Pokud je hustota spojita, tak navic plati: fx = F% (z&kladni
véta kalkulu).



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Rozptyl spojité n.v.
E(X) = /_OO z fx(x)dx

E(X?) = /_00 22 fx(z)dz

Oznalime-li p = E(X), tak

var(X) = /_OO (z — p)? fx(z)de = B(X?) — (E(X))?
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Prehled

Spojité nahodné veliciny



Obecna nahodna veli¢ina — co uz vime

> N.v. je zobrazeni X : Q — R, které pro kazdé = € R spliuje
{we: X(w) <z}eF.

» Diskrétni n.v. je n.v.
» Distribuéni funkce n.v. X je funkce Fx(z) := P(X < z).

» Distr. fce je F'x je neklesajici, zprava spoijita, s
definovanymi limitami v +oo.



Kvantilova funkce
Pro nahodnou veli¢inu X definujeme kvantilovou funkci
Qx :[0,1] — R pomoci
Qx(p) :=min{r € R:p < Fx(x)}

> Pokud F je spojita, tak Qx = Fy'.

» Obecné plati: Qx(p) <z < p < Fx(x).

> Qx(1/2) = median (pozor, kdyZ F'x neni rostouci)
> Pokud Fy je spojita, tak Qx = Fi'.



Spojitd nahodna veli¢ina

Definice
N.v. X se nazyva spojita (continuous), pokud existuje
nezaporna realna funkce fx tak, Ze

Fy(z) = P(X < 2) = /_ C eyt

(Nékdy se téz pouziva pojem absolutné spojita veli¢ina.)
Funkce fx se nazyva hustota (probability density function, pdf)
nahodné veliciny X .

» Alternativné: mame zadanou funkci f > 0's ffooo f=1

» Vybereme nahodny bod pod grafem f.

» Oznacime jeho soufadnice (X,Y).

» Pak X je n.v. s hustotou f.



Prace s hustotou
Véta
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx. Pak
1. P(X =x) =0 pro kaZzdé = € R.
2. Pla< X <b) = [ fx(t)dt pro kaZdé a,b € R.

» V dusledku taky plati (pro “rozumnou mnozinu A”)

P(X € A) = /A Fx(t)dt



Stredni hodnota spojité n.v.

Definice
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx . Pak jeji stfredni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovanaE(X) a
definovana -

E(X) :/ x fx(x)dz,

‘

pokud integral ma smysl, tj. pokud se ,nejedna o typ oo — oo .
» Analogie s vypoCtem tézisté tyCe ze znalosti hustoty.
» Diskretizace.



Vlastnosti stfedni hodnoty

Véta (LOTUS)
Pokud X je spojita n.v. s hustotou fx a g realna funkce, tak

Blo(x) = [ " g@) fx (@)da,

pokud integral ma smysl.
(Ddkaz vynechame, délal by se pomoci substituce v integralu.)

Véta (Linearita stfedni hodnoty)
Pro X4, ..., X,, diskrétni nebo spojité n.v. plati

E(X1+4+- -+ X,) =E(Xy) +---+E(X,).

(Ddkaz bude pozdeji.)



Rozptyl spojité n.v.
E(X) = /_OO z fx(x)dx

E(X?) = /_00 22 fx(z)dz

Oznalime-li p = E(X), tak
var(X) == B(X - 0?) = [ (o= )? fx(a)da.

Véta
| pro spojité n.v. plati var(X) = E(X?) — (E(X))2.
(Dukaz jako pro diskréni n.v.)



Rozptyl souctu

Véta (Rozptyl souctu)
Pro X4, ..., X, nezavislé diskrétni nebo spojité n.v. plati

var(X1 + -+ X)) = var(Xy) + -+ +var(Xy).



Prehled

Konkrétni spojita rozdéleni a jejich parametry



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Exponencialni rozdéleni

0 proxz <0
F = -
x(@) {1 —e ™ proz>0

v

1.0

04

05

0.2

0.0
0.0

» X modeluje napt. ¢as pred prichodem dalSiho telefonniho
hovoru do call-centra/dotazu na web-server/¢as do dalsiho
blesku v boufrce/. ..



Souvislost X ~ Exp(\) aY ~ Geom(p)

» P(X>z)=e?proxz >0
» PY>n)=(1—-p"proneN

distribuéni funkce
4

0.2

Geom(1-e?%)/3
Exp(-0.5)
T

0.0




Standardni normalni rozdéleni

> p(z) = e/

> &(x) — primitivni funkce k ¢

» Standardni normalni rozdéleni N (0,1) ma hustotu ¢ a
distribu¢ni funkci ®.

> Pokud Z ~ N(0,1), tak E(Z) = 0, var(Z) = 1

N(0, 1)

1.0

N(0, 1)

0.3 04
0.8

0.6

0.4

0.1
0.2

0.0
0.0




Obecné normalni rozdéleni
» Pro u,0c € R, o > 0polozme X =+ o - Z, kde
Z ~ N(0,1).
» PiSeme X ~ N(u,o?)— obecné normalni rozdéleni.
> Normalni rozdéleni N (u, 0%) ma hustotu 2o (L),



Odolnost vuci souctu
» Pokud X, ..., Xj jsou n.n.v., kde X; ~ N(u;,c?), pak
X1+---+Xk~N(u,02),

kde =



Normalni rozdéleni — klicové vlastnosti

» Pravidlo 30 (68—95-99.7 rule)
» Centralni limitni véta

s A

99.7=100%

95%

T
68%

03

—
34.1%| 34.1%

0.2

13.6%

0.1

—r

H-30 H-20 p-0O 53 p+o  p+20  p+3c S -

u-3  p-20  p-o n pte  p+20 p+3c

(Obrazek vlevo z Wikipedie, autor Melikamp.)



Cauchyho rozdéleni

> Cauchyho rozdéleni: hustota f(x) = iz

» nema stiredni hodnotul!!!

0.4

— Cauchy
N(0, 1)

0.2

0.1




Gamma rozdéleni

» Gamma(w,\), gamma rozdéleni s parametry w > 0 a
A > 0 mé hustotu

0 pro x <0
f(CL‘) - { 1 )\wxw—le—kx

e pro z > 0

kde N(w) = (w —1)! = [[ 2% e "da.

» Pro w = 1 dostavame znovu exponencialni rozdéleni.

» Pokud X1,..., X, jsou n.n.v. s rozdélenim Exzp()\),
tak X1 + - -+ + X, ~ Gamma(n, \).

» Modeluje mj. zivotnost soucastky, souhrn destovych
srazek za rok, latenci webového serveru.



A mnoho dalSich

> Beta(s,t) — beta rozdéleni

> 2 rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x?) je jiné
jméno pro Gamma(ik, 3). Je to rozdéleni Z} + - - + ZZ,

kde Z; ~ N(0,1) jsou n.n.v.
» Studentova t-distribuce
> atd. atd.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht X je n.v. s distribucni funkci Fx = F, necht F je spojita
a rostouci. Pak F(X) ~ U(0,1).

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q je odpovidajici kvantilova funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkci F .



<

=]

>

o«

Q>



Prehled

Nahodné vektory



Sdruzena distribucni funkce (Joint cdf)

Definice
Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)

definujeme jejich sdruzenou distribucni funkci (joint cdf)
Fxy :R? = [0,1] pfedpisem

Fxy(z,y) =P{w e Q: X(w) <z &Y(w) <y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.

..... Xn(xl, ey l’n)

» Muizeme odsud odvodit pravdépodobnost obdélniku:
P(X € (a,b] &Y € (¢,d]) =



Sdruzena hustota (Joint pdf)

» Casto mizeme sdruzenou distribuéni funkci psat jako
integral pomoci nezaporné funkce fx y

Fxy(z,y) / / Ixy(z,y)dxdy.

» Pak nazyvame n.v. X, Y sdruzené spojité. Funkce fx y je
jejich sdruzena hustota.

» Jako u jednorozmérného pfipadu mize byt fxy > 1.
» Stejné jako u jednorozmérného pfipadu mizeme pak
pomoci hustoty vyjadfrit i dal$i pravdépodobnosti:

P(X,Y)eS) = /Sfxﬁy(:c,y)dxdy.

0°F ,
> fxy(z,y) = 73%56 )



LOTUS

» Stejné jako v diskrétnim pfipadu plati pro stfedni hodnotu
funkce dvou n.v.

E(g(X,Y)):/Oo /OO 9(z,y) fxy (z,y)dzdy.

> A stejné jako v diskrétnim pfipadu odsud odvodime
E(aX +bY +¢)=a-E(X)+b-E(Y) +c.



Vicerozmérné normalni rozdéleni
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Prehled

Spoijité distribuce



Jaka rozdéleni jsme uz potkali

» U(a,b) — uniformni — rovnomérné na intervalu [a, b]

» Exp(\) — exponencialni — za jak dlouho se utrhne ucho u
dzbanu

> N(p,o?) —normalni — kolik vazi chleba



Cauchyho rozdéleni

> Cauchyho rozdéleni: hustota f(x) = iz

» nema stiredni hodnotul!!!

0.4

— Cauchy
N(0, 1)

0.2

0.1




Gamma rozdéleni

» Gamma(w,\), gamma rozdéleni s parametry w > 0 a
A > 0 mé hustotu

0 pro x <0
f(l‘) - { 1 )\wxw—le—kx

e pro z >0

kde N(w) = (w —1)! = [[ 2% e "da.

» Pro w = 1 dostavame znovu exponencialni rozdéleni.

» Pokud X1,..., X, jsou n.n.v. s rozdélenim Exzp()\),
tak X1 + - -+ + X, ~ Gamma(n, \).

» Modeluje mj. zivotnost soucastky, souhrn destovych
srazek za rok, latenci webového serveru.




A mnoho dalSich

> Beta(s,t) — beta rozdéleni

> 2 rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x?) je jiné
jméno pro Gamma(ik, 3). Je to rozdéleni Z} + - - + ZZ,

kde Z; ~ N(0,1) jsou n.n.v.
» Studentova t-distribuce
> atd. atd.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht X je n.v. s distribucni funkci Fx = F, necht F je spojita
a rostouci. Pak F(X) ~ U(0,1).

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q je odpovidajici kvantilova funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkci F .
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Prehled

Nahodné vektory



Sdruzena distribucni funkce (Joint cdf)

Definice

Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)
definujeme jejich sdruzenou distribucni funkci (joint cadf)
Fxy :R? = [0,1] pfedpisem

Fxy(z,y) =P{we Q: X(w) <z&Y(w) <y}).

» Formalni podminka: potfebujeme {X <z &Y <y} € F,
jinak (X,Y") neni nahodny vektor.

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
Fx, . . x,(x1,...,2n) =

» Mizeme odsud odvodit pravdépodobnost obdélniku:
P(X € (a,b] &Y € (¢,d]) =



