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Přehled

Organizace

Pravděpodobnost – úvod

Podmíněná pravděpodobnost

Bonus



Organizace přednášky
I Přednášky v Zoomu, dokud to bude potřeba (patrně celý

semestr). Přednáška má svoji stránku v Moodle (odkaz v
SISu). Tam bude všechno.

I Nedojde-li k technickým komplikacím, bude video
přednášky dostupné (po přihlášení do SISu).

I Kdyby vám vadilo být nahráni, můžete vypnout svoji
kameru, případně dotazy klást v chatu.

I Budu ale rád, pokud si kameru zapnete, abych viděl, jak
pomalu/rychle mluvím, co vás překvapilo, atd.

I Používejte též funkce Zoomu – přihlásit se,
zpomalit-zrychlit, atd.

I Během přednášky budeme používat krátké ankety.
I Pdf verze „tabule“ bude též k dispozici – už před

přednáškou.
I Zkouška bude v ideálním případě prezenční písemka

s možností ústního dozkoušení.
I V Moodlu je také prostor pro diskuzi, jak (ne)funguje

technologie. Případně se ozvěte emailem.



Organizace cvičení
I Detaily vám sdělí cvičící



Plán přednášky

Modely náhody Pozorovaná data

Pravděpodobnost

Statistika



Přehled

Organizace

Pravděpodobnost – úvod

Podmíněná pravděpodobnost

Bonus



Aplikace na rozehřátí

Příklad
Dány dva polynomy f (x),g(x) stupně d. Chceme zjistit, zda
jsou stejné, a to co nejrychleji.



Pravděpodobnost – intuice, definice
Některé jevy neumíme/nechceme popsat kauzálně:
I hod kostkou
I tři hody kostkou, nekonečně mnoho hodů kostkou
I hod šipkou na terč
I počet emailů za den
I dobu běhu programu (v reálném počítači)

Důvody:
I fyzikální vlastnost přírody?
I komplikovaný proces (počasí, medicína, molekuly plynu)
I neznámé vlivy (působení dalších lidí, programů, . . . )
I randomizované algoritmy (test prvočíselnosti, quicksort)
I náhodné grafy (odhady Ramseyových čísel)

Pro popis pomocí teorie pravděpodobnosti napřed vybereme
množinu elementárních jevů (sample space) Ω.



Prostor jevů
Dále vybereme prostor jevů (event space) F ⊆ P(Ω), u kterých
budeme měřit jejich pravděpodobnost.
Často F = P(Ω), to je možné vždy, když Ω je spočetná. Ale
např. pro Ω = R to už nejde.

Definice
F ⊆ P(Ω) je prostor jevů (též σ-algebra), pokud
I ∅ ∈ F a Ω ∈ F ,
I A ∈ F ⇒ Ω \ A ∈ F , a

I A1,A2, . . . ∈ F ⇒
∞⋃

i=1
Ai ∈ F .



Axiomy pravděpodobnosti

Definice
P : F → [0,1] se nazývá pravděpodobnost (probability), pokud
I P(∅) = 0, P(Ω) = 1, a

I P(
∞⋃

i=1
Ai) =

∞∑
i=1

P(Ai), pro libovolnou posloupnost po dvou

disjunktních jevů A1,A2, . . . ∈ F .

Definice
Pravděpodobnostní prostor (probability space) je trojice
(Ω,F ,P) taková, že
I Ω 6= ∅ je libovolná množina,
I F ⊆ P(Ω) je prostor jevů, a
I P je pravděpodobnost.



Názvosloví
I Šance (odds) jevu A je O(A) = P(A)

P(Ac) . Např. šance na
výhru je 1 ku 2 znamená, že pravděpodobnost výhry je
1/3; šance, že na kostce padne šestka je 1 ku 5.

I „A je jistý jev“ znamená P(A) = 1. Také se říká, že A
nastává skoro jistě (almost surely), zkráceně s.j. (a.s.).

I „A je nemožný jev“ znamená P(A) = 0.



Základní vlastnosti

Věta
V pravděpodobnostním prostoru (Ω,F ,P) platí pro A,B ∈ F

1. P(A) + P(Ac) = 1 (Ac = Ω \ A)
2. A ⊆ B ⇒ P(A) ≤ P(B)

3. P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)

4. P(A1 ∪ A2 ∪ . . . ) ≤
∑

i P(Ai) (subaditivita, Booleova nerovnost)



Příklady pravděpodobnostních prostorů 1
I Konečný s uniformní pravděpodobností

Ω je libovolná konečná množina, F = P(Ω),
P(A) = |A|/|Ω|.

I Diskrétní
Ω = {ω1, ω2, . . . } je libovolná spočetná množina. Jsou
dány p1,p2, · · · ∈ [0,1] se součtem 1.
P(A) =

∑
i:ωi∈A

pi



Příklady pravděpodobnostních prostorů 2
I Spojitý

Ω ⊆ Rd pro vhodné d (Ω např. uzavřená nebo otevřená)
F vhodná (obsahuje např. všechny otevřené množiny)
f : Ω→ [0,1] je funkce taková, že

∫
Ω f (x)dx = 1.

P(A) =
∫

A f (x)dx

Spec. případ: f (x) = 1/Vd (Ω)
P(A) = Vd (A)/Vd (Ω),

kde Vd (A) =
∫

A 1 je d-rozměrný objem A.
I Bernoulliho krychle – nekonečné opakování

Ω = SN, kde S je diskrétní s pstí Q,
F vhodná (obsahuje např. všechny množiny tvaru

A = A1 × · · · × Ak × S × S × · · ·
P(A) = Q(A1) · · ·Q(Ak )

Př.: {0,1}N nekonečné házení mincí



Nepříklady
I Náhodné přirozené číslo můžeme vybrat mnoha

způsoby. V přednášce poznáme geometrické a Poissonovo
rozdělení. Nemůžeme ale požadovat, aby všechna
přirozená čísla měla stejnou pravděpodobnost. (Proč?)
„Náhodné přirozené číslo je sudé s pravd. 1/2.“ ???

I Náhodné reálné číslo Opět není žádný preferovaný
způsob, jak definovat pravděpodobnost pro Ω = R.
Typicky bude každé reálné číslo mít pravděpodobnost 0!
Navíc nejde definovat pravděpodobnost tak, aby
nezáležela na posunu, tj. P([0,1]) = P([1,2]) = . . .

I Náhodná tětiva kružnice – Bertrandův paradox
Vybereme náhodnou tětivu zadané kružnice. Jaká je
pravděpodobnost, že její délka je větší, než strana
vepsaného rovnostranného trojúhelníku?



Přehled

Organizace

Pravděpodobnost – úvod

Podmíněná pravděpodobnost

Bonus



Podmíněná pravděpodobnost

Definice
Pokud A,B ∈ F a P(B) > 0, pak definujeme podmíněnou
pravděpodobnost A při B (probability of A given B) jako

P(A | B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

ΩA1

A2

A3 A4

B

I Q(A) := P(A | B). Pak (Ω,F ,Q) je pravděpodobnostní
prostor.



Zřetězené podmiňování
I P(A ∩ B) = P(B)P(A | B)

Věta
Pokud A1, . . . ,An ∈ F a P(A1 ∩ · · · ∩ An) > 0, tak

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) =

P(A1)P(A2 | A1)P(A3 | A1 ∩ A2) . . .P(An |
n−1⋂
i=1

Ai)



Rozbor všech možností

Definice
Spočetný systém množin B1,B2, . . . ∈ F je rozklad (partition) Ω,
pokud
I Bi ∩ Bj = ∅ pro i 6= j a
I

⋃
i Bi = Ω.

Věta
Pokud B1,B2, . . . je rozklad Ω a A ∈ F , tak

P(A) =
∑

i

P(A | Bi)P(Bi)

(sčítance s P(Bi) = 0 považujeme za 0).



Rozbor všech možností



Bayesova věta

Věta
Pokud B1,B2, . . . je rozklad Ω, A ∈ F a P(A),P(Bj) > 0, tak

P(Bj | A) =
P(A | Bj)P(Bj)∑
i P(A | Bi)P(Bi)

.

(sčítance s P(Bi) = 0 považujeme za 0).



Bayesova věta



Nezávislost jevů

Definice
Jevy A,B ∈ F jsou nezávislé (independent) pokud
P(A ∩ B) = P(A)P(B).

I Pak také P(A | B) = P(A), pokud P(B) > 0.



Nezávislost více jevů

Definice
Jevy {Ai : i ∈ I} jsou (vzájemně) nezávislé, pokud pro každou
konečnou množinu J ⊆ I

P(
⋂
i∈J

Ai) =
∏
i∈J

P(Ai).

Pokud podmínka platí jen pro dvouprvkové množiny J,
nazýváme jevy {Ai} po dvou nezávislé (pairwise independent).



Spojitost pravděpodobnosti

Věta
Necht’ pro množiny z prostoru jevů platí

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · ·

a A = ∪∞i=1Ai . Pak platí

P(A) = lim
i→∞

P(Ai).

I An ⊂ {P,O}N, An = mezi prvními n hody padl aspoň
jednou orel.



Přehled

Organizace

Pravděpodobnost – úvod

Podmíněná pravděpodobnost

Bonus



Borel-Cantelliho lemma

Věta
Necht’ jevy A1,A2, . . . splňují P(Ai) = pi > 0 pro každé i.
Označme Nic jev „nenastal žádný z jevů {Ai}“ a Inf jev
„nastalo nekonečně mnoho z jevů {Ai}“.

1. Pokud
∑

i pi <∞, tak P(Inf ) = 0.
2. Pokud jsou jevy A1,A2, . . . nezávislé a

∑
i pi =∞, tak

P(Nic) = 0, P(Inf ) = 1.



NMAI059 Pravděpodobnost a statistika 1
2. přednáška

Robert Šámal



Co už víme
I definice pravděpodobnostního prostoru (Ω,F , P ): dva

axiomy
I naivní pravděpodobnostní prostor: Ω konečná, F = P(Ω),
P (A) := |A|/|Ω|

I diskrétní pravděpodobnostní prostor: Ω = {ω1, ω2, . . . } ,
F = P(Ω),

∑
i
pi = 1

P (A) :=
∑

i:ωi∈A
pi

I geometrický pravděpodobnostní prostor:
Ω ⊆ Rd s konečným objemem,
P (A) := Vd(A)/Vd(Ω)

I pravděpodobnostní prostor spojitý s hustotou:
Ω ⊆ Rd s funkcí f , kde

∫
Ω f = 1,

P (A) :=
∫
A f



Co už víme: Základní vlastnosti
V pravděpodobnostním prostoru (Ω,F , P ) platí pro A,B ∈ F
I P (Ac) = 1− P (A) (Ac = Ω \A)
I A ⊆ B ⇒ P (A) ≤ P (B)

I P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

I P (A1 ∪A2 ∪ . . . ) ≤
∑

i P (Ai) (subaditivita, Booleova nerovnost)

I Definujeme podmíněnou pravděpodobnost (pro P (B) > 0).

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

I Q(A) = P (A | B) splňuje axiomy pro pravděpodobnost



Přehled

Podmíněná pravděpodobnost

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Bonusy



Zřetězené podmiňování
I P (A ∩B) = P (B)P (A | B)

Věta
Pokud A1, . . . , An ∈ F a P (A1 ∩ · · · ∩An) > 0, tak

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) =

P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1 ∩A2) . . . P (An |
n−1⋂
i=1

Ai)

I Příklad: vytáhneme 3 karty z balíčku 52 karet. Jaká je
P(žádné srdce)?



Věta o úplné pravd. = Rozbor všech možností

Definice
Spočetný systém množin B1, B2, . . . ∈ F je rozklad
(partition) Ω, pokud
I Bi ∩Bj = ∅ pro i 6= j a
I
⋃
iBi = Ω.

Věta
Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω a A ∈ F , tak

P (A) =
∑
i

P (Bi)P (A | Bi)

(sčítance s P (Bi) = 0 považujeme za 0).



Věta o úplné pravd. = Rozbor všech možností
I 1. aplikace. Máme tři mince: P+O, P+P, O+O. Jaká je

pravděpodobnost, že padne orel?



Věta o úplné pravd. = Rozbor všech možností
I 2. aplikace. Gambler’s ruin – zbankrotování hazardního

hráče.
Máme a korun, náš protihráč b korun. Hrajeme opakovaně
spravedlivou hru o 1 Kč, dokud někdo nepřijde o všechny
peníze. Jaká je pravděpodobnost, že vyhrajeme?



Bayesova věta

Věta
Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω, A ∈ F , P (A) > 0 a P (Bj) > 0,
tak

P (Bj | A) =
P (Bj)P (A | Bj)

P (A)
=

P (Bj)P (A | Bj)∑
i P (Bi)P (A | Bi)

.

(sčítance s P (Bi) = 0 považujeme za 0).



Bayesova věta



Nezávislost jevů

Definice
Jevy A,B ∈ F jsou nezávislé (independent) pokud
P (A ∩B) = P (A)P (B).

I Pak také P (A | B) = P (A), pokud P (B) > 0.

Příklad: Hodíme dvakrát mincí. Označme
I A = {ω ∈ Ω : ω1 = P} = „poprvé padla panna“
I B = {ω ∈ Ω : ω2 = P} = „podruhé padla panna“
I C = {ω ∈ Ω : ω1 6= ω2} = „padla právě jedna panna“



Nezávislost více jevů

Definice
Jevy {Ai : i ∈ I} jsou (vzájemně) nezávislé, pokud pro každou
konečnou množinu J ⊆ I

P (
⋂
i∈J

Ai) =
∏
i∈J

P (Ai).

Pokud podmínka platí jen pro dvouprvkové množiny J ,
nazýváme jevy {Ai} po dvou nezávislé (pairwise independent).



Spojitost pravděpodobnosti

Věta
Necht’ pro množiny z prostoru jevů platí

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · ·

a A = ∪∞i=1Ai. Pak platí

P (A) = lim
i→∞

P (Ai).

I An ⊂ {P,O}N, An = mezi prvními n hody padl aspoň
jednou orel.



Přehled

Podmíněná pravděpodobnost

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Bonusy



Náhodná veličina/proměnná
Často nás zajímá číslo dané výsledkem náhodného pokusu.
I Hodíme na terč a změříme vzdálenost od středu.
I Házíme kostkou, dokud nepadne šestka, ale pak si

všimneme jenom toho, kolik hodů to trvalo.
I U quicksortu (algoritmus na třídění) měříme počet kroků

(v závislosti na náhodné volbě pivotu).

Definice
Mějme pravděpodobnostní prostor (Ω,F , P ). Funkci X : Ω→ R
nazveme diskrétní náhodná veličina (discrete random variable),
pokud Im(X) (obor hodnot X) je spočetná množina a pokud
pro všechna reálná x platí

{ω ∈ Ω : X(ω) = x} ∈ F .



Pravděpodobnostní funkce

Definice
Pravděpodobnostní funkce (probability mass function, pmf)
diskrétní náhodné veličiny X je funkce pX : R→ [0, 1] taková,
že

pX(x) = P (X = x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) = x})

I
∑

x∈Im(X) pX(x) = ?

I S := Im(X) Q(A) :=
∑

x∈A pX(x)
(S,P(S), Q) je diskrétní pravděpodobnostní prostor.

I Pro S = {si : i ∈ I} spočetnou množinu reálných čísel a
ci ∈ [0, 1] splňující

∑
i∈I ci = 1 existuje pravděpodobnostní

prostor a diskrétní n.v. X na něm taková, že pX(si) = ci
pro i ∈ I.



Přehled

Podmíněná pravděpodobnost

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Bonusy



Bernoulliho/alternativní rozdělení
I X = počet orlů při jednom hodu nespravedlivou mincí.
I Značíme X ∼ Bern(p). (Někdy se značí Alt(p).)

I Dáno p ∈ [0, 1].
I pX(1) = p

I pX(0) = 1− p
I pX(k) = 0 pro k 6= 0, 1

I Pro libovolný jev A ∈ F definujeme indikátorovou n.v. IA:
I IA(ω) = 1 pokud ω ∈ A, IA(ω) = 0 jinak.
I IA ∼ Bern(P (A))



Binomiální rozdělení
I X = počet orlů při n hodech nespravedlivou mincí.
I Značíme X ∼ Bin(n, p).

I Dáno p ∈ [0, 1].
I pX(k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k pro k ∈ {0, 1, . . . , n}



Binomiální rozdělení: pravděpodobnostní funkce

Vygenerováno následujícím kódem v R

x40 <− 0:40
plot ( x40 , dbinom ( x40 , 40 , 0 . 1 ) )
plot ( x40 , dbinom ( x40 , 40 , 0 . 5 ) )
plot ( x40 , dbinom ( x40 , 40 , 0 . 9 ) )



Poissonovo rozdělení
I Značíme X ∼ Pois(λ).

I Dáno reálné λ > 0.
I pX(k) = λk

k! e
−λ

I Pois(λ) je limitou Bin(n, λ/n)

I X popisuje např. počet emailů, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdělení: pravděpodobnostní funkce

Vygenerováno následujícím kódem v R

x40 <− seq (0 , 40 ,by=1)
plot ( x40 , dpois ( x40 , 4 ) )



Poissonovo paradigma
I A1, . . . , An jsou (skoro-)nezávislé jevy s P (Ai) = pi,
λ =

∑
i pi. Necht’ n je velké, každé z pi malé. Pak přibližně

platí
n∑
i=1

IAi ∼ Pois(λ).



Geometrické rozdělení
I X = kolikátým hodem mincí padl první orel.
I Značíme X ∼ Geom(p).

I Dáno p ∈ [0, 1].
I pX(k) = (1− p)k−1p

I Někdy se tomuto rozdělení říká posunuté geometrické, a
za normální geometrické se považuje rozdělení X − 1, tj.
počet neúspěšných hodů.



Přehled

Podmíněná pravděpodobnost

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Bonusy



Střední hodnota

Definice
Pokud X je diskrétní n.v., tak její střední hodnota (expectation)
je označována E(X) a definována

E(X) =
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x),

pokud součet má smysl.



LOTUS
I Pro reálnou funkci g a diskrétní n.v. X je Y = g(X) také

diskrétní n.v.

Věta (LOTUS)
Pokud X je diskrétní n.v. a g reálná funkce, tak

E(g(X)) =
∑

x∈Im(X)

g(x)P (X = x)

pokud součet má smysl.



Vlastnosti E

Věta
Necht’ X,Y jsou diskrétní n.v. a a, b ∈ R.

1. Pokud P (X ≥ 0) = 1 a E(X) = 0, tak P (X = 0) = 1.
2. Pokud E(X) ≥ 0 tak P (X ≥ 0) > 0.
3. E(a ·X + b) = a · E(X) + b.
4. E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).



Podmíněná střední hodnota

Definice
Pokud X je diskrétní n.v. a P (B) > 0, tak podmíněná střední
hodnota X za předpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X | B) =
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x | B),

pokud součet má smysl.



Rozbor všech možností

Věta
Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω a A ∈ F , tak

E(X) =
∑
i

E(X | Bi)P (Bi),

kdykoliv má součet smysl. (Sčítance s P (Bi) = 0 považujeme
za 0.)



Rozbor všech možností



Přehled

Podmíněná pravděpodobnost

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Bonusy



Bertrand’s paradox



Simpsons’s paradox
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Přehled

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory



Co už víme

Definice
Mějme pravděpodobnostní prostor (Ω,F ,P). Funkci X : Ω→ R
nazveme diskrétní náhodná veličina (discrete random variable),
pokud Im(X ) (obor hodnot X) je spočetná množina a pokud pro
všechna reálná x platí {ω ∈ Ω : X (ω) = x} ∈ F .

Definice
Pravděpodobnostní funkce (probability mass function, pmf)
diskrétní náhodné veličiny X je funkce pX : R→ [0,1] taková,
že

pX (x) = P(X = x) = P({ω ∈ Ω : X (ω) = x})

I
∑

x∈Im(X) pX (x) = 1
I a to je jediné omezení
I X určuje diskrétní pravděpodobnostní prostor na Im(X )



Jiný popis – distribuční funkce

Definice
Distribuční funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

FX (x) := P(X ≤ x) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ≤ x).

I FX je neklesající funkce
I limx→−∞ FX (x) = 0
I limx→+∞ FX (x) = 1
I FX je zprava spojitá



Přehled

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory



Bernoulliho/alternativní rozdělení
I X = počet orlů při jednom hodu nespravedlivou mincí.
I Značíme X ∼ Bern(p). (Někdy se značí Alt(p).)

I Dáno p ∈ [0,1].
I pX (1) = p
I pX (0) = 1− p
I pX (k) = 0 pro k 6= 0,1

I Pro libovolný jev A ∈ F definujeme indikátorovou n.v. IA:
I IA(ω) = 1 pokud ω ∈ A, IA(ω) = 0 jinak.
I IA ∼ Bern(P(A))



Binomiální rozdělení
I X = počet orlů při n hodech nespravedlivou mincí.
I Dáno p ∈ [0,1] – pravděpodobnost orla při jednom hodu.
I Značíme X ∼ Bin(n,p).

I X =
∑n

i=1 Xi pro nezávislé n.v. X1, . . . ,Xn ∼ Bern(p).
I pX (k) = P(X = k) =

(n
k

)
pk (1− p)n−k pro k ∈ {0,1, . . . ,n}



Binomiální rozdělení: pravděpodobnostní funkce

Vygenerováno následujícím kódem v R

x <− 0:40
plot ( x , dbinom ( x , 4 0 , 0 . 1 ) )
plot ( x , dbinom ( x , 4 0 , 0 . 5 ) )
plot ( x , dbinom ( x , 4 0 , 0 . 9 ) )



Binomiální rozdělení: distribuční funkce

Vygenerováno následujícím kódem v R

x <− 0:40
plot ( x , pbinom ( x , 4 0 , 0 . 1 ) )
plot ( x , pbinom ( x , 4 0 , 0 . 5 ) )
plot ( x , pbinom ( x , 4 0 , 0 . 9 ) )



Hypergeometrické rozdělení
I X = počet vytažených červených míčků při n tazích, v

osudí je K červených z N celkových míčků
I Dáno n, N, K .
I Značíme X ∼ Hyper(N,K ,n).

I pX (k) = P(X = k) =
(K

k )(N−K
n−k )

(N
n)



Poissonovo rozdělení
I Značíme X ∼ Pois(λ).

I Dáno reálné λ > 0.
I pX (k) = λk

k! e−λ

I Pois(λ) je limitou Bin(n, λ/n)

I X popisuje např. počet emailů, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdělení: pravděpodobnostní funkce

Vygenerováno následujícím kódem v R

x <− seq (0 ,40 ,by=1)
plot ( x , dpois ( x , 4 ) )



Poissonovo paradigma
I A1, . . . ,An jsou (skoro-)nezávislé jevy s P(Ai) = pi ,
λ =

∑
i pi . Necht’ n je velké, každé z pi malé. Pak přibližně

platí
n∑

i=1

IAi ∼ Pois(λ).



Geometrické rozdělení
I X = kolikátým hodem mincí padl první orel.
I Značíme X ∼ Geom(p).

I Dáno p ∈ [0,1].
I pX (k) = (1− p)k−1p, pro k = 1,2, . . .

I Někdy se tomuto rozdělení říká posunuté geometrické, a
za normální geometrické se považuje rozdělení X − 1, tj.
počet neúspěšných hodů.



Přehled

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory



Střední hodnota

Definice
Pokud X je diskrétní n.v., tak její střední hodnota (expectation)
je označována E(X ) a definována

E(X ) =
∑

x∈Im(X)

x · P(X = x),

pokud součet má smysl.

I Necht’ X je definována na diskrétním prostoru (Ω,F ,P).
Pak střední hodnotu lze také definovat

E(X ) =
∑
ω∈Ω

X (ω)P({ω}).



LOTUS
I Pro reálnou funkci g a diskrétní n.v. X je Y = g(X ) také

diskrétní n.v.

Věta (LOTUS)
Pokud X je diskrétní n.v. a g reálná funkce, tak

E(g(X )) =
∑

x∈Im(X)

g(x)P(X = x)

pokud součet má smysl.



Vlastnosti E

Věta
Necht’ X ,Y jsou diskrétní n.v. a a,b ∈ R.

1. Pokud P(X ≥ 0) = 1 a E(X ) = 0, tak P(X = 0) = 1.
2. Pokud E(X ) ≥ 0 tak P(X ≥ 0) > 0.
3. E(a · X + b) = a · E(X ) + b.
4. E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ).



Rozptyl

Definice
Rozptyl (variance) n.v. X nazveme číslo E((X − EX )2).
Značíme jej var(X ).

Věta

var(X ) = E(X 2)− E(X )2



Podmíněná střední hodnota

Definice
Pokud X je diskrétní n.v. a P(B) > 0, tak podmíněná střední
hodnota X za předpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X | B) =
∑

x∈Im(X)

x · P(X = x | B),

pokud součet má smysl.



Rozbor všech možností

Věta
Pokud B1,B2, . . . je rozklad Ω a A ∈ F , tak

E(X ) =
∑

i

E(X | Bi)P(Bi),

kdykoliv má součet smysl. (Sčítance s P(Bi) = 0 považujeme
za 0.)



Rozbor všech možností



Přehled

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory



Parametry rozdělení – Bernoulliho
Pro X ∼ Bern(p) je
I E(X ) = p
I var(X ) = p − p2



Parametry rozdělení – binomické
Pro X ∼ Bin(n,p) je
I E(X ) = np
I var(X ) = np(1− p)



Parametry rozdělení – geometrické
Pro X ∼ Geom(p) je
I E(X ) = 1/p
I var(X ) = 1−p

p2



Parametry rozdělení – Poissonovo
Pro X ∼ Pois(λ) je
I E(X ) = λ

I var(X ) = λ



Přehled

Diskrétní náhodné veličiny

Příklady diskrétních n.v.

Střední hodnota

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory



Základní popis náhodných vektorů
I X , Y – náhodné veličiny na stejném pravděpodobnostním

prostoru (Ω,F ,P).
I Budeme chtít uvažovat (X ,Y ) jako jeden objekt – náhodný

vektor.
I Jak to udělat?
I Příklad: házíme dvakrát čtyřstěnnou kostkou, X = první

hod, Y = druhý hod.



Sdružené rozdělení

Definice
Pro diskrétní n.v. X , Y na pravděpodobnostním prostoru
(Ω,F ,P) definujeme jejich sdruženou pravděpodobnostní
funkci (joint pmf) pX ,Y : R2 → [0,1] předpisem

pX ,Y (x , y) = P({ω ∈ Ω : X (ω) = x&Y (ω) = y).

I Mohli bychom definovat i pro více než dvě n.v.
pX1,...,Xn (x1, . . . , xn).



Marginální rozdělení
I Máme-li dáno pX ,Y , jak zjistit rozdělení jednotlivých složek,

tj. pX a pY ?



Funkce náhodného vektoru

Věta
Necht’ X , Y jsou n.v. na (Ω,F ,P), necht’ g : R2 → R je funkce.
I Pak Z = g(X ,Y ) je n.v. na (Ω,F ,P)

I a platí pro ni

E(g(X ,Y )) =
∑

x∈ImX

∑
y∈ImY

g(x , y)P(X = x ,Y = y).

Věta
Pro X, Y n.v. a a,b ∈ R platí

E(aX + bY ) = aE(X ) + bE(Y ).



Důkaz věty o rozptylu



Nezávislost náhodných veličin

Definice
Diskrétní n.v. X , Y jsou nezávislé (independent) pokud pro
každé x , y ∈ R jsou jevy {X = x} a {Y = y} nezávislé. To
nastane, právě když

P(X = x ,Y = y) = P(X = x)P(Y = y).



Součin nezávislých n.v.

Věta
Pro nezávislé diskrétní n.v. X , Y platí

E(XY ) = E(X )E(Y ).



Součet nezávislých n.v.
I Máme-li dáno pX ,Y , jak zjistit rozdělení součtu, Z = X + Y ?



Součet nezávislých n.v. – konvoluce

Věta
Pokud X, Y jsou diskrétní nezávislé náhodné veličiny
(zkráceně n.n.v.), tak jejich součet Z = X + Y má
pravděpodobnostní funkci

P(Z = z) =
∑

x∈ImX

P(X = x)P(Y = z − x).



NMAI059 Pravděpodobnost a statistika 1
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Přehled

Diskrétní n.v. – střední hodnota a rozptyl

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení



Co už víme
I Co je diskrétní n.v.
I Jak je popisovat pomocí pravděpodobnostní a/nebo

distribuční funkce.
I Příklady rozdělení: Bernoulliho, binomické,

hypergeometrické, Poissonovo, geometrické.
I Co je střední hodnota: dvě možné definice:
I E(X) =

∑
x∈Im(X) x · P (X = x)

I E(X) =
∑

ω∈ΩX(ω)P ({ω})
I E(g(X)) =

∑
x∈Im(X) g(x)P (X = x) (LOTUS)

I „Kolik čekáme, že průměrně dostaneme, když budeme
opakovat nezávislé pokusy s výsledkem popsaným X “ ...
bude tzv. zákon velkých čísel



Srovnání binomického a Poissonova rozdělení:
pravděpodobnostní funkce

0 10 20 30 40

0.
00

0.
10

0.
20

x

B
in

(4
0,

.1
) 

vs
 P

oi
s(

4)

Vygenerováno následujícím kódem v R

x = 0:40
b in = dbinom ( x , 4 0 , 0 . 1 )
po is = dpois ( x , 4 )
plot ( x , bin , y lab=" Bin ( 4 0 , . 1 ) vs Pois ( 4 ) " )
points ( x + .1 , pois , col=" red " )



Vlastnosti E

Věta
Necht’ X,Y jsou diskrétní n.v. a a, b ∈ R.

1. Pokud P (X ≥ 0) = 1 a E(X) = 0, tak P (X = 0) = 1.
2. Pokud E(X) ≥ 0 tak P (X ≥ 0) > 0.
3. E(a ·X + b) = a · E(X) + b.
4. E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).



Alternativní formulka pro střední hodnotu

Věta
Necht’ X je diskrétní n.v. nabývající jen hodnot z
N0 = {0, 1, 2, . . . }. Pak platí

E(X) =

∞∑
n=0

P (X > n).



Rozptyl

Definice
Rozptyl (variance) n.v. X nazveme číslo E((X − EX)2).
Značíme jej var(X).

I Směrodatná odchylka (standard deviation) σX =
√
var(X)

– „stejné jednotky jako X “.
I Měří, jak je daleko „typicky“ je X od E(X). Mohli bychom

to měřit i jinak (např. E(|X − E(X)|), ale rozptyl je
výhodnější).

Věta

var(X) = E(X2)− E(X)2



Podmíněná střední hodnota

Definice
Pokud X je diskrétní n.v. a P (B) > 0, tak podmíněná střední
hodnota X za předpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X | B) =
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x | B),

pokud součet má smysl.



Rozbor všech možností

Věta
Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω a A ∈ F , tak

E(X) =
∑
i

E(X | Bi)P (Bi),

kdykoliv má součet smysl. (Sčítance s P (Bi) = 0 považujeme
za 0.)



Rozbor všech možností



Přehled

Diskrétní n.v. – střední hodnota a rozptyl

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení



Parametry rozdělení – Bernoulliho
Pro X ∼ Bern(p) je
I E(X) = p

I var(X) = p(1− p)



Parametry rozdělení – binomické
Pro X ∼ Bin(n, p) je
I E(X) = np

I var(X) = np(1− p)

I První postup: X =
∑n

i=1Xi, kde Xi =

I E(Xi) = P (Xi = 1) =

I Druhý postup:
E(X) =

∑n
k=0 k · P (X = k) =

∑n
k=0 k

(
n
k

)
pk(1− p)n−k



Parametry rozdělení – hypergeometrické
Pro X ∼ Hyper(N,K, n)

I E(X) = nK
N

I var(X) = nK
N (1− K

N )N−nN−1

I První postup: X =
∑n

i=1Xi, kde Xi =

I E(Xi) = P (Xi = 1) =

I Druhý postup: X =
∑K

j=1 Yj , kde Yj =

I E(Yj) = P (Yj = 1) =



Parametry rozdělení – geometrické
Pro X ∼ Geom(p) je
I E(X) = 1/p

I var(X) = 1−p
p2



Parametry rozdělení – Poissonovo
Pro X ∼ Pois(λ) je
I E(X) = λ

I var(X) = λ



Přehled

Diskrétní n.v. – střední hodnota a rozptyl

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení



Základní popis náhodných vektorů
I X, Y – náhodné veličiny na stejném pravděpodobnostním

prostoru (Ω,F , P ).
I Budeme chtít uvažovat (X,Y ) jako jeden objekt – náhodný

vektor.
I Jak to udělat?
I Příklad: házíme dvakrát čtyřstěnnou kostkou, X = první

hod, Y = druhý hod.



Sdružené rozdělení

Definice
Pro diskrétní n.v. X, Y na pravděpodobnostním prostoru
(Ω,F , P ) definujeme jejich sdruženou pravděpodobnostní
funkci (joint pmf) pX,Y : R2 → [0, 1] předpisem

pX,Y (x, y) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) = x&Y (ω) = y).

I Mohli bychom definovat i pro více než dvě n.v.
pX1,...,Xn(x1, . . . , xn).



Marginální rozdělení
I Máme-li dáno pX,Y , jak zjistit rozdělení jednotlivých složek,

tj. pX a pY ?



Marginální rozdělení

Věta
Necht’ X, Y jsou diskrétní n.v. Pak

pX(x) = P (X = x) =
∑

Y ∈Im(Y )

P (X = x&Y = y) =
∑

Y ∈Im(Y )

pX,Y (x, y)

pY (y) = P (Y = y) =
∑

X∈Im(X)

P (X = x&Y = y) =
∑

X∈Im(X)

pX,Y (x, y)



Funkce náhodného vektoru

Věta
Necht’ X, Y jsou n.v. na (Ω,F , P ), necht’ g : R2 → R je funkce.
I Pak Z = g(X,Y ) je n.v. na (Ω,F , P )

I a platí pro ni

E(g(X,Y )) =
∑

x∈ImX

∑
y∈ImY

g(x, y)P (X = x, Y = y).

Věta
Pro X, Y n.v. a a, b ∈ R platí

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).



Důkaz věty o rozptylu



Nezávislost náhodných veličin

Definice
Diskrétní n.v. X, Y jsou nezávislé (independent) pokud pro
každé x, y ∈ R jsou jevy {X = x} a {Y = y} nezávislé. To
nastane, právě když

P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y).



Součin nezávislých n.v.

Věta
Pro nezávislé diskrétní n.v. X, Y platí

E(XY ) = E(X)E(Y ).



Součet nezávislých n.v.
I Máme-li dáno pX,Y , jak zjistit rozdělení součtu,
Z = X + Y ?



Součet nezávislých n.v. – konvoluce

Věta
Pokud X, Y jsou diskrétní nezávislé náhodné veličiny
(zkráceně n.n.v.), tak jejich součet Z = X + Y má
pravděpodobnostní funkci

P (Z = z) =
∑

x∈ImX

P (X = x)P (Y = z − x).



Přehled

Diskrétní n.v. – střední hodnota a rozptyl

Parametry náhodných veličin

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení



Podmíněné rozdělení
X, Y – diskrétní náhodné veličiny na (Ω,F , P ), A ∈ F
I pX|A(x) := P (X = x | A)

příklad: X je výsledek hodu kostkou, A = padlo sudé číslo
I pX|Y (x|y) = P (X = x | Y = y) příklad: X, Z jsou výsledky

dvou nezávislých hodů kostkou, Y = X + Z.

pX|Y (6|10) =

I pX|Y z pX,Y :



Sdružené vs. podmíněné rozdělení
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Přehled

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení

Spojité náhodné veličiny

Spojité náhodné veličiny



Co už víme
I Náhodný vektor = vektor, kde každá souřadnice je

náhodná veličina, stále jen diskrétní.
I Sdružená pravděpodobnostní funkce (joint pmf)
pX,Y : R2 → [0, 1] je definována předpisem

pX,Y (x, y) = P (X = x&Y = y)

I Marginální rozdělení = rozdělení jednotlivých souřadnic
I Sdružené rozdělení má víc informace, obecně nejde z

jednotlivých složek rekonstruovat.
I Jde to pro nezávislé n.v. – tam platí (podle definice)

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y)

a taky (cvičení)

P (X ≤ x&Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y)



Marginální rozdělení ze sdruženého

Věta
Necht’ X, Y jsou diskrétní n.v. Pak

pX(x) =
∑

Y ∈Im(Y )

P (X = x&Y = y) =
∑

Y ∈Im(Y )

pX,Y (x, y)

pY (y) =
∑

X∈Im(X)

P (X = x&Y = y) =
∑

X∈Im(X)

pX,Y (x, y)



Příklad: Multinomické rozdělení
I Na kostce padne číslo i s pravděpodobností pi pro
i = 1, . . . , 6. Hodíme n-krát a označíme Xi počet hodů, kdy
padlo i.



Sdružování/Coupling – netriviální využití sdružených
rozdělení

I X ∼ Bin(n, p) a Y ∼ Bin(n, q) a pro p < q

I Co můžeme říct o FX a FY ?
I
∑k

i=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−k je rostoucí funkce p – ale proč?



Sdružování/Coupling – netriviální využití sdružených
rozdělení

I X ∼ Bin(n, p) a Y ∼ Bin(n, q) a pro p < q

I Co můžeme říct o FX a FY ?
I
∑k

i=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−k je rostoucí funkce p – ale proč?



Coupling
I X =

∑n
i=1Xi, kde X1, . . . , Xn jsou n.n.v

I Y =
∑n

i=1 Yi, kde Y1, . . . , Yn jsou n.n.v
I Vztah X a Y je není určen – můžou být jakékoliv.
I Zařídíme, že nebudou nezávislé, dokonce bude vždy
X ≤ Y .

I Stačí definovat Yi =



Funkce náhodného vektoru

Věta
Necht’ X, Y jsou n.v. na (Ω,F , P ), necht’ g : R2 → R je funkce.
I Pak Z = g(X,Y ) je n.v. na (Ω,F , P )

I a platí pro ni

E(g(X,Y )) =
∑

x∈ImX

∑
y∈ImY

g(x, y)P (X = x, Y = y).

Věta
Pro X, Y n.v. a a, b ∈ R platí

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).



Součin nezávislých n.v.

Věta
Pro nezávislé diskrétní n.v. X, Y platí

E(XY ) = E(X)E(Y ).

Důkaz byl minule, využili jsme tehdy nejasný krok

E(XY ) =
∑

x∈Im(X),y∈Im(Y )

xy · P (X = x&Y = y)



Součet nezávislých n.v.
I Máme-li dáno pX,Y , jak zjistit rozdělení součtu,
Z = X + Y ?



Součet nezávislých n.v. – konvoluce

Věta
Pokud X, Y jsou diskrétní náhodné veličiny, tak pro Z = X + Y
platí

P (Z = z) =
∑

x∈Im(X)

P (X = x, Y = z − x).

Pokud X, Y jsou navíc nezávislé, tak

P (Z = z) =
∑

x∈ImX

P (X = x)P (Y = z − x).



Ukázka konvoluce



Přehled

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení

Spojité náhodné veličiny

Spojité náhodné veličiny



Podmíněné rozdělení
X, Y – diskrétní náhodné veličiny na (Ω,F , P ), A ∈ F
I pX|A(x) := P (X = x | A)

příklad: X je výsledek hodu kostkou, A = padlo sudé číslo
I pX|Y (x|y) = P (X = x | Y = y) příklad: X, Z jsou výsledky

dvou nezávislých hodů kostkou, Y = X + Z.

pX|Y (6|10) =

I pX|Y z pX,Y :



Sdružené vs. podmíněné rozdělení

pX,Y . . . 10 11 12

1

2

3

4

5

6

pX|Y . . . 10 11 12

1

2

3

4

5

6



Přehled

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení

Spojité náhodné veličiny

Spojité náhodné veličiny



Obecná náhodná veličina

Definice
Náhodná veličina (random variable) na (Ω,F , P ) je zobrazení
X : Ω→ R, které pro každé x ∈ R splňuje

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F .

I diskrétní n.v. je n.v.



Distribuční funkce

Definice
Distribuční funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

FX(x) := P (X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x).

I FX je neklesající funkce
I limx→−∞ FX(x) = 0

I limx→+∞ FX(x) = 1

I FX je zprava spojitá



Distribuční funkce – další ukázky



Kvantilová funkce
Pro nádhnou veličinu X definujeme kvantilovou funkci
QX : [0, 1]→ R pomocí

QX(p) := min {x ∈ R : p ≤ FX(x)}

I Pokud FX je spojitá, tak QX = F−1X .
I QX(1/2) = medián (pozor, když FX není rostoucí)
I QX(10/100) = desátý percentil, atd.



Spojitá náhodná veličina

Definice
N.v. X se nazývá spojitá (continuous), pokud existuje
nezáporná reálná funkce fX tak, že

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt.

(Někdy se též používá pojem absolutně spojitá veličina.)
Funkce fX se nazývá hustota (probability density function, pdf)
náhodné veličiny X.



Práce s hustotou

Věta
Necht’ spojitá n.v. X má hustotu fX . Pak

1. P (X = x) = 0 pro každé x ∈ R.

2. P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b
a fX(t)dt pro každé a, b ∈ R.



Uniformní rozdělení
I N.v. X má uniformní rozdělení na intervalu [a, b], píšeme
X ∼ U(a, b), pokud fX(x) = 1/(b− a) pro x ∈ [a, b] a
fX(x) = 0 jinak.



Universalita unif.

Věta
Necht’ F je funkce „typu distribuční funkce“: neklesající zprava
spojitá funkce s limx→−∞ F (x) = 0 a limx→+∞ F (x) = 1. Necht’
Q je odpovídající kvantilová funkce.

1. Necht’ U ∼ U(0, 1) a X = Q(U). Pak X má distribuční
funkci F .

2. Necht’ X je n.v. s distribuční funkcí FX = F , necht’ F je
rostoucí. Pak F (X) ∼ U(0, 1).





Střední hodnota spojité n.v.

Definice
Necht’ spojitá n.v. X má hustotu fX . Pak její střední hodnota
(expectation, expected value, mean) je označována E(X) a
definována

E(X) =

∫ ∞
−∞

x fX(x)dx,

pokud integrál má smysl, tj. pokud se „nejedná o typ∞−∞“.

I Analogie s výpočtem těžiště tyče ze znalosti hustoty.



Spojitý LOTUS

Věta (LOTUS)
Pokud X je spojitá n.v. s hustotou fX a g reálná funkce, tak

E(g(X)) =

∫ ∞
−∞

g(x)fX(x)dx,

pokud integrál má smysl.
(Důkaz vynecháme.)



Přehled

Náhodné vektory

Podmíněné rozdělení

Spojité náhodné veličiny

Spojité náhodné veličiny



Shrnutí, co už víme
I FX(x) := P (X ≤ x) distribuční funkce, existuje vždy, je

neklesající, zprava spojitá, FX(−∞) = 0, FX(+∞) = 1

I FX(x) =
∫ x
−∞ fX(t)dt pro tzv. spojité n.v. Pro ty dále platí:

I P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b
a fX(t)dt, spec. tedy P (X = x) = 0 pro

každé x ∈ R
I obecněji: P (X ∈ A) =

∫
A fX(t)dt, kdykoli umíme přes

množinu A integrovat
I spec. tedy

∫∞
−∞ fX(t)dt = 1

I E(X) =
∫∞
−∞ t fX(t)dt

I E(g(X)) =
∫∞
−∞ g(t)fX(t)dt

I Pokud je hustota spojitá, tak navíc platí: fX = F ′X (základní
věta kalkulu).



Uniformní rozdělení
I N.v. X má uniformní rozdělení na intervalu [a, b], píšeme
X ∼ U(a, b), pokud fX(x) = 1/(b− a) pro x ∈ [a, b] a
fX(x) = 0 jinak.



Rozptyl spojité n.v.

E(X) =

∫ ∞
−∞

x fX(x)dx

E(X2) =

∫ ∞
−∞

x2 fX(x)dx

Označíme-li µ = E(X), tak

var(X) =

∫ ∞
−∞

(x− µ)2 fX(x)dx = E(X2)− (E(X))2
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Přehled

Spojité náhodné veličiny

Konkrétní spojitá rozdělení a jejich parametry

Náhodné vektory



Obecná náhodná veličina – co už víme
I N.v. je zobrazení X : Ω→ R, které pro každé x ∈ R splňuje
{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F .

I Diskrétní n.v. je n.v.
I Distribuční funkce n.v. X je funkce FX(x) := P (X ≤ x).
I Distr. fce je FX je neklesající, zprava spojitá, s

definovanými limitami v ±∞.



Kvantilová funkce
Pro náhodnou veličinu X definujeme kvantilovou funkci
QX : [0, 1]→ R pomocí

QX(p) := min {x ∈ R : p ≤ FX(x)}

I Pokud FX je spojitá, tak QX = F−1
X .

I Obecně platí: QX(p) ≤ x⇔ p ≤ FX(x).
I QX(1/2) = medián (pozor, když FX není rostoucí)
I Pokud FX je spojitá, tak QX = F−1

X .



Spojitá náhodná veličina

Definice
N.v. X se nazývá spojitá (continuous), pokud existuje
nezáporná reálná funkce fX tak, že

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt.

(Někdy se též používá pojem absolutně spojitá veličina.)
Funkce fX se nazývá hustota (probability density function, pdf)
náhodné veličiny X.

I Alternativně: máme zadanou funkci f ≥ 0 s
∫∞
−∞ f = 1.

I Vybereme náhodný bod pod grafem f .
I Označíme jeho souřadnice (X,Y ).
I Pak X je n.v. s hustotou f .



Práce s hustotou

Věta
Necht’ spojitá n.v. X má hustotu fX . Pak

1. P (X = x) = 0 pro každé x ∈ R.

2. P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b
a fX(t)dt pro každé a, b ∈ R.

I V důsledku taky platí (pro “rozumnou množinu A”)

P (X ∈ A) =

∫
A
fX(t)dt



Střední hodnota spojité n.v.

Definice
Necht’ spojitá n.v. X má hustotu fX . Pak její střední hodnota
(expectation, expected value, mean) je označována E(X) a
definována

E(X) =

∫ ∞
−∞

x fX(x)dx,

pokud integrál má smysl, tj. pokud se „nejedná o typ∞−∞“.

I Analogie s výpočtem těžiště tyče ze znalosti hustoty.
I Diskretizace.



Vlastnosti střední hodnoty

Věta (LOTUS)
Pokud X je spojitá n.v. s hustotou fX a g reálná funkce, tak

E(g(X)) =

∫ ∞
−∞

g(x)fX(x)dx,

pokud integrál má smysl.
(Důkaz vynecháme, dělal by se pomocí substituce v integrálu.)

Věta (Linearita střední hodnoty)
Pro X1, . . . , Xn diskrétní nebo spojité n.v. platí

E(X1 + · · ·+Xn) = E(X1) + · · ·+ E(Xn).

(Důkaz bude později.)



Rozptyl spojité n.v.

E(X) =

∫ ∞
−∞

x fX(x)dx

E(X2) =

∫ ∞
−∞

x2 fX(x)dx

Označíme-li µ = E(X), tak

var(X) := E((X − µ)2) =

∫ ∞
−∞

(x− µ)2 fX(x)dx.

Věta
I pro spojité n.v. platí var(X) = E(X2)− (E(X))2.
(Důkaz jako pro diskréní n.v.)



Rozptyl součtu

Věta (Rozptyl součtu)
Pro X1, . . . , Xn nezávislé diskrétní nebo spojité n.v. platí

var(X1 + · · ·+Xn) = var(X1) + · · ·+ var(Xn).



Přehled

Spojité náhodné veličiny

Konkrétní spojitá rozdělení a jejich parametry

Náhodné vektory



Uniformní rozdělení
I N.v. X má uniformní rozdělení na intervalu [a, b], píšeme
X ∼ U(a, b), pokud fX(x) = 1/(b− a) pro x ∈ [a, b] a
fX(x) = 0 jinak.



Exponenciální rozdělení

FX(x) =

{
0 pro x ≤ 0

1− e−λx pro x ≥ 0
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I X modeluje např. čas před příchodem dalšího telefonního
hovoru do call-centra/dotazu na web-server/čas do dalšího
blesku v bouřce/. . .



Souvislost X ∼ Exp(λ) a Y ∼ Geom(p)

I P (X > x) = e−λx pro x > 0

I P (Y > n) = (1− p)n pro n ∈ N
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Standardní normální rozdělení
I ϕ(x) = 1√

2π
e−x

2/2

I Φ(x) – primitivní funkce k ϕ
I Standardní normální rozdělení N(0, 1) má hustotu ϕ a

distribuční funkci Φ.
I Pokud Z ∼ N(0, 1), tak E(Z) = 0, var(Z) = 1
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Obecné normální rozdělení
I Pro µ, σ ∈ R, σ > 0 položme X = µ+ σ · Z, kde
Z ∼ N(0, 1).

I Píšeme X ∼ N(µ, σ2) – obecné normální rozdělení.
I Normální rozdělení N(µ, σ2) má hustotu 1

σϕ(x−µσ ).



Odolnost vůči součtu
I Pokud X1, . . . , Xk jsou n.n.v., kde Xi ∼ N(µi, σ

2
i ), pak

X1 + · · ·+Xk ∼ N(µ, σ2),

kde µ =

σ =



Normální rozdělení – klíčové vlastnosti
I Pravidlo 3σ (68–95–99.7 rule)
I Centrální limitní věta
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(Obrázek vlevo z Wikipedie, autor Melikamp.)



Cauchyho rozdělení
I Cauchyho rozdělení: hustota f(x) = 1

π(1+x2)

I nemá střední hodnotu!!!
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Gamma rozdělení
I Gamma(w, λ), gamma rozdělení s parametry w > 0 a
λ > 0 má hustotu

f(x) =

{
0 pro x ≤ 0

1
Γ(w)λ

wxw−1e−λx pro x ≥ 0

kde Γ(w) = (w − 1)! =
∫∞

0 xw−1e−xdx.
I Pro w = 1 dostáváme znovu exponenciální rozdělení.
I Pokud X1, . . . , Xn jsou n.n.v. s rozdělením Exp(λ),

tak X1 + · · ·+Xn ∼ Gamma(n, λ).
I Modeluje mj. životnost součástky, souhrn dešt’ových

srážek za rok, latenci webového serveru.



A mnoho dalších
I Beta(s, t) – beta rozdělení
I χ2 rozdělení s k stupni volnosti = chí-kvadrát (χ2

k) je jiné
jméno pro Gamma(1

2k,
1
2). Je to rozdělení Z2

1 + · · ·+ Z2
k ,

kde Zi ∼ N(0, 1) jsou n.n.v.
I Studentova t-distribuce
I atd. atd.



Uniformní rozdělení
I N.v. X má uniformní rozdělení na intervalu [a, b], píšeme
X ∼ U(a, b), pokud fX(x) = 1/(b− a) pro x ∈ [a, b] a
fX(x) = 0 jinak.



Universalita unif.

Věta
Necht’ X je n.v. s distribuční funkcí FX = F , necht’ F je spojitá
a rostoucí. Pak F (X) ∼ U(0, 1).

Věta
Necht’ F je funkce „typu distribuční funkce“: neklesající zprava
spojitá funkce s limx→−∞ F (x) = 0 a limx→+∞ F (x) = 1. Necht’
Q je odpovídající kvantilová funkce.
Necht’ U ∼ U(0, 1) a X = Q(U). Pak X má distribuční funkci F .





Přehled

Spojité náhodné veličiny

Konkrétní spojitá rozdělení a jejich parametry

Náhodné vektory



Sdružená distribuční funkce (Joint cdf)

Definice
Pro n.v. X, Y na pravděpodobnostním prostoru (Ω,F , P )
definujeme jejich sdruženou distribuční funkci (joint cdf)
FX,Y : R2 → [0, 1] předpisem

FX,Y (x, y) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x&Y (ω) ≤ y).

I Mohli bychom definovat i pro více než dvě n.v.
FX1,...,Xn(x1, . . . , xn).

I Můžeme odsud odvodit pravděpodobnost obdélníku:
P (X ∈ (a, b] &Y ∈ (c, d]) =



Sdružená hustota (Joint pdf)
I Často můžeme sdruženou distribuční funkci psát jako

integrál pomocí nezáporné funkce fX,Y

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (x, y)dxdy.

I Pak nazýváme n.v. X, Y sdruženě spojité. Funkce fX,Y je
jejich sdružená hustota.

I Jako u jednorozměrného případu může být fX,Y > 1.
I Stejně jako u jednorozměrného případu můžeme pak

pomocí hustoty vyjádřit i další pravděpodobnosti:

P ((X,Y ) ∈ S) =

∫
S
fX,Y (x, y)dxdy.

I fX,Y (x, y) =
∂2FX,Y (x,y)

∂x∂y



LOTUS
I Stejně jako v diskrétním případu platí pro střední hodnotu

funkce dvou n.v.

E(g(X,Y )) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g(x, y)fX,Y (x, y)dxdy.

I A stejně jako v diskrétním případu odsud odvodíme
E(aX + bY + c) = a · E(X) + b · E(Y ) + c.



Vícerozměrné normální rozdělení
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Přehled

Spojité distribuce

Náhodné vektory

Zpátky k základům

Dokončení k spojitým vektorům

Nerovnosti

Limitní věty – aproximace



Jaká rozdělení jsme už potkali
I U(a, b) – uniformní – rovnoměrné na intervalu [a, b]

I Exp(λ) – exponenciální – za jak dlouho se utrhne ucho u
džbánu

I N(µ, σ2) – normální – kolik váží chleba



Cauchyho rozdělení
I Cauchyho rozdělení: hustota f(x) = 1

π(1+x2)

I nemá střední hodnotu!!!
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Gamma rozdělení
I Gamma(w, λ), gamma rozdělení s parametry w > 0 a
λ > 0 má hustotu

f(x) =

{
0 pro x ≤ 0

1
Γ(w)λ

wxw−1e−λx pro x ≥ 0

kde Γ(w) = (w − 1)! =
∫∞

0 xw−1e−xdx.
I Pro w = 1 dostáváme znovu exponenciální rozdělení.
I Pokud X1, . . . , Xn jsou n.n.v. s rozdělením Exp(λ),

tak X1 + · · ·+Xn ∼ Gamma(n, λ).
I Modeluje mj. životnost součástky, souhrn dešt’ových

srážek za rok, latenci webového serveru.



A mnoho dalších
I Beta(s, t) – beta rozdělení
I χ2 rozdělení s k stupni volnosti = chí-kvadrát (χ2

k) je jiné
jméno pro Gamma(1

2k,
1
2). Je to rozdělení Z2

1 + · · ·+ Z2
k ,

kde Zi ∼ N(0, 1) jsou n.n.v.
I Studentova t-distribuce
I atd. atd.



Uniformní rozdělení
I N.v. X má uniformní rozdělení na intervalu [a, b], píšeme
X ∼ U(a, b), pokud fX(x) = 1/(b− a) pro x ∈ [a, b] a
fX(x) = 0 jinak.



Universalita unif.

Věta
Necht’ X je n.v. s distribuční funkcí FX = F , necht’ F je spojitá
a rostoucí. Pak F (X) ∼ U(0, 1).

Věta
Necht’ F je funkce „typu distribuční funkce“: neklesající zprava
spojitá funkce s limx→−∞ F (x) = 0 a limx→+∞ F (x) = 1. Necht’
Q je odpovídající kvantilová funkce.
Necht’ U ∼ U(0, 1) a X = Q(U). Pak X má distribuční funkci F .





Přehled

Spojité distribuce

Náhodné vektory

Zpátky k základům

Dokončení k spojitým vektorům

Nerovnosti

Limitní věty – aproximace



Sdružená distribuční funkce (Joint cdf)

Definice
Pro n.v. X, Y na pravděpodobnostním prostoru (Ω,F , P )
definujeme jejich sdruženou distribuční funkci (joint cdf)
FX,Y : R2 → [0, 1] předpisem

FX,Y (x, y) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x&Y (ω) ≤ y}).

I Formální podmínka: potřebujeme {X ≤ x&Y ≤ y} ∈ F ,
jinak (X,Y ) není náhodný vektor.

I Mohli bychom definovat i pro více než dvě n.v.
FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) =

I Můžeme odsud odvodit pravděpodobnost obdélníku:
P (X ∈ (a, b] &Y ∈ (c, d]) =


